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Introduction

L’épidémiologie décrit les variations de fréquence des maladies dans les groupes
humains, et recherche les déterminants de ces variations, et des facteurs qui pourraient
les causer. Elle vise a la compréhension des causes des maladies, a I’amélioration de leurs
traitements et moyens de prévention. Une maladie infectieuse est une maladie provoquée
par la transmission d’un micro-organisme : virus, bactérie, parasite, champignon...

Parmi les maladies infectueuses les plus répandues et les plus connues, on citera a titre
d’exemple : la Tuberculose, le Paludisme, et le SIDA .

Il est légitime de se poser la question : quel rapport avec les mathématiques ?
On pourrait y répondre comme suit :
On commence par collecter des données (épidémie : nombre de malades, temps de guérison,
pourcentage de mortalité . . .) , autrement dit des chiffres . Il s’agit de modéliser ces
parametres a savoir convertir un probleme concret, issu du monde réel, en un probleme
de nature mathématique, puis on passe a la résolution et ’analyser du modele, cela peut
permettre de comprendre, de prédire, d’agir . . .

La vaccination pose encore aujourd’hui des problemes nouveaux, pour les-
quels la modélisation mathématique demeure indispensable. Notamment, la disparition
programmée des maladies amene a réfléchir sur la nécessité de renforcer la vaccination ou
de l'arréter . La diminution rapide de I'immunité vaccinale est également a l’origine de
questions de santé publique que 'on peut étudier par modélisation.

Le théoreme du seuil a été reformulé par la notion du ratio de reproduction
de 1’épidémie, noté Ry, dont l'interprétation usuelle est le nombre de cas directement
infectés par un unique infecté dans une population entierement susceptible. L’intuition,
et les mathématiques, montrent que lorsque Ry est plus grand que 1, on aura l'apparition
d’une épidémie ; et inversement lorsque Ry est inférieur ou égal a 1 .

Dans les articles correspondant a cette étude (Kermack et al., 1927; Ker-
mack,et al., 1932; Kermack et al., 1933), les auteurs décrivent ce qui est maintenant
connu sous le nom de modele ” SIR 7, le modele fondamental sous sa forme la plus simple
en EDO.

Ce modele correspond au systeme d’équations suivant
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S'(t) = A= BS()I(t) — pS(t),
I'(t) = BS@L(t) = I(t) — pl(2),

R(t) =~I(t) — pR(t).

ou S(t) représente la population des susceptibles a Uinstant ¢ , I(¢) celle des infectés et
R(t) celle des réfractaires. Plusieurs parametres sont utilisés pour rendre compte de la dy-
namique de cette population : A constante correspond aux naissances dans la population,
supposées toutes susceptibles, 1/u est la durée de vie moyenne, 1/~ la durée infectieuse
moyenne et 3 correspond au taux de contact menant a une transmission effective de la
maladie.

Dans ce mémoire nous étudions un modele structuré en age d’infection |,
ou la contagiosité et le taux d’enlevement peuvent dépendre de I'age d’infection. Si le
nombre de reproduction de base Ry < 1, on démontre que I'équilibre trivial est globa-
lement asymptotiquement stable. Pour Ry > 1, une fonction de Lyapunov est utilisée
pour montrer que I'unique équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable .

Soit le modele de KERMACK-MCKENDRICK appliqué en épidémiologie étudié dans
ce mémoire (on donne plus de détails dans un des chapitres qui suivent :

S'(t) = 7 — naS(t) — nS(0) / " Bla)i(t, a)da,

di(t,a di(t,a .
k) 4 200 — —py(a)ilt, a),

i(t,0) = nS(t) /000 B(a)i(t,a)da,




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 (énéralités sur les équations différentielles

Définition 1.1.1

Une équation différentielle (ED) d’ordre n est une équation faisant intervenir
une fonction 1y ainsi que ses dérivées y™* jusqu’a Uordre n. Par exzemple, une telle
équation pourrait étre

y'(t) =2 y(t) ou y=05t*y"(t) — 6t.

L’équation différentielle d’ordre n la plus générale peut toujours s’écrire sous la forme
F(t7 y? y’? "'7yn) = 0 (ED)

ou I est une fonction de (n+ 2) variables. Nous ne considérons que le cas ou t et
y sont a valeurs dans R . Une solution a une telle équation différentielle sur [intervalle
I C R est une fonction y € C™"(I,R) (une fonction y: 1 — R qui est n fois continument
dérivable) telle que pour tout t € I, on ait F(t,y(t),y'(t),....,y"(t)) = 0.

Remarque : On dit souvent intégrer ’'ED au lieu de trouver une solution a I’'ED.
On considere maintenant 1’équation différentielle :
y' = f(ty(t)) (¢)
Le probleme de Cauchy :
Considérons 1'équation différentielle (¢) et E ouvert de R™. Le probleme de Cauchy est
le suivant : on se donne un intervalle [ de R, ty € [ et yy, € E et on cherche toutes les

solutions y: I — E de (¢) telles que y(to) = o.

5
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Définition 1.1.2

On dira que Uapplication [ :U — E est localement lipschitzienne en sa seconde
variable sur U C R x E si et seulement si, quelque soit (tg, z9) € U C Rx E, il existe un
voisinage ouvert Uy C U de (to,20) dans R x E | tel qu’il existe une constante Cy >0
vérifiant :

V(t,Z),(t,ZL’) S UO’ H f(t,Z) - f(t’w) ”S CO' H =X ||

Théoréme 1.1.1

Avec les notations de 'équation différentielle (¢), si f est continue sur U et
localement lipschitzienne en sa seconde variable sur U, quelque soit (to,yo) € U , il existe
un intervalle ouvert Iy contenant ty et une fonction y: 1y — E |, telle que :

-y(to) = o ,

-y est une solution de (g) ,

- pour tout intervalle J C Iy contenant to , il n'ériste qu’une seule solution de (¢)
passant par yo en to . Il s’agit de y; .

Soit I’équation différentielle autonome :

y' = fy@) (e1)

En générale on ne sait pas résoudre ’équation différentielle (¢1) , alors on fait une étude
qualitative de ses solutions . Cette étude commence par la recherche des points d’équilibre
( points singuliers, fixes, stationnaires) c¢’est-a-dire les points ou la vitesse s’annule .

Définition 1.1.3
Le point y* est dit point d’équilibre du systéeme (1) si f(y*) = 0 autrement dit y* est
une solution constante de l’équation y' = f(y(t)).

Définition 1.1.4
Soient Q un ouvert de R™ contenant 0, et soit V : Q@ — R une fonction de classe C*!,

1. 'V est dite définie positive si :
(i) V(0)=0, et
(i1) V(u) >0 pour u € 2\ {0}.
2. 'V est dite définie négative, si —V est définie positive.
3. 'V est dite semi-définie positive si :
(i) V(0) =0, et
(i) V(u) > 0 pour tout u € S2.
4.V est dite semi-définie négative si —V est semi-définie positive.
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1.2 Stabilité des équilibres au sens de Lyapunov

Soit I’équation différentielle
y=fy), (1.1)

ot f:Q C R® — R" est une fonction de classe C!. Soit y* un point d’équilibre de
I’équation (|1.1]).

Définition 1.2.1
L’équilibre y* est dit stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute solution

y(t) de on a

ly(0) —y* | <n=Vt>0 |yt)—vy'| <e.

Définition 1.2.2
L’équilibre y* est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe r > 0 tel que pour

toute solution y(t) de on a
ly(0) =yl <7 = lim [ly(t) —y*|| = 0.

Remarque :
Si un point d’équilibre est stable mais pas asymptotiquement stable on parle de la stabilité
neutre.

Théoréme 1.2.1 (Stabilité au sens de Lyapunov : méthode directe [5] )
Soit y(t) solution de § = f(y)

et soit 'V une fonction de classe C'  définie positive sur € wun voisinage de y* = 0
(sans perte de généralité on prend [’équilibre exactement [’origine)

(i) Si W est semi-définie négative alors y* est stable.

d
(i) Si {l—‘{ est définie négative alors y* est asymptotiquement stable.

Dans le cas (i) V(y) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (ii) V(y) est
dite fonction de Lyapunov stricte.

Preuve :
(ii) V(z,y) Lyapunov stricte dans le cas planaire.
Soit V :Q — R tel que 2 contient (0,0) .
Soit le cercle C' de centre (0,0) inclus dans €2 . Sur ce cercle V' admet un minimum
V>M car (V(z,y) >0 si (z,y) # (0,0)).
Soit U l'ensemble des points intérieur a C' et inférieur a M en V alors U n’est pas
vide car (0,0) € U et V(0,0) =0< M
Soit (z,y) une solution telle que (z(0),y(0)) € U ,ona 0 < V(x(t),y(t)) < M.
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On prend ¢t =t, =n alors:
V(z(tn),y(tn)) = V((n),y(n)) converge car V décroissante le long des solutions et mi-
norée par 0 ,
donc
V(a(n+ 1), y(n+ 1)) — V(e(n), y(n) — 0.

n—-+o0o

D’un autre coté on applique le théoreme des accroissements finis & V' dans [n,n + 1]
alors ds,, €|n,n + 1] tel que

(z(sn),y(sn)) setrouve dans un compact donc on peut extraire une sous suite (z(r,), y(r,))

qui converge.

%nﬁToo(x(rn>’ y(r”» =0= %(xom yoo) = 07

dela (Zoo, Yoo) = (0,0) car V'(z,y) =0 alors (z,y) = (0,0) (lyapunov stricte).

donc
lim (z(t),y(t)) = (0,0).

t—+o00
Théoréme 1.2.2 (Théoréme d’invariance de LaSalle [5])
Soit R" >y — V(y) de classe C et définie positive
#Vy) 0.

Alors, pour toute condition initiale yo, la solution de § = f(y) (définie pour tout temps
t > 0) converge asymptotiquement vers le plus grand sous-ensemble invariant contenu
dans ’ensemble des points £ € R™ tels que %V(f) =0.

1.3 Rappels et compléments

Théoréme 1.3.1 (Inégalité de Jensen)

Sotent f, g : 2 — R mesurables et ¢ : R — R conveze, ot 2 est ouvert de R™
SUPpPoOSOns que :

9> 0 pp surQ, /Q g(@)de =1, fg et (f)g € L'(Q),

alors o / f(@)g(x)dz) < / o(f(2))g(x)dz.
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Soit maintenant le théoreme qui donne I’existence et 'unicité d'un point fixe pour une
contraction sur un espace métrique complet.

Théoréme 1.3.2 (Théoréme du Point Fixe Métrique (Picard) [10])
Soient (E,d) un espace métrique complet et p : E — E une application contrac-
tante, i.e. Lipschitzienne de rapport k < 1 . Alors, ¢ admet un unique point fire a € E

c-a-d ¢(a) = a. De plus, pout tout point initial xo € E, la suite itérée (z,)pen, avec zg € E
quelconque et x,11 1= p(x,) converge vers a.

Théoréme 1.3.3 (Lemme de Gronwall [10])

Soit ¢ une fonction continue sur un intervalle [0,T] , on suppose qu’il existe k >0
et f continue sur [0,T] tels que :

o) < )+ | slu)du,

alors o(t) < f(t) + k’/tf(u)ek(t”)du.
0

Corollaire 1.3.1

Soit p une fonction dérivable définie sur un intervalle J de R a valeur dans R™.
Soit ty € J . On suppose que pour t € J, avec t > tgy, Uapplication ¢ vérifie :

' @O < ADNe@)]] + u(?),

ou X\ et i deux fonctions continues définies sur J ; la fonction A est a valeurs positives ou
nulles.

soit ¥ définie sur J , vérifiant [’équation :
P'(t) = A)(t) + p(t),
et satisfaisant || o(to)|] < ¥(to)

Alors pour tout t > tg on a :

eI < 9 (?).



Chapitre 2

Modélisation mathématique

Les modeles mathématiques des phénomenes biologiques sont de plus en plus réalistes
et utiles dans la pratique, un reflet de leur utilisation pour aider a comprendre les proces-
sus dynamiques et faire des prédictions pratiques.

La modélisation mathématique en biologie est nécessaire dans de nombreuses disciplines
telles que I’écologie, la dynamique des populations, la génétique, I’épidémiologie, la médecine
et fait intervenir la plupart des domaines des mathématiques, analyse réelle et complexe,
algebre, calcul différentiel et intégral, analyse numérique, probabilités et statistique,...

2.1 Modélisation mathématique appliquée a la dyna-
mique de populations

Un des domaines de la biologie ou les mathématiques sont les plus représentées et
depuis fort longtemps est la dynamique des populations. Ce terme doit étre entendu en
un sens tres large. La dynamique des populations n’étudie pas seulement 1’évolution des
populations animales, végétales ou bactériennes, mais concerne aussi la génomique au
niveau cellulaire. La dynamique des populations consiste non seulement a décrire la taille
de la population étudiée au cours du temps mais aussi a expliquer les comportements
évolutifs observés ainsi que les interactions entre les especes vivantes et leur milieu.

Dans ce qui suit, nous considérons certains modeles déterministes en guise d’introduc-
tion a la dynamique de populations.

10
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1-Modele de croissance exponentielle de Malthus [9]

On considere une population dont l'effectif au cours du temps est représenté par une

fonction réelle :
N:R, — R,

En I'absence d’interaction avec une autre population, on peut schématiser 1'évolution
de N par la loi générale :

N(t+ At) — N(t) = [ taux de naissances — taux de déces |[xN x At

N(t+At)—N(t)

N = [ taux de naissances — taux de déces |x N

on passe a la limite At — 0 :
4¥ — [ taux de naissances — taux de déces |x N
On peut écrire la loi d’évolution malthusienne
%:(b—d)x]\f, b,d >0
Cette approche, revient a Malthus en 1798.
La solution est donnée par : N(t) = Ny et~
Propriétes :
N(t) = Ny eb=D1
Si b>d il y a croissance exponentielle de la population.

Si b<d il y a décroissance exponentielle de la population qui tend vers une extinction.
Si b =d la population reste constante.

Défaut majeur : Ne tient pas compte de la capacité du milieu a soutenir une crois-
sance exponentielle et c’est assez irréaliste. En effet, si I'on considere les estimations de
croissance passées et les prévisions pour la population mondiale totale du 17¢™¢ au 21¢™¢
siecles, on remarque que la croissance n’est pas exponentielle.
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2-Modele de croissance logistique de Verhulst [IJ]

Ce modele est introduit pour corriger le défaut évoqué ci-dessus, bien sur il faut
présenter un certain ajustement a la croissance exponentielle . Verhulst (1838, 1845) a
proposé qu’un processus d’auto limitation devrait fonctionner quand une population de-
vient trop importante. Il a suggéré :

N

o =N -

=

), N0)=Ny, r=b—d>0
Si K > 0 : capacité limite de ’environnement.

Si K = +oo on retrouve le modele de Malthus.

Si r le taux intrinseque.

La solution est donnée par :

e'rt
N(t):m&;{m%[( quand t — o0

3-Deux populations en interaction

Soit maintenant le cas de deux populations en interaction :
x(t) : densité de la population 1.
y(t) : densité de la population 2.

W= gly) + klz,y)

ou f(x) et g(y) modélise la croissance de la population isolée et h(z,y) et k(z,y)
modélise 'interaction entre les deux populations

Pour le choix de h(z,y) et k(x,y) et leurs signes on a :

. (—,—) chaque population exerce un effet négatif sur la croissance de l'autre , c’est
le cas des populations en compétition.

. (—,+) ou (+4,—) une population exerce un effet négatif sur la croissance de l'autre ,
et l'effet inverse dans 'autre sens est positive , c’est le cas par exemple de la prédation .

. (+,+) chaque population favorise la croissance de I’autre population par exemple le cas
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du mutualisme.

Exemple pour le cas de prédation :

Pour mieux comprendre la modélisation , prenons le cas de prédation . Il est usuel de
supposer que les proies et les prédateurs se déplacent en exploitant leur milieu au hasard.
Cela conduit a un modele de type "action de masse” ou le nombre moyen de rencontres
entre les proies et les prédateurs est proportionnel au produit des effectifs , de ce fait on
doit avoir un terme négatif dans I’équation des proies parce que qu’il y a disparition des
proies consomées par les prédateurs de type h(z,y) = —azxy.

Ici a est un parametre constant positif qui rend compte de I'éfficacité des prédateurs
dans leurs attaques.
h : s’appelle fonction de Lotka-Voltera ou de type 1

Dans I’équation des prédateurs on doit s’attendre a un terme de la méme forme parce

que les proies tuées sont assimilées par les prédateurs et leur permettent de maintenir la

croissance de leur population k(z,y) = —eh(z,y) = eaxy.

Ou e : rendement de conversion de biomasse proie en biomasse prédateur.

Supposons que x est la densité de la proie se developpant avec une croissance logistique :
fla) = ra(1 = %)

y est caractérisé par une mortalité naturelle :

9(y) = —my

On obtient le modele suivant :

L —rp(l — %) — axy
d
& = —my + eaxy

4-Equation structurée en age

Soit n(t,a) la densité de population qui a 'age a alinstant ¢ ou a € [0,ay] avec
ay l'age maximal .

a2
Soit / n(t,a)da : le nombre d’individus qui ont 'dge a € [a1,a2] a linstant t
a
(I'integrale somme tous les individu qui ont I'age a € [ay,as] a Uinstant t) .



14 Modélisation mathématique

P(t) = / n(t,a)da est la taille totale de notre population a I'instant t.
0

Soit [ le taux de fertilité ou de naissance alors :

as
/ fBn(t,a)da : le nombre des naissances produit des individus dans 1'age a € [aq, ag]
al

a l'instant t.

Posons B(t) = / fBn(t,a)da : le nombre total des naissances a l'instant t.
0

Soit p le taux de mortalité alors le nombre total de déces a 'instant t est égal :

/ un(t,a)da
0

I est logique de prendre [ = [((a, P(t)) et p = p(a,P(t)) dépendant de I'age et
de la population totale.
Supposons que la population change d'un temps t & un temps t+h alors

t+h
/ B(s)ds : le nombre de naissances entre t et t+h.
t

Le nombre des individus disparus par mortalité a I'instant t+s qui ont un age inférieure
ouégal a a+ s est égal :

a-+s
/ un(t + s, o0)do,
0

donc le nombre des individus qui évoluent et qui meurent entre [t,¢ + h| est :

h a+s
/ / un(t + s, o)dods.
o Jo

Le nombre des individus de la population qui ont un age inférieur a a est égal :
a

N(t,a) = /0 n(t, s)ds.

t+h h a+s
donc N(t+h,a+h)— N(t,a) = / B(s)ds — / / un(t + s, o)dods
0o Jo

t

t+h h a+s
/ B(s)ds —/ / un(t + s, o)dods
t 0 Jo
h

N (t+h,a+h)—N(t,a)
h

donc

En faisant tendre h — 0 on obtient

Ny — N, = B(t) — /0 un(t,o)do avec Ny = 2 et N, = 9
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/a ny(t,o)do +n(t,a) = — /a un(t,o)do
0 0
On dérive et on obtient :
ne(t,a) +nq(t,a) = —un(t, a).
Conclusion le Modele MACKENDRICK-FOESTER est donné par :

.

In(t,a) + Zn(t,a) = —pn(t,a),

n(t,0) /ﬁap ,a)da,

n(0,a) = ng(a)

Remarque : On peut aussi aussi voir que la variation de la population est égale :

dn(t,a) = %2da + 2dt = —pn(t, a)dt.

: A : da __ _
Puisque on avance dans I’age physique comme dans le temps on a % =1 donc da = dt

D’ou, apres simplification :

g—z + %—’t‘ = —un(t,a).

2.2 Modélisation mathématique en épidemiologie

Soit une population saine ( constituée de susceptibles ) et supposons qu’un
individu infecté est introduit dans cette population , il va déclencher I'infection et celle-ci
se propage d’'un individu a un autre a travers un contact. Apres un certain temps les
infectés se rétablissent et deviennent immunisés ou réfractaire, ce qui revient a dire que
la probabilité d’étre infecté une 2°™¢ fois est faible .

Ainsi la population est divisée en trois classes d’individus :

SUSCEPTIBLES — INFECTES — REFRACTAIRES

Pour pouvoir créer un modele pour cette situation nous allons suivre les 3 étapes sui-
vantes :
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1- Identification des quantités qui nous intéressent
S :nombre des susceptibles.

I :nombre des infectés

R :nombre des refractaires

2- identification des variables indépendantes

tel que le temp t I'espace z, 'age a,...

Dans notre exemple on a S(t), I(t), R(t)

3- On quantifie les transitions et les interactions entre les classes

Définition :

On appelle force d’infection 6 la probabilité par unité de temps (le taux), pour qu'un

susceptible devienne infecté .

Suivant cette définition on construit notre modele.

S(t+h) — S(t)

I

|
>
—
~
S~—
N
—~
~
N—
>

I(t+h) — I(t) = 6(1)S()h — alh
R(t+h) — R(t) = al(t)h
S — _g(1)S(t)

dt

Apres le passage a la limite h — 0 on a = 9(1)S(t) — al

dR __
E_O[]

On suppose que la force d’infection est proportionelle au nombre d’infectési.e: 0(1) = 31
ou [ est appelé le taux de transmission.

Le modeéle devient :

@ — _pIS

d
d—izﬁIS—aI
dik — o

dt

Ici le modele ne prend pas en compte la mortalité ni la natalité et par conséquent la
population totale est considérée comme constante.
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S(t) + I(t) + R(t) = N.

Etant donnée maintenant une maladie, une question fondamentale est de savoir
si elle peut se propager dans la population, pour cela on va introduire une nouvelle notion
qu’on appelle le taux de reproduction de base.

Définition :
On appelle taux de reproduction de base, noté Ry le nombre moyen d’individus infectés
produit par un seul infecté dans une population consitituée initialement uniquement d’in-
vidus sains, autrement dit le nombre moyen de cas secondaires par cas primaires dans une
population vierge.
L’intuition, et les mathématiques, montrent que lorsque Ry est plus grand que 1, il y a
apparition d’épidémie ; et tel n’est pas le cas lorsque Ry est inférieur a 1 .
On peut donner une formule explicite de Ry :

Ry=C P AT
avec
* C le nombre moyen de contacts.
* P la probabilité pour que le contact entre infectés et susceptibles conduit réellement a
une transmission de la maladie.
* AT la période moyenne d’inféctiosité .
Ici CP représente le contact réussi.

L’un des avantages de mesurer la croissance dans la génération de base et que pour plu-
sieurs modeles nous avons une expression explicite pour Ry en fonction des parametres .
En effet en prenant en compte les hypotheses faites :

- Le contact réussi CP = N .
- La période d’inféctiosité AT = é
donc
Ry=0 N é

On a CP = N car le contact dans la population initiale se fait avec toute
la population N puisque on I’a supposée saine (constituée uniquement de susceptibles)
multipliée par le taux de transmission.

Pour la période d’infectiosité on va utiliser une aproche probabiliste pour prouver
que AT = é . Pour cela on suppose que les infectés deviennent immédiatement conta-

gieux (il n y’a pas une période de latence ). Pour plus de détails voir [11]

On pose P(t) : la probabilité d’étre toujours contagieux a I'instant t apres l'infection. On
a alors :
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= P[(t) =e

Soit X la variable aléatoire X : Q) — R*
X(w) : la durée de la période d’infectiosité de l'individu w €

alors Pr(t) = P/(X(w) >t) = e
La fonction de répartition F(t) = Pi(X(w) <t)=1—e ™

La fonction de densité F'(t) = f(t) = ae™® donc l'espérance est égale a
o 1

B(X) = / ()t = L

o

0
d’ou la résultat.

2.3 Le modele de Kermack-McKendrick avec 1’age
d’infection et interprétation

Dans cette section nous considérons le modele structuré en age d’infection suivant[12] :

S(t) = 7 — 1S (1) — 1S (1) / " B(ai(t, a)da,

i(t,0) = nS(1) / Bla)i(t, a)da, N
0

an _ /0 " (ila) = r)i(t, a)da — v R(1),

S(0)=S,>0, R0)>0, i(0,.) =1y € L.(0,+0c0).

Dans le modele (1) la population est décomposée en trois classes (S(t)) des individus
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susceptibles, (i(t,a)) des individus infectés et des individus réfractaire (R(t)) . On désigne
par a >0 l'age ou l'infection commence, par conséquent i(t,a) est la densité des indivi-
dus infectés a 'instant t et qui ont I’age d’infection a.
Si on donne deux valeurs 0 < a; < as < 400 alors le nombre des individus qui ont 1’age
d’infection entre a; et ay et : -
/ i(t,a)da.
al

On peut avoir plusieurs interprétations de I’age d’infection . Par exemple un individu
peut étre exposé c-a-d infecté mais pas encore contagieux de a =0 a a =a; et qu’il
devient infecticux de a =a; a a = ay

Dans le modele v > 0 est un parametre qui représente une contribution positive qui
entre dans S(t), et v > 0 le taux de mortalité des susceptibles. La fonction ((a) peut
étre interprétée comme la probabilité d’étre infectieux (capable de transmetre la maladie)
avec I’age d’infection a > 0 | alors la quantité :

+oo
B(a)i(t,a)da.
0
représente le nombre d’individus contagieux . La fonction ((a) décrit exactement la
probabilité d’infectiosité pour la progression de la maladie d’un individu infecté.

On a aussi 7 > 0 le taux de transmission de l'infection d’un infecté a un susceptible,
vi(a) est le taux de quitter les individus infectés et qui devient réfractaire , de ce fait on
s’attend a un terme de la méme forme dans I’équation des réfractaires moins r le taux de
disparition par mortalité naturel des infectés. Finalement v, est le taux de mortalité des
individus réfractaires .

En conséquence de ce qui précede on a la quantité :

I, (a) = exp(— / vty

qui représente exactement la probabilité d’étre toujours infecté.
On a besoin de faire quelques suppositions pour que le probléeme soit bien posé :

- La fonction a — (3(a) est bornée et uniformément continue de [0, +o00) — [0, +00) .
- La fonction a — v;(a) appartient a L(0,+00) .

Remarque :

On peut remarquer que le modele est une généralisation du modele SIR . Pour le voir

calculons le nombre total de tous les infectés a I'instant t en intégrant I’équation en i(t, a)
pour éliminer la variable a, cela revient a dire sommer tous les infectés a l'instant t .
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Pour faciliter la notation; on suppose que v;(a) =v; et [(a) = donc :

T 9i(t, a) T 9i(t, a) oo 4
/0 Tda—l—/o 5 ———=da —/0 —vy(a)i(t,a)da

+oo +o0o
alors / 82(;ta)d —i(t,0) = —V[/ i(t,a)da avec i(t,+o00) =0
0 0

donc & /+ooi(t,a)da —i(t,0) = —ug /+OO i(t,a)da
0 . 0

On pose I(t) = /0 i(t,a)da ( les infectés a l'instant ¢ ) . Ainsi :
I(t) = w1 (8) + 1S()3 /0 " it a)da
A propos de I'équation des réfractaires elle vérifie ceci :

an _ /O " (via) = P)i(t, a)da — v R(2)

R(0) >0
D’ou le modele SIR déduit :
& =7 —vSt) —uBS(HI(t)

4 — —yI(t) +nBS(H)I(t)

df /Ooo(yl(a) —1)i(t,a)da — vpR(t)

\

Revenons a notre modele (1)

(S’(t)zv—us —nS(t / B(a)i(t,a)d

di(t,a di(t,a .
L) 4 90D — —yy(a)i(t, a)
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Cherchons les points d’équilibre du modele (1), donc la variation par rapport au temps
est nulle : [12]

D’un autre coté

i0) = S /O " Blayi0)e /o O done 7(0) = H0)S /0 " Bla)e /0 e

i e [ hoa
alors i(O)(l—nS/O Bla)e /0 da) =0

Donc
1- soit i(0) =0 = i(a) =0

i(fa)=0 = S=21 donc (Sg,ip(a)) = (;£,0) est un point d’équilibre.

oo —/ vi(l)dl _ "
2- soit 775/ Bla)e Jo da=1< Sp =
0 Ry

On aura le seul point d’équilibre endémique (Sg,ig(a)) .

Par I'intuition mathématique on pose

0o - 0)dl
0

et on montre dans le chapitre 4 que lorsque Ry est plus grand que 1, on aura une
épidémie ; et I'extinction lorsque Ry inférieur a 1.

Remarque :
On peut faire une simplification dans notre probleme par v = v, suivant le changement
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de variable suivant s(t) = %2 S(t) alors :

S0) =280 = Z(0) = 5(0) =y = wS(H) — S / B(a)i(t,a)da
ﬁ



Chapitre 3

Existence et unicité des solutions
pour le modele de
Kermack-McKendrick structuré en
age d’infection

3.1 L’équation non linéaire de renouvellement

L’équation de renouvellement joue un role essentiel dans la modélisation en biologie
et apparait dans divers domaines : dynamiques de populations, la prolifération cellulaire,
en épidémiologie et en 1’écologie...

Dans ce chapitre, nous considérons le modele non linéaire structuré en age qui se pose
dans de nombreux contextes différents. Il peut étre écrit comme une équation aux dérivées
partielles sur la fonction inconnue n(x,t) > 0 qui représente la densité des individus d’age
x, au temps ¢ (voir [1])

an(t,x) + a%n(t, x)+d(xz,S{t)n(t,z) =0, t>0, >0

n(t,0) = /000 B(x,S(t))n(t, z)dz,

n(0,z) = ne(z) >0

S(t) = /0 " p(@)n(t, 2)ds.

On verra ulterieurement que, grace a ce modele général et avec un bon choix de B et

23



Existence et unicité des solutions pour le modeéle de Kermack-McKendrick structuré en
24 age d’infection

de d, on retrouve plusieurs autres modeles extraits de celui-la . Le modele de Kermack-
McKendrick avec ’age d’infection est un cas particulier. Finalement on démontre 1’exis-
tence du probleme général (1) avec 'analyse classique de I’équation du transport . Re-
gardons maintenant la relation entre le modele (g1) et I’équation de renouvellement.

- Modele de McKendrick-Foerster et I’équation de renouvellement :

Soit le modele suivant :

(

In(t,a) + £n(t,a) = —p(a) n(t, a)

.0 [ o

n(0,a) = ¢(a)

On resout I'équation le long des caractéristiques, fixons tg,ap > 0 et posons n(h) =
n(to + h,ao + h). On aura :

& — _7i(h) m avec fi(h) = p(ag+ h),
N
d’ou n(h) —e 0 n(())

h
—/ p(ao +o)d
donc  n(ty + h,ao+ h) = n(ty, ap)e 7o ,
Si a>t alors (tg,a0) = (0,a —t) et h=t.

Si t>a alors (ty,a0) = (t —a,0) et h=a.

—/ w(o)do
n(t —a,0)e Jo sit> a,

(

n(t,a) =

- —t+o)d
¢la—t)e /0 e 7)o sia>t.

\

Posons :
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= /OOO Bla)n(t,a)da

B(t —a) / B(a)n(t — a,a)da = n(t — a,0),

/ Bla)n(t,a)da + / Bla
Nous en déduisons

/ Bla)n(t — a,0)e _/0 M(U)dada—i—/tooﬁ(a)gb(a—t)e_ /otm_tﬂ)dada,

ainsi

alors

/ﬁ B(t — a) _/0“ da+/ B(a)bla —t) _/otu(a_HU)dada.

Alors B(t) satisfait 1'’équation de renouvellement (équation intégrale de Volterra) :

B(t) = h(t) + /t B(a) G(t — a)da.

3.2 Existence des solutions du probleme linéaire

Dans ce paragraphe on considere S(¢) une fonction localement bornée. Soit I’équation
de renouvellement linéaire suivante [I] :

(

In(t,z) + Zn(t,z) +d(z, St))n(t,z) =0, >0, >0

n(t,0) = /000 B(xz, S(t))n(t, z)dx, (2)

n(0,z) = no(x) > 0.

On définit tout d’abord la solution faible comme suit :

Définition 3.2.1

Une fonction n € L} (RT x RT) satisfait I’équation de renouvellement linéaire
(e2) au sens faible si / B(t,z) | n(t,x) | dv € L, ,(RT) et pour tout T > 0, pour toute
0
fonction test ¢ € CH([0,T] x [0, 00]) sachant que ¥(T,x) =0, on a :
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/ /OO n(t,x){%@/}(t,m)—l—%@b(t,m)—d(m,S(t))@/J(t,m)}dm dt = /000 no(x) (0, x)dx+

/0 Y(t,0) /OOO B(z, S(t))n(t,z)dx dt.

Nous allons énoncer un théoreme qui sera utile par la suite :

Théoréme 3.2.1 (Dérivation d’un produit de composition [3] )

Soit Q ouvert de R" et G € CYR) telle que G(0) =0 et Vs eR
| G'(s) |< M. Soit u € WP(Q), alors

(Gou) e W(Q) et 2 (Gou)=(C ou)le.

Théoréme 3.2.2

Soit M > 0 tel que B(.,.),d(.,.) <M , S(t)>0 , S(t) e LX(RT) , nge

loc
L>°(0,00) N LY(0,00). Alors il existe une solution unique et faible n € C(RT, LY(R"))du
probléme (e2) , et en plus n(t,z) > 0 quand nyg > 0, et

/ | n(t,z) | de < e||(Bd)+||°°t/ | no(z) | de.
0 0

Preuve :
Cherchons la solution dans 'espace :

E=C(0,T],LN(RY)) YT >0,

u € F implique que u continue par rapport au temps et u(t,.) € L*(R™),
avec la norme définie comme suit :

[ulle = sup [l ult,.) L@ -
t€[0,T)
Soit le probleme suivant :

In(t,z) + Zn(t,z) +d(z, St)n(t,z) =0, >0, >0

n(t,0) = /000 B(z,S(t))m(t,x)dx, (e3)

n(0,z) = ng(x) > 0.
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On définit 'opérateur :

ou n est la solution du probleme (e3).
I1 est facile d’observer que A est un opérateur linéaire. Montrons qu’il est aussi contrac-
tant, c-a-d :
| Almy —me) [[g < K ||mi—ma||lpg Vmi,me € E avec 0 < K <1,
ou bien
|ni—nallg <K |my—msl|lg Ymy,me € E avec 0 < K <1,
avec nq, No les solutions associes a my et moy respectivement.

Posonsn=ny —ny et m=m; — ms.

On soustrait les problemes en n; et ny associes a m; et my respectivement.
On obtient

[ 2n(t,z) + En(t,z) +d(z, St)n(t,z) =0, t>0, >0
n(t,0) = /0 " B(a, S(t))m(t, x)d, (31)
| 7(0,7) =0.

A présent, on veut faire apparaitre la norme dans I’équation précédente. Pour cela on
va multiplier par une fonction G%(n) et on integre 1'équation, de tel sorte que Gs(n) tende
vers |n| dans LY(RT) .

On définit G5(n) comme suit :
T si |n] <0

G(g(n) =

In| — ¢ si n|>06
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Graphe de G(n) avec delta=8,4,2,1,...,0

Axe des G(n)

On a Gg(n) < M|n| , elle est sous linéaire. De plus Gs(n) o In| p.p et dans

LY(RT).
On multiplie (e5,1) fois G%(n) donc :

9Gs(n) o 9Cs() | gz S(t))Gs(n)n = 0,

ot ox

BGitm) | 9G] 1 gz, §(1))(Gy(n)n — Gs(n)) + d(z, S(£))Gs(n) = 0.

5 si |n| <o
On a 5(n) = 1 st n >0
—1 sion < —9
%2 - "21—; si |n] <0
et  (G5(n)n—Gs(n)) = n—(n—2) st m>0
—n—(-n—2) st n<—0

On remarque que :  (Gj(n)n — Gs(n)) = 0.

Donc apres le passage a la limite & — 0, on voit que |n| vérifie le probleme au
sens de distribution :
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( In|i + |n|e + d(x,S(t))|n] =0,

n(t,0)] = | / " B(a, S(t))m(t, x)d], (c52)

\ n(0,z) =0>0.
En intégrant 1'équation (£32) on obtient :

& /OOO In(t, z)|dz — |n(t,0)] + /OOO d(z, S(t))|n(t, z)|dz = 0,

o0 t
/ n(t,2)lde < / in(s, 0)|ds,
0 0

t 00

< /]/ B(z, S(t))m(s,z)dz|ds,
o Jo

< MT [|m g,

Inlle < MT[m]g.

Il suffit alors de choisir T petit, de telle sorte que MT < 1 et par suite l'opérateur
A est contractant. Le théoreme du point fixe de Banach assure ’existence d’un point fixe
unique c-a-d An = n, ce qui assure ’éxistence et 'unicité de la solution sur un intervalle
[0, 7] du probleme (e2) .

On applique & chaque fois la méme procédure entre [kT, (k+1)T] et on change la condition
initiale n(0,2) = n(kT,z) .A la fin on recolle toutes les solutions obtenues sur chaque
intervalle et on aura une solution globale n > 0 pour chaque m > 0, d’ou la résultat du

théoréeme.[]
Maintenant on démontre ’estimation :
/ | n(t, z) | da < elB-d+lt / | no() | da.
0 0
En intégrant 1'équation (e31) :
Dn(t, )| + Zln(t, z)| + d(z, S(t))|n(t, )| =0,

on obtient
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%/OOO In(t, z)|dx — In(t,0)] = —/Oood(x,S(t))|n(t,:c)|d:c
n(z,0)] - / d(z, S(t))n(t, z)dr,

IN

IN

/Ooo Blx, S(t))|n(t, z)|dz — /OOO d(x, S(t)|n(t, )|dz,

< [ 1B 50) - de S0l

IN

A/ n(t 2)ldr avee A =|| (B —d)s [,
0
donc / | n(t,z) | dz < eAt/ | no(z) | de O,

0 0

3.3 Existence des solutions du probleme non linéaire

Dans ce paragraphe on s’interesse a l’existence et 'unicité des solutions du probleme
(voir [1]) -

[ on(t,x) + En(t,z) + d(z, S{t))n(t,z) =0, ¢>0, >0

n(t,0) = /000 B(x,S(t))n(t, z)dx,

n(0,z) = no(z) > 0,

S(t) = /0 " ()t )da.

On suppose l'existence d'un réel L tel que pour tout z,5;,5, > 0 on a :

|B($,S1)—B($,S2)| SL | Sl—Sg | s |d($,51)—d($,5’2)| SL | 51—52 |

On peut prouver qu'il existe m, M > 0 tels que m < S(t) < M .
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Théoréme 3.3.1

Soit M > 0 tel que B(.,.),d(.,.),¥(.) <M , nge L>*(0,00) N L*(0,00) alors il
existe une solution faible unique n € C(RT, L'(RT)) du probléme (£1).

Preuve :

Pour prouver ce résultat on utilise la méme procédure que précédemment. Soit
E=C([0,T],LYR")) T >0,

avec la norme définie comme suit :

fulle = sup [[ult,.) L@
t€[0,T

On définit aussi E, lespace des fonctions continues sur [0,7] non négatives et on
pose A =|[ (B = d) |-

D’apres le théoreme (3.2.1) et pour S € C([0,T]) onan € C([0,T],L*(R")) qui vérifie :

(

In(t,z) + Zn(t,z) +d(z, St)n(t,z) =0, t>0, >0

n(t,0) = /0 " Bla, S()n(t, 2)de,

n(0,z) = ne(x) > 0.

On définit maintenant 'opérateur :
A . E+ — E+
S(t) — / W(@)n(t, o)z
0

Pour prouver le théoreme (3.3.1), il est suffisant de montrer que A est contractant .

Cela revient a dire que l'opérateur admet un point fixe alors :

S(t) = /000 Y(x)n(t, z)dz.

Soit ny (¢, x), ne(t, ) deux solutions correspondant a Sy(t) et Sa(t) alors n:=mn; —ng

satisfait :
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[ Zn(t,z) + Zn(t,z) +d(z, S1(t)n(t, z) + [d(z, S1(t)) — d(z, S2(t))]ne = 0,

n(t,0) = /000 Bz, S1(t))n(t,x) + [B(x, S1(t)) — B(z, Sa(t))|ng dx,

n1(0,2) = 0.

De la, |n(t,z)| satisfait :

silnl + gxInl + d(@, Su(t))n] < |d(z, Si(8)) — d(z, Sa(t))Inz,

In(t,0)] < /OOO B(x,S1(t))n(t,x) + |B(x, S1(t)) — B(z, Sa(t))|ns dx,

n1(0,z) = 0.

En intégrant par rapport a 1’age , on obtient :

oo o d
4 In(t,z)|de = / —|nl|dz,
dt/o 0 dt

< /OOO — 2l = d(z, Sy ()l + ld(, $1(2)) — dla, Sa(t)) s d,

< |n(t,0)]—/ d(x,S1(t))|n|dx + L|Si(t) — Sa(t) |/ ns(t, x) dx,
0

IN

/OOO B(z, S1(t))n(t, z) + |B(z, S1(t)) — B(x, Sa(t))|ng dx
_/Oood(x,Sl(t))]n]dx+Lysl 5(0) ‘/ ra(t. )

< A/ In(t, 2)|dz + 2LISy () — Ss(t) |/ n(t, ) d
0

< A/ In(t, )|dz + 2L( sup |S1(£) — Sa(t)])|mo| e,
0

t€[0,T]

En appliquant le lemme de Gronwall, on a :
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/ In(t, z)|dz < 2Lt|ng| e ( sup |Si(t) — Sa(t)]),
0

t€[0,T]

ainsi

sup / In(t, z)|de < 2LT\n0|L16AT( sup |S1(t) — Sa(t)]).
1J0

t€[0,T t€[0,T]

Finalement, on déduit que :

sup |ASy — ASs| = sup | U(x)(ni(t, z) — na(t, x))|dx,

te[0,7) tel0,7] Jo

< M sup / In(t, z)|dz,
1J0

tel0, T

< 2MLT|ng|pre™( sup |S;(t) — Sa(t)|).
te[0,7

On choisit T petit de telle sorte que A soit contractant , d’ou I'existence et unicité de la
solution du probleme (g1).

Remarque :
Essayons maintenant de faire une extension du probleme (g1) a notre probleme :

;

S/(t) = 7 — naS(t) — nS(t) / " Blai(t, a)da,

i(£,0) = nS (1) / " B(ai(t, a)da,

S(O) =50 >0, Z(O, ) =19 € L}F(O, +OO)
On résout I'équation des susceptibles explicitement :

S'(t) + mS(t) +nS(t) / " Blayi(t,a)da =

Par un simple calcul ,

: vatn /000 B(a)i(t,a)da 1) —vs—n /000 B(a)i(t,a)da

S(t) = (So + s
us+q7/0 B(a)i(t,a)da



Existence et unicité des solutions pour le modeéle de Kermack-McKendrick structuré en
34 age d’infection

Soit S(t) = T(I(1)) avee I(t) = /0 " B(a)it, a)da,

et

Vs+n b a)i(t,a)da —vs—n h a)i(t,a)da
L(1(t)) = (So+ st (e " /0 Plajitt.a) —1))e /0 Plajitt,a) :
1/5+7]/0 B(a)i(t,a)da

Donc S(t) est une fonction de I(t) et le probleme (1) devient :

0i(t,a di(t,a .
(O 4 20 = —vi(a)i(t, a),

i(t,0) = nS() / " B(a)i(t, a)da,
) / " Blai(t, a)da,

_ / D) B(a)it, a)da,

— /000 Bla, I(t))i(t,a)da avec B(a,I(t)) =nl'(I(t))5(a).



Chapitre 4

Comportement asymptotique des
solutions

4.1 La stabilité du point d’équilibre trivial

Soit le systeme suivant :

;

S/(t) = 7 — naS(t) — nS(t) / " Blai(t, a)da,

0i(t,a 0i(t,a .
gt ) + éta ) = _VI(CZ)Z(t,a),

i(,0) = nS (1) / " B(a)i(t, a)da,

S(0) =Sy >0, i(0,.) = ip € L1 (0,400).
On considere maintenant I'extinction de la maladie dans le cas de Ry < 1.
Posons Ry =n;t /00 B(a)eJo v1t)dogq,
0
Soit le nombre de tous les infectés a 'instant ¢ défini comme suit :

I(t) = /0 " it a)da.

On suppose 3 € L*([R*") et S5(0)+1(0) < -, (1.1)

s

nyls/ B(a)e Jo 1o gq < 1. (1.2)
0
Pour simplifier ’équation des suscéptibles , on utilise le changement de variable vu en

35
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page 22 pour obtenir : vy = v; =V .
On peut choisir r < wv; sachant que T]Ul/ Bla)e "da = 1.
0

On pose f(r) = nyl/ Bla)e ™da — 1. alors
*Jo

R
Tl_z;inoof(r) = +o0 donc Ir \ f(r)=0.

Pour prouver 'extinction de l'infection on introduit le probléme suivant :

¢(x) —ro(z) = —n-B(z),
(2)
9(0) = 1.
dont la solution positive est facile a trouver .
Soit le théoreme suivant :

Théoréme 4.1.1

On suppose que les hypothéses (1.1) , (1.2) sont vérifiées. Alors la solution
i(t,a) du probléme vérifie :

/OO i(t,a)¢p(a)da < Ae™,
0

avec A,c des constantes positives .

Preuve :

On résout le probleme (2) en ¢(a)

¢'(a) —rdla) = —n-B(a) = (e7¢(a)) = —nLH(a)e™,

= eo(a) — 6(0) =~ /0 Bla)e™r dl,

= ofa) = (1= [ pla)e )

Multiplions le probleme par ¢ et intégrons. On obtient :
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8
\
8

i(t, a)¢a(a)da — [i(t, a) ()5,

I
|
S
\\8\
%
+
ﬁ

h da—l—/ooo i(t,a)(ro(a —1- B( ))da + i(t,0)p(0),

- —y /0 Vit a)o(a)da + v /O it a)é(a)da — /0 it a2 B(a)da,

Vs

o0

() | At a)da,
% / " it a)p(a)da = —(vr —7) / it ayotayda+ S0~ ) [ Bayit.ayda. (3
On aaussi  i(t,a) + iq(t, a) + vri(t,a) = 0.
Intégrons  I'(t) + v, I(t) = i(t,0) = nS(t) /0 " B(a)i(t, a)da
On fait la somme de cette équation et Iéquation en S(t), d’on

(L(t) +S5@)) +vi(L(t) + S(t) =,
La solution est :
I(t) +5(t) = (S(0) + 1(0) — Z)e ™" + L.

St S0)+I1(0)<Z  ona S(t)< .

Alors d’apres (3) on obtient

% /Oooi(taa)ﬁb(a)da < —(vr—r) /Oooi(t,a)gb(a)da.

Par le Lemme de Gronwall on a :

/0 i(t,a)¢p(a)da < Ae™ .

D’ou la résultat.
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4.2 Fonction de Lyapunov et stabilité asymptotique
globale du point d’équilibre endémique

Dans ce paragraphe on montre comment trouver la fonction de Lyapunov pour mon-
trer la stabilité globale du point d’équilibre endémique quand il existe . On suppose donc :
Ry >1

Soit le systeme :

;

S/(t) = 7 — nS(t) — nS(t) / " Blai(t, a)da,

0i(t,a 0i(t,a .
E‘)tt ) + éta ) = _VI((Z>Z(t,a),

Quand Ry > 1 le comportement est plus délicat a étudier par rapport au cas trivial;
on considere :

a = sup{a >0: [B(a) > 0}.

On définit : B
My = {i € L} (0, +00) : / i(a)da > 0}.
0
Soit .
My := [0, +00) x My,
et

OMy = [0, 400) x L (0,+00) \ M.

Soit le résultat suivant[12] :
Théoréeme 4.2.1

Supposons que Ry > 1. Alors chaque solution du systéme (1) avec une condi-
tion initiale dans OMy (respectivement dans M) reste dans OM,y ( respectivement
dans My). De plus, chaque solution avec une condition initiale dans OMy converge
vers (Sg,0) et chaque solution avec une condition initiale dans My converge vers
Uéquilibre endémique (Sg, 1g). En outre, (Sg, ) est localement asymptotiquement
stable.
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Preuve : On se propose de ne donner que la convergence vers 1’équilibre endémique.
Pour simplifier I’équation en susceptibles et par un changement de variables on retrouve :
v=vs =vi(a) = K.

On fait un changement de variable pour simplifier I’équation du transport des infectés :
I(t,a) =i(t,a)ek.

On remarque que [(t,0) =i(t,0).
([ S'(t) = K — KS(t) — I(t,0),

. . . (ta)_l_al(ta) :0
On obtient le systeme suivant : at

I(t,0) =nS(t / Bla)e ®I(t,a)da.

Soit maintenant le probleme stationnaire :

K =KS+1(0),

@) =100) =55 | la)e ““Ta)da
Donc nS/ Bla)e ®da = 1 ot I(0) # 0 par hypothese .
0

On calcule maintenant la quantité suivante :

4959y = ¢((9)i[K — KS(t) - I(t,0)],

/OOO Q(I(t,a))qﬁ(a)da on obtient :

1 ol
7' oa

)p(a)da;
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I (a
o _ D1t a) =

Etant donner que (%) =1

Donc

1
[ GaoPetaa

Maintenant en intégrant par parties on obtient :

I = g(3h)e(0) +/0 9l
Rappelons que
L= 49(30) = ¢ (SO LK — KS(1) - I(1,0))
Introduisons une fonction h telle que :
h convexe .
h(z.y) < h(z) + h(y) .

g(x) =h(x) +x— 1.
et supposons que ¢'(a) = —nSB(a)e K%(0).

)
< H()0(0)+ 42 6(0)~0(0)+ | h(@)ﬁ(a)m/ MY ayaor [ =4 (api,

= h($nS(t) /0 . ﬁ(a)e‘“](’}’o) da)p(0)+ /0 N h(@)[—nﬁg(a)e—Kw(O)]dﬁ@

¢(0)—

oS [ slae e o

Par I'Inégalité de Jensen et par les hypotheses émises :

On a aussi
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_ S(t) (0) S@) _ I(t0

= WED+ Ik + I - k5P 1oy

_ S(t) 1(0) 5(t) 1(t,0) St)y1

(W (=) + Dk + =5 — K=5] — == = M(5)51(t,0)

Si @z%onfﬂb(()):%,
alors 1+ I < h(32)(0) — (55 + $1/ (CE))I(1,0) + (W (22 + 1)K + 6(0) — K]
Si h’(%)% + S(t) =0 alors W(z)=—-2 avec z= %,
alors h(z) = —Inx
I Do < WD) - S0 4 (52 1 1(39) +1)0(0) + K (1~ )
ot I < KD (P2 (1~ S9)] — KT+ 59 1] 4 p(0)[h(52) + 1) +1),

D’autre part :
h(z)+x—1=—-Inz+2z—-1>0 si z€(0,00).

hz)+h(z)+1=-lnz—-1+1<0 si z€(0,00).

done I+L <0 %[/OOO g(I(tY’@)gﬁ(a)da + g(%)] <0.
v = [ o 5o+ o5,

avec g(r)=x—Inzx—1.
On remarque que V (S, I) est bien une fonction de Lyapunov avec %V(S ,I1) <0

Traitons le cas £V/(S,1)
bilité asymptotique de (S,

0 et utilisant le Théoreme de Lasalle pour obtenir la sta-

)-

(t,a)
I

-

Jola)da+ 9> =0,

%WSJ)—O:»%[/O o

donne
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hzx) = =h'(z)(1 - ), (1)
W) =1-a, (2)
h(z) + W (z) = -1, (3)
De (2) et (3) onaa = 1 et (1) est vérifié
alors S(t) = Set I(t,0) = K — KS(t) = K — KS = 1(0).
Ona I(t,0) = T(0) alors 5S(t) /0 " Bla)e 51 (1, a)da = S /0 " Bla)e 5T (a)da,
ce qui donne I(t,a) = 1.
Ainsi

Q={(S(t),1(t,a)\V =0)} = {(S,])}.

D’apres le théoréme de Lyapunov et le théoréme de Lasalle, on conclut que (S,1) est
globalement attractif.

4.3 Analyse numérique et exemples

Soit notre probleme (1) :

swwzv—%ﬂw—naw/'ﬁmw@ﬂwm
0
ol (t,a) oI(t,a)

ot + 9a _V](G)I(t,a),

numznawAmmwﬂawm,

S(0) =Sy >0,  i(0,.) = Iy € L} (0, +00).

On propose dans ce paragraphe une approximation numérique de notre probleme (1).
Pour calculer une solution approchée on se donne une discrétisation en temps et en age
d’infection. Cette derniere consiste & donner un ensemble de point (t,),—0.n de [0,7]
et un ensemble de point (a;)i=o. s de [0, A] avec A tres grand.

T

Pour simplifier on considere un pas constant k = 5 et h = %
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On pose alors t, =nk pour n=0..N et a; =1ih pour ¢=0..M.

On veut chercher une solution approchée de notre probleme , plus précisément on cherche
a déterminer :

S(t,) ~S, n=0..N,
I(t,a;) ~I' n=0..N i=0..M.

Posons f(t,,S,) = v — vsS, — I avec I ~ I(t,0) = nS(t)/ B(a)l(t,a)da.
0
Ces inconnus discret d’une discrétisation par la méthode d’Euler explicite en temp et

shéma de transport en age de I et par la méthode Runge-Kutta d’ordre quatre de S,
vérifient le schéma suivant :

( n+1 3 n n
I -1 -1, n
Sl B (eI,

donc IM = —kvp(a) I — 5(IF = IMy) + I, (2)

i=1.M, n=0..N—1,
M

I =nS, Y Ba)I'h , n=1..N,
=1

Ky = f(tn, Sn),

Ky = f(ta+ 5,5, + £Ky),
K= f(ta+ 5,5, + £Ky),
Ky = f(t, +k, S, + kK3),

Spt1 = Sn + %(Kl +2Ky+2K3+ K4) , n=0..N —1,

S(], IZO, ZZOM,

Proposition 4.3.1
Le schéma (2) est consistant d’ordre 1 , en plus il est stable sous la condition de Courant-
Friedrichs-Levy (CFL) k < h (voir [15]).
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Exemples :

1- Dans notre exemple on va donner des valeurs pour les parametres de telle sorte que
Ry < 1. Prenons : v =365, n=0.00015, B(a)=0.1, vy =01, v, =0.1.

Alors Rg = 0.5475 , on est dans le cas ou les susceptibles convergent vers Sp = Vls = 3650
(Figure 4.1). Prenons i(0,a) = 50(a+2)e~%4(4+2) et deux conditions initiales S(0) = 1000

et S(0) = 9000 .

9000

8000

7000 -

6000 -

bles S(t)

o

= 5000

Suscept

4000

3000 -

1000"

2000(- /
/

Temps t

150

F1G. 4.1 — Les susceptibles pour Ry < 1

Puisque Ry < 1 on aura I'extinction des infectés , on trace la somme de tous les infectés

d’age a (Figure 4.2) .

500

450

400

350

W

=3

3
T

Tout les infectés I(t)
N
B
3

150

Fi1G. 4.2 — Tout les infectés pour Ry < 1
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2- Soit Maintenant v =365, n=0.0015, B(a) =01, v; =0.1, vs=0.1.On est

dans le cas endémique avec Ry = 5.475 > 1
Alors les susceptibles tendent vers Sp = -+ = 666 (Figure 4.3)

Rovs -

Prenons i(0,a) = 50(a 4 2)e~%4@+2) et S(0) = 2000 .

2200

2000 |
1800 - \
1600

1400 - \

1200 \

Susceptibles S(t)

1000 - \

8001 N

600
0

L I 1 I I
20 40 60 80 100 120 140
Temps t

F1c. 4.3 — Les susceptibles pour Ry > 1

Dans ce cas les infectés convergent vers i(a) = 298 e~?. La (figure 4.4) represente tous

les infectes qui ont I’age a = 0. On voit que i(a) = 298 .

400

3501 \
\
\
\
he 7

300 /

250 X

200

Les infectés avec a=0

L I I 1 I I
20 40 60 80 100 120 140
Temps t

F1G. 4.4 — Les infectés d’age zero pour Ry > 1
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De méme on a representé les infectés a 'instant ¢ qui ont I'age d’infection a dans la
figure 4.5 :

400 .

i
M

i

il

i)
gvmw
i

Al
n“ml“”
Wu

350

300

250

Fic. 4.5 — Les infectés a 'instant ¢ d’age a pour Ry > 1

Remarque : Toute les simulations numériques de ce mémoire ont été éffectuées sous
C++ et Matlab.
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Conclusion :

Dans ce mémoire on a étudié un modele épidémiologique structuré en age de l'infec-
tion, on a démontré que le probleme est bien posé , il avait 'objectif de démontrer la
stabilité globale asymptotique des équilibres c’est la partie essentielle de ce travail. Apres
cela on a donné des exemples numériques pour valider les résultats théoriques obtenus.

L’épidémiologie théorique des maladies transmissibles est devenue une discipline a part
entiere, distincte de la démographie théorique et de I’écologie mathématique et offre un
terrain d’application immense pour les mathématiques et les statistiques.

Au-dela des résultats théoriques, cette discipline vise a fournir des bases quantitatives
pour la réflexion de santé publique autour des maladies infectieuses. Dans cette di-
rection, on notera que l'utilisation des modeles plus vraisemblables (et plus complexes
mathématiquement) serait cependant souhaitable . Dans le futur, on prévoit d’étudier
des modeles plus généraux et avec une meilleure précision.
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