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Introduction

Dans ce mémoire, on introduit les équations différentielles (EDS) qui sont une
généralisation de la notion d’équations différentielles prenant en compte une pertur-
bation aléatoire. Celle ci est exprimée a ’aide du mouvement brownien.

Ce document est composé de quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux rappels des résultats importants en cal-
cul stochastique concernant les processus stochastiques. On donnera les principales
propriétés du mouvement brownien ainsi que celles des martingales. On abordera

enfin la notion d’intégrale stochastique sans laquelle il n’y aurait pas lieu a parler
d’EDS.

Dans le deuxiéme chapitre, on donnera une définition mathématique d’une équa-
tion différentielle accompagnée de quelques exemples. On citera ensuite I'un des
théorémes les plus importants, a savoir le théoréme d’existence et d’unicité de la
solution d’'une EDS. On finira ce chapitre par I’énoncé d’un grand théoréme qu’on
doit aux mathématiciens Yamada et Watanabe.

Le troisiéme chapitre traite une classe particuliére des EDS. Il s’agit des diffusions
d’Tto. On montrera que la solution de celle ci posséde, entre autres, les propriétés
de Markov. On définira ensuite un opérateur pour une diffusion d’It6 qu’on appel-
lera générateur. On terminera ce chapitre en énoncant deux théorémes; I’équation
a retard de Kolmogorov et la formule de Feyman-Kac.

Dans le dernier chapitre, on introduira la notion d’équations différentielles sto-
chastiques rétrogrades (EDSR). Il s’agit d’étudier une évolution de laquelle on
connait l'issue et pas la situation initiale. Le dernier paragraphe est consacré a
I’étude d’un cas particulier des EDSR a savoir le cas linéaire.



Chapitre 1

Rappels et Compléments

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats de calcul stochastique utilisés
le long de ce mémoire.

1.1 Vecteurs gaussiens

Dans tout ce qui suit, (€2, F, P) désigne un espace de probabilité complet.

Définition 1.1.1 On dit qu’une v.a.r X définie sur (2, F, P) est une variable aléa-
toire gaussienne ou normale de parametres (m,o?),(m € R o € IR}) si sa fonction
de densité fx est donnée par

fx(2) = ——=eap(—5(——)").

oV 2T 2 o

Dans ce cas, sa loi Px est donnée par
VA € B, Py(A) = /A Fx(@)de
et on note X ~ N'(m,c?).
Remarque 1.1.2 Lorsque 0 =0, X est une variable constante i.e. X = m P—p.s.

Définition 1.1.3 X = (X, X, ..., X,,) est un vecteur aléatoire gaussien si toutes
les combinaisons linéaires de ses composantes sont gaussiennes i.e.

n
Val,...,an € R, ZazXl
i=1

est une v.a.r gaussienne.

Exemple 1.1.4 Si X etY sont deuz variables aléatoires gaussiennes indépendantes
alors (X,Y) et (X =Y, X +Y) sont des vecteurs gaussiens
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1.2 Processus stochastiques

Définition 1.2.1

Une filtration (F)i>0 est une suite croissante de sous tribus de F.

Si (Fi)eso est une filtration de (Q, F, P) alors (Q, F, (Ft)i0, P) est appelé espace de
probabilité filtré.

Définition 1.2.2

— Si (Fi)e>0 est une filtration alors on définit la filtration suivante

JT';H :<ﬂfs)

s>t
— On dit qu’une filtration est continue a droite
Vt Z 0, E — ft“r.
— Soit N la classe des ensembles de F qui sont P— négligeables. Si N* C Fy, on
dit que la filtration (Fi)i>0 est compléte.

— On dit qu’une filtration (F;)i> satisfait les conditions habituelles si elle est a
la fois continue a droite et complete.

Définition 1.2.3 Soit T' un sous-ensemble non vide de IR.
— un processus stochastique (X;)er dans IR (d > 1) est une famille de variables
aléatoires o valeurs dans R® indexée par T.

— Pour w € Q fizé, t — X, (w) est appelée trajectoire.

Définition 1.2.4 Un processus X est progressivement mesurable par rapport a une
filtration (F;)iso i, pour tout t > 0, Uapplication (s,w) — Xs(w) de [0,t] x Q dans
IR est mesurable par rapport 6 B([0,1]) @ F; et B(IR?).

Définition 1.2.5 Un processus X = (Xy)i>0 est mesurable si Uapplication
(t,w) — X(w) de RxQ dans IR est mesurable par rapport auz tribus B(IR,) @ F
et B(IRY).

Définition 1.2.6 Soit (X;) un processus et (F;) une filtration de (2, F, P).
On dit que X = (Xy)i>0 est adapté a la filtration (Fi)i>o Si

Vit >0, X; est F; — mesurable.

Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.
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A présent, nous donnons trois critéres pour comparer deux processus stochas-
tiques

Définition 1.2.7 Soit X = (X;)ier un processus stochastique. Les lois de dimen-
sion finie du processus X sont les lois des vecteurs du type (X, ..., Xy,) ot n > 1
et t,...,t, €T.

On dit que deux processus (Xi)ier et (Yi)ier ont méme loi s’ils ont les mémes
lois de dimension finie .

Définition 1.2.8 Soient X = (Xy)er, Y = (Yi)ier deuz processus stochastiques.
1. On dit que Y est une modification de X si

VieT, P(X;=Y,)=1
2. On dit que les processus X et 'Y sont indistinguables si

PVteT X, =Y, =1, on note X =Y.

Proposition 1.2.9 Soient T un intervalle de IR, X = (X )ier et Y = (Yy)ier deux
processus stochastiques continus alors :

X etY sont indistinguables <= X  est une modification de Y.

Définition 1.2.10 Un processus X = (Xi)ier est un processus gaussien si toutes
ses lois de dimension fnie sont gaussiennes i.e.

Vn>1, Vh<ty<.. t,eT, (X4y, ..., Xy,) est un vecteur gaussien.

Définition 1.2.11 On dit que le processus X = (X;)i>o est a accroissements indé-
pendants si :

Vn > 1,Vt, .. t, €T, Xiy,Xe, — Xoyy ooy Xy, — Xt,,_, Sont indépendantes.

Nous pouvons a présent définir le processus le plus important en calcul stochas-
tique, & savoir le mouvement brownien appelé aussi processus de Wiener.

Le mouvement brownien, qui tient son nom de Richard Brown, botaniste écossais
du 19 éme siécle, est considéré comme un phénomeéne naturel d’une part, et un objet
mathématique d’autre part.

Observant le mouvement irrégulier et incessant des particules de pollen en suspension
dans I'eau, Richard brown effectua des expériences avec des particules inorganiques
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en suspension dans un liquide. Le phénoméne qui paraissait a priori vital fut alors
écarté de la biologie.

De ce fait des chercheurs comme Einstein, Wiener et Levy s’intéressérent a ce phéno-
meéne d’un point de vue autre que le point de vue naturel en lui donnant une forme
mathématique qui n’est en vérité qu’une idéalisation mathématique du mouvement
réel. Le mouvement brownien est alors présenté comme :

Définition 1.2.12 (Le mouvement brownien).
Le mouvement brownien standard est un processus stochastique réel B = (By)i>o
vérifiant :

i) Bo=0 P p.s.
ii) Vs € [0,1] , By — By ~ N(0,1 — 5).

i) Vn > 1Vt <ty < ... < ty; By, By, — By, ..., By, — By, , sont indépen-
dantes.

iv) P-p.s., Uapplication t — By est continue.

Pour cette derniére définition, on peut remplacer les propriétés ii) et iii) par d’autres
propriétés comme le montre la proposition suivante :

Proposition 1.2.13 Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes.

i11)V0 < s < t, By — B, suit une loi normale N'(0,t — s)
i )Vt > 0, By suit une loi normale N'(0,1),
iii/)VO < s <t,B; — By est indépendant de Fs = 0(By,u < s)

.7 . L,
{ it )(Bt)i>0 est un processus gaussien, centré

{ i1)(By;t € IR,) est a accroissements indépendants,

iii Vs, t € IRy, cov(By, By) = E[B,Bs] = s A t.

. Définition 1.2.14
- Soit x € IR, un mouvement brownien issu de x B* = (Bf )10 est un processus
qui vérifie i), iii) et ) et By =z, P — p.s.

- Un mouvement standard dans IR noté BM? est un processus B = (By)i>o

oty By = (B}, ..., BY) avec {(B}),1 < i < d} des mouvements browniens standards
indépendants.

Le mouvement brownien posséde de nombreuses bonnes propriétés, en effet :
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Proposition 1.2.15 Soit B = (B;)t>0 un mouvement brownien défini sur un espace
de probabilité (2, F, P) alors
- a) Symétrie.
Le processus (—B) = (—By)i>0 est encore un mouvement brownien.

— b)Changement d’échelle (scaling).

Soit X > 0. Le processus B = (B})i>0 avec B} = (1/\)Byz; est encore un
mouvement brownien.

— b)Propriété de Markov simple.
Pour s > 0, posons Fs := o(By,u < s) et Bt(s) = By s — Bs.
alors B®) = (B{)>o est un mouvement brownien indépendant de JF,.

Définition 1.2.16 Soit (F;) une filtration et T : Q — IR, U {oco} une application.
on dit que T est un temps d’arrét par rapport a (Fy)i>o Si

Définition 1.2.17 Soit T un temps d’arrét, posons Foo = o(Fi,t > 0). On appelle
tribu des événements antérieurs a T et on note Fr la tribu

Fr={AeF ., Vt>0,AN{T <t} e F}.
Remarque

On vérifie facilement que Fr est une tribu et que, si T est constant et égal a ¢
alors T' est un temps d’arrét et Fr = F;.

Théoréme 1.2.18 (Propriété de Markov forte.)
Soient B = (By)i>0 un mouvement brownien, T un temps d’arrét. Posons pourt > 0

Y; = By — Br.

Alors, sur {T < oo} , le processus (Yi)i>o est un mouvement brownien indépendant
de .FT.
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1.3 Martingales a temps continu

On suppose donné un espace de probabilité filtré (2, F, (Ft)i>o0, P)

Définition 1.3.1 Soit X = (X;)i>0 un processus adapté et intégrable, on dit que X
est

1. Une martingale si
V 0<s<t FEX/Fs) =X,

2. Une surmartingale st

V 0<s<t EX;/Fs) <X
3. Une sousmartingale si

V 0<s<t FEX/Fs) > X,

Exemples 1.3.2 Si B = (B;)i>0 un mouvement brownien et 6 € C, alors les pro-
cessus

92
(Bt)iz0, (Bf — )0 et ("7 % ")
sont des martingales par rapport a la filtration naturelle de B.

Définitions 1.3.3 Soit X = (X})i>0 un processus stochastique
1) On dit que X = (X})i>0 est uniformément intégrable si :

lim Sup/ | X¢|dP = 0.
(1X¢[>a)

a—+o00 t>0
2) Sip>1, on dit que X = (X¢)i>0 est borné dans LP si :

sup F[|X¢|?] < co.

t>0

Proposition 1.3.4 Soit X = (X})i>0 un processus stochastique :

1) S’il existe une v.a.r positive et intégrable Z telle que |X;| < Z, ¥t > 0, alors
X = (X¢)i>0 est uniformément intégrable.

2) Si X = (Xi)e>0 est borné dans LP, (p > 1), alors X = (X¢)i>o est uniformément
intégrable.

Théoréme 1.3.5 (Inégalité mazimale de Doob).
Si X = (Xi)i>0 une martingale continue a droite, alors

Vp>1,  (E[| sup X,|P])F < sup (E[|X,["])7.

0<s<t p — 1 o<s<t
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Corollaire 1.3.6 (martingale arrétée)

Si M = (My)i>0 une martingale et T un temps d’arrét, alors

MT = (M) >0 = (Mra)is0 est encore une martingale. Elle est appelée martingale
arrétée.

Proposition 1.3.7 Soient B une sous-tribu de F, Y un vecteur aléatoire B—mesurable

et X une variable aléatoire indépendante de B. Alors, pour toute fonction mesurable
h

)

E[h(Y7X>/B] = ¢(Y)7 P—p.s,
ot &(t) = E(h(t, X)).

1.4 L’intégrale stochastique

Soit B = (Bi)i>0 un mouvement brownien sur (€2, F, P), (F;)i>o sa filtration
naturelle i.e. F; := o(By,u < t). Le mouvement brownien n’étant pas a variation
bornée, on ne peut pas s’appuyer sur la théorie de 'intégration classique de Riemann-
Stieljes afin de donner un sens a la quantité

t
/ H.dB.,
0

ou H est un processus stochastique continu. C’est pour cette raison qu’on construit
une nouvelle intégrale, appelée I'intégrale d’Ito.

Définition 1.4.1 Soit A = (A¢)i>0 un processus continu et adapté,

1. On dit que A est croissant, si pour tout w € €2,

t — Ay(w)  est croissante

2. On dit que A est a variation bornée, si pour tout w € €

t — Ay(w) est a variation borné

Définition 1.4.2 Soit (A, = {0 =tV < #{” < .. <tV <t = t}),50 une
suite de subdivisions de [0,t] telle que |A,| =3 0 et (X,)i>0 un processus continu.

Posons

TtA,L(X) — Z (X @1 _XW)Q
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On dit que le processus (X;)i>o est a variation quadratique finie sur [0,t] si TS (X)
converge en probabilité. Cette limite est alors notée < X, X >; i.e.
pn—1
<X, X>=lm > (X,m —X,m)’ en probabilité.
i+1 [

n—+oo 4
1=

Remarque 1.4.3
Si B = (By)i>0 un mouvement brownien standard et t > 0, alors on a
<B,B>=t et Vi(B) = o0 P —p.s.

Définition 1.4.4 (Martingale locale)
Soient (2, F, (Ft)i>0, P) un espace de probabilité filtré, X = (Xi)i>0 un processus
continu. On dit que X est une (Fy, P)—martingale locale, s’il existe une famille de
temps d’arrét {T,,n > 1}, telle que
i) La suite (T,,)n>1 est croissante et limy o T), = +00 p.s.,
ii) Pour tout n, le processus X 17, <0y = (X/" 11,501 )i0 est une (Fy, P)martingale
uniformément intégrable.

La classe des martingales locales est strictement plus large que celle des martingales
continues, cependant on a :

Proposition 1.4.5 .
— Toute martingale continue est une martingale locale.

— Une martingale locale positive est une surmartingale.

— une martingale locale bornée est une martingale.

Théoréme 1.4.6
Si M = (My;)>o est une martingale locale alors il existe un "unique" processus
continu, adapté, croissant et issu de 0 noté (< M, M >;);>o tel que

(ME— < M, M >t)t20

soit une martingale locale (continue).
De plus, pour tout t > 0, toute suite (A,)n>o de subdivisions de [0,t] avec |A,| — 0,

sup(T2(M)— < M, M >,) -2 0.

s<t
Si M = (M,;);>0 est une martingale locale, on a vu que le processus < M, M >, est
bien défini. De plus ¢t —< M, M >, est une fonction positive croissante, ainsi on
peut poser pour w € {2

<M, M >, (w) = lim < M, M >, (w).
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Théoréme 1.4.7 Soit M = (M;)i>o une martingale locale issue de 0.

1. Si M est une martingale bornée dans L* alors E(< M, M >.,) < oo et
(M?— < M, M >;);>0 est une martingale uniformément intégrable.

2. 8i E(< M, M >,) < oo alors M est une martingale bornée dans L*.

3. Les deuz propositions suivantes sont équivalentes :
— i) M est une martingale de L?

—0i) YVt >0, E(< M, M >;) < cc.
Si ces deux conditions sont vérifiées alors (M2— < M, M >;);>o est une mar-
tingale.

Définition 1.4.8 (Semimartingale).
Soit X = (Xt)i>0 un processus continu, on dit que X est une semimartingale s’il
s’écrit
Xi = Xo+ M; + Ay,
ot (My)i>o est une martingale locale continue issue de 0 et (At)i>o est un processus
continu a variation bornée issu de 0.

Théoréme 1.4.9 .

1. Si M = (M;)t>0 est une martingale locale continue et A = (At)i>0 un processus
continu a variation bornée , alors

<AA>=0=<M,A >
2. 81 Xy = Xog+ My + Ay et Y, =Yy + Ny + Hy sont deux semimartingales, alors
<X,)Y >=< M,N > .

o1l
pn—1
<M, N >= n1~1>r+noo Z (Mt?+1 - Mt?)(Nt?ﬂ o Nt?)'

Soit M = (M;);>o une martingale locale issue de 0. On note par L} (M) I'espace
des processus progressivement mesurables H = (H;);> vérifiant :

t
Vit >0, /Hfd<M,M>S<oo P—ps.
0
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Théoréme 1.4.10 Si M = (M;)i>o une martingale locale issue de 0 et
H = (Hy)i>0 € L} (M) alors il existe un "unique” processus noté ((H.M);)i>o tel
que

— ((H.M)4)>0 est une martingale locale issue de O

— Pour toute martingale locale N = (Ny)i>0
<HMN >=H.<M,N >

on note ausst .
(H.M), = / H,dM,.
0

Passons a présent a I'intégrale stochastique par rapport aux semimartingales. Soient
H = (H;)i>0 un processus continu et adapté, X = (X;);>0 une semimartingale
continue i.e.

Xe=Xo+ M +V,

ou M = (M,;)>o est une martingale locale issue de 0 et V' = (V});>0 est un processus
a variation bornée, continu et issu de 0. On note

t
(H.X); = / H.dX.,.
0

Définition 1.4.11 Soit X = (X})i>0 une semimartingale continue qui se décompose
Xt = Xo+M;+V;. Si H = (Hy)i>0 est un processus continu et adapté alors l'intégrale
stochastique de H par rapport a X est définie par

HX =HM+H.V.

Remarque 1.4.12 Si H = (H;)i>o est un processus continu et V. = (V)0 un
processus a variation bornée. Alors

t
(H.V), = / H,dV,
0

est bien définie (au sens de Riemann Stieljes)

Propriétés 1.4.13 .
Soient K = (Ki)>0, H = (Hi)i>o deur processus progressivement mesurable et
B = (By)i>0 un mouvement brownien standard.
— 81 X est une martingale locale continue alors H.X est une martingale locale
continue
~ 8i X est une martingale continue, bornée dans L* alors H.X [’est aussi
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Si X est un processus continu a variation bornée alors H.X est un processus
a variation bornée

- 81 X est une semimartingale continue alors H.X [’est aussi

~ Si H et K sont L}, .(B) alors, pour tout t > 0

E[(H.B)(K.B); / H,K,ds
— Soit M = (My,t > 0) une martingale. Si
E(/OtHfd< M,M>)<oo Wt>0
Alors H.M est une martingale De plus
E[(/Ot HydM,)? = E(/Ot H2d < M, M >,)
En particulier, si H = (Hy;);>o un processus de L}, .(B), alors
(M, = /Ot H.dB,,  t>0)

est une martingale

L’intégrale stochastique posséde une formule de changement de variables sem-
blable a la formule du changement de variable classique mais qui fait apparaitre la
dérivée de second ordre inexistante dans la théorie de I'intégrale de Riemann, ceci
découle du fait que la variation quadratique est nulle pour les fonctions a variation
bornée. Le résultat suivant établit cette formule :

Théoréme 1.4.14 (Formule d’Ité.)

Si X', ..., X% sont des semimartingales continues et F 1 IR® — IR une fonction

de classe C?, alors (F(X}, ..., X3))>0 est une semimartingale, de plus pour tout
t>0:

F ‘
F(X} ., XD = F(X3, .., X) X, XhadX!

d
Z /t o (XL XDd < XE XTI >,
G, Ko Ko
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Cette formule est souvent utilisée pour les semimartingales de dimension 2 et dont
I’'une des composantes est un processus a variation bornée. Dans ce cas on a :

Lemme 1.4.15 Soit A = (At)i>0 un processus & variations bornée, X = (Xi)i>o
une semimartingale continue et g une fonction C*.0n a alors :

62

9(An X)) = (Ao, Xo) +/ (A, X,)dA +/ (A, X,)dX, +2 =

Y904, X,)d < X, X >,

Dans le cas ou f(z,y) = xy, on a :

Théoréme 1.4.16 (Formule d’intégration par parties).
Soient X et'Y deux semimartingales. On a pour tout t > 0

dX.Y: = XodY, + YidX +d < X, Y >,

Lorsque la formule d’Ito est appliquée & une fonction vérifiant I’équation de la cha-
leur, on obtient

Corollaire 1.4.17 .
Si M = (My;)¢>0 une martingale locale et X € C alors EX(M) = (EX(M);)¢>o0 est une
martingale locale , avec

ENM), = eAMﬁ%2<M,M>t

Preuve :
Posons

2
F(s,x)= A
F vérifie I’équation de la chaleur i.e.

10?°F OF

el et
28x2+85 ’

donc, par la formule d’Ito,
EMM), = F(< M, M >, M,)
— (0, Mo) +/Otaa];(< M, M >, M,)dM,
d’ott E}(M) est une martingale locale.

On a vu dans la remarque (1.4.3) que la variation quadratique du mouvement brow-
nien sur [0, ¢] vaut ¢, le résultat suivant montre que la réciproque aussi est vraie :
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Théoréme 1.4.18 (Caractérisation de Levy.)

Soit X = (Xy)i>0 un processus continu, adapté et issu de 0. Les deux propositions
suivantes sont équivalentes :

1. X est un mouvement brownien.

2. X est une martingale locale et < X, X >;=1.

Théoréme 1.4.19 (Représentation des martingales browniennes).

Soit M = (My)i>0 une martingale (cadlag) de carré intégrable pour la filtration
(Fi)e>o0, la filtration d’un mouvement brownien B = (By)i>o. Alors il existe un unique
processus H = (Hy);>o de M?(IR¥), tel que

t
Vi>0, M, =M, +/ H,.dB.. P—ps.
0

Théoréme 1.4.20 (Inégalités de Burkholder, Davis et Gundy (BDG).)
Soit p > 0. 1l existe deux constantes c, et C,, telles que, pour toute martingale locale
X continue et issue de 0,

sup |Xt|p
>0

e, E [< X, X >7;g2} <E

< CE[< X, X 2]
En particulier, si T" > 0,

F[< X, X >}’ < F [ up |Xt|p] < 0,8 [< X, x >3]

0<t<T
Définition 1.4.21 on note par sgn la fonction signe définie dans IR par

{ lsiz>0
sgn(z) =

—1s1x<0

Proposition 1.4.22 (Formule de Tanaka.)

t
|B,| :/O sgn(By)dB, + L,

ol (By)i>o est un mouvement brownien standard et Ly le temps local en 0 du mou-
vement brownien B (le temps local passé par B en 0 jusqu’au temps t)

(Ly) est un processus adapté a (Fy)(la filtration canonique du mouvement brownien)
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Théoréme 1.4.23 (Formule de la moyenne)
Pour toute fonction f a valeurs réelles, définie et continue sur un segment |a, b,
avec a < b, il existe un réel ¢ dans |a,b| vérifiant :

e

En particulier

liml/otf(s)ds — £(0).

t—0 ¢

Nous terminons ce chapitre par un résultat classique en théorie des équations diffé-
rentielles :

Lemme 1.4.24 (Lemme de Grinwall)
Soit g : [0,T] — IR une fonction continue telle que, pour tout t,

t
g(t)§a+b/ g(s)ds acR,b>0
0

Alors
Vt € IR, g(t) < ae’.



Chapitre 2

Equations Différentielles
Stochastiques

2.1 Définitions-Exemples.

Le but des équations différentielles stochastiques est d’étudier I’évolution d’un
sysytéme physique perturbé par un bruit aléatoire. Partons d’une équation différen-
tielle ordinaire de la forme

dyy = b(yt)dt

On rajoute, pour exprimer ce bruit et définir son intensité un terme qui sera de
la forme odB; ou B est un mouvement brownien et ¢ une constante, on obtient une
équation différentielle stochastique de la forme

dyt = b(yt)dt + O'dBt.

On généralise cette équation en permettant & o de dépendre de I'état de y a
Iinstant t :

dy, = b(y,)dt + o (y,)dB,.

On peut encore généraliser cette équation en permettant a b et o de dépendre
aussi du temps t pour avoir enfin une équation différentielle stochastique de la forme

dy, = b(ﬂ yt)dt + U(t> yt)dBt

Cela conduit a la définition suivante.

On note par (M)gxm([R) 'ensemble des matrices d x m a coefficients réels.

16
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Définition 2.1.1 Soient d et m deux entiers positifs et soient o et b des fonctions
mesurables localement bornées définies sur IR x IR? et & valeurs respectivement dans
(M)dxm(B) et Rd . O’ﬂ note o = (O'ij)lgigd,lgjgm et b= (bi)lgigd-

Une solution de [’équation :

E’(O'7 b) : dXt = U(t, Xt)dBt + b(t, Xt)dt

est la donnée de :

Un espace de probabilité filtré (U, F, (Fi)e0, P) satisfaisant les conditions ha-
bituelles.

— Un (F;) mouvement brownien défini sur cet espace et a valeurs dans IR™,

B = (B,..., B™).

— Un processus (F;)— adapté continu X = (X', ..., X% a valeurs dans IR® tel
que :

t t
X, :X0+/ a(s,Xs)st+/ b(s, X,)ds
0 0
— Lorsque Xo = € IR?, on dira que le processus X est solution de E.(0,b).

Il existe plusieurs notions d’existence et d’unicité pour les équations différentielles
stochastiques. On les cite dans la définition suivante

Définition 2.1.2 Pour l’équation E(o,b), on dit qu’il y a
. existence faible si pour tout x € IR® il existe une solution de E,(o,b).
. existence et unicité faibles si de plus toutes les solutions de E.(o,b) ont méme loi

. unicité tragectorielle si l’espace de probabilité filtré (2, F, (Fi)i>0, P) et le mou-
vement brownien B étant firzés, deux solutions X et X' telles que Xy = X
P—p.s. sont indistinguables.

On dit de plus qu’une solution X de E.(o,b) est une solution forte si X est adapté
par rapport a la filtration canonique de B.

2.2 Exemples

La solution d’une équation différentielle stochastique, si elle existe, n’est pas
forcément unique et si elle ’est dans un sens, elle ne I’est pas forcément dans ’autre.
Quelques exemples pour illustrer ceci sont donnés suivis d’un théoréme qui assure,
sous certaines conditions sur b et o, 'existence d’une unique solution forte.
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1. Unicité faible mais pas trajectorielle.
Soit / un mouvement brownien standard

On pose

W= [ sgn(s,)ds,
On a alors : .

b= | sgn(B)aw.
En effet :

[ son(@aaw, = [ son(B)sgn(5.)ds,
0 0

= [ as,
5,

W est une martingale issue de 0 telle que < W, W >,= t ainsi, par la caractérisation
de Levy (théoréme 1.4.18), W est aussi un mouvement brownien. On voit alors que
[ est solution de 'EDS

dXt = Sgn(Xt)th, X() =0

On a l'unicité faible. Par la caractérisation Levy, toute solution doit étre un mouve-
ment brownien .

Par contre, on n’a pas d’unicité trajectorielle pour cette équation. En effet, 8 et —(
sont toutes les deux des solutions correspondant au méme mouvement brownien.
Aussi, § n’est pas solution forte : par la formule de Tanaka, la filtration canonique
de W coincide avec la filtration canonique de || qui est strictement plus petite que
celle de 3. En effet, 'événement {3; < 0} appartient a F° mais pas a F19,

2. Une infinité de solutions fortes et pas d’unicité faible
Considérons 'EDS :

dX, = 3X;2dt + 3X*dB,, Xo=0
et le temps d’arrét
To = inf{s > a, B, = 0}, a>0

ou B est un mouvement brownien standard.
Cette équation a une infinité de solutions fortes de la forme :
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X(O‘) _ 0s10< 7,
P BisiTa<t<oo
En effet,

; ; 0 si t<,
3 / (X34 43 / (X@)2/3Bs —
0 0 3[! Byds+3[. BB, sinon

3

En appliquant la formule d’It6(1.4.14) pour f(z) = 2°, on a pour tout t > 7, :

t t
f(B) =B} = Bo+3[ BdB,+3 [ Bds

t t
_ 3/ Bgst+3/ B.ds

En effet, comme le mouvement brownien est continu, méme si cet inf n’est pas
atteint, on aura quand méme B, =0

d’ou
. . 0 si t<7,
3/ X(o‘)l/3ds+3/ X@2/3gBs —
o ° o ° B3
Y sinon
= X
3. Exemple de non unicité faible.
On se donne I'EDS :
t
X, = / X, %ds (3)
0

avec o un réel compris strictement entre 0 et 1.

On a alors, pour tout réel c, (Xt(c))tzo est une solution de I'EDS (3)

avec
0 si 0<t<ec

XtC) -
(597 si t>c
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avec f = .,

En effet,

t t _
Xo= [1xJras = [ (G5
0 c B

1.5 [t o
= ()7 [(s=e)7ds

1 (t— )P+
pB af+1
1 (t—o)t 9
gI-3F (1-1)+1

On vient alors de montrer que pour tout réel c ,Xt(c) est une solution de I'EDS,
ce qui nous donne une infinité de solutions. De plus, deux solutions différentes ne
peuvent pas avoir la méme loi.

Passons a présent au théoréme d’existence et d’unicité de la solution de E, (b, o).
On désigne par |.| la norme euclidienne dans IR?.

2.3 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 2.3.1 (Existence et unicité)
On suppose qu’il existe une constante K positive telle que pour tout t > 0, z,y € IR®

1. Condition de Lipschitz
2. Croissance linéaire

bt 2)] < K(1+[x]), ot 2)] < K1+ |z)
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Alors il y a unicité trajectorielle pour E(o,b).

De plus, pour tout espace de probabilité filtré (0, F, (Fi)i>o0, P) et tout (Fi)i>o0—
mouvement brownien, il existe pour chaque © € IR, une (unique) solution forte
pour E,(0,b).

Preuve :
Afin d’alléger les notations, on traitera uniquement le cas d = m = 1.
Commencons par établir I'unicité trajectorielle. Sur le méme espace et avec le méme
mouvement brownien B, on se donne deux solutions X et X' telles que Xy = X{.
Pour M > 0 fixé, posons

r=inf{t>0,|X,|>M ou |X]|>M}

On a alors, pour tout ¢ > 0,

tAT

tAT
Xinr = Xo —I—/ o(s, Xs)dB, + / b(s, X,)ds
0 0
Vu que X' est aussi une solution, nous avons 1’équation analologue

tAT tAT
X=X+ / o(s, X')dB, + / b(s, X')ds
0 0

Remarquons que X et X’ sont bornées par M sur Uintervalle |0, 7|. En faisant
la différence membre & membre de ces deux équations et par passage a l’espérance,
on aura :

h(t) = Bl(Xinr — X5
= B[ (0. X) —o(s. XD)B, + [ (b(s, X.) — (s X))

En utilisant le fait que (a + b)* < 2a® + 2b%, on aura :

r(t) < 281 (05, %) — ols, X)ABLY] + 2BI( [ (b(5, X,) — bls, X)ds)’]

Par la propriété 5 de (1.4.13) , on a

25 /0 o5, X) — os, X))dB)?Y] = 2| /0 o5, X.) — os, X1))2ds].
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En utilisant I'inégalité de Holder et en majorant ¢ A 7 par T', on trouve
tAT tAT
2B[([ (b(s, X.) = bls, XD))ds)?] < 2TE[ [ (b(s, X,) — (s, X!))?ds]
0 0

Ce qui donne

tAT

Mo < 28 "o (s, X.) — o(s, X1))2ds] + 2TE| [0, %) = (5, X0) 2
< QE[/OW KX, — X'[2ds] + 2TE[/OW K?|X, — X!|%ds]

tAT
< 2K(1+ T)[/ K2\ X0 — X |2ds],

SAT
0

ou I'avant derniére inégalité provient du fait que b et o soient lipschitziennes.
La fonction h vérifie

t
h(t) < C / h(s)ds
0
avec C' = 2K?%(1 + T?).

h est bornée par 4M? et vérifie les conditions du lemme de Grénwall(Lemme 1.4.24)
avec a =0 et b = C, ce qui donne alors h = 0 donc P—p.s. Xy, = X,

En faisant tendre M vers +oo, on aura X; = X] pour tout ¢.

X est alors une modification de X', mais comme ces processus sont continus, alors
ils sont indistinguables. Ce qui achéve la preuve de 'unicité trajectorielle.

Passons a présent au deuxiéme point.
On construit la solution par la méthode d’approximation de Picard. On pose

XY =z,
t t

X} = a:’—i—/ o(s,x)dBs —i—/ b(s,x)ds,
0 0

t t
Xp=a+ [ ols, X0 )dB,+ [ (s, X0 )ds (2.1)
0 0
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Par récurrence pour chaque n, X;* est continu et adapté, donc le processus o(t, X}*)
'est aussi. Fixons T > 0 et raisonnons sur [0, 7]
vérifions d’abord par récurrence sur n que

3C,, : Vt €10,T) E[(X)?] < C,. (2.2)

Pour n =0, il n’y a rien a montrer.
Supposons a présent que ceci est vrai & 'ordre n — 1 et vérifions que cela reste vrai
a 'ordre n.

Le calcul du moment d’ordre deux de l'intégrale stochastique se justifie par le
fait que E[fj o(s, X" 1)2ds] < 0o, ce qui découle de la croissance linéaire et de I'hy-
pothése de récurrence.

En utilisant encore la croissance linéaire, on écrit

B < 32+ B[ ofs, X0 0)dBLR) + B[ bs, X2 )ds )

IN

322+ Bl | (s, XP1Y2ds] + LB / "bs, X11Y2ds])

IN

3(22 + E[/Ot(K +K|X1)2ds] + tE[/Ot(K +K|XP1))ds])

IN

32 + (1 + t)E[/Ot(K + KX ))%ds])

IN

t

322 + 3(1 + t)E[/ (2K2 + 2(K X" 1)?)ds]
0

< 322+ 6T(1+T)(K? +4C, ) = C,.

La majoration (2.2 ) et 'hypothése de croissance linéaire sur o entrainent que la
martingale locale (J3 o(s, X7)dB,) est une vraie martingale bornée dans L? pour
tout n.On utilisera ceci pour majorer par récurrence

Bl sup X7 = X7
0<t<T
On a
t t
Xt = Xp = [(o(s, XI) = ols, X2 ))dB + [ (b(s, XI) = bls, X0))ds
0 0

d’ou
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E[sup | X — X7

< 2B[sup | [0 X3) = o, Xy DB+ sup | [0 X3) = b, X3~
< 204l [ (o, X3) = o, X)) AB) + I 16w, Xp) = blue, Xp ) du)?)

< (4Bl Xp) = o, Xp )Pl + TEL | (6. X2) = b X))

< 24+ T)KZE[/Ot X7 — XL 2]

t
< CrE| / sup | X" — X" 2d].
0

0<r<u

Avec Cp = 2(4 + T)K?, posons

gn(u) == E[ sup | X' — X]}_l\Q].

0<r<u

Ainsi on vient de montrer que

gua(t) < Cr [ gu(u)iu (n

D’autre part, Vn , g, est bornée sur [0,7"]
En effet, pour n > 0 :

t
galu) < 204+ T)K2EL[ |X7 = X! Pd
0

t

< 24+ T)KE[ (X0 +2X0))du]
0

< ATA+T)(C? 4 C2 )

go(t) = 22 qu’on appelle C},

Une récurrence simple sur (I) donne :

gn(t) < C7(Cr)"—.
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Et, en vertu du critére de D’alembert, on obtient
oo
Z gu(T)Y? < 0.
n=0
Comme la norme de L' est dominée par la norme de L?, on aura

ZE[sup X7 — X7 | < oo

n=0 0<t<T

Le théoreme de la convergence monotone nous permet de dire que

E lz sup | X7 — X['|| < oo

70 0<t<T

Ce qui entraine que p.s.

o0

sup | X[ — X' < .
20 0<t<T

Mais sin,m € IN avec n < m :

m—1

sup | X" — X[ < > sup [ X[ = X[ — 0 quand n,m — oo.
0<t<T = 0<i<T

Par suite, p.s. la suite (X}',0 <t < T),, converge uniformément sur [0, 7] vers
un processus limite X = (X;);>o qui est continu et adapté. En effet , on vérifie par
récurrence que chaque processus X" est adapté par rapport a la filtration canonique
de B, et donc X I’est aussi.

On a P—p.s.
sup | X, —X7| = lim sup [X]"— X]|
0<s<T s M=00 g<s<T s ®
o

< sup | XF — xF1,
k:zn;HOSSET| ’ ;|

En introduisant la norme L?, on trouve que

0<s<T

o 2
E[sup |X,— X" < (Z gk(T)1/2> —0 quand n — oo
k=n

et on en déduit que

t

¢
/ o(s, Xs)dBs = lim o (s, X1')dBq dans L*
0

n—+oo Jo
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et
t

t
/ b(s, Xs) = lim b(s, X1')ds dans L*.
0

n—+oo Jo

En effet,

E [(/Ot(g(& X,) = ols, Xg))dBS)Q] E (/Ot(a(s, X,) — ofs, X;))ads)

t
E <K2/ X, — X§y2ds)
0
< T*K?E[sup |X,— X")] —0

0<s<T

IN

et on procéde de la méme maniére pour b.
En passant a la limite dans 1’équation de récurrence pour X" (2.3), on trouve que
X est une solution (forte) de E,(c,b) sur [0,T].

2.4 Exemples

Dans cette section, on donne trois exemples de résolution d’EDS
Exemple 1

Soit PEDS suivante :
dX, = —X,dt + e 'dBy, Xo==x

Les conditions du théoréme d’existence et d’unicité sont vérifiées, on cherche alors
I'unique solution de cette EDS.
On a
eldX, = —e' X,dt + dB,

ou encore
€tht + etXtdt = dBt

D’un autre coté, la formule d’intégration par parties assure que :
d(etXt) = etht + Xtetdt

Ce qui donne :
d(etXt) = dBt

et donc, la solution s’écrit :
Xt =+ eitBt.
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Exemple 2 : Equation d’Ornstein Uhlenbeck

On cherche a résoudre 'EDS suivante :
dXt = /,LXtdt + O'dBt X() =x.

ou i et o sont deux réels.
Le théoreme d’existence et d’unicité assure qu’il existe une unique solution.
On multiplie les deux cotés de cette équation par e #¢, on obtient :

e MdX, = pX,e Mdt + oe "dB,,

ou encore
e MdX, — pXe Mdt = oce MdB,.

D’un autre coté, la formule d’intégration par parties donne :
d(Xe ™) = e MdX; — uXe Mdt
En remplagant dans I’équation précédente, on trouve :
d(Xe ™) = ge "d B,

d’o1, la solution

t
X, =x+ ae“t/ e " dBs.
0

Exemple 3 : Modéle de Black et Scholes

Le modéle de Black et Scholes est, a ’origine, un modéle a deux actifs : I'un risqué
et 'autre pas. Dans cet exemple, on traite le cas de 'actif risqué, a savoir le prix
d’une action a l'instant ¢. Il vérifie I’équation différentielle stochastique suivante :

dSt = St(/,l,dt + UdBt), S() = T.

La solution est )
Sy = xel B Ftont

En effet, il suffit d’écrire o(t,z) = ox et b(t,z) = bx pour voir qu’elles vérifient les
conditions du théoréme (2.3.1). On applique ensuite la formule d’It6 a

2
f(t, o) = xe”® Tlekt
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on aura
St = f(t Bt)
LS
— oo+/ sBd+/a B)dB+2 55, BL)ds
- /O(b—?)Ssds—i—a/O SSst-i-?/O S.ds.
d’ou

dSt = St(/.Ldt + O'dBt), So = T.

2.5 Théoréme de Yamada-Watanabe

Les conditions du théoréme d’existence et d’unicité ne sont pas optimales. To-
shio YAMADA et Shinzo WATANABE ont montré qu’on peut les affaiblir dans le
théoréme suivant :

Théoréme 2.5.1 Théoréeme de YAMADA-WATANABE 11

Soitd=m =1

Supposons que b et o sont a croissance linéaire, que b vérifie la condition de Lipschitz
locale et |o(t,x)—a(t,y)|* < plr—y| pour toutt > 0, ot p est une fonction borélienne
de |0, 400 dans lui méme telle que

1
dz = +00 Ve >0
/|z<e p*(2)

Alors E.(b,0) admet une unique solution forte.

En effet, les conditions du théoréme de Yamada et Watanabe sont plus faible que la
condition de Lipschitz. Si ¢ est lipschitzienne, alors on a pour tous x et y réels, si

lo(x) = o(y)| < ¢z —yl,

alors
o(z) —o(y)]* < Elz—yl?.

1l suffit alors de prendre p(x) = z2. On a bien

1
dz = +00 Ve >0
/|z|<e p2(2)
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Exemple 2.5.2 Soit a € IR. On considere ’EDS

dXt = aXtdt + \/ XtdBt, XO =0.

f(z) = sqrt(x) n’est pas lipschitzienne mais elle vérifie la condition du théoréme de

Yamada et Watanabe. La solution (unique) de cette équation est appelée processus
de Feller.



Chapitre 3

Diffusions d’'It6

Dans ce chapitre, on s’intéresse au cas ou les coefficients b et o dépendent de
létat a l'instant ¢ mais pas du temps lui méme o(t,y) = o(y) et b(t,y) = b(y). On
montrera que la solution d’une telle équation posséde, en autre, les propriétés de
Markov.

3.1 Définitions et propriétés
Définition 3.1.1 On dit que (Y3); = (Y*); un processus d’Ito dans IR™ s’il s’écrit
Yi(w)=x+ /Ot u(s,w)ds + /Ot v(s,w)dB
avec, pour tout t > 0
— J¥(v(s,w)%ds < 0o presque sirement.
— J¥|u(s,w)|ds < co presque sirement.

- u(t,.) et v(t,.) sont F;—mesurables.

Définition 3.1.2 Une diffusion d’Ité6 (homogéne) est un processus stochastique
X = (Xt)i>0 de IR" satisfaisant I’EDS de la forme

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt, t Z S, XS =T (31)

ot s > 0 donné, B un mouvement brownien de dimension m, b : IR" — IR"
et o : IR" — IR™™ satisfont les conditions du théoreme d’existence et d’unicité
(2.8.1) qui se réduisent dans ce cas a la condition suivante :

dD > 0;  |b(z) — b(y)| + |o(x) —o(y)| < D]z —yl; pour tous x,y € IR"

30
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ol |CT|2 = E|O‘ij|2.
Dans ce chapitre, On notera

- X; = X"t > s la solution (unique) de (3.1). Quand s = 0 , on note X au
lieu de X*

— P, désigne la loi de B sous By = = et E, I'espérance sous P,. Quand x = 0,
PO - P

— P7 désigne la loi de X sous Xy = x et £* l'espérance sous FP.
Quand x = 0, on note E au lieu de E°.

- (E(m))tzo la filtration canonique de mouvement brownien m-dimensionnel

Précisions que puisque X est la solution de (3.1), elle est obligatoirement adaptée
a (Fi)t>0. Donnons maintenant une expression mathématique a P, et P* :
Pour tous boréliens Fj, ..., E) de IR" et tous réels positifs ¢1,...tx; k> 1on a :

P,(B, € E\,..., B, € E,) = P[(B,, + ) € Ey, ..., (B, + ) € E]

et
PY(Xy, € By, ..., Xy, € EBy) = PIX}, € By,..., X] € E].

Une diffusion d’Ito est homogéne dans le temps, chose que ’on voit dans la propo-
sition suivante :

Proposition 3.1.3 les processus (X275 is0 et (X))o sont de méme loi sous P

Preuve
On a

T+t
g [ B(XT)du + / o(X7)dB,

T

En effectuant un changement de variable, v = u — s, on trouve

X‘:ft :/ T+U d’U +/ T+v dBT-i—U

En posant BgT) = B,;., — B, on aura

X;—ft = / T+U dU + / ’T-‘r’U T+”U - BT)

= / T+U dU +/ ’T'+’U )
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D’un autre coté,
t t
X0% — g 4 / b(XO%)du + / o(X%)dB,
0 0

Comme B et B sont de méme loi, par 'unicité faible, on a :

(X750 = (X )iz0 en loi.

On est désormais en mesure de vérifier les propriétés de Markov.

Proposition 3.1.4 (Propriété de Markov faible.)
St f une fonction mesurable bornée de IR" dans IR, alors

Vi,h >0 E[f(Xewn)/F)(w) = BXD1F(X,,)] P—ps.

Enoncgons a présent la propriété de Markov forte, la preuve de la propriété de Mar-
kov faible découlera directement de celle ci.

Proposition 3.1.5 (Propriété de Markov forte.)
St f une fonction mesurable bornée de IR" dans IR et T un temps d’arrét par rapport
a (F™) avee 7 < 0o P—p.s. alors

Vh >0 E[f(Xrn)/FIM)(w) = EX@F(X)], P—ps.

Preuve :
on veut montrer que

E*[f(Xpin) | FIM)(w) = EXO[f(X))]

Remarquons que puisqu’on a la propriété de Markov forte pour un mouvement
brownien,I’homogeneité dans le temps pour pour une diffision d’'Itd reste vraie si
'on change un temps déterministe ¢ par un temps d’arrét 7 (fini P-p.s.).

On a
X' EXF— g
donc
E*[f(Xewn) [ F7] = E[f(Xpin+ )/ F]
= E[f(XT+h_XT+XT+x)/-FT]
[

E G(XT+/’L - XTaXT + l’)/‘/—':r}
= 9(X7)
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g(Oa) = E[G(XTJrh - X, O‘)]
= E[f(Xryn — Xr + )
= E[f(Xh+a)]
= E°[f(Xa)]

ou G(x,y)=f(x+y)
Afin de pouvoir effectuer ces calculs, on a utilisé la proposition (1.3.7 ), en effet :

1. X;4n — X, est indépendante de F-
2. X, est F, mesurable

3. G est une fonction mesurable bornée

En remplagant a par X, on obtient
E*[f(Xrsn) [ FI)(w) = EX@[f(Xn)] P—ps.

Ce qui termine la preuve.

La propriété de Markov faible est obtenue en posant, pour chaque ¢ fixé, 7 = t.

3.2 Générateur d’une diffusion d’It6

A une diffusion d’Itd6 X, on associe un opérateur qui caractérise sa loi, on 'appelle
générateur de X.

Définitions 3.2.1 Soit X = (X})i>0 une diffusion d’Ité6 dans IR".
Le générateur A de X est défini par
E*|f(X,)] —
Af(x) = Tim 2 tg] J(x). z e R

t—0t

Da(x) désigne l’ensemble des fonctions telles que Af(x) existe et Dy ’ensemble des
fonctions telles que Af(x) existe pour tout x € IR".

Lemme 3.2.2 Soit (Y;): = (Y{*): un processus d’Ito dans IR" de la forme

t t
Y (w) = :v+/0 u(s,w)ds+/0 v(s,w)dBs

Soit f € C2(IR"™), T un temps d’arrét par rapport a (]-"t(m))tzo. Supposons aussi que
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- E*[1] < o0

— u et v bornées dans {(t,w)/Y (t,w) € Supp(f)}
Alors

BV = F@) + B[ (Sils,0) 9 (V:) + 5 i

Yy 4+ =% (vl (s, w
axl< 3) 92 17]( )1»]( >8$Za$j
ou E* est l'espérance par rapport a la loi naturelle QF pour Y issu de x :

Qz[}/tl e F, ,Y;k c Fk] = PO[Y;:IE e I, 7}/7;: S Fk]

(Ys))ds]

Preuve :
On utilise la formule d’Tt6 en posant Z = f(Y'), on aura alors

Zi = f(Yt)

Y, / Y.,
Y)dY; + = Z 8%8% Y)d < >

En passant a la forme différentielle :

Zuz dt Z/ 8% (vdB),(vdB), +Z

mais

(0dB):(vdB); — (; Uikd3k> (; UﬂdB,)
= (; vikvjk) dt

ce qui donne

0 0?
fYy) = flx) + (Z ulaj + 3 Z(UUT)ijam((;) ds

On a alors
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Si g est une fonction mesurable, g < M donné, alors pour tout entier k,

TNk k
0 0

car g(Y;) et 1¢s<+y sont toutes les deux JF,— mesurables. De plus

( [ otvyan, - | mg(}@)stf

B = B[ P00

Nk

< MPE*[r—7Akl—=0

On aura alors

k—o0

TNk T
0= lim E° V g(ys)st] — B U g(Y.)dB,].
0 0
En appliquant ceci a (3.4), on obtient
_f
O0x;0x;

Ceci donne directement la formule du générateur A pour une diffusion d’Ttod

Théoréme 3.2.3 Soit X = (Xi)i>0 une diffusion d’Ité6 dans IR" de générateur A.
Si f € C2(IR") alors f € Da et pour tout s € IR" :

(V) = £() + B[ (San(s,) (V) + 380007 oy (5, 0) 53— (¥2))ds].

0 ox; 2

a2f

bi(z)=—+ = ool
Z Z )i axl(?xj
Preuve
En appliquant le lemme précedent avec 7 = t, et par la définition de A, on aura

/ (Zb )+ = Z oo maaggx] (Y)) ds} :

Af(z) = lim 1Ex

t—0t+ 1

En appliquant la formule de la moyenne, on trouve

62
= Y gy @)+ 5 Tl g )
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Exemple 3.2.4 Soit B est un mouvement brownien de dimension n. Il est bien sir
solution de I’EDS
dXt - dBt

i.e. nous avons b = 0 et 0 = I,, la matrice identité de dimension n. Alors le
générateur A de X = (Xi)i>0 est tel que

1 LPf 1
Af=352 ag}; =A% f= (@) € CURY)

i.e. o A est lopérateur de Laplace.

1
Exemple 3.2.5 Soient B un mouvement brownien standard et X = ( ?2 )

dth = dt, X01 = t()
dX? = dBy; Xg =
i.e.
dX; = bdt + odBy; Xy = ( to )

Zo

avec b = < (1) ) et o = ( (1) > . Le générateur A de X est donné par

Af =%+ 550 [=1(te) € GURY)

en combinant le précédent théoréme et I’équation (3.4) on obtient :

Théoréme 3.2.6 (Formule de Dynkin)
Soit f € C3(IR"™). Si T est un temps d’arrét tel que E*[1| < oo, alors

(X)) = fo) + B | [T Af(x)ds]

3.3 Equation a retard de Kolmogorov

Dans la suite, (X;) est une diffusion d’It6 de générateur A .
Si on choisit f € C3(IR) et T =t dans la formule de Dynkin, on voit que la fonction

u(t, z) = E*[f(X0)]
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est dérivable par rapport a ¢ et

o — BAf(X)
En effet
B = S+ B AF(X)ds
= S+ [ [ Arx)dsips
_ f(x)+/0t/QAf(Xs)dpwds

Dans la derniére ligne on a utilisé le théoréme de Fubini puisque f est bornée. On a
bien

ou .
ot = E*[Af(X)]
Théoréme 3.3.1 Soit f € C2(IR)
a) On définit :
u(t, ) = E[f(X)]. (3.5)

Alors u(t,.) € Dy pour tout t et
1. %ﬁ‘ =Au t>0, reR

2. u(0,2) = f(x) ,z€ R
b) De plus, si w(t,z) € CY*(IR x IR) est une fonction bornée qui satisfait 1) et 2)
alors w(t,z) = u(t, ).
Avant de commencer la démonstration du théoréme, nous énoncons le lemme sui-

vant :

Lemme 3.3.2 Avec les données du théoreme précédent, en posant Yy = (s—t, Xto’x),
Y = (Y})i>0 a comme générateur A avec

Preuve du lemme
soit A le générateur de Y, alors

Ag(y) = lim

t—0

EY[g(Y))] — 9(y)
t
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On réécrit ceci de la maniére suivante :

EY[g(s —t, X})] — g(s, )

Agly) = lim t
= lim Ey[g(s — t7Xt) - g(‘SaXt) + g(S, Xt) — g(S, {L’)]
t—0 t
Yy _ _ . _
_— EY[g(s t7)it) 9 X | [gS(th] ()
EV]g(s —t, X;) — g(s, X4)]

= Ags(z) + lim

t—0 t

On doit montrer maintenant que

Y _ _
hm E [g(S t’ Xt) g(S, Xt)] — ag( )
t—0 t ot

Pour cela, on utilise la formule d’It6 pour deux variables (A, X;) avec A, = s — ¢

9(AnL X)) = g(s,z +/ (A, X,)dA, +/ 99 (4, X,)dX,
taQ
. 82(AT,X)d<XX>
= gls.)— [ SHAL X )dr +/ (A, X,)o(X,)dB,
+/tagAX d+/f—AX 2(X,)d
- 5 g2 Ar .

On utilise une deuxiéme fois la formule d’It6 pour g(s, X,)

t 9%g
9(s, Xy) = g(s,x +/8 (s, X,)dX, —|—2 8U2(3X)d<X,X>T
= g(s,x +/(9 d—i—/a X,)dB,

t32

+2 - =9 (s, X, )0 (X, )dr.
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A présent, on passe a 'espérance de la différence et on divise le tout par ¢

R o le( (s—tXt)— 9(s, X1))
dg tag
= [a (A, X,))dr + = / (AT,X)b(X ))dr
1 t g
_{ E[ [ (5. X0b(X, )ldr + Zt/ AT,X) *(X)ldr
1 [g 09 (5, X,)o* (X,)ldr

En passant a la hmlte, et en utilisant le théoréme de la moyenne pour les 5
termes, on aura

J— 0y dg dg
1&% ) ( (S - tht) - g(qut>> - _%(871‘1) + %(S,[E)b(l’) - %(S,J])b(ZL‘)
19%g 5 10% 5
+§w(8ax)0 () — 5@(87@0 ()
dg
_%(37 (L‘)
On vient alors de montrer que
dg
Ag=—F"+A
9=t
En particulier 5
~ w
Avw:=——+A
w ot + Aw
Preuve du théoréme :
Posons ¢;(x) = u(t,x). t — u(t, z) est dérivable.On a
Elg(Xo)] —g(x) _ Er[u(t, X,)] — u(t, =)
r r
B [[EY(FO0)] - EEF(G)]]
B r
1

= CE[EC[f(Xu)/Fo] = B[ (X0)/F]]

= iEx[f(Xt-H“) - f(Xt)]
u(t +r,x) —ult,z) 1o Ou
ot

r




3.3. EQUATION A RETARD DE KOLMOGOROV 40

On aura alors

Au = lim
r—0 r

existe et

b)Unicité :
Pour montrer I'unicité, supposons qu’il existe une fonction w(t,z) € C**(IR x IR)
qui satisfait 1) et 2), alors

ﬁw:—?—l—flw Vi >0, xe€lR.

On définit le processus Y = (;), de IR* par
Vi=(s—t,X") ,t>0,

Comme le montre le lemme (3.3.2), Y a A comme générateur.
En appliquant la formule de Dynkin pour Y,

BVl = wly) + B[ Aw(Y)d)
= w(s,z),

ou
TR =inf{t > 0,]|X;| < 0}.
En faisant tendre R vers +o0o, on trouve

ESw(Y;)] = w(s, x).

En particulier, pour £ = s, on aura

w(s,z) = E*(w(Y;)
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3.4 Formule de Feynman-Kac

La formule de Feynman-Kac est une généralisation de I'équation a retard de
Kolmogorov. Pour X = (X});>0 une diffusion d’Tt6 de générateur A, nous énongons,
sans démonstration, le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.1 (Formule de Fyenman-Kac).
Soient f € CZ(IR") g € C(IR"). Supposons aussi que q est minorée par une constante.

~ a) Posons
olt,0) = B [ean (- [ a(Xo)as) 1(x0)]. (3.6)
Alors 9
E:Av—qv; t>0,z e R" (3.7)
v(0,2) = f(x); r e R" (3.8)

— b) Si de plus w : (t,z) — w(t,x) est bornée dans K x IR" pour tout compact
K C IR et vérifie (3.7) et (3.8), alors w(t,z) = v(t,z) donnée par (3.6).



Chapitre 4

Equations différentielles
stochastiques rétrogrades

4.1 Introduction

Construction
Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, " > 0, B = (B;)t>p un mouvement
brownien de IRY (F})>o sa filtration naturelle et ¢ € Fyr. Dans ce chapitre, on
s’intéresse & la résolution de I’équation différentielle stochastique suivante :

—dY,
dt

= f(Y;S)7 te [07T]7 avec, Yr=¢

en imposant que la solution au moment t ne dépende que du passé, c’est a dire que
le processus Y soit adapté a la filtration{F; };>¢.

Prenons pour commencer le cas o f = 0. On est tenté de donner comme solution
Y, = & qui n’est adaptée que si & est déterministe. Nous n’avons qu’une approxima-
tion (dans L?) qui soit adaptée et qui est la martingale Y; = E(&/F).

Si (Fi)e>o est la filtration du mouvement brownien, on peut construire par le théo-
réme de representation des martingales(Théoréme 1.4.19) un processus Z adapté de
carré intégrable tel que :

t
Y, = B(¢/F) = Bl + | Z.dB..
On peut écrire ceci autrement, en effet :

E:EH+K@M5WEMH

42
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d’ou
T
Yr = E[¢] +/ 7.dB,
0
t T
§= Bl + | ZaB,+ [ Z.aB,
0 t
T
E=Y;+ / Z,dB,
t
On a alors

T
Y, —¢— /t 7.dB., ie. —dY,=—ZdB, avec, Yp—E¢.

On voit donc apparaitre le processus Z qui a pour role de rendre le porcessus Y
adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande
généralité, on permet & f de dépendre du processus Z. [’équation devient donc :

—dY, = f(y, Y, Zy)dt — Zd By, avec Yp=¢&.

Notations -
—SZ(Rk) désigne 'espace vectoriel formé par des processus Y, progressivement
mesurables, 4 valeurs dans IR", tels que :

Y22 := E lsup|Yt|2 < 0o
0>t

et S2(IRF) le sous espace formé par les processus continus.

-M 2(RkXd) désigne 'espace vectoriel formé par des processus Z, progressivement
mesurables, a valeurs dans IR**¢, tels que :

T
17132 ::EVO 1 Z,|]2dt| < oo

o si z € RM™? ||2||*> = trace(z2*)
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—fOx[0, T]x RFx R™* — R* t.q. Y(y,2) € RFxR™  (f(.,t,y,2))o<i<r
est progressivement mesurable.

-£ un vecteur aléatoire de IRF Fr— mesurable.

Soit 'EDSR

—dY, = f(t,Y,, Z)dt — ZdB, 0<t<T, Yr=E¢ (4.1)

ou sous la forme intégrale :
T T
Y, :§+/ f(r,n,z,.)dr—/ Z,dB, 0<t<T.
t t

Définition 4.1.1 Une solution de ’EDSR (4.1) est un couple de processus { (Y, Zt) Yo<t<t
vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables o valeurs dans IR* et IR**? respecti-
vement

2. P=p.s. [g (1f(r, Yo, Z)| + 1| Z]|?)dr < oo

3. P—p.s.,ona:Y, =&+ [ f(r, Y, Z)dr — [ Z,.dB,, 0<t<T.

La proposition suivante montre, que sous une hypothése relativement faible sur f,
le processus Y appartient a S2.

Proposition 4.1.2 Supposons qu’il existe un processus (fi)o<t<r, positif, apparte-
nant & M?(IR¥) et une constante positive X tels que

V(t.y,2) € [0.T] x R x R™, | f(t,y,2)| < fo+ Myl +||z])-

Si {(Ys, Z;)Yo<i<r est une solution de VEDSR (4.1) telle que Z € M?(IR**?) alors
Y appartient a S?.
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Preuve
On a pour tout t € [0,77,

t t
Y, :yo_/ f(r,YT,Zr)err/ Z,dB,,
0 0
En utilisant ’hypothése sur f,
t t
Vil < Yol [ 1Y Z0ldr+ | [ ZdB

T
< Wl + [ e+ AIZ )+ sup

0<t<T

Posons T
¢ =l + [ (fr+ MZl)dr + sup

0<t<T

Y, est une constante, donc elle est de carré intégrable, {ft}ogtST appartient a M?
par hypothése et Z appartient a M?(IR"*?) par hypothése et donc, par I'inégalité

t
de Doob, supg<;<r ’fo
intégrable.

Y est un processus continu qui vérifie

-1 est de carré intégrable. Il s’en suit que ¢ est de carré

Vil < ¢ [ ¥
Par le lemme de Gronwall, on aura
Vi < ¢e
et donc

sup |Y;] < ¢eM,
0<t<T

comme ( est de carré intégrable, alors Y appartient a S2.

4.2 Le cas lipschitzien

Voici les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler.

(L) 11 existe une A > 0 telle que P—p.s.,
1. Condition de Lipschitz en (y, 2) : pour tous t,y,v/, z, 2’

1f(ty,2) = f(6y, 20 < My — o'l + 11z = Z]));
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2. Condition d’intégrabilité :

< 00

T
B [15\2 + [N1760.0)par

Commencons par le cas simple ot f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se donne &
de carré intégrable et un processus {F}}o<i<r dans M?(IR*) et on veut trouver une
solution de 'EDSR

T T
Yi=¢+ [ Rdr— [ ZdB, 0<t<T. (4.2)
t t

Lemme 4.2.1 Soient ¢ € L? Fr—mesurable et {F,}o<i<r dans M?*(IR*). L’EDSR

(4-2)
posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve
soit (Y, Z) une solution de (4.2) telle que Z € M?. En prenant I'espérance condi-
tionnelle par rapport a F;, on a

Y, = E (5 + /tT Frdr/]-"t>

Y est donc défini a I'aide de cette formule et il reste a trouver Z.
F = (Fy)iep) est de carré intégrable et (fg F.dr)icp.r) est un processus adapté a la
filtration (F3)icpo,r,car il est progressif,

T t t
Y= E <g+/ FTdr/ft> —/ Fdr = Mt—/ F,dr.
0 0 0

M est une martingale brownienne. On construit, & I'aide du théoréme de représen-
tation des martingales, un processus Z de M? tel que

t t t
Y,;:Mt—/F,,dr:Mo—i—/ ZTdBT—/Frdr
0 0 0

(Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR (4.2) puisque comme Yy = &,

t t T T
M, + / 7.dB, — / Fodr — <M0+ / Z.dB, — / Frdr)
0 0 0 0

T T
_ / Fodr — / 7.dB,
t t

Yi—¢
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Unicité

Si (Y, Z) est une autre solution,

~ T
V.-V, = F <§+/t FTdr/ft>

d’ott I'unicité de Y.

En ce qui concerne I'unicité de Z, elle est garantie par le théoréme de représentation
des martingales (Théoréme 1.4.19) .

Nous énonc¢ons a présent (sans le prouver) le théoréme d’existence de Pardoux et
Peng.

Théoréme 4.2.2 (PARDOUX-PENG 90.)
Sous Uhypothése (L), '’EDSR (4.1) posséde une unique solution (Y, Z) telle que
Z e M*

Nous allons voir dans la proposition suivante que le role de Z, plus précisément celui
du terme fg’ Z.dB, est de rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas
nécessaire Z est nul.

Supposons (L) vérifiée, on a la proposition suivante

Proposition 4.2.3 Soit (Y, Z) la solution de ’EDSR (4.1) et soit T un temps d’ar-
rét majoré par T. On suppose que & est F, mesurable et que f(t,y,z) = 0 dés que
t>T.
Alors

Y =Yinr

et Zy =081t >T.
Preuve
Soit t € [0,7]. On a P — p.s.,

T T
Vi=¢+ [ 1%, Z)dr - [ Z.dB,.
t t

Sit<t7alorst A7=tetdonc Y, =Y.
Soit a présent £ > 7 alors

Yo = Yr
T T
= ¢+ [ SV Z)dr — [ Z.dB,

T
_ 5—/ 7,dB,.
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On a alors
et par suite
T
/ Z,dB, = 0.

T 2 T
(/ ZTdBT> :EV ||ZT||2dr]:o,

Z 15y = 0.

Ce qui donne

E

et finalement

Puisque par hypothése, si t > T,
t t
Ve=Yi+ [ f0 Y Z)dr = [ 2B, =Y

ce qui termine la preuve.

Nous énoncons a présent un lemme utile pour la suite.On notera par a.b le pro-
duite scalaire usuel dans IR?.

Lemme 4.2.4 SoientY € S*(IR¥) et Z € M?(IR**%). Alors {ngS.ZSdBS,t € [O,T]}t
est une martingale uniformément intégrable.

>0

Preuve
Les inégalités BDG (1.4.20) donnent

t [ T 1/2
E[sup / |y;.ZTdBT|] < CE (/ |K|2||Zr||2dr>
0<t<T J0 0

. 1/2
CE | sup |yz|(j/ HZZHer> }.
0<t<T 0

IN

Comme ab < a?/2 + 1?2,

E | sup |Y,.Z.dB,|

0<t<T

T
gc(Epwrmﬂ+EV|mme.
0<t<T 0

Or cette quantité est finie par hypothése ; d’ou le résultat.

Dans la proposition suivante, on étudie la dépendance de la solution de 'EDSR
par rapport aux données qui sont & et le processus {f(¢,0,0)}o <
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Proposition 4.2.5 Supposons que (&, f) vérifie (L). Soit (Y, Z) la solution de ’EDSR
(4.1) telle que Z € M?. Alors, il existe une constante universelle C > 0, telle que,
pour tout B> 14 2\ + 22

T T
E[sup v+ [ eﬁtuztnzdt]sc@ [eﬁ%m / eﬂtrf<t,o,o>!2dt]
0<t<T 0 0

Preuve
On applique la formule d’Ité pour g(t,z) = e’|2?|

ta2

(ty;)_g(oyo+/ r,Yrd—i—/a r,mdy+2 82( nY)d<Y,Y >, .
Pourt =T

T 0 T T 92g
g(T,YT):g(O,YO)—i-/ —g(r,Y,.)dr—l—/ 90, v)dve s [ L0y yd < v,y >, .

0o Ot 0 Oz 2 Ox?
En faisant la différence de ces deux quantités, on trouve

T Qg T 9 g T@2
g(T,YT)—g(t,Yt):/ Sy, d+/ ry)dY+2 SHE )<Y Y >,

t

Ainsi
T T T
25T — Y2t — / 5€'BT’K|2dT+/ 265TYT.(—f(r,YT,ZT))d'r+/ 2e°Y,.. 7,dB,
t t t
T
+ [ ez ar,
t
alors
ﬂt|Y|2+/ (| Z, | 2dr = |2 5T+/ (= BIY, P42Y,.f (r, Yy, Z.))dr— 2/ &Y, 7,dB,.

Comme f est A-Lipschitzienne, on a pour tout (¢,y, 2)

|f(t,y,2’)|—|f(t,0,0)| < |f(t,y,2)—f(t,0,0)|
< Ayl + =11,

ce qui donne
20yl f(t,y, 2)| < 2[yl|£(£,0,0)] + 2Xy? + 2 ly][|z]|.
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2y.f(t,y,2) < 20yllf(£,0,0)[ + 2Xy* + 2Aly]]| 2|
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On utilise le fait que 2ab < ca? + pour € =1 puis pour € = 2,
2lyl[f(2,0,0)] < [y[* + [ f(t,0,0)”

et
2Alylllz] < 2X°yf* +112]1%/2.

On a alors

2y.f(t,y, 2) 2lyllf(£.0,0)] + 2Ay* + 2AJy]||z|

<
<yl + 1£(80,0)] + 22y + 2X%|y[* + |12[|*/2
< (@220 20yl + (20,00 + |27 /2

Pour 3 > 1+ 2X\ + 2)?, on obtient pout ¢ € [0, 7]
T

PP+ [ NP = [P+ [ B 4 2, S Vs, )
t

) / Y. 7. dB,

< IR [C B+ [ am [ 10,0
T z|? H2
+ / i — 2 / eBTYT.ZTdBT
< |g|QeﬁT+/ |f t00|”7"+/ 11" Brd
t

T
2 / Y. 7 dB..
t
Ceci donne

1 /T T T
Y+ / |2, |2dr < |¢]2e°T + / £ (£,0,0) 2% dr—2 / Y, Z,dB, (%)
t 0 t

D’apres le lemme précédent, {fg e’Y,.Z,dB,,t € [0, T]} est une martingale. En
particulier, en prenant ’espérance, on obtient, pour ¢t = 0

T
<B |t eﬁT|f<no,o>|dr].

1 Tﬁr 2
E Yo—f-*/ | Z, |7 dr
2 Jo

Ce qui donne
T T
B[ enara] < ap e [ etirno0r| - 2607
0 0

E leBT\gP i 65T|f(r,0,0)|dr]
0

IN
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D’aprés (*)
1 T
AN < e 5T+/ (1, 0,0)[2dr — 2/ Y, Z,dB, — 5/ 1|2, |2dr
t

< e 5T+/ F(t,0,0)[2eP dr — 2/ Y. Z,dB,.
En prenant le sup des deux cotés, on obtient

T T
sup e”[YV;[? < [¢]%e”T + / |£(£,0,0)e™dr +2 sup | [ €Y, Z.dB,|.
0<t<T 0

o<t<T Jt
Revenant a l'inégalité (*),
AW [ PNz <162+ [ 1500, 0P 2 [ &Y, 7,aB,
en utilisant les inégalités BDG

T
E[sup *|V,2] < E[¢]e ﬂT+/ £(t,0,0)2% dr] + 2B sup (— [ ™Y, Z,dB,)
t

0<t<T o 0<t<T

< |§|”T+/ F(£,0,0)[27 dr] + 2] sup/ﬁTYZdB

0<t<T

- / &Y,.2,dB,)|

< EJléfe ﬁT+/ F(£,0,0)[2¢" dr] + AE[ sup / 'Y, Z,dB,)]
0<t<T
1/2
< Ell¢fe 5T+/ f(£,0,0)*e" dr] +4C'E (/ ezﬁr\K\zl\Zerdr> ]
0

D’autre part

- 1/2
cwgﬁmmw)kmwwwmdwwwﬂ
0

0<t<T

1 Bt 2 0/2 T Br 2
< iE sup e”'|Y}| —|—7E / e’ Z,||Fdr| .
0

0<t<T

Il vient alors,

E l sup e”|Y;|?

0<t<T

T T

<2E leﬁT|g|2+/ 65T|f(r,0,0)|dr1 +C"E V eﬂ"HZTHer],
0 0

et finalement on obtient

E[sup LY, / )| Z, |Pdr

0<t<

T
<22+ CHE lﬁ%\%/o 65T|f(r,0,0)\dr],

ce qui termine la preuve de la proposition prenant C' = 2(2 + C").
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4.3 EDSR linéaires

Dans ce dernier paragraphe nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires
pour lesquelles nous allons donner une formule explicite. On se place dans le cas
k =1;Y est donc un réel et Z est une matrice de dimension 1 X d c’est a dire un
vecteur ligne de dimension d.

Proposition 4.3.1 Soit {(as,b) }co,r) un processus & valeurs dans IR x R, pro-
gressivement mesurable et borné. Soient {ci i) un élément de M*(IR) et & une
variable aléatoire, Fr— mesurable, de carré intégrable et a valeurs réelles.

L’EDSR linéaire :
T T
Y;:g_l'/ (arY;ﬂ‘{'Zrbr_l_CT’)dr_/ ZydB,
t t

posséde une unique solution qui vérifie :
T
vt € [0,T], Y, =T,'E <£Ft +/ CTFTdr/]-"t)
t
avec, pour tout t € [0,T],
t 1 st t
T, = eap {/ b,.dB, — f/ |br|2dr+/ ardr}.
0 2 Jo 0
Preuve

Remarquons d’abord que I' vérifie :
dT, = Ty(audt + b.dB,),  To=1.
En effet, Soient G = (Gy)icjo,r) et H = (Hy)epo,r) deux processus définis par
Gy = Jy brdB, et Hy = [3(a, — §[b,[*)dr
" s’exprime alors comme : 'y = exp(G; + H)

On applique la formule d’'It6 pour h(z,y) = e*¥, ce qui donne :

t ¢ 1 1 ot
r, — 1+/ Prbr.dBrJr/ FT(aT—f|b,,|2)dr+—/ T, b, [2dr
0 0 2 2 Jo

t t
_ 1+/ FTbT.dBT—k/ T, a,dr
0 0



4.3. EDSR LINEAIRES 53

d’ou le résultat.
D’autre part, I' est de carré intégrable. En effet, comme a et b sont bornés, alors

t T
Ja, 5 des réels positifs tels que Vt € [0, T1, eoardr <o et efo IbriPdr o B.

utilisera dans le calcul suivant I'inégalité de Doob a la troisiéme ligne pour
{ea:p(fg by.dB, — %[5 |b,]?dr)}o<t< qui est une martingale locale d’apres le lemme
(1.4.17), mais comme b est borné, alors c¢’est une vraie martingale.

On pose M; = [3b,.dB, et donc < M, M >;= [; |b.|*dr

t 1 gt t 2
( sup e:vp{/ b,.dB, — f/ b, |*dr +/ ardr}>
0<t<T 0 2 .Jo 0

E(sup |I\J*) = E

0<t<T
1 2
< o’E ( sup exp{M; — - < M, M >t}>
0<t<T 2
1 2
< 40® sup E l(exp{Mt ——< MM >t})
0<t<T 2
1
< 4a® sup Elexp(2M; — = < 2M,2M >;)]
0<t<T 2
1
< 4a*Bexp(2My — 3 < 2M,2M >q)
< 4a?p,

ou l'avant derniére ligne vient du fait que {exp(2M,; — % < 2M,2M >;)}iepom soit
aussi une martingale, d’ou la constance de son espérance. Donc le processus I' ap-
partient bien a S?

De plus, en posant f(t,y,z) = ay + bz + ¢, la condition (L) est satisfaite. ¥
appartient a S? par la proposition(4.1.2).

La formule d’intégration par parties donne
dFth — Ftd}/t + }/tdrt + d < F7 Y >t: —FtCtdt + FtthBt + FtY;bt.dBt

Ce qui montre que le processus (I';Y; + f(f ¢, I'vdr) est une martingale locale qui est
en fait une vraie martingale car ¢ € M? et I', Y sont dans S2.
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Par suite .,
t
Ft}/t +/ CTFTdT =F (PTYT + / CTFTdr/]:t>
0 0

Ce qui donne
T
Ft}/;t - E (FT§ +/ Crrrd,r/ﬂ>
t

Ce qui donne la formule annoncée.



Conclusion

Dans ce mémoire, on a donné la premiére esquisse de la notion d’équation diffé-
rentielle stochastique. On a démontré le théoréme fondamental d’existence et d’uni-
cité et quelques exemples ont été cité dont le modéle de Black et Scholes qui est
une application a la finance. On a définit une diffusion d’It6 ainsi que le générateur
qui lui est assicié. Dans le cas particulier ou f € CZ(IR"), nous avons montré que ce
générateur est un opérateur différentiel du second ordre.

Nous nous sommes intéressés ensuite a 1’équation a retard de Kolmogorov et
consacré la derniére partie du travail a une étude non exhaustive des équations
différentielles stochastiques rétrogrades tout en insistant sur le cas non linéaire.

%)
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