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Introduction
La pr�esente �etude s'articule en deux parties, La premi�ere a pour but dedresser un apper�cu de la mod�elisation en halieutique. Elle pr�esente di��erents r�esultatsclassiques, qui ont servi de base �a nos travaux. Nous pr�esentons tout d'abord le mod�elebio�economique puis le principe de maximum de Pontryagin.L'objet de la deuxi�eme partie est l'analyse de la stabilit�e �economique et biologique d'unmod�ele bio�economique. Or les simulations num�eriques montrent que si on capture plusque le quota autoris�e on perd l'�equilibre. Donc le probl�eme est d'amener l'�etat du mod�elebio�economique d'une position initiale quelconque (x0; y0) �a une position �nale (xT ; yT )d�esir�ee en un temps minimale T.

Mots cl�es : Mod�elisation, contrôle optimal, dynamique de population, principe dePontryagin.
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Chapitre 1
Mod�eles bio�economiques

Nous pr�esentons ici quelques mod�eles, couplant la dynamique du stock avec l'�economie.
1.1 Mod�ele de base en halieutique

La forme g�en�erale d'un mod�ele de base pour la gestion de ressources halieutiques estdonn�ee par : 8<
:

dxdt = G(x)� h(t); t � 0
x(0) = x0: (1:1)

o�u
x = x(t) la densit�e du stock au temps t.h(t) la r�ecolte du stock au temps t.G(x) la fonction de croissance naturelle, v�eri�ant :8>>>><

>>>>:

G(0) = G(K) = 0; t � 0
G(x) > 0 pour 0 < x < K
G00(x) < 0 pour 0 < x < K;o�u K la capacit�e limite du milieu.

Si h(t) = 0 (i.e pas de pêche), alors :limt!1 x(t) = K
Le mod�ele sans pêche est donn�e par8<

:
dxdt = G(x);
x(0) = x0 (1:2)
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1.2 Rendement durable maximal (Maximal Sustained Yield) MSY 5

Ce mod�ele admet deux points d'�equilibre : x1 = 0 instable et x2 = K stable.Une des fonctions de croissance les plus utilis�es dans la litt�erature est la fonction loges-tique [19, 6] :
G(x) = rx(1� xK );

o�u :r : le taux de croissance naturelle,K : la capacit�e limite du milieu.
La �gure 1.1 pr�esente la fonction de croissance naturelle du mod�ele sans pêche.

Fig. 1.1 { La fonction de croissance G(x) du mod�ele de base

1.2 Rendement durable maximal (Maximal Sustai-
ned Yield) MSY

Supposons que h = h(t) = cste dans le mod�ele de base, alors on obtient :
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8<
:

dxdt = G(x)� h
x(0) = x0; (1:3)

Pour h su�semment petit, ce mod�ele admet deux points d'�equilibre l'un stable etl'autre instable.La �gure 1.2 montre la dynamique du mod�ele de base �a taux de r�ecolte constant.

Fig. 1.2 { La dynamique de r�ecolte �a taux constant
D�e�nition 1.2.1

On appelle redement durable maximal(MSY) le taux de pr�el�evements par pêche
maximal, c'est-�a-dire c'est le maximum des captures qui peuvent être r�ecolt�es �a partir du
stock.

Le MSY est un seuil, au-del�a duquel il y a surexploitation.Pour notre mod�ele hMSY = maxxG(x), et pour cette valeur les �equilibres coincident enla valeur commune xMSY qui est semi-stable (shunt n�egatif), telle que :
G0(xMSY ) = 0: (1.4)

En �economie, G(x) repr�esente la productivit�e de la ressource et G'(x) est la producti-vit�e marginale.
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La productivit�e est maximis�ee lorsque la productivit�e marginale est �egale �a z�ero.Pour maximiser G(x), on doit d'abord sp�eci�er une fonction objectif pour la maximiser.

Fig. 1.3 { Le rendement durable maximal est un �equilibre semi-stable
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On peut dire qu'une des questions les plus importantes, concerne la strat�egie de r�ecolteoptimale. Pour cela, on a besoin de d�e�nir une fonction objective �a optimiser.
Par �exemple, on cherche �a maximiser la r�ecolte totale sur un intervalle de temps [0; T ].D'o�u le probl�eme d'optimisation suivant :

maximisert la r�ecolte totale = Z T
0 h(t)dt;

sous les conditions
8<
:

dxdt = G(x)� h(t); x(0) = x0
x(t) � 0; h(t) � 0 pour tout t;Pour r�esoudre ce probl�eme, on proc�ede comme suit :Z T

0 h(t)dt = Z T
0 (G(x)� dxdt )dt =

Z T
0 G(x)dt+ x0 � x(T ). (1.5)

La strat�egie de r�ecolte optimale est maintenant presque �evidente, il retse �a maximi-ser l'int�egrale Z T
0 G(x)dt. Pour cela, on a besoin d'avoir x = xMSY qui est donn�e parl'�equation (1.4). Donc un taux de r�ecolte initial �elev�e devrait être utilis�e pour r�eduire xde x0 �a xMSY aussi rapidement que possible. En e�et, puisqu'on a aucun taux de r�ecoltemaximum, un taux de r�ecolte d'impulsion in�ni devrait être utilis�e �a l'instant t = 0. Alorspour 0 < t < T on a utilis�e le taux de r�ecolte hMSY , ce qui maintient le stock �a xMSY .En�n, �a l'instant �nal T on e�ectue une autre r�ecolte d'impulsion pour r�eduire instan-tan�ement la population �a z�ero.

Pour cela, on utilise la strat�egie de r�ecolte optimale h�(t), donn�ee par :
h�(t) =

8>>>><
>>>>:

x0 � xMSY ; pour t = 0
hMSY ; pour 0 < t < T
xMSY ; pour t = T:

(1:6)
D'o�u : Z T

0 h(t)dt = hMSY T + x0:
Dans la th�eorie de contrôle, la loie de commande (1.6) est appel�ee "un contrôle bang-

bang singulier".
La strat�egie de r�ecolte optimale est d'abord de r�eduire rapidement la population �a sonniveau MSY, puis de le r�ecolter de fa�con durable au MSY. (Le temps terminal T �x�e estclairement arti�ciel ; l'extermination �nale de la ressource ne devrait jamais se produiredans la pratique.)
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Qu'en est-il de la r�ecolte impulsion �a t = 0 ? Est-ce r�ealiste ? pas tout �a fait, parce quela r�ecolte impulsion implique un taux de r�ecolte in�ni pour un instant de temps in�-nit�esimal (i.e. une fonction delta de Dirac). Dans la pratique, il serait normalement unevitesse maximale �a laquelle la ressource peut être r�ecolt�ee. Pour inclure cette possibilit�e,nous ajoutons la contrainte
h(t) � hmax (hmax=cste),

et h�(t) devient :
h�(t) =

8<
:

hmax si x(t) > xMSY
hMSY si x(t) = xMSY (1:7)

C'est aussi un contrôle bang-bang singulier.Le stock de ressource est r�ecolt�ee �a la vi-tesse maximale possible au d�ebut, jusqu'�a ce que le stock soit r�eduit au niveau MSY.(Pourles cas x(t) > xMSY et x(t) = xMSY .)
Il reste le cas x(t) < xMSY , c'est �a dire lorsque la ressource est initialement dansun �etat d'�epuisement. Au temps t = 0, les exploitants sont d'accord pour passer �a lapolitique du MSY, si l'objectif est toujours de maximiser le rendement total futur. Alorson a simplement ajout�e la prescription r�ecolte suivante �a l'�equation (1.7) :

h�(t) = 0 si x(t) < xMSY : (1.8)
Une fois de plus ce qui repr�esente un contrôle bang-bang, ici en utilisant le taux der�ecolte minimale h = 0 jusqu'�a ce que le stock augmentera au niveau MSY. Donc, pourmaximiser la r�ecolte totale au cours du temps, c'est-�a-dire pour maximiser la productionde ressources G(x) il est n�ecessaire, par l'�equation (1.4), de d�eplacer la taille de la popu-lation x(t) �a xMSY aussi rapidement que possible.La �gure 1.4 pr�esente la dynamique du stock x(t) pour la strat�egie de r�ecolte totale (o�uT est in�ni). Deux cas sont pr�esent�es, x0 < xMSY et x0 > xMSY .
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Fig. 1.4 { La dynamique du stock x(t) pour la strat�egie de r�ecolte totale maximale (Test in�ni)
1.3 Mod�ele bio-�economique

Consid�erons de nouveau le mod�ele de base :8<
:

dxdt = G(x)� h(t); t � 0
x(0) = x0: (1:9)

Et introduisons les variables �economiques suivantes :
E(t) : l'�e�ort de r�ecolte (de pêche) au temps t.h(t) : la r�ecolte quotidienne.p : le prix unitaire de r�ecolte.G(x) : la fonction de croissance par jour.c : le coût de l'�e�ort.q : la capturabilit�e, c-�a-d la proportion du stock x captur�ee par un e�ort de pêche dansune unit�e de temps.
La relation e�ort-capture de Schae�er est donn�ee par :

h = qEx.
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Le revenu quotidien est donn�e par ;
R = ph� cE = (pqx� c)E:La pêche est rentable, ssi :
R > 0 c-�a-d x > cpq .si R = 0, on parle de l'�equilibre bio�economique, donn�e par :

xBE = cpq (BE : Bioeconomic Equilibrium).
Remarque : On sait que xBE d�epend de p, q et c, donc la demande des ressourceset le prix des ressources vont crô�tre d�es que la population humaine crô�t au cours dutemps. De plus, les progr�es technologiques peuvent conduire �a moindre coût ou �a unee�cacit�e de r�ecolte q plus �elev�ee ou bien tous les deux. Tous ces changements provoquentla d�ecroissance de xBE au cours du temps.
Gordon[6, 19] s'est int�er�ess�e �a la th�eorie �economique de la pêcherie. Il a entre autreintroduit la notion d'�equilibre bio�economique et d'optimum bio�economique.L'�equilibre bio�economique d'une pêcherie est atteint lorsque la population est �a l'�equilibre(biologique) et que le revenue net est nul ; soit pour cette deuxi�eme condition, lorsque lerevenue total TR = ph est �egal au coût total TC = cE qui d�etermine un niveau d'e�ortE = E1 (le point B sur la �gure 1.5).
Gordon[6, 19] a a�rm�e que la pêche optimale serait de maximiser la di��erence TR�TC, entre le revenue et le coût total. Ce qui �exige que le revenue total marginal est �egalau coût total marginal, i.e.

@R@E = c
Cette condition d�etermine un niveau d'e�ort E = E� (le point A sur la �gure 1.5).Lorsque E < E1 on a TR > TC, dans ce cas les pêcheurs pro�tent des avantages netspositifs et se dirigent vers la ressource. Et pour E > E1, les revenus nets deviennentn�egatifs et les pêcheurs ont tendance �a quitter la ressource.

1.4 Rendement �economique durable maximal (Maxi-
mal Economic Yield) MEY

Pour calculer le MEY au niveau x (donn�e), on remplace h(t) par h(t) = qE(t)x(t) �al'�etat d'�equilibre ,donc : G(x) = qEx:
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Fig. 1.5 { Le revenu durable total TR et coût TC d'une population biologique
Le revenu durable (the sustained rent) Rsust, est donn�e par :

Rsust = (pqx� c)E = (pqx� c)G(x)=qxou Rsust = (p� c=qx)G(x):
En posant : c(x) = c=qx : coût unitaire de r�ecolte au niveau x, on obtient :

Rsust = (p� c(x))G(x):
On a :
Rsust > 0 pour xBE < x < K,Rsust = 0 aux deux �extrimit�es xBE et K,et Rsust = 0 atteint un maximum pour la valeur xMEY .C'est ce qu'on voit sur la �gure 1.5.
En d�erivant Rsust, on obtient :

G0(xMEY )� c0(xMEY )G(xMEY )p�c(xMEY ) = 0 (1.10)
Remarque :si c(x) = 0, alors (1.10) devient G0(xMEY ) = 0 et donc xMSY = xMEY ,et si c(x) 6= 0 alors xMEY > xMSY . Ainsi, pour c(x) = p on obtient x = xBE.
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D�e�nition 1.4.1
le MEY (donn�e par l'�equation (1.10)) est le niveau de captures qui o�re le maxi-

mum de b�en�e�ces �a l'�etat d'�equilibre.

Le terme : �c0(x)G(x)p�c(x) est appel�e stock d'�e�ort marginal.

Fig. 1.6 { Le revenu durable comme une fonction de x
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1.5 Mod�ele d'optimisation dynamique
soit le mod�ele :8>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

dxdt = G(x)� h(t) x(0) = x0 (1:11)
h(t) = qE(t)x(t) (1:12)
R(t) = ph(t)� cE(t) = (p� c(x(t)))h(t) (1:13)
c(x) = cqx (1:14)
x(t) � 0; h(t) � 0 (1:15)La valeure actuelle totale des futures revenus nets est donn�ee par :

PV = Z 1

0 e��tR(t)dt; (1.16)
o�u � : d�esigne le taux d'actualisation.

D�e�nition 1.5.1
Le taux d'actualisation est la valeur qui permet de ramener une future recette �a

une valeur courante.

soit le probl�eme d'optimisation dynamique suivant :8<
:

maximiserfE(t)gPV
sous les conditions (1:11)� (1:15): (1:17)

c-�a-d on souhaite d�eterminer E(t), t � 0, qui donne le plus grand possible des b�en�e�ces�economiques R(t).
On souhaite maximiser par le choix de la strat�egie de r�ecolte h(t) = qE(t)x(t),l'int�egrale :

PV = Z 1

0 e��tR(t)dt;
sachant que : dxdt = G(x)� h(t),
donc :

PV = Z 1

0 e��t(p� c(x))(G(x)� dxdt )dt:
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Posons z(x) = Z x
xBE(p� c(u))du,

alors dzdt = dzdx dxdt = (p� c(x))dxdt ;
d'o�u : PV = Z 1

0 exp(��t)[(p� c(x))G(x)� �z]dt+ z(x0):
Une t�echnique pour maximiser PV , est de chercher �a maximiser l'expression [(p �c(x))G(x)� �z] pour tout t, par rapport �a x. Soit alors x� le maximum.Apr�es d�erivation on obtient :

G0(x�)� c0(x�)G(x�)p�c(x�) = �: (1.18)
L'�equation (1.18) est dite r�egle d'or.
Remarques :
XPour maximiser [(p� c(x))G(x)� �z] par rapport �a x, le stock x(t) doit être d�eplac�ele plutôt possible du niveau initial x0 �a l'optimum d�esir�e x�. Donc la strat�egie de r�ecolteoptimale est donn�ee par :

h(t) =
8>>>><
>>>>:

hmax si x(t) > x�
G(x�) si x(t) = x�
0 si x(t) < x�;

(1:19)
o�u hmax est le taux maximal de r�ecolte possible, telle que :

h(t) � hmax, pour tout t.
Maintenant, on suppose qu'il y a un �e�ort maximal Emax, donc l'�equation (1.19)de-vient :

E(t) =
8>>>><
>>>>:

Emax si x(t) > x�
E� = h�qx� si x(t) = x�
0 si x(t) < x�:

XRevenons �a l'�equation (1.18), donn�ee par :
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Fig. 1.7 { La dynamique du stock x(t) pour la strat�egie de r�ecolte totale maximale (Test in�ni)

G0(x�)� c0(x�)G(x�)p�c(x�) = �:Alors, on a :
pour � = 0, x� = xMEY et pour � = 0 et c(x) = 0, on obtient x� = xMSY .

1.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e quelques mod�eles bio�economiques simplesqui constituent un outil d'aide �a la gestion de pêcherie.

Notre mod�ele de base, les �equations (1.11)-(1.15), par �exemple, fournit une �explicationdes rôles des param�etres biologiques (taux de croissance, la capacit�e limite) ainsi que lesparam�etres �economiques (prix, coûts, taux d'actualisation) pour d�eterminer la strat�egie der�ecolte optimale. Le mod�ele de base, qui est lin�eaire par rapport �a la variable de contrôle,prescrit une strat�egie "bang-bang", pour s'approcher du niveau optimal du stock.



Chapitre 2
Notions de contrôle optimal

soit f : U � <2 ! < de classe C1, o�u U un ouvert de <2.
Il y a trois types de probl�emes d'optimisation :
(a) Sans contraintes, on maximise f(x; y) pour tous x, y dans U.
(b) Avec contraintes d'�egalit�e, on maximise f(x; y) sous la condition g(x; y) = 0(oubien g(x; y)� c = 0, avec c une constante donn�ee).
(c) Avec contraintes d'in�egalit�e, on maximise f(x; y) sous la condition g(x; y) � 0,(� 0) (ou bien g(x; y)� c � 0,ou g(x; y)� c � 0, avec c une constante donn�ee).
La fonction f(x, y) est appel�ee fonction objectif et la condition g(x; y) = 0(ou � 0) estappel�ee une contrainte.
de�nition 2.1f(x; y) poss�ede un maximum local en (x0; y0), ssi : f(x0; y0) > f(x; y) pour tous(x, y) dans un voisinage de (x0; y0).
de�nition 2.2f(x; y) poss�ede un maximum global en (x0; y0), ssi : f(x0; y0) > f(x; y) pour tous(x, y) dans U.
de�nition 2.3f(x; y) poss�ede un minimum local (global) en (x0; y0), ssi : �f(x; y) poss�ede unmaximum local (global) en (x0; y0).
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de�nition 2.4f(x; y) poss�ede un maximum local (global) avec contrainte en (x0; y0), ssi :(x0; y0) satisfait la contrainte donn�ee, et f(x0; y0) > f(x; y) pour tous (x, y) dans unvoisinage de (x0; y0), (dans U) tel que (x, y) satisfait la contrainte.
2.1 R�egle des multiplicateurs de Lagrange (contraintes

d'�egalit�e)
Consid�erons le probl�eme d'optimisation avec contraintes d'�egalit�e suivant :8<

:
maximiserf(x; y) sur U
sous la contrainte g(x; y) = 0: (2:2)

Th�eor�eme
soit (x0; y0) une solution locale du probl�eme (2.2), alors :
9 � � <,

8<
:

@f@x = � @g@x@f@y = �@g@y ; au point (x0; y0): (2:3)
� est appel�e multiplicateur de Lagrange. �

Le Lagrangien est donn�e par :
L = f(x; y)� �g(x; y). (2.4)

Une condition n�ec�essaire pour que (x0; y0) soit un maximum local de f(x; y) sur Usatisfaisant g(x; y) = 0, est :8<
:

@L@x = @L@y
@L@� = 0 ; au point (x0; y0): (2:5)

Remarque : Cette th�eorie peut être utilis�ee pour plusieurs variables.
Soit x = (x1; x2; :::; xn). Le probl�eme d'optimisation avec contraintes d'�egalit�e devient :8<
:

maximiserf(x) sur U
sous les conditions g1(x) = g2(x) = ::: = gm(x) = 0;m < n: (2:6)

Soit x0 un maximum (minimum) local du probl�eme d'optimisation ci-dessus, alors il�existe des constantes �1; �2; :::; �m 2 < tel que :
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8<
:

@L@x1 = ::: = @L@xn = 0
@L@�1 = ::: = @L@�m = 0;o�u le Lagragien L est donn�e par :

L = f(x)�Pmi=1 �igi(x) = 0.
Notons qu'il y a un multiplicateur de Lagrange pour chaque contrainte.

2.2 Th�eorie du contrôle optimal en une dimension
consid�erons l'�equation di��erentielle suivante :8<

:
dxdt = f(x; t; u(t)); 0 � t � T (2:7)
x(0) = x0; (2:8)o�u T est le temps �nal et x0 donn�ee.

Ici, x(t) d�esigne l'�etat du syst�eme �a l'instant t, u(t) est le contrôle et l'�equation (2.7)est appel�ee �equation d'�etat .
Si u(t) est connu, alors les �equations (2.7) et (2.8) d�eterminent un unique �etat x(t),pour 0 � t � T . Cette fonction d'�etat est appel�ee r�eponse du contrôle u(t) donn�e.
Soit Ut l'ensemble des contrôles admissibles. On suppose que

u(t) 2 Ut, 0 � t � T . (2.9)
Par la suite, on introduit la fonction objectif :

V (u) = Z T
0 g(x(t); t; u(t))dt.

Le probl�eme de contrôle optimal est donn�e par :8<
:

maximiserfu(t)g2UtV (u) sur U
sous les conditions (2:7); (2:8) et (2:9):

D�e�nition 2.2.1
Un contrôle optimal est un contrôle u(t) qui produit le gain maximal V (u) satisfaisant

toutes les contraintes.
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Consid�erons le probl�eme classique de calculs des variations suivant :
maximiserfx(t)g Z T

0 g(x(t); t; _x(t))dt; o�u _x = dxdt .
Une condition n�ec�essaire pour la solution x(t), est :

@g@x = ddt @g@ _x : (2.10)
L�equation (2.10) est appel�ee �equation d'Euler.

2.3 Principe de maximum de Pontryaguin
Introduisons l'�expr�ession suivante appel�ee le Hamiltonien :

H(x(t); t; u(t); �(t)) = g(x(t); t; u(t)) + �(t)f(x(t); t; u(t)). (2.11)
Ici, �(t) est une fonction suppl�ementaire inconnue, appl�ee variable adjointe.
Th�eor�eme

Si u(t) est un contrôle optimal et x(t) sa r�eponse, alors il �existe une variable ad-jointe �(t), tel que :
d�dt = �@H@x = � @g@x � �(t)@f@x , (2.12)

et H(x(t); t; u(t); �(t)) = maxu2Ut H(x(t); t; u; �(t)). (2.13)
(2.12) est appel�ee �equation adjointe et (2.13) est appel�ee condition de maximisation.Ce th�eor�eme est dit principe de maximum . �

D'apr�es l'�equation (2.7), on a :
dxdt = @H@� , (2.14)(2.14) est dite condition suppl�ementaire.

Les �equations (2.12), (2.13) et (2.14) constituent le principe de maximum de Pontrya-
gin (PMP).

Pour s'assurer que ce syst�eme des �equations di��erentielles admet une unique solution,on a besoin d'avoir les conditions initiales pour x(t) et �(t). En plus des conditions ini-tiales, il y a une deuxi�eme condition x(T ) qui s'applique au temps �nal T.On distingue trois cas :
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1er cas : x(T ) = xT connu.Dans ce cas, les contrôles admissibles u(t) qui conduisent l'�etat de x0 �a xT , au cours dutemps, sont appel�es contrôles possibles. Ces contrôles s'ils �existent satisferont le PMP, etle syst�eme des �equations di��erentielles (les �equations (2.12)-(2.14)) admet maintenant uneunique condition initiale et �nale.
2e cas : x(T ) = xT ind�etermin�e.Dans ce cas, la condition suppl�ementaire devient :

�(T ) = 0: (2.15)
3e cas : x(T ) = xT connu et T ind�etermin�e.Ici , on obtient :

H(T ) = H(x(T ); T; u(T ); �(T )) = 0. (2.16)
Les �equations (2.15) et (2.16) sont appel�ees conditions de transversalit�e.

2.4 Mod�ele bio�economique lin�eaire
Consid�erons le probl�eme d'optimisation du 1er chapitre :

maximiserfh(t)gPV = R10 exp��t(p� c(x))h(t)dt;

sous les conditions
8>>>><
>>>>:

dxdt = G(x)� h(t); x(0) = x0
x(t) � 0; 0 � E(t) � Emax ; pour tout t
h(t) = q(x)E(t)x(t);

(2:17)
ici, c(x) est le coût unitaire de r�ecolte donn�e par cq(x)x .
Comme nous avons vu dans le chapitre pr�ec�edent, ce probl�eme admet comme solutionoptimale h(t) donn�ee par (1.19).Maintenant, nous allons appliquer le PMP pour trouver cette solution optimale.Le hamiltonien est donn�e par :

H = e��t(p� c(x))h+ �(g(x)� h) = [e��t(p� c(x))� �]h+ �g(x), (2.18)
o�u x; h et � sont en fonction du temps.
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On va traiter h(t) comme la variable de contrôle, avec
0 � h(t) � hmax(x) et hmax(x) = q(x)Emaxx.

D�e�nissons : �(x; t) = e��t(p� c(x))� �(t),
donc H = �(x; t)h+ �g(x). (2.19)
La condition de maximisation dit que le contrôle optimal h(t) maximise le hamilto-nien, avec 0 � h(t) � hmax(x).
Et puisque H est lin�eaire en h, on obtient

h(t) =
8>>>><
>>>>:

0 si �(x; t) < 0
ind�etermin�e si �(x; t) = 0
hmax(x; t) si �(x; t) > 0:

(2:20)
�(x; t) est appel�ee : fonction de commutation.
Le cas �(x; t) = 0 est important. En e�et, supposons que �(x; t) = 0 pour t1 < t < t2.Alors �(t) = e��t(p� c(x(t))); (2.21)
et d�dt = e��t[��(p� c(x))� c0(x)(G(x)� h)], t1 < t < t2: (2.22)
Or d'apr�es le PMP, on a : d�dt = �@H@x ,
avec �@H@x = e��tc0(x)h� �G0(x) = e��t[c0(x)h� (p� c(x))G0(x)]:
Donc : G0(x)� c0(x)G(x)p�c(x) = �. (2.23)

D�e�nition 2.4.1
L'�etat x(t) donn�e par l'�equation (2.23), est dit solution singuli�ere.

D�e�nition 2.4.2
Le contrôle singulier est obtenu en r�esolvant l'�equation d'�etat pour la variable de

contrôle.

Attention : On est dans le cas des mod�eles lin�eaires en contrôle.
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Nous avons donc montr�e, en utilisant le PMP, que la strat�egie de r�ecolte optimaleest une combinaison de contrôles bang-bang (h(t) = 0 ou hmax) et du contrôle singulier(h(t) = G(x�) o�u x� est la solution singuli�ere).On sait, d'apr�es le premier chapitre, que la combinaison de ces contrôles consiste �a l'ap-proche la plus rapide vers x�, suivie d'une r�ecolte durable en x(t) = x�.Pour la phase initiale, on a h(t) = hmax si x0 > x� ; on pêche le maximum pour aller leplus vite possible �a x�. Et si x0 < x� alors h(t) = 0.En plus, consid�erons la phase �nale pour t pr�es de T. On sait que si x(T) est ind�etermin�ealors on a la condition de transversalit�e �(T ) = 0 (i.e.x = xBE o�u xBE est d�e�nit parp� c(xBE) = 0).Lorsque �(t) = e��t(p � c(x(t))) > 0 sur le chemin singulier, alors on doit quitter cettedroite apr�es un certain temps t2 < T , en utilisant h(t) = hmax jusqu'�a T. Et c'est ce quimontre la �gure ci-dessous.

Fig. 2.1 { La trajectoire optimale de la biomasse x(t) pour le mod�ele bio�economiquelin�eaire, le cas x0 > x�

2.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e les grandes lignes du principe de maximum dePontryagin. Nous avons aussi appliquer le PMP pour r�esoudre un probl�eme bio�economiquedont la solution est une combinaison de contrôles bang-bang et du contrôle singulier.



Chapitre 3
Impacts d'une gestion par quota sur
la stabilisabilit�e �economique et
biologique d'un mod�ele de pêche

Dans ce travail, la dynamique du stock exploit�e et celle du prix sur le march�e sontcontrôl�es par la quantit�e captur�ee et non par l'e�ort de pêche comme c'est le cas dans lesmod�eles classiques. Cela pr�esente un avantage dans le sens o�u la capture est un param�etreplus facile �a d�eterminer que l'e�ort de pêche qui englobe plus de variables.
3.1 Analyse de la dynamique du mod�ele

La dynamique de la ressource exploit�ee est r�egie par sa croissance naturelle de typelogistique �a laquelle est ajout�e un taux de mortalit�e par la pêche. La deuxi�eme �equationdu mod�ele exprime l'�evolution du prix de la ressource sur le march�e d�ependant de ladi��erence entre la fonction demande, suppos�ee lin�eaire, et l'o�re. Cette dynamique estpond�er�e par un param�etre exprimant le temps de r�eaction de l'�evolution du prix par rap-port au march�e. Soit donc le mod�ele suivant :

(S1)
8>>>><
>>>>:

_x = rx(1� xK )� Y
_p = s(D(p)� Y )
x(0) = x0 et p(0) = p0o�u :x(t) : Variable d'�etat repr�esentant le stock de la ressource (biomasse) disponible �a l'instantt.p(t) : Variable d'�etat repr�esentant le prix d'une unit�e du stock de la ressource �a l'instantt.D(p) : Fonction demande suppos�ee lin�eaire telle que D(p) = a� p(t):

24
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Y (t) : Variable de commande repr�esentant la capture �a l'instant t.r : Le taux de croissance intrins�eque, suppos�e constant.K : La capacit�e de l'environnement (ou La population maximale).s : Param�etre constant positif repr�esentant la vitesse d'ajustement du prix sur le march�equi traduit le fonctionnement du march�e concurentiel (i.e la parfaite exibilit�e du prix).a : Param�etre constant positif repr�esentant la capacit�e limite du march�e.
Points d'�equilibre du syst�eme (S1) :
Les isoclines associ�ees au syst�eme (S1) sont d�e�nies comme suit :8<

:
_x = 0
_p = 0 )

8<
:

Y = rx(1� xK )
Y = a� p: (A)

A l'�equilibre, on a :8<
:

_x = 0
_p = 0 ) Y = rx�(1� x�K ) = a� p� ) � rKx�2 + rx� � Y = 0:

Lorsque Y est constant, on obtient :
p� = a� Y .

p� est positif si Y < a. Et la premi�ere �equation du syst�eme (A) admet une solution siet seulement si :
0 � Y � rK4 .

On distingue trois cas :
z Si 0 � Y < min(a; rk4 ), le syst�eme (S1) admet deux points d'�equilibres (x�1; p�) et(x�2; p�).
O�u : 8>>>>>>><

>>>>>>>:

x�1 = r+pr2� 4rY
K

2r
K

� 0; 80 � Y � min(a; rK4 )
x�2 = r�pr2� 4rY

K
2r
K

� 0; 80 � Y � min(a; rK4 )
p� = a� Y:
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Fig. 3.1 { Portrait de phase du syst�eme (S1) dans le plan de phase (X;P )
p d�ecroit si on est au dessus de la droite p = P2 et croit si on est en dessous. Puisquex�1 et x�2 sont les solutions de l'�equation F (x) = a � p, si la condition initiale (x0; p0)appartient �a la r�egion II, x croit, sinon x d�ecroit dans les r�egions I et III.
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z Si Y0 = rk4 , le syst�eme (S1) admet un seul point d'�equilibre (x�0; p�0) = (K2 ; a�Y0) .

Fig. 3.2 { Portrait de phase du syst�eme (S1) dans le plan de phase (X;P )
p d�ecroit au dessus de la droite P2 et croit en dessous. Soit un point (x; p) quelconquedans le plan de phase (X;P ) on a x d�ecroit sur tout le plan de phase (X;P ). Si la condi-tion initiale (x0; p0) appartient �a la r�egion II alors toutes les trajectoires correspondantesconvergent vers le point (x�0; p�0), en e�et : le stock est d�ecroissant dans cette r�egion �a causedu fait que 8x > x�0; F (x) < Y0 et donc apr�es un certain temps le stock atteindra la valeurx�0 et y restera, de même pour le prix apr�es un certain temps il atteindra p�0 et y restera. Parcontre dans la r�egion I avec une condition initiale (x0; p0) telle que x0 < x�0 alors toute lestrajectoires correspondantes divergent jusqu'�a extinction du stock car 8x < x�0; F (x) < Y0.
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z Si Y > rk4 , le syst�eme (S1) n'admet pas de point d'�equilibre.

Fig. 3.3 { Portrait de phase du syst�eme (S1) dans le plan de phase (X;P )
p d�ecroit au dessus de la droite P2 et croit en dessous.x d�ecroit sur tout le plan dephase (X;P ).
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Stabilit�e des points d'�equilibre :
La matrice jacobienne J(x; p), associ�ee au syst�eme (S1), est donn�ee par :

J(x; p) =
0
@ r � 2rxK 0

0 � s
1
A :

La stabilit�e des �equilibres x�1, x�2 et x�0, d�epend des valeurs propres de J(x; p). Cesvaleurs propres sont : 8>>>><
>>>>:

�1 = �s
�2 = r � 2rx�K = r(1� 2x�K ):
p� = a� Y:1er cas : x� = x�1.J(x; p) poss�ede deux valeurs propres n�egatives �1 = �s < 0 et �2 = �rq1� 4YKr < 0 (carY � min(a; rK4 )).

Donc (x�1; p�) est un noeud stable.
2e cas : x� = x�2.J(x; p) poss�ede deux valeurs propres de signes oppos�es : �1 = �s < 0 et�2 = �rq1� 4YKr > 0.
Donc (x�2; p�) est un point selle.
3e cas : x� = x�0 (i.e. Y = rK4 ).J(x; p) poss�ede deux valeurs propres : �2 = 0 et �1 < 0.
Donc (x�0; p�0) est semi-stable.

3.2 Simulations num�eriques
Premi�ere Situation(0 < Y < min(a; rk4 )) :
Soit (x0; p0) une condition initiale appartenant �a la r�egion II et III, alors les trajectoiresconvergeront vers l'�equilibre stable (x�1; p�). Autour du point selle (x�2; p�), le portraitde phase ci-dessous permet de d�eterminer un domaine de stabilit�e dans lequel certainestrajectoires pourront converger.
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Fig. 3.4 { Simulation des trajectoires du syst�eme (S1) dans le plan de phase (X;P )
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Deuxi�eme Situation(Y0 = rk4 ) :

Fig. 3.5 { Simulation des trajectoires du syst�eme (S1) dans le plan de phase (X;P )
Une interpr�etation imm�ediate de ce cas de �gure montre que selon les valeurs des condi-tions initiales, (r�egion de stabilit�e II), les trajectoires peuvent converger vers l'�equilibreou tendront (r�egion I) vers l'extinction de la ressource tout en maintenant la valeur duprix autour de l'�equilibre.
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Troisi�eme Situation(Y > rk4 ) :Pour une valeur du quota l�eg�erement plus grande �a celle de la situation pr�ec�edente onobtient la �gure suivante

Fig. 3.6 { Simulation des trajectoires du syst�eme (S1) dans le plan de phase (X;P )
Si la condition initiale (x0; p0) est telle que le stock est abondant (les positions B dansla �gure 3.6). Alors le prix atteint la droite P2 et y reste et puisque le stock est d�ecroissantdans tout le plan de phase (X;P ), car la valeur du quota est trop �elev�ee par rapport auxparam�etres biologiques, ceci m�ene �a l'extinction du stock.Si l'exploitation commence par une condition initiale (x0; p0) o�u le stock est faible (lespositions A dans la �gure 3.6), cela m�ene �a l'extinction rapide du stock puisque, d'unepart le stock d�ecroit dans tout le plan de phase (X;P ), et d'autre part le prix croit oud�ecroit selon la position de la condition initiale par rapport �a la droite P2 et dans ce casl�a, le prix n'arrive pas �a atteindre p = P2.
Les gestionnaires des pêcheries n'ont pas le temps d'ajuster le prix de la ressoure �acelui associ�e au quota. En comparant les deux situations pr�ec�edentes avec celle-ci, l'enjeu�economique et �ecologique du secteur est clairement li�e �a sa bonne gouvernance. Ainsi le
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choix de la valeur du quota "Y > rk4 " et son respect peuvent changer une situation catas-trophique d'extinction de la ressource en une situation d'�equilibre fortement souhaitable"(0 < Y < min(a; rk4 )) ou Y0 = rk4 ".
On conclut que l'analyse de la r�egulation par quota, m�ene �a trois situations suivant lavaleur du quota. De ces trois situations, la premi�ere est la plus int�eressante car l'analysedans la premi�ere situation permet de recommander des valeurs de quotas avec un objectifde stabilit�e. La deuxi�eme et troisi�eme situations montrent qu'un non respect de cettevaleur de quota peut mener �a l'extinction du stock de la ressource.

3.3 Temps optimal
En pratique, la mesure de quota n'est pas scrupuleusement respect�ee. Donc le probl�emeest d'amener l'�etat du mod�ele bio�economique (S1) d'une position initiale quelconque(x0; p0) �a une position �nale (xT ; pT ) d�esir�ee en un temps minimale T puis de d�ecr�eterune mesure de repos biologique, a�n de permettre au stock de se reconstituer. La p�eriode�a partir de laquelle sera d�ecr�et�ee un repos biologique est solution du probl�eme suivant :

(P )

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

minY (t)T
_x = rx(1� xK )� Y avec x(0) = x0 et x(T ) = xT
_p = s(D(p)� Y ) avec p(0) = p0 et p(T ) = pT
Z T
0 Y (t)dt = Q;

avec Q donn�ee repr�esentant le quota autoris�e sur toute la p�eriode de pêche.
3.3.1 R�esolution du Probl�eme de Temps Optimal

Pour �eliminer la contrainte sur le contrôle Z T
0 Y (t)dt = Q on l'int�egre dans le syst�emeen introduisant une troisi�eme variable d'�etat arti�cielle comme suit

_z = Y (t) avec z(0) = 0 et z(T ) = Q:
Le probl�eme (P ) devient �equivalent au probl�eme (P1)
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(P1)
8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

minY (t)T
_x = rx(1� xK )� Y avec x(0) = x0 et x(T ) = xT
_p = s(a� p� Y ) avec p(0) = p0 et p(T ) = pT
_z = Y avec z(0) = 0 et z(T ) = Q:

Application du Principe du Maximum :
L'Hamiltonien associ�e au probl�eme (P1) s'�ecrit

H(x; p; z; Y ) = �1(rx(1� xK )� Y ) + �2s(a� p� Y ) + �3Y: (3.1)
Si (x; p; z; Y ) est un processus optimal du probl�eme (P1) alors selon la version appro-pri�ee du principe du maximum associ�ee donne l'existence des variables adjointes �1; �2 et �3solution du syst�eme suivant8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

_�1 = �@H@x = ��1r(1� 2xk )
�1(T )(rxT (1� xTk )� Y (T )) + �2(T )s(a� pT � Y (T )) + �3(T )Y (T ) = �1
_�2 = �@H@p = �2s
_�3 = 0
@H@Y = 0 = �3 � �1 � �2s:

Or d'apr�es la d�erni�ere �equation du syst�eme pr�ec�edent on a8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

_�1 = �@H@x = ��1r(1� 2xk )
�1(T )(rxT (1� xTk )) + �2(T )s(a� pT ) = �1
_�2 = �@H@p = �2s
�3 = C
@H@Y = 0 =) �1 + �2s = C o�u C est une constante:

(3:2)

En d�eveloppant les conditions du syst�eme (3.2) on trouve explicitement l'�ecriture deY . En e�et : d'apr�es les trois derni�eres �equations du syst�eme (3.2) on trouve que
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8>>>><
>>>>:

�2(t) = �2(T )es(t�T )
et
�1(t) = C � �2(T )ses(t�T ):

(3:3)
En utilisant les expressions de �1(t) et de �2(t) du syst�eme (3.3) dans la premi�erecondition du syst�eme (3.2), on trouve :

x(t) = k2 � k�2(T )s2es(t�T )2r(C��2(T )ses(t�T )) (3.4)alors
_x(t) = � k2r [ C�2(T )s3es(t�T )(C��2(T )ses(t�T ))2 ],

en rempla�cant ces expressions de x(t) et de _x(t) dans la contrainte biologique duprobl�eme (P1) on trouve que :
Y (t) = rk4 + k�2(T )s22r(Ce�s(t�T )��2(T )s)2 [k�2(T )s24r + kCs2r ]:

Il reste �a chercher les expressions de �1(T ), �2(T ) et �3(T ).D'apr�es l'�equation (3.4) on a
�a t = T 2rk (k2 � xT ) = �2(T )s2�3(T )��2(T )s ; (3.5)
de plus d'apr�es la derni�ere condition du syst�eme (3.2), l'�equation (3.5) implique

2rk (k2 � xT ) = �2(T )s2�1(T ) ;
d'o�u �2(T ) = 2r�1(T )ks2 (k2 � xT ):
En rempla�cant l'expressions de �2(T ) dans la deuxi�eme �equation du syst�eme (3.2) ontrouve

�1(T ) = � 1rxT (1�xT
k )+ 2r

ks ( k2�xT )(a�pT ) ; (3.6)
grâce �a cette expression de �1(T ) et �a la deuxi�eme �equation du syst�eme (3.3) on trouvel'expression de �2(T )

�2(T ) = 2( k
2
�xT )ks2xT (1�xT

k )+2s( k
2
�xT )(a�pT ) : (3.7)

Or d'apr�es le syst�eme (3.2) on a
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�3(T ) = �1(T ) + s�2(T ):
donc �3(T ) = C � ks+2r( k

2
�xT )krsxT (1�xT

k )+2rs( k
2
�xT )(a�pT ) (3.8)

Donc pour atteindre (xT ; pT ) en un temps minimal, il faut que l'activit�e de pêche soitconforme �a la capture t! Y (t). Mais cette stabilit�e de l'activit�e de pêche doit être r�egul�eepar une p�eriode optimale de pêche en fonction des conditions bio�economiques initiales et�nales du mod�ele.
Lemme1 Le temps optimal T d'activit�e de pêche associ�e au probl�eme (P ) s'�ecrit de

la fa�con suivante :

T = �1s log �k+2r( k
2
�xT ))( k2�x0)k+2r( k

2
�x0))( k2�xT )

� : (3.9)
Preuve.Grace �a l'�equation (3.4) on trouve explicitement la p�eriode d'activit�e de pêche optimaledu mod�ele. En e�et :d'apr�es (3.4) on a 8>>>>><

>>>>>:

�a t = 0 2rk (k2 � x0) = �2(T )sCesT��2(T )s
et
�a t = T 2rk (k2 � xT ) = �2(T )sC��2(T )s

(3:10)
La deuxi�eme �equation du syst�eme (3.10) donne :

C = k�2(T )s2r( k
2
�x0) + �2(T )s:

En rempla�cant l'�ecriture de C dans la premi�ere �equation du syst�eme (3.10) on trouveque
T = �1s log( (k+2r( k

2
�xT ))( k2�x0)(k+2r( k

2
�x0))( k2�xT ))

Lemme2 Pour que le temp optimal T d'activit�e de pêche soit positif il faut et il su�t
qu'une des conditions suivantes soient v�eri��ees, sachant que xT < x0

(1) xT < x0 < k2
ou
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(2) x0 > xT > k2r + k2
Preuve.
D'apr�es (3.9), pour que T soit positif il faut et il su�t que :

0 < (k+2r( k
2
�xT ))( k2�x0)(k+2r( k

2
�x0))( k2�xT ) < 1 (3.11)

Pour cela deux cas s'imposent :
1. Premier cas :Si

(k + 2r(k2 � xT ))(k2 � x0) > 0 =)
8>>>><
>>>>:

x0 < k2 et xT < k2r + k2
ou
x0 > k2 et xT > k2r + k2

(3:12)
et
(k + 2r(k2 � x0))(k2 � xT ) > 0 =)

8>>>><
>>>>:

x0 < k2r + k2 et xT < k2
ou
x0 > k2r + k2 et xT > k2

(3:13)
Si on est dans le premier cas de (3.12) i.e x0 < k2 et xT < k2r + k2 �ca impliqueimp�erativement qu'on est dans le premier cas de (3.13) i.e x0 < k2r + k2 et xT < k2 . Doncces deux cas ce regroupe en un seul cas qui est :

x0 < k2 et xT < k2 . (3.14)
De même si on est dans le deuxi�eme cas de (3.12) i.e x0 > k2 et xT > k2r+ k2 �ca impliqueimp�erativement qu'on est dans le deuxi�eme cas de (3.13) i.e x0 > k2r + k2 et xT > k2 .Donc ces deux cas ce regroupe en un seul cas qui est :

x0 > k2r + k2 et xT > k2r + k2 : (3.15)
De plus on doit avoir

(k + 2r(k2 � xT ))(k2 � x0) < 1; (3.16)
or d'apr�es (3.12) et (3.13), (3.16) implique

xT < x0 (3.17)
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Alors pour que (3.11) soit v�eri��e on doit avoir une des conditions suivantes
xT < x0 < k2 (3.18)

ou
x0 > xT > k2r + k2 : (3.19)

2. Deuxi�eme cas :Si
(k + 2r(k2 � xT ))(k2 � x0) < 0 =)

8>>>><
>>>>:

x0 < k2 et xT > k2r + k2
ou
x0 > k2 et xT < k2r + k2

(3:20)
et
(k + 2r(k2 � x0))(k2 � xT ) < 0 =)

8>>>><
>>>>:

x0 < k2r + k2 et xT > k2
ou
x0 > k2r + k2 et xT < k2

(3:21)
Si on est dans le premier cas de (3.20) i.e x0 < k2 et xT > k2r + k2 �ca impliqueimp�erativement qu'on est dans le premier cas de (3.21) i.e x0 < k2r + k2 et xT > k2 . Doncces deux cas ce regroupe en un seul cas qui est :

x0 < k2r et xT > k2r + k2 : (3.22)
De même si on est dans le deuxi�eme cas de (3.20) i.e x0 > k2 et xT < k2r+ k2 �ca impliqueimp�erativement qu'on est dans le deuxi�eme cas de (3.21) i.e x0 > k2r + k2 et xT < k2 .Donc ces deux cas ce regroupe en un seul cas qui est :

x0 > k2r + k2 et xT < k2 : (3.23)
De plus (3.16) doit être v�eri��ee, or d'apr�es (3.20) et (3.21), (3.16) implique

xT > x0 (3.24)
Alors pour que (3.11) soit v�eri��e il faut qu'on a la condition suivante

xT > k2r + k2 > k2 > x0: (3.25)
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3.3.2 Conclusion
Dans ce travail, nous avons �elabor�e un mod�ele bio�economique (S1) variant selon leprix de la ressource dans le march�e, la biomasse et la quantit�e captur�ee en gre�ant ladynamique du prix dans le mod�ele. L'�etude dynamique du mod�ele (S1) nous a montr�e,que selon des quantit�es de quota bien pr�ecises, nous avons la stabilit�e du mod�ele (S1).Nous avons aussi montr�e que même lors des situations o�u notre mod�ele (S1) n'admet pasde points d'�equilibres on peut assurer toujours la stabilit�e du mod�ele mais cel�a passe parl'introduction d'une nouvelle mesure de gestion, qui est le repos biologique, �a celle duquota. Nous avons propos�e qu'�a partir d'une p�eriode optimale de pêche T, �evalu�ee grâceaux techniques de la th�eorie du contrôle optimal, l'instauration de la p�eriode de reposbiologique associ�ee �a notre mod�ele, d�ependant des conditions initiale (x0; p0) et �nale(xT ; pT ) tout en respectant une fonction de capture Y (t).
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