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Introduction

La présente étude s’articule en deux parties, La premiere a pour but de

dresser un appercu de la modélisation en halieutique. Elle présente différents résultats
classiques, qui ont servi de base a nos travaux. Nous présentons tout d’abord le modele
bioéconomique puis le principe de maximum de Pontryagin.
L’objet de la deuxieme partie est ’analyse de la stabilité économique et biologique d’un
modele bioéconomique. Or les simulations numériques montrent que si on capture plus
que le quota autorisé on perd I’équilibre. Donc le probleme est d’amener I'état du modele
bioéconomique d’une position initiale quelconque (xg, o) & une position finale (7, yr)
désirée en un temps minimale T.

Mots clés : Modélisation, controle optimal, dynamique de population, principe de
Pontryagin.



Chapitre 1

Modeles bioéconomiques

Nous présentons ici quelques modeles, couplant la dynamique du stock avec I’économie.

1.1 Modele de base en halieutique

La forme générale d'un modele de base pour la gestion de ressources halieutiques est
donnée par :

& — G(x) = h(t), t>0

(1.1)
\ z(0) = .

x = z(t) la densité du stock au temps t.
h(t) la récolte du stock au temps t.
G(z) la fonction de croissance naturelle, vérifiant :

G(0)=G(K) =0, t =0
G(z)>0 pour 0<z< K

G"(z) <0 pour 0<z <K,

ou K la capacité limite du milieu.
Si h(t) =0 (i.e pas de péche), alors :lim; , 2(t) = K
Le modele sans péche est donné par

@ =Gl),

" (1.2)

z(0) =z

4



1.2 Rendement durable maximal (Maximal Sustained Yield) MSY 5

Ce modele admet deux points d’équilibre : z; = 0 instable et x5 = K stable.

Une des fonctions de croissance les plus utilisés dans la littérature est la fonction loges-
tique [19, 6] :

G(r)=ra(l - %),
oll :
r : le taux de croissance naturelle,

K :la capacité limite du milieu.

La figure 1.1 présente la fonction de croissance naturelle du modele sans péche.

taux de croissance annuel, G

¥

-
taille du stock, x
] ' P4

F1c. 1.1 - La fonction de croissance G(x) du modele de base

1.2 Rendement durable maximal (Maximal Sustai-
ned Yield) MSY

Supposons que h = h(t) = cste dans le modele de base, alors on obtient :
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%:G(x)—h

(1.3)
x(0) = xo,

Pour h suffisemment petit, ce modele admet deux points d’équilibre 'un stable et
lautre instable.
La figure 1.2 montre la dynamique du modele de base a taux de récolte constant.

G0

Stonction de croissance et taux de récolte

taille du stock, x

] i, i
w5 emew w e g s

Fic. 1.2 — La dynamique de récolte a taux constant

Définition 1.2.1

On appelle redement durable mazimal(MSY) le taux de prélévements par péche
mazimal, c’est-a-dire c’est le maximum des caplures qui peuvent étre récoltés a partir du
stock.

Le MSY est un seuil, au-dela duquel il y a surexploitation.
Pour notre modele hjysy = max, G(x), et pour cette valeur les équilibres coincident en
la valeur commune x5y qui est semi-stable (shunt négatif), telle que :

G,($M5y) =0. (14)

En économie, G(x) représente la productivité de la ressource et G’(x) est la producti-
vité marginale.



1.2 Rendement durable maximal (Maximal Sustained Yield) MSY

La productivité est maximisée lorsque la productivité marginale est égale a zéro.
Pour maximiser G(x), on doit d’abord spécifier une fonction objectif pour la maximiser.

hMSY = -

G

F1c. 1.3 — Le rendement durable maximal est un équilibre semi-stable
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On peut dire qu’une des questions les plus importantes, concerne la stratégie de récolte
optimale. Pour cela, on a besoin de définir une fonction objective a optimiser.

Par éxemple, on cherche & maximiser la récolte totale sur un intervalle de temps [0, T'.
D’ou le probleme d’optimisation suivant :

T
maximiser; la récolte totale :/ h(t)dt,
0

‘fl—f = G(x) — h(t),z(0) =z
sous les conditions

z(t) >0, h(t) >0 pour tout t,

Pour résoudre ce probleme, on procede comme suit :

/OTh(t)dt:/OT(G(g;)—— dt = / G(x)dt + o — z(T). (1.5)

La stratégie de récolte optimale est maintenant presque évidente, il retse a maximi-
T

ser I'intégrale G(z)dt. Pour cela, on a besoin d’avoir x = x5y qui est donné par

I'équation (1.4).0D0nc un taux de récolte initial élevé devrait eétre utilisé pour réduire x
de xy & Tpr5y aussi rapidement que possible. En effet, puisqu’on a aucun taux de récolte
maximum, un taux de récolte d’'impulsion infini devrait étre utilisé a 'instant t = 0. Alors
pour 0 < t < T on a utilisé le taux de récolte hy;sy, ce qui maintient le stock a z gy .
Enfin, a I'instant final T on effectue une autre récolte d’impulsion pour réduire instan-
tanément la population a zéro.

Pour cela, on utilise la stratégie de récolte optimale h*(¢), donnée par :

To — Tpsy ,pour t=10
h*(t) = harsy ,pour 0<t<T (1.6)

Tysy ,pour t="T.
D’ou :
T
0

Dans la théorie de controle, la loie de commande (1.6) est appelée ”un contréle bang-
bang singulier”.

La stratégie de récolte optimale est d’abord de réduire rapidement la population a son
niveau MSY, puis de le récolter de facon durable au MSY. (Le temps terminal T fixé est
clairement artificiel ; 'extermination finale de la ressource ne devrait jamais se produire
dans la pratique.)
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Qu’en est-il de la récolte impulsion a t = 07 Est-ce réaliste 7 pas tout a fait, parce que
la récolte impulsion implique un taux de récolte infini pour un instant de temps infi-
nitésimal (i.e. une fonction delta de Dirac). Dans la pratique, il serait normalement une
vitesse maximale a laquelle la ressource peut étre récoltée. Pour inclure cette possibilité,
nous ajoutons la contrainte

h(t) < Ninazx (hmam:CSte)a

et h*(t) devient :

Ronag 51 z(t) > Tpsy
h*(t) = (1.7)
hMSY S? Z‘(t) = TMSY
C’est aussi un controle bang-bang singulier.Le stock de ressource est récoltée a la vi-
tesse maximale possible au début, jusqu’a ce que le stock soit réduit au niveau MSY.(Pour
les cas z(t) > zpgy et z(t) = Tarsy-)

Il reste le cas z(t) < zpysy , c’est a dire lorsque la ressource est initialement dans
un état d’épuisement. Au temps ¢t = 0, les exploitants sont d’accord pour passer a la
politique du MSY, si 'objectif est toujours de maximiser le rendement total futur. Alors
on a simplement ajouté la prescription récolte suivante a 1’équation (1.7) :

Une fois de plus ce qui représente un controle bang-bang, ici en utilisant le taux de
récolte minimale h = 0 jusqu’a ce que le stock augmentera au niveau MSY. Donc, pour
maximiser la récolte totale au cours du temps, c’est-a-dire pour maximiser la production
de ressources G(x) il est nécessaire, par I'équation (1.4), de déplacer la taille de la popu-
lation z(t) & x5y aussi rapidement que possible.

La figure 1.4 présente la dynamique du stock z(t) pour la stratégie de récolte totale (ou
T est infini). Deux cas sont présentés, xo < Tysy et Tg > Tuysy-
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x0

h=hrnax

h=hMSY

e s S

la taille du stock, x

%0

le temps, t

Fic. 1.4 — La dynamique du stock z(¢) pour la stratégie de récolte totale maximale (T
est infini)

1.3 Modele bio-économique

Considérons de nouveau le modele de base :

& — G(z) = h(t), t>0

(1.9)
x(0) = xo.

Et introduisons les variables économiques suivantes :

E(t) : Iéffort de récolte (de péche) au temps t.
h(t) : la récolte quotidienne.
p : le prix unitaire de récolte.
G(z) : la fonction de croissance par jour.

¢ : le cout de I'éffort.
q : la capturabilité, c-a-d la proportion du stock x capturée par un effort de péche dans

une unité de temps.

La relation effort-capture de Schaeffer est donnée par :

h=qFx.
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Le revenu quotidien est donné par ;

R =ph —cE = (pgz — ¢)E.
La péche est rentable, ssi :

R>0 c-a-d x > piq.
si R =0, on parle de I'équilibre bioéconomique, donné par :

TpE = piq (BE : Bioeconomic Equilibrium).

Remarque : On sait que zggr dépend de p, q et ¢, donc la demande des ressources
et le prix des ressources vont croitre des que la population humaine croit au cours du
temps. De plus, les progres technologiques peuvent conduire a moindre colit ou a une
efficacité de récolte q plus élevée ou bien tous les deux. Tous ces changements provoquent
la décroissance de zggr au cours du temps.

Gordon[6, 19] s’est intéréssé a la théorie économique de la pécherie. Il a entre autre
introduit la notion d’équilibre bioéconomique et d’optimum bioéconomique.
L’équilibre bioéconomique d’une pécherie est atteint lorsque la population est a 1’équilibre
(biologique) et que le revenue net est nul; soit pour cette deuxieme condition, lorsque le
revenue total 'R = ph est égal au cout total T'C' = ¢E qui détermine un niveau d’effort
E = E, (le point B sur la figure 1.5).

Gordonl[6, 19] a affirmé que la péche optimale serait de maximiser la différence TR —
TC, entre le revenue et le coiit total. Ce qui éxige que le revenue total marginal est égal
au cout total marginal, i.e.

R _
9E — C

Cette condition détermine un niveau d’effort £ = E* (le point A sur la figure 1.5).
Lorsque F < E; on a TR > TC', dans ce cas les pécheurs profitent des avantages nets
positifs et se dirigent vers la ressource. Et pour E > FEj, les revenus nets deviennent
négatifs et les pecheurs ont tendance a quitter la ressource.

1.4 Rendement économique durable maximal (Maxi-
mal Economic Yield) MEY

Pour calculer le MEY au niveau z (donné), on remplace h(t) par h(t) = qE(t)z(t) a
I’état d’équilibre ,donc :
G(z) = qEBwx.
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TR, TC

TC

bénéfice total

TR

ml——
N

FiG. 1.5 — Le revenu durable total TR et cotit TC d’une population biologique

Le revenu durable (the sustained rent) Ry, est donné par :

Roust = (pgr — ¢)E = (pgr — )G (x)/qx

Rgust = (p — ¢/qz)G(z).

En posant : ¢(z) = ¢/qx : cout unitaire de récolte au niveau x, on obtient :
Rsust = (p — c(z))G(z).

On a:

Ryt > 0 pour 2pg <z < K,
Rt = 0 aux deux éxtrimités zpp et K,
et Ry, = 0 atteint un maximum pour la valeur z gy .
C’est ce qu’on voit sur la figure 1.5.

En dérivant Ry, on obtient :

G,(l‘MEY) _ daney)G@Evey) 0 (1.10)

p—c(tmEY)

Remarque :si ¢(z) = 0, alors (1.10) devient G'(xppy) = 0 et donc x5y = Typy,
et si c(x) # 0 alors zpypy > xpsy. Ainsi, pour ¢(z) = p on obtient © = xpg.
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Définition 1.4.1

le MEY (donné par l’équation (1.10)) est le niveau de captures qui offre le maxi-
mum de bénéfices a ’état d’équilibre.

Le terme : %)(%(I) est appelé stock d’éffort marginal.

Rsust

le revnue durable, Rsust

xBE xMEY K

taille du stock, x

Fi1G. 1.6 — Le revenu durable comme une fonction de
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1.5 Modele d’optimisation dynamique
soit le modele :

(% — G(z) — h(t) z(0)=z0 (1.11)
MO = @) (1.12)
$ R(t) = ph(t) — cE(t) = (p — c(=(t)))h(t)  (1.13)

clz) = 5 (1.14)

L 2(t) > 0,h(t) >0 (1.15)

La valeure actuelle totale des futures revenus nets est donnée par :
PV — / e R(t)dt, (1.16)
0

ou 0 : désigne le taux d’actualisation.

Définition 1.5.1

Le taux d’actualisation est la valeur qui permet de ramener une future recette a
une valeur courante.

soit le probleme d’optimisation dynamique suivant :

maximiser g PV
(1.17)
sous les conditions (1.11) — (1.15).

c-a-d on souhaite déterminer E(t), t > 0, qui donne le plus grand possible des bénéfices
économiques R(t).

On souhaite maximiser par le choix de la stratégie de récolte h(t) = ¢E(t)x(t),
lintégrale :

PV = / e " R(t)dt,
0
sachant que : % = G(x) — h(t),

dt

donc :
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Posons z(z) = /w (p — c(u))du,

TBE

alors

b= = (- o)),

PV — / exp(—08)[(p — e(x))G (&) — d2)dt + (o).
0
Une téchnique pour maximiser PV, est de chercher & maximiser I'expression [(p —

c(x))G(z) — §z] pour tout t, par rapport a x. Soit alors z* le maximum.
Apres dérivation on obtient :

G (a*) — A _ 4, (1.18)

L’équation (1.18) est dite régle d’or.

Remarques :
v'Pour maximiser [(p — ¢(z))G(z) — dz] par rapport a z, le stock z(¢) doit étre déplacé

le plutot possible du niveau initial zy a 'optimum désiré z*. Donc la stratégie de récolte
optimale est donnée par :

h(t) = G(z*) si z(t) = a* (1.19)

0 s z(t) < x*,

ol My est le taux maximal de récolte possible, telle que :

h(t) < hpaz, pour tout t.

Maintenant, on suppose qu’il y a un éffort maximal E,,,,, donc 'équation (1.19)de-
vient :

Erur st x(t) > x*
E(t) = E* q’;** s1 x(t) = x*
0 s z(t) < x*.

v'Revenons a I'équation (1.18), donnée par :
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Emax

EsE*

La taille du stock, x

bl

Le temps, t

Fi1G. 1.7 — La dynamique du stock z(¢) pour la stratégie de récolte totale maximale (T
est infini)

Alors, on a :

pour § =0, * = zpypy et pour § = 0 et ¢(x) = 0, on obtient z* = x5y

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques modeles bioéconomiques simples
qui constituent un outil d’aide a la gestion de pécherie.

Notre modele de base, les équations (1.11)-(1.15), par éxemple, fournit une éxplication
des roles des parametres biologiques (taux de croissance, la capacité limite) ainsi que les
parametres économiques (prix, couts, taux d’actualisation) pour déterminer la stratégie de
récolte optimale. Le modele de base, qui est linéaire par rapport a la variable de controle,
prescrit une stratégie ”bang-bang”, pour s’approcher du niveau optimal du stock.



Chapitre 2

Notions de controle optimal

soit f: U C R? — R de classe C', out U un ouvert de R2.

Il y a trois types de problemes d’optimisation :
(a) Sans contraintes, on maximise f(x,y) pour tous x, y dans U.

(b) Awvec contraintes d’égalité, on maximise f(z,y) sous la condition g(z,y) = 0(ou
bien g(x,y) — ¢ = 0, avec ¢ une constante donnée).

(c) Awec contraintes d’inégalité, on maximise f(z,y) sous la condition g(z,y) < 0,
(> 0) (ou bien g(z,y) — c < 0,0u g(z,y) — ¢ > 0, avec ¢ une constante donnée).

La fonction f(x, y) est appelée fonction objectif et la condition g(z,y) = 0(ou > 0) est
appelée une contrainte.

definition 2.1
f(z,y) possede un mazimum local en (xg, o), ssi : f(zo,y0) > f(z,y) pour tous
(x, y) dans un voisinage de (g, yo).

definition 2.2

f(z,y) possede un mazimum global en (xq,yo), ssi: f(xo,%0) > f(x,y) pour tous
(x, y) dans U.

definition 2.3

f(z,y) possede un minimum local (global) en (x¢,yo), ssi : —f(x,y) possede un
maximum local (global) en (z, yo).

17
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definition 2.4
f(z,y) possede un mazimum local (global) avec contrainte en (xq, 1), SSi :
(x0, o) satisfait la contrainte donnée, et f(zo,v0) > f(z,y) pour tous (X, y) dans un
voisinage de (2o, ), (dans U) tel que (x, y) satisfait la contrainte.

2.1 Regle des multiplicateurs de Lagrange (contraintes
d’égalité)
Considérons le probleme d’optimisation avec contraintes d’égalité suivant :

mazimiser f(z,y) sur U
(2.2)
sous la contrainte g(z,y) = 0.

Théoréme

soit (g, yo) une solution locale du probleme (2.2), alors :

e

JAeR, ,au point (xg, Yo)- (2.3)
9 _ 299
oy Ay

A est appelé multiplicateur de Lagrange. O
Le Lagrangien est donné par :

Une condition nécéssaire pour que (zo, o) soit un maximum local de f(z,y) sur U
satisfaisant g(x,y) = 0, est :

oL _ oL

ox dy

,au point (xg, Yo)- (2.5)
oL _
5 =0

Remarque : Cette théorie peut étre utilisée pour plusieurs variables.

Soit x = (x1, xs, ..., ). Le probleme d’optimisation avec contraintes d’égalité devient :
g

maximiser f(x) sur U
(2.6)
sous les conditions ¢g1(z) = g2(x) = ... = gn(z) = 0,m < n.
Soit xp un maximum (minimum) local du probleme d’optimisation ci-dessus, alors il
éxiste des constantes Aq, Ag, ..., A, € R tel que :
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oL _  _ oL __

8_1’1__81771_0
oL _ 0L _
AL T 9w D

ou le Lagragien L est donné par :
L= f(z) = 3275 Aigi(z) =0.

Notons qu’il y a un multiplicateur de Lagrange pour chaque contrainte.

2.2 Theéorie du controle optimal en une dimension
considérons ’équation différentielle suivante :

do — f(x,t,u(t)), 0<t<T (2.7)

z(0) = o, (2.8)

ou T est le temps final et zy donnée.

Ici, z(t) désigne [’état du systeme a I'instant t, u(t) est le contrdle et I’équation (2.7)
est appelée équation d’état .

Si u(t) est connu, alors les équations (2.7) et (2.8) déterminent un unique état x(t),
pour 0 <t < T. Cette fonction d’état est appelée réponse du controle u(t) donné.

Soit U; 'ensemble des controles admissibles. On suppose que
u(t) e U, 0 <t <T. (2.9)

Par la suite, on introduit la fonction objectif :

Vi(u) = /Tg(x(t),t,u(t))dt.
0
Le probleme de contréle optimal est donné par :
mazimiser yyev,V(u) sur U
sous les conditions (2.7), (2.8) et (2.9).

Définition 2.2.1
Un controle optimal est un contrdle u(t) qui produit le gain mazimal V (u) satisfaisant
toutes les contraintes.
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Considérons le probleme classique de calculs des variations suivant :

T
mazimiser{w(t)}/o g(a(t),t,&(t))dt, ot & = .

Une condition nécéssaire pour la solution z(t), est :

Qal@
SRS
I
glg

(2.10)

Sl=

Léquation (2.10) est appelée équation d’Euler.

2.3 Principe de maximum de Pontryaguin
Introduisons I'éxpréssion suivante appelée le Hamiltonien :
H(x(t), t,u(t), A1) = g(x(t), t, u(t) + AX) f (@ (1), T, u(t)). (2.11)
Ici, A() est une fonction supplémentaire inconnue, applée variable adjointe.
Théoreme

Si u(t) est un controle optimal et z(t) sa réponse, alors il éxiste une variable ad-
jointe A(t), tel que :

D - %1 \)IL, (2.12)
et H(x(t),t,u(t), \(t)) = maxyepy, H(x(t),t,u, A(t)). (2.13)

(2.12) est appelée équation adjointe et (2.13) est appelée condition de mazimisation.
Ce théoreme est dit principe de mazximum . 0

D’apres 1’équation (2.7), on a :

do — O (2.14)

(2.14) est dite condition supplémentaire.

Les équations (2.12), (2.13) et (2.14) constituent le principe de mazimum de Pontrya-
gin (PMP).

Pour s’assurer que ce systeme des équations différentielles admet une unique solution,
on a besoin d’avoir les conditions initiales pour z(¢) et A(t). En plus des conditions ini-
tiales, il y a une deuxieéme condition x(7") qui s’applique au temps final T.

On distingue trois cas :
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1¢" cas : (T) = xr connu.
Dans ce cas, les controles admissibles u(t) qui conduisent I'état de x5 & zp, au cours du
temps, sont appelés controles possibles. Ces controles s’ils éxistent satisferont le PMP, et
le systeme des équations différentielles (les équations (2.12)-(2.14)) admet maintenant une
unique condition initiale et finale.

2¢ cas : x(T) = 7 indéterminé.
Dans ce cas, la condition supplémentaire devient :

MT) = 0. (2.15)

3¢ cas : (1) = zp connu et T indéterminé.
Ici , on obtient :

H(T) = H(x(T),T,u(T), \(T)) = 0. (2.16)

Les équations (2.15) et (2.16) sont appelées conditions de transversalité.

2.4 Modele bioéconomique linéaire
Considérons le probleme d’optimisation du 1¢" chapitre :
mazimiser gy PV = [J° exp™®(p — c(z))h(t)dt,
& — G(z) — h(t), x(0) = xg

sous les conditions ¢ x(t) > 0,0 < E(t) < Fpas ,pour tout t (2.17)

h(t) = q(2) E(t)x (1),

ici, ¢(x) est le cout unitaire de récolte donné par :
@)z

Comme nous avons vu dans le chapitre précédent, ce probleme admet comme solution
optimale A(t) donnée par (1.19).
Maintenant, nous allons appliquer le PMP pour trouver cette solution optimale.
Le hamiltonien est donné par :

H = e~ (p—c(x))h+ Mg(x) — h) = [e7(p — c(x)) — AJh + Ag(2), (2.18)

ot x, h et A sont en fonction du temps.
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On va traiter h(t) comme la variable de controle, avec

0 < h(t) < hpmaz(x) €t hipae(2) = ¢(2) Epaat.
Définissons : o(x,t) = e p —c(z)) — A1),
donc H=o(x,t)h+ Ag(x). (2.19)

La condition de maximisation dit que le controle optimal h(¢) maximise le hamilto-
nien, avec 0 < h(t) < hpas ().

Et puisque H est linéaire en h, on obtient
0 si o(x,t)<0
h(t) = indéterminé  si o(x,t) =0 (2.20)

himaz(z,t)  si o(z,t) > 0.
o(xz,t) est appelée : fonction de commutation.

Le cas o(z,t) = 0 est important. En effet, supposons que o(x,t) = 0 pour t; <t < ts.
Alors

A(t) = e (p — c(2(1))), (2.21)
et B =e"—6(p—c(z)) — c(x)(G(z) — h)], t <t <to. (2.22)

aDIe cdh _ _oH
Or d’apres le PMP, on a @ &2 = — %=,

avec —2 = e~0tei(z)h — AGI(z) = e e (z)h — (p — c(2))GI(z)].

Donc :

Gi(w) — DA — 5. (2.23)

Définition 2.4.1
L’état x(t) donné par I'équation (2.23), est dit solution singuliere.

Définition 2.4.2
Le controle singulier est obtenu en résolvant [’équation d’état pour la variable de
controle.

Attention : On est dans le cas des modeles linéaires en controle.
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Nous avons donc montré, en utilisant le PMP, que la stratégie de récolte optimale
est une combinaison de contrdles bang-bang (h(t) = 0 ou hye,) et du contréle singulier
(h(t) = G(z*) ol z* est la solution singuliere).

On sait, d’apres le premier chapitre, que la combinaison de ces controles consiste a ’ap-
proche la plus rapide vers z*, suivie d’une récolte durable en z(t) = z*.

Pour la phase initiale, on a h(t) = Ay si 2o > 2*; on péche le maximum pour aller le
plus vite possible a z*. Et si zo < z* alors h(t) = 0.

En plus, considérons la phase finale pour t prés de T. On sait que si x(T) est indéterminé
alors on a la condition de transversalité \(T) = 0 (i.e.x = xzpp ou zpp est définit par
p—c(zpg) =0).

Lorsque \(t) = e %(p — ¢(x(t))) > 0 sur le chemin singulier, alors on doit quitter cette
droite aprés un certain temps to < T, en utilisant h(t) = Ay, jusqu’a T. Et ¢’est ce qui
montre la figure ci-dessous.

#{t)

h=hmax

h=h=G ()

h=hrnax

Fic. 2.1 — La trajectoire optimale de la biomasse z(¢) pour le modele bioéconomique
linéaire, le cas g > z*

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les grandes lignes du principe de maximum de
Pontryagin. Nous avons aussi appliquer le PMP pour résoudre un probleme bioéconomique
dont la solution est une combinaison de controles bang-bang et du controle singulier.



Chapitre 3

Impacts d’une gestion par quota sur
la stabilisabilité économique et
biologique d’un modele de péche

Dans ce travail, la dynamique du stock exploité et celle du prix sur le marché sont
controlés par la quantité capturée et non par I'effort de péeche comme c’est le cas dans les
modeles classiques. Cela présente un avantage dans le sens ot la capture est un parametre
plus facile a déterminer que l'effort de péche qui englobe plus de variables.

3.1 Analyse de la dynamique du modele

La dynamique de la ressource exploitée est régie par sa croissance naturelle de type
logistique a laquelle est ajouté un taux de mortalité par la péche. La deuxieme équation
du modele exprime 1’évolution du prix de la ressource sur le marché dépendant de la
différence entre la fonction demande, supposée linéaire, et 1'offre. Cette dynamique est
pondéré par un parametre exprimant le temps de réaction de I’évolution du prix par rap-
port au marché. Soit donc le modele suivant :

) =Y

b=ra(l—- £

(S1) p=s(D(p)-Y)

2(0) = zo et p(0) = po
ou :
x(t) : Variable d’état représentant le stock de la ressource (biomasse) disponible a l'instant
t.
p(t) : Variable d’état représentant le prix d’une unité du stock de la ressource a l'instant
t.
D(p) : Fonction demande supposée linéaire telle que D(p) = a — p(t).

24
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Y'(t) : Variable de commande représentant la capture a U'instant t.

r : Le taux de croissance intrinseque, supposé constant.

K : La capacité de 'environnement (ou La population maximale).

s : Parameétre constant positif représentant la vitesse d’ajustement du prix sur le marché
qui traduit le fonctionnement du marché concurentiel (i.e la parfaite flexibilité du prix).
a : Parametre constant positif représentant la capacité limite du marché.

Points d’équilibre du systéeme (S1) :
Les isoclines associées au systeme (S1) sont définies comme suit :
t=0 Y =rz(l—£)

= (4)
p=20 Y=a—-np.

A P’équilibre, on a :
=0
=Y =r*l-%L)=a—-p' = —Lz?+r2* =Y =0.
p=0
Lorsque Y est constant, on obtient :

pf=a-Y.

p* est positif si Y < a. Et la premiére équation du systeme (A) admet une solution si
et seulement si :

0<Y <K
On distingue trois cas :

S0 <Y < min(a, ), le systéme (S1) admet deux points d’équilibres (z7, p*) et
(23, p7)-

Ou:

, Y0 <Y < min(a, =)

\
*
|
-
+
=Y ‘lfv»
.5
=
v
[@n)

To=—=z =21 VOSYSmin(a,%)
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pep2=at

F1a. 3.1 — Portrait de phase du systeme (S1) dans le plan de phase (X, P)

p décroit si on est au dessus de la droite p = P, et croit si on est en dessous. Puisque
x7 et x5 sont les solutions de I'équation F(xr) = a — p, si la condition initiale (z,po)
appartient a la région II, x croit, sinon x décroit dans les régions I et III.
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" Si Y =, le systéme (S1) admet un seul point d’équilibre (z7, p§) = (5,a—Y)) .

pr=p2=a-Y0

A

F1a. 3.2 — Portrait de phase du systeme (S1) dans le plan de phase (X, P)

p décroit au dessus de la droite P, et croit en dessous. Soit un point (z,p) quelconque
dans le plan de phase (X, P) on a x décroit sur tout le plan de phase (X, P). Si la condi-
tion initiale (xq, pg) appartient a la région II alors toutes les trajectoires correspondantes
convergent vers le point (xf, pj), en effet : le stock est décroissant dans cette région a cause
du fait que Vo > zf, F(x) < Yj et donc apres un certain temps le stock atteindra la valeur
x; et y restera, de méme pour le prix apres un certain temps il atteindra pj et y restera. Par
contre dans la région I avec une condition initiale (zq, pg) telle que zq < ) alors toute les
trajectoires correspondantes divergent jusqu’a extinction du stock car Vo < zf, F'(z) < Yj.
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Sy > % , le systeme (S1) n’admet pas de point d’équilibre.

F1G. 3.3 — Portrait de phase du systeme (S1) dans le plan de phase (X, P)

p décroit au dessus de la droite P, et croit en dessous.x décroit sur tout le plan de
phase (X, P).
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Stabilité des points d’équilibre :

La matrice jacobienne J(x,p), associée au systeme (S1), est donnée par :

J(z,p) =

La stabilité des équilibres x7, x5 et zf, dépend des valeurs propres de J(z,p). Ces
valeurs propres sont :

1" cas : z* = z7.
J(x,p) posséde deux valeurs propres négatives \; = —s < 0 et Ay = —ry/1 — % < 0 (car
Y < min(a, "X)).

Donc (3, p*) est un noeud stable.

2¢ cas : 2" = x5.
J(z,p) possede deux valeurs propres de signes opposés : A\ = —s < 0 et

)\2:—7"\/1—%>0.

Donc (23, p*) est un point selle.

3¢ cas : 3 = (ie. Y = K).
J(z,p) possede deux valeurs propres : Ay =0 et A\; < 0.

Donc (x5, ph) est semi-stable.

3.2 Simulations numériques
Premiére Situation(0 <Y < min(a, Z£)) :

Soit (xg, po) une condition initiale appartenant & la région II et III, alors les trajectoires
convergeront vers ’équilibre stable (xf,p*). Autour du point selle (23, p*), le portrait
de phase ci-dessous permet de déterminer un domaine de stabilité dans lequel certaines
trajectoires pourront converger.
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v *' ' I v I ' I ' I v I ' I + | '

F1G. 3.4 — Simulation des trajectoires du systeme (S1) dans le plan de phase (X, P)
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Deuxiéme Situation(Yy =% ) :

=
I II
i L
F"_
0 — \&a
T T T T N T T T T
)(0 *

F1G. 3.5 — Simulation des trajectoires du systeme (S1) dans le plan de phase (X, P)

Une interprétation immédiate de ce cas de figure montre que selon les valeurs des condi-
tions initiales, (région de stabilité IT), les trajectoires peuvent converger vers I’équilibre
ou tendront (région I) vers l'extinction de la ressource tout en maintenant la valeur du
prix autour de I’équilibre.
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Troisiéme Situation(Y > ) :
Pour une valeur du quota légerement plus grande a celle de la situation précédente on
obtient la figure suivante

Y 5

F1G. 3.6 — Simulation des trajectoires du systeme (S1) dans le plan de phase (X, P)

Si la condition initiale (xq, pg) est telle que le stock est abondant (les positions B dans

la figure 3.6). Alors le prix atteint la droite P, et y reste et puisque le stock est décroissant
dans tout le plan de phase (X, P), car la valeur du quota est trop élevée par rapport aux
parametres biologiques, ceci mene a I'extinction du stock.
Si Pexploitation commence par une condition initiale (xq,pg) ol le stock est faible (les
positions A dans la figure 3.6), cela méne a l'extinction rapide du stock puisque, d’une
part le stock décroit dans tout le plan de phase (X, P), et d’autre part le prix croit ou
décroit selon la position de la condition initiale par rapport a la droite P, et dans ce cas
la, le prix n’arrive pas a atteindre p = P.

Les gestionnaires des pécheries n’ont pas le temps d’ajuster le prix de la ressoure a
celui associé au quota. En comparant les deux situations précédentes avec celle-ci, I’enjeu
économique et écologique du secteur est clairement lié a sa bonne gouvernance. Ainsi le
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choix de la valeur du quota ”Y > %” et son respect peuvent changer une situation catas-

trophique d’extinction de la ressource en une situation d’équilibre fortement souhaitable
(0 <Y < min(a, %)) ou Yo = %7,

On conclut que 'analyse de la régulation par quota, mene a trois situations suivant la
valeur du quota. De ces trois situations, la premiere est la plus intéressante car 'analyse
dans la premiere situation permet de recommander des valeurs de quotas avec un objectif
de stabilité. La deuxiéme et troisieme situations montrent qu’un non respect de cette
valeur de quota peut mener a I'extinction du stock de la ressource.

3.3 Temps optimal

En pratique, la mesure de quota n’est pas scrupuleusement respectée. Donc le probleme
est d’amener 1’état du modele bioéconomique (S1) d’une position initiale quelconque
(x9,po) & une position finale (x7, pr) désirée en un temps minimale T puis de décréter
une mesure de repos biologique, afin de permettre au stock de se reconstituer. La période
a partir de laquelle sera décrétée un repos biologique est solution du probleme suivant :

( mmy(t)T
t=raz(l—2)-Y avec z(0)==xzy et x(T)=zxr

K

p=s(D(p)—Y) avec p(0)=py et p(T)=pr

T
/ Y (8)dt = Q.
\ 0

avec (Q donnée représentant le quota autorisé sur toute la période de péche.

3.3.1 Résolution du Probleme de Temps Optimal

T
Pour éliminer la contrainte sur le controle Y (t)dt = @ on lintégre dans le systeme

0
en introduisant une troisieme variable d’état artificielle comme suit

2=Y(t) avec z(0)=0 et 2(T)=Q.

Le probléme (P) devient équivalent au probleme (P1)
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( miny ;)1

t=rz(l-%)-Y avec x(0)=z et x(T)=uar
(P1)
p=s(a—p-Y) avec p(0)=py et p(T)=pr

z2=Y avec z(0)=0 et 2(T)=Q.

\

Application du Principe du Maximum :

L’Hamiltonien associé au probleme (P1) s’écrit
H(z,p,2,Y)=AM(rz(1 = %) = Y)+As(a—p—Y) + A3Y. (3.1)

Si (x,p,2,Y) est un processus optimal du probleme (P1) alors selon la version appro-
priée du principe du maximum associée donne I'existence des variables adjointes Ay, Ay el A3
solution du systeme suivant
( /\1:—%—1;[:—/\17’(1—2%)

AM(T)(ror(1 = 2F) = Y(T)) + Xo(T)s(a —pr — Y(T)) + A3(T)Y(T) = —1

o — —OH _
/\2— 8p—)\28

X3:0

L 3—520:/\3—/\1—/\28.

Or d’apres la dérniere équation du systeme précédent on a

( /\.1 = —%—Ij = —/\17“(1 — 2%)

AM(T)(ror(1 = 5F)) + Xao(T)s(a — pr) = —1

< )\.2 = —%—;[ —_= )\23 (32)

/\320

\ ‘3—5 =0=—= A +Xs=C ou C est une constante.

En développant les conditions du systeme (3.2) on trouve explicitement I’écriture de
Y . En effet : d’apres les trois derniéres équations du systeéme (3.2) on trouve que
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Ao (1) = Mg (T)est=T)
et (3.3)

M (t) = C — Xo(T)sest1).

En utilisant les expressions de A\i(t) et de Ay(t) du systeme (3.3) dans la premiere
condition du systeme (3.2), on trouve :

ok kXo(T)s2es(t—1)
'/L'(t) — 2 2T(Ci)\2(T)seS(t—T)) (34)
alors
. k[ Cla(T)sBest=T)
ZL’(t) = _5[(07;§(T))ses(t*m)2]’

en remplagant ces expressions de z(t) et de &(t) dans la contrainte biologique du
probléme (P1) on trouve que :

ok kAo (1)s> kXo(T)s2 kC
Y(t) - % + QT(Ce—s(tigf)),s)\Q(T)s)Q[ 24(17-)8 + 21,,8

]-

Il reste a chercher les expressions de A (1), A2(T) et A3(7T).
D’apres 'équation (3.4) on a

N g or 1k _ Ao(T)s?2
at=1T ?(5 - ZET) = —/\3(T)f)\2(T)s’ (35)

de plus d’apres la derniére condition du systeme (3.2), I’équation (3.5) implique

rrk )\QTSZ
%(§_$T) = )\E(j)“) )

d’ou

)\Q(T) _ 2T2;§T) (g _ .%,T).

En remplacant I'expressions de A\y(7T') dans la deuxiéme équation du systéme (3.2) on
trouve

At (T) = - T 2r1 E (3.6)

rer(l-=F)+ % (5 —2r)(a—pr)’

grace a cette expression de A;(7T) et a la deuxiéme équation du systéme (3.3) on trouve
’expression de Ay(7")

(3.7)

Or d’apres le systeme (3.2) on a
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M (T) = M(T) + sxo(T).

donc .
A(T) = C hotor(y —or) (3.8)

" krsor(1- S5 )+2rs(k —w)(a—pr)

Donc pour atteindre (zr, pr) en un temps minimal, il faut que activité de péche soit
conforme & la capture ¢ — Y (¢). Mais cette stabilité de 1'activité de péche doit étre régulée
par une période optimale de péche en fonction des conditions bioéconomiques initiales et
finales du modele.

Lemmel Le temps optimal T d’activité de péche associé au probléme (P) s’écrit de
la facon suivante :

_ 1 k+2r (s —mT))(g—mo))
T =~ Llog (£ ). (3.9)

[NIES (NIES

Preuve.
Grace & 'équation (3.4) on trouve explicitement la période d’activité de péche optimale
du modele. En effet :
d’aprés (3.4) on a

( r Ao (T)s
at=0 2?(% o l’o) - CeST—()\Z(T)s
et (3.10)
\ o 2r r k o As (T)S

| at=T TG —or) = C—Z)\z(T)s

La deuxieme équation du systeme (3.10) donne :

C = £ 4\ (T)s.

27‘(%—30())

En remplacant 'écriture de C' dans la premiere équation du systeme (3.10) on trouve
que

1 (k+2r(¢
T'=—5 log( (k+2r(*

N

3
N
[NIE (NIES
|

8

}ﬂ
~
=
—~
ol
|

3

o
=
N—

Lemme2 Pour que le temp optimal T d’activité de péche soit positif il faut et il suffit
qu’une des conditions suivantes soient vérifiées, sachant que T < g

(1) ZET<ZE0<§

ou
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(2) x0>xT>£+§
Preuve.

D’apres (3.9), pour que T soit positif il faut et il suffit que :

k_ E_

) < (3.11)
2

Pour cela deux cas s’imposent :

1. Premier cas :Si

Ty < g et a7 < 2’“7 +§

(k+2r(f —zr)(E —20) >0= ¢ ou (3.12)
Ty > % et x> zl“—r +§

et
Ty < 2’“7 —|—§ et T < g

(k+2r(f —zo)) (& —2r) >0= ¢ ou (3.13)

a:0>2'“7+§ el xp >

e

Si on est dans le premier cas de (3.12) ie zp < £ et 7 < £ 4+ £ ca implique
impérativement qu’on est dans le premier cas de (3.13) i.e zg < £ +% et 2y <% . Donc

2
ces deux cas ce regroupe en un seul cas qui est :
To < et ap <k (3.14)

De méme si on est dans le deuxiéme cas de (3.12) i.e zy > % et xp > % +§ ca implique
impérativement qu’on est dans le deuxiéme cas de (3.13) i.e zo > f—r + % et xp > %

Donc ces deux cas ce regroupe en un seul cas qui est :

De plus on doit avoir
(k+2r(% —ar) (& —29) < 1, (3.16)

or d’apres (3.12) et (3.13), (3.16) implique

xr < X (317)
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Alors pour que (3.11) soit vérifié on doit avoir une des conditions suivantes

Tr < Ty < £ (3.18)
ou
To > T > 2’“—7,—1—% (3.19)
2. Deuxieme cas :Si
(2 < % et x> zlc—r —l—g
(k+2r(f — ) (5 —20) <0= ¢ ou (3.20)
L Zo > g et a7 < 2’“7 +§
et
(s < E+% et ap>%
(k+2r(5 —20))(t —2r) < 0= ou (3.21)
\x0>2’“—r—|—§ et o:T<§

Si on est dans le premier cas de (3.20) ie zy < % et ap > /?ﬁr + £ ¢a implique

impérativement qu’on est dans le premier cas de (3.21) i.e 2y < % +5 et xr > % Donc
ces deux cas ce regroupe en un seul cas qui est :
To< g et xp>E+E (3.22)

De méme si on est dans le deuxiéme cas de (3.20) i.e zg > £ et zp < & 4% ca implique
impérativement qu’on est dans le deuxieme cas de (3.21) i.e zp > 2’“7 + % et xp < g
Donc ces deux cas ce regroupe en un seul cas qui est :

To> £+ 5 et zp <k (3.23)
De plus (3.16) doit étre vérifiée, or d’apres (3.20) et (3.21), (3.16) implique
xr > X (324)

Alors pour que (3.11) soit vérifié il faut qu’on a la condition suivante

> E+E> ks g (3.25)
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3.3.2 Conclusion

Dans ce travail, nous avons élaboré un modele bioéconomique (S1) variant selon le
prix de la ressource dans le marché, la biomasse et la quantité capturée en greffant la
dynamique du prix dans le modele. L’étude dynamique du modele (S1) nous a montré,
que selon des quantités de quota bien précises, nous avons la stabilité du modele (S1).
Nous avons aussi montré que méme lors des situations ot notre modele (S1) n’admet pas
de points d’équilibres on peut assurer toujours la stabilité du modele mais cela passe par
lintroduction d’une nouvelle mesure de gestion, qui est le repos biologique, a celle du
quota. Nous avons proposé qu’a partir d’une période optimale de péche T, évaluée grace
aux techniques de la théorie du controle optimal, 'instauration de la période de repos
biologique associée a notre modele, dépendant des conditions initiale (xg,po) et finale
(xp, pr) tout en respectant une fonction de capture Y ().
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