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INTRODUCTION GENERALE

0.1 Prologue

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre d’une meilleure
compréhension des problemes a frontiere libre liés a la biomathématique.

L’étude présentée concerne quelques modeles de la croissance des tumeurs cancé-
reuses. Certains de ces modeles utilisent uniquement des équations différentielles
ordinaires (EDO) en ignorant les effets spatiaux de la croissance tumorale. Les mo-
deles qui prennent en compte les effets spatiaux s’expriment comme des équations
aux dérivées partielles (EDP) et ils doivent aussi tenir compte du fait que la région
tumorale évolue dans le temps. La frontiére de cette région tumorale est une partie
inconnue a l’avance dite "frontiere libre".

Ce manuscrit a pour objectif de décrire et analyser mathématiquement un modele
de croissance des tumeurs avasculaires (cellules qui n’ont pas encore développé
des vaisseaux sanguins) qui utilisent la concentration des nutriments comme in-
connue en plus de la frontiere de la tumeur qui est une partie inconnue.

Ce modele, introduit par McElwain et Morris dans [19], prend en compte 1'effet
de l'apoptose (mort cellulaire programmée) et qui peut étre formulé comme un
probleme a frontiere libre. La caractéristique qui distingue ce modéle de ses pré-
décesseurs est I'hypothese du perte de volume de la tumeur due a 1’apoptose.

L'intérét d’étudier ce type de modele est dii a I'importance des résultats expé-
rimentaux fait par les biologistes (voir [20]) dans les laboratoires pour I’évolution
d’éventuels traitements sur des cultures de cellules "in vivo" des patients malades.
Les expériences "in vivo" permettent de reproduire de facon réaliste la croissance
d’une tumeur dans le stade avasculaire. (Voir [13]).

Il est évident que ce mémoire n’a aucune prétention d’innovation, il est la synthese
de certains papiers scientifiques.
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0.2 Généralités sur le cancer

Le cancer est une maladie tres complexe qui continue de dévaster des vies et
cause une mortalité importante dans le monde. Cette maladie est caractérisée par
une croissance incontrolée des cellules affectées.

Plus de 60 000 milliards de cellules composent le corps humain, ce sont elles qui
forment les tissus constituant nos organes comme le foi, le coeur ou les poumons...

Lorsque le corps en a besoin, nos cellules se divisent pour donner de nouvelles
cellules qui remplacent celles qui sont en fin de vie ou défaillantes, ce qui permet a
nos tissus de conserver au fil du temps leurs formes et leurs fonctions respectives.
Toute cellule est donc programmée pour se multiplier et mourir. Ce programme
complexe et ordonné est commandé par le centre de la cellule, le noyau qui regoit
des ordres de nos genes a travers I’ADN, contenu dans les chromosomes.

Parfois, certains de ses génes subissent une altération. Ainsi, le noyau transmet
alors des ordres anormaux et la cellule se déregle. Elle se multiplie sans controle et
devient immortelle pour former une tumeur.

Ainsi, pour survivre, la tumeur cancéreuse développe des vaisseaux sanguins.
IIs vont lui fournir 1'oxygene et les nutriments nécessaires, qui vont la faire vivre
et grossir, ce phénomene est appelé 1’angiogenese.

Ces cellules peuvent ensuite envahir d’autres parties de corps pour se multiplier et
réalisent de nouvelles tumeurs. On parle de métastases.

Ceci dit, malgré le développement de la science et tous les efforts employés
en médecine, nous ne savons pas prédire a 1’heure actuelle de maniere précise le
développement d'une tumeur donnée, ni d’optimiser le traitement anti tumorale
en diminuant la toxicité sur les cellules saines.

0.3 L’intérét de la modélisation en cancérologie

Le cancer est un domaine de recherche tres étudié en médecine et en biologie
mais aussi fait 1’objet de beaucoup de recherches en mathématiques.
En fait, la modélisation mathématique pourrait apporter des éléments de réponses
sur la croissance des cellules cancéreuses et ses différents mécanismes.
Ils nous est évidemment impossible d’apporter une liste exhaustive de toutes les
contributions que les mathématiques prodigue a la biologie mais nous avons des
modeles estimés intéressant pour comprendre le fonctionnement du cancer.

Un modele mathématique peut présenter des phénomenes de la vie réelle. Nous
pouvons formulé des hypotheses sur ces modéles et élaborer par la suite une
théorie.

En intégrant les connaissances médicales avec une bonne modélisation mathéma-
tique sur la croissance des tumeurs cancéreuses, il est possible de comprendre un
peu plus sur la maladie.
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0.4 Présentation du modele de ce mémoire

En 1978, McElwain et Morris [19] ont introduit un modele de croissance tumoral
qui prend en compte le phénoméne naturel de 1’apoptose.
Du point de vue expérimentale, ce modele est trés important puisque nous pouvons
décrire explicitement et numériquement le volume de la tumeur solide au cours du
temps.
Si on note par Q(t) C R, la région de la tumeur cancéreuse a l'instant t > 0 et
par R(t) son rayon, alors pour x € Q)(t), le processus classique de diffusion montre
que la concentration d’oxygene u(x, t), satisfait 1’équation :

d
a—Ltl = DAu — Af(u) (1)

ou D est le coefficient de diffusion et Af(u) est le taux d’oxygéne consommé avec
A > 0.
Dans le papier de McElwain et Morris [19], la fonction f est donnée par :

f(u):{1 siu>p

u i <
p o stusp,

ol y une valeur critique.
En notant aussi, le volume de Q)(t) par V(t), alors la dynamique du rayon de la
tumeur est donné par :

%(@) _ /OR(” /02" [ (5(u) ~ N(u))r?sinododp ar )

ott S(u), N(u) sont les taux locaux de prolifération et de mortalité respectivement.

Les expériences faites (voir [20]) permettent de voir les changements de la tu-
meur cancéreuse lors des premiers stades de sa croissance, ainsi que 'apparition
de nouvelles régions (on parle de phase lorsque la tumeur développe une nouvelle
région) suite a la diffusion limitée de 1'oxygene au centre de la tumeur.

Nous signalons aussi la complexité du modele de croissance tumorale vasculaire
(céllules qui ont développé des vaisseaux sanguins pour s’alimenter) surtout avec
le manque de fiabilité des résultats expérimentaux.

Ceci dit, ces probléemes ont dissuadé beaucoup de théoriciens a modéliser cette
phase de croissance.

Dans ce travail, nous allons analyser le modéle de McElwain et Morris. Pour
éclaircir les résultats obtenus, nous avons supposé dans un premier temps (voir
chapitre 3), un modele "simple" avec une fonction f donnée par :

f(u):{s siu<pu

1 siu>up
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oue > 0.
L'objectif majeur de ce mémoire est 1'étude mathématique des solutions station-
naires et radiales (symmetriques) du modéle de McElwain et Morris formulé
comme un probléme a frontiere libre avec les inconnues suivantes :

e Niveau de concentration de 'oxygene dans la cellule.

e Rayon externe de la tumeur.

e Rayon de la nouvelle région qui apparait a I'intérieur de la tumeur.

0.5 Organisation du manuscrit

Ce travail est constitué de quatre chapitres. Dans le chapitre 1, nous rappelons
quelques outils utiles pour la suite telle que I’équation de Laplace en dimension
N et la méthode de Frobenius pour la résolution des équations différentielles ordi-
naires.

Dans le chapitre 2, nous présentons un petit panorama biologique des cellules
cancéreuses et les principales caractéristiques. En outre, quelques modeles mathé-
matiques de croissance avasculaire ont été présentés dans cette partie.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude mathématique du modéle de McElwain
et Morris dans le cas ol le taux d’oxygéne consommé est constant.

Finalement, dans le chapitre 4, nous étudions le modele pour un taux d’oxygene
consommé non constant.



PRELIMINAIRES

Dans cette section, nous allons rappeler quelques outils et notions mathéma-
tiques utiles et nécessaires pour la suite de notre travail.

1.1 Equation de Laplace en dimension N

Soit x = (x1, X2, X3, ...., XN ) les coordonnées cartésiennes dans RN, N > 2 et soit

r=lxl= /2 + B+l

Pour une fonction u € C?(RVN), nous notons par 327”2‘ les dérivées secondes par
rapport a x;. ]
Le Laplacien de u est donné par :
N 9%u
Au=Y — (1.1)
2 7
=1 0%
et 'équation de Laplace dans RY est la suivante :
Au(x) =0, x€RN. (1.2)

Les fonctions u vérifiant (1.2) sont dites harmoniques.

A cause de la nature symétrique du Laplacien, nous nous intéressons aux solu-
tions symétriques dites "radiales". Plus précisément, nous cherchons une fonction
harmonique v de R telle que

u(x) = o(|x]).
Remarquons que la solution radiale permet de réduire 1'équation de Laplace a

une équation différentielle ordinaire.
Posons :
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alorsona:
ou dv dr  x;90V
ox; orox; ror
ou
o X; X
0x; \/x%—i—xﬁ—l—...—kx%\, r
Ainsi,
Pu 9 ,ou
a7~ o, ox,)
0 ,Xx;0v
= 8_x1(7§)
x; @ ,0v, 9(3)av
= oo T oy ar
Alors

Pu _*vx; 1 x7 9o

oxz  orZe2 'y r3)§'

Ainsi, on obtient,

N 2
o“u
Au=) —
= 0x;
020 N &2 oo ¥ 1
“ar L) e L)
i= i=
9% N-1dv
o2 r or
0 Jv 1
_ | .N=1 N-2/n7 _ 1197
o E)r2+r (N 1)81’ rN-1

1 0,500
- yN-1 ar(r ar)'

(1.3)

(1.4)

Dans ce mémoire, nous travaillons en dimension N = 3 et nous allons utiliser les

solutions de 1’équation

1
r—zg(ﬂg—:) = A, pour r € RY,
qui implique que
d, ,0v
5(7’25) = /\7"2.
En intégrant, on a
3
rzg—: = A% + cq, ou c1 €R.

(1.5)
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Dong,

0V A €1
gd?’ = /(g?’"‘r—z)d?‘

Ainsi, la solution générale de (1.5) est :

o(r) = %rz + %cl +co. (1.6)

oucy; € R

1.2 Coordonnées sphériques et volumes

Dans cette section, nous rappelons aux lecteurs le volume d’une sphere dans
IR3 en utilisant les coordonnées sphériques. La formule explicite du volume va étre
utilisée le long de ce travail.

Soit les coordonnées sphériques (r,6,¢) d’un point M(x,y,z) de R?, ou r est le
rayon, 6 est la colalitude et ¢ la longitude. Alors

x = rsinfcos ¢
y = rsinfsin¢
zZ =rcoso,

telles que :

0<r<R,R>0, 0<0<met0 <¢ <2m.

Ce systeme de coordonnées permet de calculer le volume d'une sphere en fonction
de son rayon R.

Soit B := B(R) = {(x,y,z) € R¥/ x>+ y>+ 2> < R?} la boule de centre 0
et de rayon R. En utilisant les intégrales triples, on sait que le volume de B est
donné par :

V(B) = //dedydz.

Sachant que le Jacobien des coordonnées sphériques est donné par :

sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing
X, Y,z e . .
](r 5 4)) = |sinfising rcosfsin¢g rsin6cos¢

cos 0 —rsinf 0

— —+%sin 6,
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alors nous avons :

= /// r? sin Odr do d¢
B

R T 27
- / Pdr / singdo [ dg
0 0 0

= (5], 1-costis o

_ 47R3
=5

1.3 Méthode de Frobenius

Dans cette partie, nous introduisons le lecteur & une méthode classique pour
la résolution des équations différentielles due a Frobenius et qui consiste a cher-
cher des solutions sous forme des séries entieres. Pour cela, considérons 1'équation
différentielle suivante :

y"(x) + P(x)y'(x) + Q(x)y(x) =0, (17)
ol P et Q sont des fonctions réelles données.
Définition 1.1 On dit que x = a est un point singulier régulier de I'équation (1.7) si

lim(x —a)P(x) et )lgr}l(x —a)2Q(x) sont finies.

X—a

Définition 1.2 Si les fonctions p(x) et q(x) sont analytiques au voisinage de a et sont
données par :

p(x) = (x —a)P(x) = co+c1(x —a) +co(x —a)® + ... et
g(x) = (x —a)?Q(x) = by + b1 (x —a) + by(x —a)* + ...,
alors pour toute fonction y de la forme y(x Z an(x —a)"*%,s > 0, nous appelons
I'équation indicielle, I'équation suivante :
s(s — 1)+ cos + by = 0. (1.8)
L’idée générale de la méthode est de chercher une solution sous la forme

Z ay(x —a)"*°. Pour plus détails, nous renvoyons le lecteur a [27].

Nous ecla1rc1ssons cette méthode par I'exemple important suivant.
Pour r € (0,a), soit le probleme

{u”(r) + 20 (r) —cu(r) =0 (E)
0,u(a) =

W (0) = (1.9)
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ouab,ceRY.

Remarquons que r = 0 est un point singulier régulier de (E) car :

.2 .
limr= =2 et limréc=0,
r—0 1 r—0

avec P(r) = 2 et Q(r) = —

Ainsi, soit
—+o00
=Y a"
n=0

—+o0
W' (r) =Y (n+s)a," 1
n=0

+oo
u'(r)=Y (n+s)(n+s-— 1)a,r" 2,
n=0

En remplacant dans (E), on obtient
—+00
n=0 n=0
qui implique que
—+o0
n+s)(n+s+1)a,r" 52 —c an =
) (n+s)(
n=0

D’apres la définition (1.2), 'équation indicielle est donnée par :

s(s—1)+2s=0.

Ce qui donne deux points =0 ous = —1.
s=0, ap2= ¢ a n=20,1,2
- Y n+2 — (n+2)(n+3) nrs — Yy L&y
c
-1, — =0,1,2, ..
° 2= )2 "

Si nous choisissons ay # 0 et a; = 0, nous avons

—+00 —+o00
Y (n+s)(n+s—1Dapr" 2 +2 Y (n+s)a™52—c Y apts

(1.10)

(1.11)
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a partir de( 1.10), a partir de (1.11),
partir d partir d
__ C _cC
ar = mﬂo ) = ﬁll()
_C _ _ ¢ —
ag—ﬂal—o a3—ma1—0
2 2
C C C C
a4 = 7542 = 5740 | 4 = 37492 = 7740
_ . 0 _ ¢ _ 2 0
as = 5g43 = grd1 = as = 1543 = 571 =
_ c" . _ "
ary = mao. Aoy = (Z—n)!ﬂo.

Posons ayp = 1 et &« = +/c alors :
e Sis=0,ona:

+00 lXanZn

—+00
um(r)=Y apr =Yy ———
,;0 " ,g(znﬂ)!

1 400 (ar)2n+1

ar HZ (2n+1)!

=0
__ sinh(ar)
o ar
e Sis=—-1,ona:
( ) —FZOO on 1 —lio “2111,211—1
Us(r) = Aot~ = _
n=0 ! n=0 (21’1)!

B 1 +ZOO (0(1,)271
7 = (2n)!
_ cosh(ar)
E—

Donc u; et up sont deux solutions indépendantes, et la solution générale de I'équa-
tion différentielle (E) est :

u(r) = Cruq(r) + Coua(r). (1.12)
_ ¢ sinh(ar) +C2cosh(ocr), (1.13)
ar r

ou C; et C; sont deux constantes réelles.
En utilisant la condition que u/(0) = 0, nous avons :

ar cosh(ar) — sinh(ocr)} LaC (cosh(ocr) )'
2\ —— |
r

10 —
u'(r)=0C s

10
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quand r — 0
h — sinh
ar cosh(ar) : sinh(ar) o,
ar

car

ar cosh(ar) — ar ar

“(rz ) = W[cosh((xr) —1]
_ cosh(ar) — 1 NS
r

Alors,

uW'(0)=0= ¢, =0.

Maintenant, en utilisant la deuxiéme condition u(a) = b nous avons :

sinh(aa)

u(a) =C o

=b
Ainsi, la solution de (1.10) est donnée par

_ asinh(ar)
ulr) = b aa (1.14)

11



LA MODELISATION MATHEMATIQUE DU
CANCER

L’objectif de ce chapitre est double, d"une part expliquer quelques notions bio-
logiques liées a la croissance tumorale afin de comprendre 1’évolution du "Cancer"
et les différentes phases de son développement.

D’autre part, présenter quelques approches qui peuvent étre utilisées pour modé-
liser mathématiquement la croissance des tumeurs cancéreuses.

2.1 Biologie des tumeurs cancéreuses

Dans cette partie, nous présentons quelques connaissances biologiques géné-
rales sur les cellules cancéreuses. Il ne s’agit pas d'une description détaillée mais
juste de quelques informations utiles pour la suite de notre travail.

2.1.1 C’est quoi le cancer?

Un cancer est un amas de cellules appelé aussi tumeur qui n’est plus sensible a
la régulation de la division cellulaire dite "mitose".
Rappelons qu'une cellule au comportement "normale" dispose de divers méca-
nismes pour se développer, elle joue un role central en biologie.

Une cellule, dite "cellule mere" suit un processus appelé "cycle cellulaire" qui
correspond au développement et la multiplication des cellules. Il repose sur deux
phénomenes : la croissance de la cellule jusqu’a doubler son volume et la division
de la cellule mere en deux cellules identiques dite "cellules filles".

Ainsi, le déreglement du bon fonctionnement du cycle cellulaire permet 'appa-
rition de la tumeur qui va modifier I'information génétique de la cellule. Cette
modification dite "mutation" va créer une cellule cancéreuse qui nécessite beau-
coup d’oxygéne et de nutriments pour se diviser et se proliférer. (Voir figure
2.1)

12
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‘ Principe de développement du cancer ‘

Cellule
" | normale

Changement \/\ J
génétique

Dedoub\ement Q 1

Cellule . §
maligne ‘\

Tumeur
maligne

FIGURE 2.1 — Principe d’évolution d'une tumeur. Source [21]

2.1.2 Les étapes du développement du cancer

Au cours de son développement, les cellules cancéreuses passent par trois
grandes étapes :

1. La phase avasculaire
Elle est appelée aussi phase d’initiation. Ici, la tumeur commence a croitre
en consommant les nutriments et 1’oxygene qui arrivent par diffusion dans le
micro environnement.

2. La phase vasculaire
Lorsque la tumeur atteint une taille élevée et ne peut plus continuer sa crois-
sance, elle développe ses propres vaisseaux sanguins pour l'alimenter. Ce
phénomene est appelé "angiogeneése".

3. La phase métastatique

Les cellules cancéreuses se disséminent a travers 1’organisme afin de fonder
les tumeurs dans I’ensemble du corps. Ces tumeurs sont dites "métastases".

invasion —

angiogenése —
s aique

FIGURE 2.2 — Les trois grandes étapes d’évolution d'une tumeur

2.1.3 Les principales caractéristiques du cancer

Les caractéristiques des cellules cancéreuses sont définies comme des capacités
fondamentales permettant a une cellule cancéreuse de survivre, de proliférer ou
de se disséminer.

D. Hanahan et R. A. Weinberg dans leur article [11] ont défini six caractéristiques
fondamentales du cancer.

13
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1) Autonomie de croissance :

Une cellule cancéreuse a la capacité d’ignorer les signaux stimulant le controle
de la production dans une cellule. Elle peuvent ainsi maintenir une prolifération
continue.

2) Insensibilité a 1a non-prolifération :
Une cellule cancéreuse est capable d’échapper aux mécanismes qui limitent la
prolifération.

3) Résistance a I’apoptose :

L’apoptose est le phénomene de mort cellulaire programmée, au cours duquel,
'organisme élimine les cellules "anormales".

Les cellules cancéreuses ont la capacité d’ignorer les signaux de I'apoptose a travers
d’autres mécanismes.

4) Réplication a l'infini :
Une cellule cancéreuse n’est plus soumise au mécanisme limitant le nombre de fois
ot une cellule peut se reproduire.

5) Angiogenese :

Pour se diviser, les cellules ont besoin d’un apport important en oxygene et nutri-
ments. Une fois que la tumeur a atteint un volume important, la vascularisation
n’est plus suffisante pour la croissance de la tumeur.

Ainsi, les cellules cancéreuses ont la capacité de créer de nouveaux vaisseaux
sanguins pour étre irriguer.

6) Invasion métastique :
Une cellule cancéreuse qui suit le phénomene d’angiogeneése a la capacité de se
détacher et pénétrer dans d’autres organes formant ainsi, une métastase.

Pour plus de détails, nous invitons le lecteur a voir [11] et [17].

2.2 Quelques modeles mathématiques de croissance
tumorale

La modélisation mathématique est apparue comme une approche complémen-
taire aux approches biologiques. Ainsi, beaucoup de modeles sont nés de collabo-
rations entre mathématiciens, biologistes et médecins.

Dans cette section nous proposons un ensemble non exhaustive de modeles mathé-
matiques liés a la croissance des tumeurs solides. Nous renvoyons le lecteur aux
articles [5], [20] et [24] pour un panorama des modeles de la littérature.
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Chapitre 2. La modélisation mathématique du cancer

2.2.1 Les premiers modeles en cancérologie

Une des maniéres la plus simple de modéliser la croissance tumorale est de
considérer la taille d'une population cellulaire. Ainsi, beaucoup de modeles pro-
viennent des modeles classiques de dynamique de population.

En effet, les cellules cancéreuses suivent un processus de mortalité et nécessitent
des nutriments pour survivre. Nous proposons de rappeler quelques modéles
classiques.

1. Modéle de Malthus

En 1798, Thomas Malthus [16] proposait un modéle qui consiste a écrire que les
taux de naissance et de déces sont proportionnels a la taille d’une population.
En s’inspirant de ce modele et en choisissant N(t) la taille tumorale a 'instant ¢,
I’évolution de la tumeur est donnée par :

dN
E = /\N, (2.1)

ou A est le taux de croissance de la cellule. Si N(0) représente la taille initiale de la
tumeur, alors la solution de (2.1) est :

Cependant, ce modele n’est pas réaliste car une tumeur ne croit pas indéfiniment.
2. Modéle de Verhulst

Par la suite, Pierre-Francoise Verhulst [26] définit une fonction mathématique dite
"logistique" qui permet d’écrire la croissance d’une population en prenant compte
du milieu (c’est a dire les contraintes de croissance).

Ainsi, pour le modele de Verhulst [26], la croissance de la taille d"une tumeur est

donnée par

dN N
E = /\N(l — K), (2.2)

o A > 0et K> N(0) > 0 est la taille critique de la tumeur.
La solution de (2.2) est donnée par :

B KN(0)eM
N(t) = K+ N(0)(eM —1)

Ce modeéle permet de prendre en compte la limitation de la croissance tumorale
due a des facteurs naturels.

15



Chapitre 2. La modélisation mathématique du cancer

3. Modéle de Gompertz

Un des modeles connus pour modéliser 1'évolution d’une tumeur est le modele de
Benjamin Gompertz.

En effet, en 1825, B. Gompertz [8] proposait une fonction mathématique pour ef-
fectuer des calculs en assurance vie. En utilisant cette fonction et en observant que
les cellules cancéreuses ont une croissance exponentielle dont la vitesse diminue a
mesure que la taille de la tumeur augmente pour atteindre une taille maximale, A.
K. Laird [15] propose le modele suivant (dit le modéle de Gompertz) :

dN K

i /\Nln(ﬁ), (2.3)

ou K est la taille maximale que peut atteindre la tumeur. La taille tumorale est
donnée par :

w)ef)\t

N(t) = Ke™x )™ > 0.

Remarquons que les trois modeles précédents restent tres restreint puisqu’ils
ne considerent pas beaucoup de facteurs biologiques dans le développement d"une
tumeur. Les vrais premiers modeles mathématiques sur la croissance tumorale
remontent aux années 30. Plus précisément, en 1928, A.V. Hill [12] a utilisé I'aspect
biologique d'une cellule cancéreuse et en 1932, W.V. Mayneord [18] modélise la
croissance des cellules cancéreuses sur une population de rats.

Plus tard, en 1955, Thomlinston et Gray [25] ont proposé un modele qui prend en
compte la diffusion et la consommation des nutriments avec un rayon de la tumeur
qui est supérieur a un rayon critique qui forme le coeur nécrotique (ou la nécrose)
dans une cellule cancéreuse.

2.2.2 Les modéles spatiaux décrivant I’évolution d’une tumeur :

Le premier modele décrivant la croissance tumorale dans l'espace a été proposé

par H.P. Greenspan [9] ou il a utilisé des équations aux dérivées partielles (EDP)
afin de modéliser la distribution spatiale de 'oxygene.
Son modele permet de décrire le rayon de la tumeur en fonction du niveau d’oxy-
gene. Plus précisément, 'augmentation du rayon correspond a la prolifération des
cellules cancéreuses limitées par la quantité d’oxygene diffusant dans ces tissus.
Les cellules qui ne recevaient pas assez d’oxygene entre en nécrose (explosion de
la cellule).

Soit ()(t) un amas avasculaire des cellules cancéreuses supposé de symétrie
radiale (Q)(f) est une boule en dimension 3) a 'instant ¢ > 0.

Notons par R(t) le rayon de la tumeur et par u(r,t) la concentration des nutri-
ments (comme 1’oxygene ou le glucose) a l'instant ¢ et distance r dans la région

16



Chapitre 2. La modélisation mathématique du cancer

0 <r <R(b).
Le processus classique de diffusion assure que u satisfait I'équation de réaction-
diffusion suivante

ou

= = DAu— f(u), (2.4)

ou D > 0 est le coefficient de diffusion dépendant du tissu cellulaire et f est le
taux de nutriments consommé.

A cause de la nature symétrique du Laplacien (voir Préliminaires), on peut encore
écrire (2.4) comme

ou DoJ, ,ou
gzr—zg(r g)—f(“)-

2.2.3 Le modéle de Greenspan

Dans [9], H.P. Greenspan a supposé que f(u) = Au, avec les conditions sui-
vantes :
u(r,0) = up(r), 0<r<R(t)
qu(0,t) =0,
u(R(t),t) = oo

ou ug est une fonction donnée et uq est la concentration des nutriments sur le bord
de la tumeur supposée constante.

Etant que son objectif est 1’évolution du rayon R(t) de la tumeur, il introduit les
fonctions S(u) et N(u) qui sont les taux locaux de prolifération et de mortalité des
cellules respectivement.

Ainsi, en notant V le volume de Q(t), le principe de conservation des masses
permet de dériver 'équation suivante :

av
E - VS - VN/ (25)
ou
Vs(u) = ///S(u)r2 sin 0 df d¢dr
et

Vn(u) = /// N(u)r?sin 6 df dgdr.

La simplification de 1’équation (2.5) implique que :

% (@) = ///[S(u) — N(u)]r*sin 0 d6 d¢ dr,

qui peut étre encore réduite a :
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RZ(Z—IE _ /0 s u) - N (2.6)

Un autre modele étudié par Greenspan [10] et développer numériquement par
Byrne et Chaplain [3], est le suivant :

ou
Yl DAu — AH(u —c),

ou H est la fonction de Heaviside et ¢ est une constante critique pour que la cellule
explose (devient nécrose).

La discontinuité de la fonction de Heaviside crée un ensemble inconnu {u = c}
appelé "frontiere libre". Ainsi, les points de cette frontiere vérifiant u(r,t) = ¢, pour
r € (0,R) et t > 0 satisfont I"équation :

ol ¢ est une fonction continue.
Notons par W = {r < ¢(t)} la région nécrotique et QO\W = {¢(t) <r < R(t)} la
région de prolifération. Alors, Greenspan [10] impose les conditions suivantes :

50,0 =0,

u(r,0) =ip(r), 0<r<eg(t)
u(R(t),t) = teo

B(rt)=0,  r=q(t),

avec iy est une fonction donnée.
D’autre part, si R(0) = Ry, alors la dynamique du rayon de la tumeur est donnée

par :

dR R(#)
R(0) g = [ 186 = NGl dr, 27

avec

u(r,0) = up(r), si0 < r < Ry,

ou ug vérifie les deux conditions suivants :

up =c si0 <r < ¢(0)
c<up <o sip(0)<r<Ry.

avec ¢(0) est une fonction donnée.
En s’inspirant du travail de Greenspan [10], beaucoup d’autres modeles ont été
généralisés, voici une liste non exhaustive [3],[4],[5],[6],[7],[22] et [23].

18



Chapitre 2. La modélisation mathématique du cancer

2.2.4 Le modele de McElwain et Morris

En 1978, McElwain et Morris [19] ont étudié 'effet de 'apoptose (mort cellu-
laire programmeée) en intégrant un taux de dégradation cellulaire méme dans les
régions proliférantes de la tumeur.

Ce travail prend en considération les résultats expérimentaux étudiés par J.ER.
Kerr dans [14] en démontrant qu'un taux de perte constant de cellules est souvent
observé dans toute la région considérée.

Ainsi, McElwain et Morris [19] ont donné naissance a un nouveau modele de
croissance tumorale définit comme suit :

Soit u(r,t) la concentration d’oxygene de distance r a l'instant t. Alors dans la
région 0 < r < R(t), la concentration u est donnée par 1’équation suivante

3—1; = DAu—Af(u), dans Qf(t), (2.8)

f(u):{l siu>u

LGy <
y stus<py

avec y > 0, une valeur critique et A > 0.

Comme indiquer par Greenspan dans [9], le temps de diffusion de I'oxygene se fait
par minutes, alors que le doublement de la tumeur peut étre fait en des semaines
ou mois. Ainsi, la concentration d’oxygéne u est quasi-stable et vérifier I’équation
suivante :

9,0
0= r%g (rza—;l> —Af(u) dans Q(t) = {0 < r < R(t)}, (2.9)

avec les conditions

u(R(t)) = teo
%(0) =0.

ol U est une constante positive.

Dans ce mémoire, nous allons étudier le modele de McElwain et Morris [19]. (Voir
le chapitre 4).

Nous avons préféré commencer par étudier le cas ou le taux d’oxygéne consommé
est constant, c’est a dire pour ¢ > 0;

f(u):{e siu<u

1 siu>p.

Dans ce cas, nous pouvons voir explicitement le nombre de solutions positives et
les différentes branches de bifurcation.(Voir le chapitre 3).
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ANALYSE DU MODELE AVEC UN TAUX
D’OXYGENE CONSOMME CONSTANT

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier le modele de McElwain et Morris [19]
introduit précédemment dans le cas ot le taux d’oxygeéne consommé est constant.
Cette étude permet de voir explicitement le rayon de la tumeur et les différentes
solutions envisagées.

Rappelons que si Q)(t) est une tumeur a l'instant ¢ avec un rayon R(f) et u repré-
sente la concentration de 1'oxygene, alors elle vérifie le probleme suivant

®) {722% (rzg_brt) = Af(u), dans Q(t) = {0 < r < R(¢)}

ol U est la concentration d’oxygene sur le bord (supposé constante et vérifie
Uoo > 1) et f donné par :

1 siu>p

f(u)=1+(€—1)H(i4—M)={

e siu<uy,

avec ¢, A, u des constantes positives.

Remarquons que le probleme (P) est un probleme a frontiere libre. En ef-
fet, la fonction f est discontinue en u et ceci génere une frontiere définie par
I'={re (0,R)/u(r) = u} appelée "frontiere libre".

Notre objectif est aussi I’évolution du rayon de la tumeur R(t) qui vérifie I'équation
différentielle suivante

(Ry) R2R — [R5y — N(u)]r? dr
1 R(O) - RO
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Chapitre 3. Analyse du modele avec un taux d’oxygéne consommé constant

avec S(u) représente le taux de prolifération donnée par :

S(u) = Af(u), s>0

et N(u) représente le taux de mortalité des cellules donnée par :

N(u) =1, n>0.

Premiérement, nous considérons le cas ou f(u) = 1 (absence de frontiere libre).

3.2 Phase 1 (Croissance normale)

Dans cette section, nous étudions le probleme (P) avec une fonction f de la
forme f(u) = 1. Ainsi, nous avons le probléme suivant :

(P1) %% (#%) = A, pour 0 <r < R(t)
u’(O) =0, H(R) = Ueco

taux de croissance

normal

FIGURE 3.1 — Croissance normale

Pendant cette phase, la tumeur est composée des cellules proliférantes, certaines
meurent en raison de l'apoptose et la consommation d’oxygene est constante.
Nous appelons u solution de (P1), toute fonction u € C?(Q)(t)) et vérifiant (P1).
Un calcul simple donne la concentration d’oxygeéne u solution de (P1) par :

Ao o
—6—D(R — 7). (3.1)

Maintenant, nous formulons 'équation du rayon de la tumeur pour cette phase.
Soient S(u) = A et N(u) = 5, les taux de prolifération et de mortalité des cellules

u(r) = oo
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respectivement, alors nous avons :

av

o = @A-mVv. (3-2)
Sachant que le volume V = 4”TR3, alors
47dR% _ 4nR°

3 ar = 3 Ao

4m (. ,dRY 4nR3

Ceci implique que

— de_R — MRQ

dt 3
Ainsi,
dR (A —7
dt ( 3 )R
qui implique que
(=)
R(t) = Cel 7/, (3:3)

ol C est une constante réelle.
En utilisant la condition R(0) = Ry, nous avons

Ay
R(t) =Rpe 3 ', t>0. (3-4)

Remarquons que la tumeur reste en phase 1 (croissance normale) jusqu’a ce
que la concentration atteint la valeur critique u. Mathématiquement, ceci revient a
dire que la tumeur passe a une autre phase si #(0) = p.( La fonction u est convexe,
donc u(0) est la valeur minimale de la fonction u).

Ainsi, en remplagant dans la solution (3.1), nous trouvons R* le rayon de la tumeur
quand elle fait le passage de la phase 1 a la phase 2. Plus précisément,

_ Ao
u(O)—y=>uoo—6—DR =

Ainsi, le rayon R* est donné par :
R =1/ = (e — ). (3-5)
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3.3 Phase 2 (Croissance ralentie)

Dans cette phase, la tumeur développe une nouvelle région due au manque de
nutriments. Ici, la concentration de 1’oxygene vérifie le probleme suivant :

(P2) {%% <r2%—’;) = Af(u) dans 0<r<R(t)
u'(0) =0, u(R) =i,

1 siu>y,

f(u):{s siu<pu

avec € > 0.

taux de croissance
F b i
u(R) = ux - normal

FIGURE 3.2 — Croissance ralentie

Etant donné que la fonction f est discontinue en y, alors a l'intérieur de la région
0 < r < R(t), nous avons une partie inconnue notée parI' = {r € (0, R) /u(r) = u}.
Cette partie dite frontiere libre représente la "frontiere inconnue" de la nouvelle
région développée a l'intérieur de la tumeur Q(f).

Si on note par r( le point vérifiant u(r) = u et puisque u est strictement convexe
(Au > 0), alors nous pouvons écrire le probleme (P2) dans les différentes régions
comme suit :

rP) =2 si0<r<r
r29) =)  sirg<r<R (3.6)
u(rg) =u, u(R)=us et u'(0)=0.

T VT
Yo Yo

Remarquons que le probleme (3.6) est un probleme a frontiére libre qu’il faut défi-
nir ses solutions.
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Définition 3.1 Une solution du probléme (3.6) est une fonction u € C?((0,R)\{ro}) N
CY([0, R]) vérifiant u(ro) = p telle que 52 (rz?)—”r‘) = Af(u) pour unr € ((0,R)\{ro})
et u'(0) =0, u(R) = Uco.

Le résultat essentiel de ce chapitre concerne l'existence et la multiplicité des
solutions données par le théoréme suivant :

Théoreme 3.1 Pour ¢ > 0, soient

27D (theo — 1) (e — 1)? 6D (oo — 11)
M= et Ay= ——n L2
2R(Y - ) R

Posons &* := %. Alors,
1) Pour € > 1 et € # €*, nous avons

i) Si A < Ay, alors le probleme (P2) ne posséde pas de solution.

ii)Si A = Ay, alors le probleme (P2) possede une solution unique avec une frontiere libre
donnée par i = (3=3) R.

iii)Si Ay < A < Ay, alors le probleme (P2) posséde deux solutions positives avec leurs
frontieres libres correspondantes r1, 13 € (0, R).

iv)Si A > Ay, alors le probleme (P2) posseéde au moins une solution.

2)Pour ¢ < 1, nous avons

i) Si A > Ay, alors le probleme (P2) possede une solution positive unique avec une frontiere
libre unique.

ii)Si A < Ay, alors le probleme (P2) ne possede pas de solutions (absence de frontiere libre).

Remarque 3.1 Le cas le plus intéressant est pour ¢ < 1 qui s’explique par un taux
d’oxygene consomé par la nouvelle région ( a l'intérieur de la tumeur) et qui est inférieur a
la valeur 1 correspondant au taux d’oxygene consomé par les cellules normales.

Le cas ot ¢ > 1, n'a pas de sens biologique mais reste trés intéressant du point de
vue mathématique. Ainsi, la valeur €* est une valeur critique pour laquelle il n’y a pas
de solution par la méthode utilisée ici. Nous renvoyons le lecteur a [2] pour un probleme
similaire apparaissant dans les modeles du climat.

Preuve du Théoreme 3.1

Dans la région (0, ), c’est a dire la région de croissance ralentie, nous avons

0 d
B <”23_1}l> =g, 0<r<rg (5:7)
u'(0) =0, u(rg) =p.
La solution de (3.7) est :
_EA . 5
u(r) = 6_D(r o) + - (3.8)

24



Chapitre 3. Analyse du modele avec un taux d’oxygéne consommé constant

Dans la région (7o, R), c’est a dire la région de croissance normale, nous avons

) o —
{%E <r23—$> =A, rg<r<R 9
u(rg) =u, u(R) = tleo.
La solution de (3.9) est de la forme :
o )\ 2 2 r — R 1’0 A 2 2
u(r)—uoo+6D(r R)+rO—Rr (y Ueo 6D(ro R%) ). (3.10)

La définition (3.1) de la solution de (P2) impose que u € C!([0, R]), cela signifie
que u satisfait la condition suivante

u'(rg) =u'(ry), (3.11)
ot u/(ry) et u'(ry ) représentant les dérivées a droite et a gauche respectivement en

ro.
Ainsi,

-y = A - My R
u (7’0 ) - 3Dr0+ (]/l Uoo 6D(rO R ))7’0(7’0 _R)’

et la condition (3.11) implique que

Ae A A s 5 R
3570—3—1)?04'(# Ueo 6_D<r0 R))ro(ro——R)
2(ro—R
qui donne
s
(e = 1Drg—Fx2 + 5(R* —r5)
Posons

3D(teo — 1)
(e — )2 B L 1(R2 — 12)

Nous allons étudier le comportement de la fonction ¢ suivant les valeurs de A.
Remarquons que la dérivée de g est

g(r) == , pour re€ (0,R).
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Ainsi, nous distinguons deux cas.

1)Le cas ot € > 1. (Voir figure (3.3)).

. N . toal s 27D (ueo—p)(e—1)?
e la fonction g posséde un minimum égal a 5(21;{2 ( e )(2) )
3712

enr* = (53) R.
e Pour r € (0,7*), la fonction g est décroissante.

e pour r € (r*, R), la fonction g est croissante.

FIGURE 3.3 — Le graphe de g(r) pour e > 1

Donc d’apres le graphe de g, on conclut que
e Si A < Ay = g(r*), alors ’équation (3.12) ne possede pas de racines.
e Si A = Ay, alors I'équation (3.12) possede une racine unique r*.

e Si Aj < A < Ay, alors I'équation (3.12) posseéde deux racines notées r; et
ra.

e Si A > Ay, alors I’équation (3.12) possede une racine.

2) Le cas ou ¢ < 1. (Voir figure (3.4)).
Pour ce cas, nous remarquons que pour un * € (0, R), la fonction g est strictement
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s 6D(ueo—pt)

croissante et posséde un minimum égal a ——>— en 0. Ainsi,

e Pour A > Ay, I’équation (3.12) posséde une racine unique.
e Pour A < Ay, I'équation (3.12) ne posseéde pas de racines.

Remarquons que si A < Ay, alors le probleme (P2) n’a pas de solutions avec
frontiere libre. Dans ce cas, nous avons u#(0) > u. Plus précisément, quand

A< Ay,

alors, )

6D (oo — 1
A< TR
qui implique que

A 2
u°°_6_DR > U

Ainsi, d’apres la solution de la phase 1, on a

u(0) > u.

G0
R?

FIGURE 3.4 — Le graphe de g(r) pour e < 1

Le dernier résultat de la phase 2 concerne le rayon de la tumeur Q(t).

Rappelons que le rayon de la tumeur est gouverné par 1’équation suivante

(Ry) R = foR(t) [S(u) — N(u)]r?dr
Y R(0) = Ro.
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Sachant que S(u) = Af(u) et N(u) = 7, alors on obtient 1’équation différentielle

suivante R(H)
dR
2 _ 12
R = [T ) -l

ro R R

:/ Asrzdr—i—/ )erdr—/ 17r2dr
0 ro 0
RB

Ard(e—1)
3
Ainsi, on obtient I’équation différentielle suivante

+ (A= 17)?.

dR  Ari(e—1) R
Fie T+(/\—77)§- (3-13)

Si on suppose que le 1y déterminé de la condition (3.11) est de la forme ryp = aR,
alors
dR
dt

Ad(e—1)+ A —7)

R( , (3.14)

s

3
C
ol C est une constante réelle.

En utilisant la condition initiale R(0) = R, nous avons

R(t) = Roe“'. (3.15)

Remarque 3.2 Le rayon R(t) de la tumeur depend de la valeur de la frontiere libre ry €
(0, R). Ainsi, si on arrive a déterminer la concentration de I'oxygene u, alors en utilisant
la condition (3.11), nous pouvons obtenir explicitement la frontiere libre correspondante.
Ceci dit, pour trouver la forme explicite de ry, il serait "plus simple” d’utiliser des méthodes
numériques.
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ANALYSE DU MODELE AVEC UN TAUX
D’OXYGENE CONSOMME NON CONSTANT

4.1 Introduction

L’'objectif de ce chapitre est 1’étude du modele proposé par McElwain et
Morris[19] décrivant la croissance tumorale. Nous signalons que dans ce papier,
les auteurs ont étudié le probleme pour les trois phases du développement de la
tumeur dans le stade avasculaire. Dans la phase 1 (déja étudié dans le chapitre 3),
toutes les cellules proliferent avec un taux normal et la région de la tumeur croit
exponentiellement.

Apreés un certain moment, le niveau des nutriments au centre de la tumeur dimi-
nue et les cellules ne sont plus capable de continuer a leur rythme normal, alors la
tumeur passe a la phase 2.

Dans cette phase, les cellules de la région externe proliférent normalement et les
cellules de la région interne subissent un ralentissement de la croissance.
Finalement, au centre de la tumeur, le niveau des nutriments peut atteindre encore
une autre valeur critique, ce qui ramene la tumeur a développer une nécrose
(région ot les cellules explosent). A ce stade, la tumeur est en phase 3.

Pour la clarté de ce mémoire, nous avons choisi d’étudier seulement deux phases
(phase 1 et phase 2).

Rappelons que la fonction u représente la concentration d’oxygene et elle vérifie le
probleme suivant

bo (ﬂ%‘) —Af(),  dans Q(f) = {0<r<R(H)

u'(0) =0, u(R(t)) =t

(4.1)

ot A > 0, ue représente la concentration d’oxygene sur le bord de Q)(t) et f(u) est
la fonction suivante

f(u)=1+(3—1)H(y_u):{1 siu > .

u 1 <
y o stu<p,
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ol u > 0 et H est la fonction de Heaviside.
Si on note par ry € (0, R) la valeur vérifiant u(r) = p, alors on peut encore écrire le
probleme (4.1) comme suit :

(Do ( ,0u "

}"_25 ( ar) A O0<r< 1o

Do au . (42)
r—zg ( a}") )L, ro <r < R(t)

' (0)=0, u(R(t)) = tc.

\

Notre but est de montrer 1'existence des solutions positives du probleme (4.1) et en
meéme temps l'existence de la frontiere libre T = {r € (0,R), u(r) = u}.
Rappelons qu’une fonction u est dite solution si elle vérifie le probleme (4.2) avec
u € C2((0,R)\{ro}) N C([0, R]) vérifiant u(rg) = u.

4.2 Les niveaux d’oxygeéne dans la phase 2

D’apres les résultats énoncés dans les préliminaires (voir section (1.1), équation
(1.5) et la section (1.3)), les solutions du probléme (4.1) sont de la forme

inh h
Clsm (ar) +c2COS (ar)

I/l(i’) — )\ xr ) r
6_Dr ~|—C3 + 4, ro <r < R(t)

p O<r<ry

ol cq,¢p,¢c3,¢c4 € R.
Dans la suite, nous allons déterminer les constantes ¢, ¢, c3 et ¢4 suivant les condi-
tions du probléeme (4.1).

4.2.1 Niveau d’oxygene dans la région de croissance normale

Ici, on est concerné par la région ryp < r < R(t) ol la concentration d’oxygene
vérifie le probléme suivant

Do ([ ,du
7’231’< ar) A, 19 <r<R
u(ro) =, u(R) = teo.

Ainsi, la solution de (4.3) est de la forme suivant

(4-3)

A 1
u(r) = @r teo tes

En utilisant la condition u(ry) = y, nous avons

1
u= 6D1’0—|—C3——|—C4,
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ce qui donne que
A, 1

C4 =Y — 6—D7’o - C3% (4.4)
D’autre part, la condition u(R) = ue implique que
A 1
@RZ + R + 04 = Uco. (4.5)

= (3 =

R?’o /\ 2 2
o—r1 (uoo |2 6D (7’0 R )) .

Ainsi, la solution u du probléeme (4.3 ) est

u(r) = oo + %(ﬂ — R+ (rz__llz)%o (y — oo — —— (15 — R2)) : (4-6)

4.2.2 Niveau d’oxygeéne dans la région de croissance ralentie

Pour la région 0 < r < ry, la concentration d’oxygene vérifie le probleme suivant

Do [ ,du\ . u
{m(f @) N o 47

u(rg) =p, u'(0) = up.
La solution de (4.7) est de la forme :

sinh(ar) cosh(ar)

u(r) =c s + o p

Le méme raisonnement utilisé dans la section (1.3) des préliminaires implique que
Cr = 0.

Donc

sinh(ar)

u(r) = p

En utilisant la condition u(ry) = u, nous avons

sinh(arp)

Cl——m—m—mm =
! Xro #

arop

- sinh(arp)

Ainsi, la solution de (4.7) est donnée par :

ro sinh(ar)

u(r) = p- sinh(arg) (4.8)
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4.2.3 Niveau d’oxygene sur la frontiere libre

Pour décrire le niveau d’oxygene sur la frontiere libre I' := {r € (0,R)/u(r) =
i} = (ro,0), ot 0 represente 1’angle, nous utilisons le fait que la solution du pro-
bléme (4.1) est de classe C!(]0, R]). Ainsi, la caractéristique essentielle de notre
probléme a frontiere libre est le fait qu’on a sur la frontiére une condition de ce
type

u'(rg) = u'(ry) (4-9)

ot 1’ (r] ) est la dérivée a droite en rg et u'(ry ) est la dérivée a & gauche en 7.
L’équation (4.9) permet de trouver un rg en fonction du rayon de la tumeur R.
Sachant que

u'(rg) = rﬁ(rozx coth(roa) — 1),
0

alors, la condition (4.9) implique que :
I = A - Ry R
” (row coth(roa) — 1) = ap’o T (y ) (r5—R )) o

Pour simplifier les calculs, nous multiplions par %0, ona

A Ueo A R
roa coth(ron) — 1 = %ro + (1 -2 (i - RZ))

Ce qui donne :

Ueo A 5\ 1r0—R A ’
" 1= (roacoth(rozx) 1 SVDTO) R +6yD( — R%). (4.10)

4.2.4 Rayon de la tumeur

Rappelons que le rayon R de la tumeur est gouverné par 1'équation suivant :

,dR

0
RO = /OR 1S (1) — N(u)] dr,

ou S(u) = Af(u) et N(u) = 1.
Alors, on a :
RZdR—/\/ f(u Zdr—q/

—A/ —rzdr+/ Arzdr—;ylé
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Nous remplagons la concentration u trouvée dans la région 0 < r < r(, on obtient :

dR A [0 urg sinh(ar) , A s 3 R3
RS 4 [T RO STVT) 2 4 (R —43) — .

at ulo r sinh(zxro)r e 3( 7o) =1 3
R3

___ Mo 0 Ains 3
= sinh((xi’o)/o sinh(ar)rdr + 3(R r3) — 1 T

Une intégration par partie implique que

To 7 3
de_R A HrCOSh(M)] B / 0 cosh(acr)dr} n %(RB’ I 77R_
0 0

dt — sinh(ar) o o

_ Arg rocosh(arg)  [sinh(ar)]™] A, 5 5 R3
~ sinh(ar) [ ® a2 ], * §(R ) T3
dR Arg rocosh(arg)  sinh(arp) A 3 4 R3
R2= = — Z(R3 = .
dt  sinh(ary) [ i a2 + 3( o) =1 3
Un calcul simple montre que :
dR roA A R
I ﬁ(m“ coth(arg) — 1) + W(Z@ —13) — 3 (4.11)

Ainsi, cette équation régit le mouvement de rayon externe de la tumeur.
Si on arrive a déterminer le ry de I'équation (4.10) en fonction de R, alors en
'injectant dans cette équation, nous pouvons déterminer le rayon.

Remarque 4.1 1) Dans le travail de McElwain et Morris [19], les auteurs ont étudié la
phase 3 (passage de la tumeur a une phase oit elle développe une région nécrose au centre).
Nous signalons aussi que les résultats expérimentaux ont montré qu’une tumeur peut
atteindre un état "stable” (sans 'apparition d’une nécrose). Dans ce cas, on parle d'une
tumeur dormante.

Pour étudier son rayon, nous posons ‘fi—lf = 0 pour obtenir un rayon R* vérifiant
oA \ A3 .3 R
W(?"Sacoth(lxro) —1) +W(R* —7’6 ) -7 3 = 0,

oil ryest la valeur vérifiant I'équation (4.10) .

2) Un autre cas examiné par McElwain et Morris dans [19] est I'hypothese que ue = U

(quand la valeur de I'oxygeéne sur le bord atteint la valeur critique).

L’interprétation biologique est que toutes les cellules sont dans une région de croissance

ralentie impliquant que ro = R. Ainsi, nous déduisons que R vérifie I'équation suivant
IR _

AR
W(D&R COth(OCR) — 1) — ? 0

33



Chapitre 4. Analyse du modele avec un taux d’oxygéne consommé non constant

nR2n
3A
Pour R > 0, I'équation (4.12) possede une solution pour tout A > 0.

= aRcoth(aR) — 1 = (4.12)
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié le modele construit par McElwain et
Morris qui peut étre formulé comme un probleme a frontiére libre. Ce modele est
basé sur des données expérimentales obtenues par beaucoup de biologistes.

Pour la clarté de ce mémoire, nous avons choisi d’analyser seulement deux phases
(phase 1 et 2).

Il serait intéressant de considérer la phase 3. Dans ce cas, la tumeur développe
trois régions a savoir une région de croissance normale, une région de croissance
ralentie et une région nécrose.

Un autre probléme ouvert dans ce type de modeéle est la stabilité des solutions
positives obtenues avec leur frontiéres libres et la stabilité du rayon de la tumeur.

Nous renvoyons le lecteur a voir les travaux de Friedman [4],[5], [6] et [7].

Enfin, il est peut étre envisageable d’ajouter a ce modéle l'effet de traitements
sur la croissance et sur la distribution des cellules.
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