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2.2.4 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.2.5 Suites de Niederreiter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.3 Hasardisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Introduction

Le domaine de l’analyse numérique offre plusieurs méthodes d’approximation. Cer-

taines de ces méthodes sont plus adaptées à quelques types de problèmes que

d’autres. Dans ce travail, nous allons nous intéresser aux méthodes quasi-Monte

Carlo. Les méthodes de Monte Carlo sont des techniques de simulation utilisant

des nombres aléatoires, ce qui a donné leur nom. Ce dernier fait allusion aux jeux

de hasard pratiqués à Monte-Carlo. L’appellation ”Monte Carlo” est due à N.

Metropolis, inspiré de l’intérêt de S. Ulam pour le pocker, car Monte-Carlo est un

grand centre de casinos, et a pour origine la similarité avec les jeux de hasard. Les

méthodes de Monte Carlo ont été portées au nues à leurs débuts et c’est après la

deuxième guerre mondiale qu’ils ont acquis une véritable reconnaissance. S. Ulam,

N. Metropolis et notamment Von Neumann, ont utilisé les méthodes de Monte Carlo

à Los Alamos pendant la préparation de la bombe atomique avec la collaboration

de nombreux scientifiques. Comme les recherches à Los Alamos étaient secrètes,

la première publication dans le domaine n’est parue qu’en 1949 voir [38]. Par

la suite, le développement de ces méthodes a accompagné les développements de
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l’informatique. En effet, dès 1945 J. Von Neumann conjecturait le potentiel des or-

dinateurs pour la simulation stochastique [60]. Ces méthodes ont jouit d’une bonne

réputation dans de nombreux domaines où les méthodes d’analyse numérique étaient

inapplicables ou très coûteuses. Par exemple, on a recours aux méthodes de Monte

Carlo pour résoudre des problèmes d’équations aux dérivées partielles où les données

sont peu régulières, la dimension est élevée et les frontières sont compliquées, théorie

du transfert de rayonnement, phénomène d’attente, formules de cubature, équations

intégrales et équations de Boltzmann non linéaires. L’inconvénient de ces méthodes

est leur faible vitesse de convergence. L’erreur est en O( 1√
N

) si l’on simule N états,

par contre elle est indépendante de la dimension du domaine et c’est pour cette

raison qu’elle reste viable pour les problèmes de dimension élevée.

Dès les années 50, les expérimentateurs ont essayé de renoncer au caractère

aléatoire des points, en substituant aux suites aléatoires, ou plutôt pseudo-aléatoires

(car calculées par des algorithmes déterministes) des suites quasi-aléatoires, dites

aussi à discrépance faible. Ces suites sont construites de façon à être réparties le

plus uniformément possible dans le domaine considéré. Les méthodes quasi-Monte

Carlo contrairement aux méthodes de Monte Carlo fournissent des bornes d’erreur

déterministes. Le nom de quasi-Monte Carlo a été employé pour la première fois

dans un rapport de recherche de R. D. Richtmyer en 1951. K. F. Roth, médaillé

Fields en 1958, a déterminé en 1954 une vitesse de convergence optimale pour

l’approximation des intégrales, ainsi qu’une suite utilisant l’idée de J.G. Van der
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Corput permettant une convergence rapide. Au cours des années, ont été proposées

plusieurs suites à discrépance faible et des théorèmes de bornes que nous préciserons

par la suite.

Le plan du document est le suivant: Dans le chapitre 1, nous présentons les

méthodes Monte Carlo dans le contexte de l’intégration numérique. Nous rappelons

les principaux résultats de convergence, avec la notion d’intervalle de confiance et

nous présentons différents générateurs de nombres pseudo-alétoires.

Les méthodes quasi-Monte Carlo sont présentées au chapitre 2. Nous com-

mençons par introduire la discrépance, qui est un outil essentiel d’analyse de ces

méthodes. Puis nous définissons les suites à discrépance faible. Ensuite, nous don-

nons les bornes pour la discrépance de ces suites et nous indiquons un procédé

de construction dû à H. Niederreiter. Nous rappelons aussi quelques majorations

d’erreur des méthodes de quasi-Monte Carlo et enfin nous prśentons un exemple

où on compare les erreurs dans le calcul d’une intégrale par les quadratures Monte

Carlo et quasi-Monte Carlo.

Dans le chapitre 3, nous proposons une méthode de Runge-Kutta quasi-Monte

Carlo d’ordre 3 pour résoudre un système différentiel ordinaire. Ces méthodes

consistent à formuler le problème avec un terme intégral pour ensuite effectuer une

quadrature quasi-Monte Carlo. Enfin, nous concluons sur les résultats obtenus et

les travaux futurs.
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Chapitre 1

Méthodes de Monte Carlo

Nous présentons les outils des méthodes de Monte Carlo (MC). Ce sont des méthodes

probabilistes qui permettent d’évaluer certaines quantités en utilisant des nombres

(pseudo-)aléatoires.

1.1 Méthodes de Monte Carlo

Les méthodes de Monte Carlo sont introduites dans le contexte de l’intégration

numérique.

1.1.1 Intégration numérique multidimensionnelle

Dans de nombreux problèmes scientifiques, on rencontre souvent une intégrale de

la forme

I(f) =

∫
Īs
f(x)dx,
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où I = [0, 1), s ≥ 1. Le calcul exact de ces intégrales étant souvent impossible, on

a recours à des méthodes de quadrature numérique.

En dimension s = 1, les formules de quadrature classiques permettent d’approcher

l’intégrale d’une fonction par une somme pondérée de ses valeurs en différents points.

Des exemples de telles méthodes sont: La formule des trapèzes, de Simpson, des

rectangles et des points-milieux.

Pour calculer l’intégrale d’une fonction f sur l’intervalle Ī, où I = [0, 1), con-

sidérons la formule composite des trapèzes. Elle consiste à diviser Ī en m parties

égales pour obtenir l’approximation suivante:∫
Ī
f(x)dx ≈

m∑
k=0

ωkf
( k
m

)
,

où les ωk sont des poids définis par

ω0 = ωm =
1

2m
et ωk =

1

m
, 1 ≤ k ≤ m− 1.

Ainsi, il faut évaluer f en N = m + 1 points; dans le cas où f ∈ C2(Ī), l’erreur

d’approximation est d’ordre

O
( 1

m2

)
= O

( 1

N2

)
.

Pour une dimension s ≥ 2, la généralisation de la méthode des trapèzes consiste

à faire s quadratures unidimensionnelles, en considérant successivement les s vari-

ables. Dans ce cas, on évalue f en N = (m + 1)s noeuds de Īs = [0, 1]s. Si f est

deux fois continûement dérivable alors l’erreur est d’ordre

O
( 1

m2

)
= O

( 1

N
2
s

)
.
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Pour garantir une erreur d’ordre de grandeur inférieur à 10−2, il faudrait utiliser

un ordre de 10s nœuds. Ce nombre croit donc exponentiellement avec s; ce qui rend

cette approche inutilisable en dimension élevée.

Pour remédier à cette situation, on a développé les méthodes de Monte Carlo

(MC) dont la vitesse de convergence est indépendante de la dimension du problème.

L’idée principale de ces méthodes est d’exprimer une intégrale comme l’espérance

d’une variable aléatoire.

1.1.2 Quadrature de Monte Carlo

Soit f : Īs → R une fonction intégrable et I = [0, 1), s ≥ 1; on veut calculer

l’intégrale.

I(f) =

∫
Īs
f(x)dx.

Les méthodes MC sont basées sur l’idée suivante: si X est une variable aléatoire

uniformément distribuée sur Īs, et que l’on note X ∼ U(Īs), alors l’espérance de la

variable aléatoire f ◦X est

E[f ◦X] =

∫
Īs
f(x)dx = I(f).

Le problème revient donc à approcher l’espérance de f ◦X. Pour cela on se donne

une suite X1, X2, . . . de variables aléatoires indépendantes de distribution uniforme

sur Īs et on définit, pour tout N ∈ N∗, la moyenne empirique de la suite

6



(f ◦Xn)1≤n≤N par

MN :=
1

N

N∑
n=1

f ◦Xn.

La loi forte des grands nombres [59] assure la convergence presque sûre de la suite

(MN)n≥1 vers E[f ◦X] = I(f) quand N →∞, c’est-à dire :

P
[

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f ◦Xn = I(f)
]

= 1.

D’où l’approximation de Monte Carlo.

∫
Īs
f(x)dx ≈ 1

N

N∑
n=1

f ◦Xn. (1.1)

1.1.3 Analyse de l’erreur

Pour analyser l’erreur due à l’approximation (1.1), on suppose que f est de carré

intégrable f ∈ L2(Īs). On note la variance σ2(f) de la fonction f par.

σ2(f) =

∫
Īs

(f(x)− I(f))2dx =

∫
Īs

(f(x))2dx− I(f)2,

qui est finie puisque f ∈ L2(Īs). Si X ∼ U(Īs), alors la variance de la variable

aléatoire f ◦X est

V ar(f ◦X) =

∫
Īs

(f(x))2dx− (I(f))2 = σ2(f).

Un résultat sur l’intégrale du carré de l’erreur est donné dans [46]

Proposition 1.1.1. Si f ∈ L2(Īs), on a

∫
Īs
. . .

∫
Īs

( 1

N

N∑
n=1

f(xn)− I(f)
)2

dx1 . . . dxN =
σ2(f)

N
.
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D’après cette proposition, l’erreur moyenne d’une quadrature MC est d’ordre

O
( 1√

N

)
,

qui est indépendante de la dimension s. Une estimation probabiliste de l’erreur est

obtenue en utilisant le théorème de limite centrale, où σ(f) :=
√
σ2(f).

Théorème 1.1.2. Si f ∈ L2(Īs), on a pour toute constante c ∈ R+:

lim
N→+∞

P
[∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

f ◦Xn − I(f)
∣∣∣ ≤ cσ(f)√

N

]
=

1√
2π

∫ +c

−c
e−t

2/2dt.

C’est à dire que l’erreur

√
N

σ(f)

( 1

N

N∑
n=1

f ◦Xn − I(f)
)

converge en lois vers une loi normale centrée réduite N (0, 1). Nous pouvons donc

construire un intervalle de confiance pour I(f) à un niveau de confiance α de la

forme. [ 1

N

N∑
n=1

f ◦Xn −
cασ(f)√

N
,

1

N

N∑
n=1

f ◦Xn +
cασ(f)√

N

]
,

où

α := 2φ∗(cα)− 1,

φ∗ étant la fonction de répartition normale définie par [59]

φ∗(x) :=
1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2dt.

Exemple 1.1.3. En utilisant la table ci-dessous où l’erreur est donné par

Err :=
∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

f ◦Xn − I(f)
∣∣∣,
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cα α

0.84 0.6

1.04 0.7

1.16 0.75

1.64 0.9

3.80 0.99

et pour N grand, on déduit du théorème 1.1.2 les résultats suivants:

• avec une probabilité de 60%, Err ≤ 0.84σ(f)√
N

;

• avec une probabilité de 90%, Err ≤ 1.64σ(f)√
N

;

• avec une probabilité de 99%, Err ≤ 3.80σ(f)√
N

.

1.1.4 Réduction de la variance

La majoration d’erreur dans les quadratures de MC est de la forme

cασ(f)√
N

.

Pour un niveau de confiance α fixé, il existe deux manières de réduire cette borne:

augmenter le nombre N de nœuds ou réduire la variance σ2(f).

La première méthode est coûteuse puisqu’une augmentation de N d’un facteur

100 entrâıne une réduction de l’erreur d’un facteur 10 seulement.
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On explore alors la deuxième technique et il existe plusieurs méthodes de réduction

de la variance: Echantillonnage préférentiel, conditionnement, stratification, voir

[17]. Nous allons présenter l’une de ces méthodes, la technique des variables an-

tithétiques.

On note

x0 :=
(1

2
, . . . ,

1

2

)
∈ Rs.

La densité 1Īs de la loi uniforme est symétrique par rapport à x0 :

∀x ∈ Rs 1Īs(x) = 1Īs(2x0 − x).

Soit X une variable aléatoire, de loi uniforme sur Īs. On note

V := f(X) et Va :=
1

2
(f(X) + f(2x0 −X)).

On a vu que.

E[V ] = I(f) et V ar(V ) = σ2(f).

Or

E[f(2x0 −X)] = E[f(X)],

d’où

E[Va] = E[V ].

On a aussi

E[(f(2x0 −X))2] = E[(f(X))2],

donc

V ar(f(2x0 −X)) = V ar(f(X)),
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et par conséquent

V ar(Va) =
1

2
V ar

(
f(X)

)
+

1

2
Cov

(
f(X), f(2x0 −X)

)
.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

Cov
(
f(X), f(2x0 −X)

)
≤
√
V ar

(
f(X)

)√
V ar

(
f(2x0 −X)

)
= V ar

(
f(X)

)
,

d’où

V ar(Va) ≤ V ar
(
f(X)

)
= V ar(V ) = σ2(f).

L’utilisation de Va à la place de V réduit la variance, mais demande deux fois plus

d’évaluations de la fonction f . On peut obtenir un résultat plus intéressant [34].

Proposition 1.1.4. Soit A1, A2, . . . , As des sous-ensembles de R, X1, X2, . . . , Xs

des variables aléatoires réelles indépendantes, la v.a.r. Xi étant à valeurs dans Ai.

Soit B := A1×A2×· · ·×As et deux fonctions h : B → R et k : B → R. On suppose

qu’il existe R ⊂ {1, 2, . . . , s} tel que

• h et k sont croissantes par rapport à chacune des variables xi, pour i ∈ R,

• h et k sont décroissantes par rapport à chacune des variables xi, pour i ∈ Rc.

Alors

Cov
(
h(X1, X2, . . . , Xs), k(X1, X2, . . . , Xs)

)
≥ 0.

On déduit une majoration plus précise de la variance de Va.
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Proposition 1.1.5. Soit une fonction f : Īs → R, monotone par rapport à chacune

de ses variables et soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur Īs. Si

V := f(X) et W := f(2x0 −X),

alors

Cov(V,W ) ≤ 0.

Ainsi, si

Va :=
1

2
(f(X) + f(2x0 −X)),

alors

V ar(Va) ≤
1

2
V ar(V ).

1.2 Nombres aléatoires et pseudo-alétoires

Dans tous les calculs de type Monte Carlo, on doit substituer à une variable

aléatoire un ensemble de valeurs réelles ayant des propriétés statistiques de la vari-

able aléatoire. Ces valeurs sont appelées les nombres aléatoires et doivent être

produites ”au hasard” à l’aide d’un processus adéquat. Comme l’ordinateur n’est

pas capable d’engendrer de telles suites, on a recours à des suites nommées pseudo-

aléatoires engendrées par des algorithmes utilisant un petit nombre de paramètres.

Il existe plusieurs types de nombres pseudo-aléatoires. Nous citerons ceux qui

simulent une loi uniforme U(Īs). Les générateurs de suites pseudo-aléatoires sont

l’objet de nombreuses études théoriques. Ils doivent passer un certain nombre de
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tests statistiques afin que les suites engendrées aient certaines propriétés de suites

aléatoires [43, 46]. Nous présentons brièvement dans ce paragraphe les générateurs

les plus utilisés.

1.2.1 Générateur à congruence linéaire simple

C’est un générateur classique qui a été introduit par D.H. Lehmer [31]. On choisit,

trois paramètres M, a et c qui sont des entiers positifs appelés respectivement

module, multiplicateur et incrément, et vérifient

1 ≤ a < M, pgcd(a,M) = 1 et c ∈ ZM = {0, 1, ...,M − 1}.

En partant d’une valeur initiale y0 ∈ ZM dite germe, telle que pgcd(y0,M) = 1, on

construit une suite (yn)n≥0 d’éléments de ZM par la relation de congruence:

yn+1 ≡ ayn + c (mod M). (1.2)

Pour éliminer les cas triviaux, on évite

a ≡ 1 (M) et (a− 1)y0 + c ≡ 0 (mod M).

La suite (xn)n≥0 de nombres pseudo-aléatoires est alors obtenue en posant:

xn := g(yn) =
yn
M
∈ I pour tout n ≥ 0, (1.3)

g est appelée fonction de sortie. Il est clair qu’un tel générateur est périodique de

période maximale M . Il s’agit alors de déterminer les paramètres qui fournissent
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la suite ayant la plus grande période possible. On a un résultat classique de D.E.

Knuth [25].

Proposition 1.2.1. La période du générateur à congruence linéaire simple:

y0 ∈ ZM

yn+1 ≡ ayn + c

xn = yn
M

est égale à M si et seulement si

1. c et M sont premiers entre eux,

2. tout facteur premier de M divise a− 1,

3. si 4 divise M , alors 4 divise a− 1.

Les trois cas standards rappelés par H. Niedderreiter dans [46] sont les suivants.

• Si M est premier et a est une racine primitive modulo M1, c = 0 et y0 6= 0,

alors la période de la suite {xn}n≥0 est M − 1.

• Si M est une puissance de 2, a ≡ 5 (mod 8) et c est impair, alors la période

de la suite {xn}n≥0 est M .

• Si M est une puissance de 2, a ≡ 5 (mod 8), c = 0 et y0 est impair, alors la

période de la suite {xn}n≥0 est M
4

.

1a est une racine primitive modulo M si le plus petit entier positif p tel que ap ≡ 1 (mod M)

est égal à M − 1.
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1.2.2 Générateur à congruence linéaire multiple

C’est une généralisation du générateur précédent. On choisit un module M premier,

un entier k appelé ordre de la congruence et des multiplicateurs a0, a1, ..., ak−1 ∈ ZM

avec a0 6= 0. En partant de k valeurs initiales (non toutes nulles) y0, y1, ..., yk−1 ∈

ZM , on construit une suite (yn)n≥0 par la formule de récurrence suivante:

yn+k ≡
k−1∑
l=0

alyn+l (mod M).

La suite à congruence linéaire multiple (xn)n≥0 est obtenue par la relation (1.3).

Ce générateur est périodique de période maximale Mk − 1. Cette valeur peut

être atteinte pour certains choix des paramètres, voir [46].

1.2.3 Générateur à congruence non linéaire

On part d’un module M et d’un germe y0 ∈ ZM . La suite (yn)n≥0 est engendrée

par:

yn+1 ≡ f(yn) (mod M),

où f est une fonction à valeurs entières dans ZM .

Comme dans les cas précédents, la suite (xn)n≥0 est obtenue par la formule (1.3).

La période maximale de ce générateur est M .

Pour les générateurs à congruence non linéaire quadratique, un résultat analogue

à la proposition 1.2.1 est donné par D.E. Knuth [26]
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Proposition 1.2.2. Soit a, b, c ∈ ZM . La période du générateur à congruence

quadratique:

y0, y1 ∈ ZM

yn+1 ≡ ay2
n + byn + c (mod M)

xn = yn
M

est égale à M si et seulement si

1. c et M sont premiers entre eux,

2. tout entier premier impair qui divise M divise aussi a et b− 1,

3. si 4 divise M , alors a est pair et 4 divise a − b + 1; si 2 divise M , alors 2

divise a− b+ 1,

4. si 9 divise M , alors ou bien 9 divise a, ou bien 9 divise b−1 et 9 divise ac−6.

1.2.4 Générateur à congruence inverse

C’est un générateur à congruence non linéaire pour un choix particulier de la fonc-

tion f . Si c ∈ ZM , on note c̄ l’unique élément de ZM où M est premier tel que
cc̄ ≡ 1 (mod M) si c 6= 0,

c̄ = 0 si c = 0.

Soit a 6= 0 et b deux éléments de ZM . On part d’un germe y0 ∈ ZM ; on construit

une suite (yn)n≥0 d’éléments de ZM par la relation de congruence :

yn+1 ≡ aȳn + b (mod M). (1.4)
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La suite (xn)n≥0 est obtenue par la relation (1.3). Dans ce cas encore, la période est

inférieure ou égale à M . On a deux résultats rappelés dans le livre de H.Niederreiter

[46].

• Si M ≥ 5 est un nombre premier, on identifie ZM au corps fini FM de cardinal

M .

Si a, b ∈ FM sont tels que le polynôme x2− bx− a est primitif sur FM 2, alors

la suite (xn)n≥1 est de période M .

• Si M est de la forme M = 2α avec α ≥ 3, on choisit y0 impair; alors la période

de la suite est inférieure ou égale à M/2. Elle est égale à M/2 si et seulement

si 4 divise a− 1 et b− 2.

1.2.5 Générateur MRG32k3a

Ce générateur a été proposé par P. L’Ecuyer [30]; il combine deux générateurs

d’ordre 3. Son initialisation nécessite deux vecteurs s1,0, s2,0 ∈ N3.

A l’étape i, deux vecteurs

s1,i = (x1,i, x1,i+1, x1,i+2) et s2,i = (x2,i, x2,i+1, x2,i+2)

2Le polynôme x2−bx−a est primitif sur FM s’il a une racine dans FM2 qui engendre le groupe

cyclique F∗
M2 .
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sont engendrés à partir des précédents par des congruences linéaires multiples:

x1,i = 1 403 580 x1,i−2 − 810 728 x1,i−3 (mod M1),

x2,i = 527 612 x2,i−1 − 1 370 589 x2,i−3 (mod M2),

où

M1 : = 232 − 209 = 4 294 967 087 et M2 : = 232 − 22 853 = 4 294 944 443.

Puis, la suite (xn)n≥0 de nombres pseudo-aléatoires est définie par :

xn =


zn

M1+1
si zn > 0,

M1

M1+1
si zn = 0,

où l’on a posé

zn = x1,n − x2,n (mod M1).

Il s’agit d’un générateur de période longue, égale à:

(M3
1 − 1)(M3

2 − 1) ≈ 2191 ≈ 3.1× 1057.

Ce générateur s’est avéré performant même pour des problèmes en dimension élevée,

plus précisément jusqu’à la dimension 45.

1.2.6 Générateur Mersenne Twister (MT19937)

Ce générateur a été proposé par Matsumoto et Nishimura [37], leur idée était de

définir la récurrence du générateur, non pas à partir des opérations arithmétiques

18



classiques sur les entiers, mais à partir des opérations d’arithmétique matricielle

dans le corps fini Z2 = {0, 1}.

Nous présentons quelques notions pour comprendre l’algorithme de MT:

1. L’ensemble des entiers représentables en machine est de la forme Z2ω , où ω

désigne le nombre de bits de l’ordinateur. Tout entier Y ∈ Z2ω , de décomposition

binaire
ω−1∑
i=0

yi2
i, est stocké sous la forme d’un vecteur de bits; Y = (yω−1, . . . , y0).

2. Décalage de bits:

• décalage de v bits vers la droite: Y � v = (0, . . . , 0, yω−1, yv+1)

• décalage de v bits vers la gauche: Y � v = (yω−v−1, y0, 0, . . . , 0).

3. Opération bit à bit: Soit X =
∑
i<ω

xi2
i et Y =

∑
ı<ω

yi2
i. Les opérateurs bit à

bit sont définis par:

X ⊕ Y =
∑
i<ω

(xi ⊕ yi)2i et X ⊗ Y =
∑
i<ω

(xi ⊗ yi)2i

où xi ⊕ yi ≡ (xi + yi) (mod 2) et xi ⊗ yi ≡ (xi × yi) (mod 2).

4. On pose

A(x) = (x� 1)⊕ 0 si x ≡ 0 (mod 2) (x est pair),

A(x) = (x� 1)⊕ a si x ≡ 1 (mod 2) (x est impair).
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5. On pose

M r = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) où les r premiers bits valent 1, les autres 0,

M r = (0, . . . , 0, 1, . . . , 1) où les r derniers bits valent 1, les autres 0.

• La dynamique de Mersenne Twister est définie par 2 étapes:

1. Opération de récurrence:

Xk+n = Xk+m ⊕ A
(

(Xk+1 ⊗M r)⊕ (Xk ⊗M r)
)

La dynamique de MT est donc basée sur un shéma récurrent d’ordre n

dans l’ensemble des entiers machines. Pour k ≥ 0 le terme Xk+n est

construit à partir de Xk, Xk+1 et Xk+m (0 ≤ m ≤ n).

2. Opération de tempring:

Cette opération consiste à mélanger les bits de Xk+n, afin d’augmenter

encore l’imprédictibilité des valeurs générées. Xk+n est transformé de la

manière suivante:

Y ← Xk+n

Y ← Y ⊕ (Y � u)

Y ← Y ⊕ ((Y � s)⊗ b)

Y ← Y ⊕ ((Y � t)⊗ c)

Y ← Y ⊕ (Y � l)
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• La fonction de sortie utilisée est donnée par Uk = g(Yk) = Yk+0.5
2ω

. Uk est bien

à valeurs dans [0, 1].

• Le générateur MT19937 génère les nombres Uk, avec les paramètres:

– Paramètre de récurrence: ω = 32, n = 624, r = 31,m = 397, a =

2567483615.

– Paramètre de tempering: u = 11, s = 7, t = 15, l = 18, b = 2636928640, c =

4022730752.

Ce choix permet de maximiser la période, égale à TMT = 2ωn−r − 1 = 219937− 1.

La période étant de la forme Mn = 2n − 1, il s’agit d’un Mersenne number plus

précisément, comme 219937 − 1 est un nombre premier, la période est un Mersenne

prime.

Ainsi Mersenne Twister est un générateur pseudo-aléatoire qui possède une con-

struction similaire aux générateurs congruentiels, car on retrouve la récurrence du

générateur basée sur une période. Néanmoins, la différence est que la dynamique

de MT est construite non pas à partir d’opérations arithmétiques sur les entiers,

mais à partir d’opérations sur les bits.
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Figure 1.1: Ensemble de 500 points pseudo-aléatoires
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Chapitre 2

Méthodes quasi-Monte Carlo

Dans ce chapitre nous présentons les méthodes quasi-Monte Carlo (QMC) qui sont

les analogues déterministes des méthodes MC.

Elles sont basées sur l’utilisation d’ensembles de points déterministes, les points

quasi-aléatoires ou à faible discrépance. Ces points sont caractérisés à l’aide d’une

notion de discrépance vue en théorie des nombres, qui est essentielle dans l’analyse

des méthodes QMC. Elle mesure ”la qualité de la répartition uniforme” des points

dans le tore s-dimensionnel Is = [0, 1)s et que nous présenterons dans la première

section de ce chapitre.

Dans la deuxième section, nous décrivons quelques ensembles et suites quasi-

aléatoires, ou à discrépance faible, qui sont utilisées dans les chapitres suivants.
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2.1 Discrépance

L’étude de l’équirépartition d’une suite de points dans le domaine d’intégration Is

est fondamentale pour les quadratures quasi-Monte Carlo. La discrépance est une

mesure de l’uniformité de la suite, ou de sa déviation par rapport à la distribution

uniforme. Les références classiques sont le livre de L.Kuipers et H.Niederreiter [27],

[46]. Nous donnons en premier la définition d’une suite uniformément répartie.

Définition 2.1.1. Une suite {xn : n ≥ 1} de points de Īs est dite uniformément

répartie ou équirépartie si pour tout sous-intervalle E de Īs, on a:

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

1E(xn) = λs(E), (2.1)

où 1E désigne la fonction indicatrice de E et λs la mesure de Lebesgue dans Rs.

Pour simplifier l’écriture, nous allons utiliser la notation suivante: Si X = {xn :

1 ≤ n ≤ N} est un ensemble de N points de Īs et si E est un sous-ensemble de Īs,

on note A(E,X) le nombre d’indices n (compris entre 1 et N) tels que xn ∈ E: La

relation (2.1) peut alors s’écrire:

lim
N→∞

A(E,X)

N
= λs(E).

On peut donc définir la discrépance.

Définition 2.1.2. La discrépance (appelée aussi discrépance extrême) d’un ensem-

ble X = {xn : 1 ≤ n ≤ N} de points de Īs est définie par:

DN(X) := sup
E∈J

∣∣∣∣A(E,X)

N
− λs(E)

∣∣∣∣ ,
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où J est l’ensemble des sous intervalles de Is de la forme
s∏
i=1

[ui, vi), avec 0 ≤ ui <

vi ≤ 1.

Il est clair que 0 < DN(X) ≤ 1 et que plus la discrépance est faible, plus la

répartition des points est uniforme. On peut définir d’autres types de discrépance

en changeant la classe de sous-ensembles sur laquelle on définit le maximum.

Définition 2.1.3. La discrépance à l’origine d’un ensemble X = {xn : 1 ≤ n ≤ N}

de points de Ī est définie par:

D∗N(X) := sup
E∈J ∗

∣∣∣∣A(E,X)

N
− λs(E)

∣∣∣∣ ,
où J ∗ est l’ensemble des sous-intervalles de Is de la forme

s∏
i=1

[0, ui), avec 0 < ui ≤

1.

Définition 2.1.4. La discrépance isotrope d’un ensemble X = {xn : 1 ≤ n ≤ N}

de points de Īs est définie par :

JN(X) := sup
C∈JC

∣∣∣∣A(C,X)

N
− λs(C)

∣∣∣∣ ,
où JC est l’ensemble des sous-ensembles convexes de Īs.

Des inclusions J ∗ ⊂ J ⊂ JC on déduit

0 < D∗N(X) ≤ DN(X) ≤ JN(X) ≤ 1.

On note

DN(E,X) :=
1

N
A(E,X)− λs(E).
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Cette quantité est appelée la discrépance locale de X en E.

Dans le cas où X est un ensemble de points de Is, on a:

DN(X) = sup
E∈J̄
|DN(E,X)| et D∗N(X) = sup

E∈J̄ ∗
|DN(E,X)| ,

où J̄ est l’ensemble des sous-intervalles de Is de la forme
∏s

i=1[ui, vi] et J̄ ∗ est

l’ensembles des sous-intervalles de la forme
∏s

i=1[0, ui].

L’évaluation des discrépances DN(X) et D∗N(X) étant en général très difficile en

dimension s ≥ 2 [40], des algorithmes de calcul effectif ou de majoration ont été mis

au point par E. Thiémard en dimension s = 1. Nous présentons quelques résultats

[41], [44], [46] sur la discrépance.

Proposition 2.1.5. Pour tout ensemble X de N nombres de Ī = [0, 1], on a

1

N
≤ DN(X) ≤ 1. (2.2)

Proposition 2.1.6. Les discrépances DN(X) et D∗N(X) sont reliées par

D∗N(X) ≤ DN(X) ≤ 2sD∗N(X). (2.3)

Proposition 2.1.7. Si X = {xn : 1 ≤ n ≤ N} est un ensemble de points de Ī où

0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ 1, alors

• pour la discrépance à l’origine

D∗N(X) =
1

2N
+ max

1≤n≤N

∣∣∣∣xn − 2n− 1

2N

∣∣∣∣ . (2.4)

• pour la discrépance
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DN(X) =
1

N
+ max

1≤n<N

∣∣∣ n
N
− xn

∣∣∣− min
1≤n<N

∣∣∣ n
N
− xn

∣∣∣ . (2.5)

Il résulte de (2.4) que D∗N(X) ≥ 1
2N

avec égalité pour

xn =
2n− 1

2N
, 1 ≤ n ≤ N

On peut étendre la notion de discrépance à une suite infinie S = {xn : n ≥ 1}

de Īs en notant DN(S) la discrépance (respectivement D∗N(S) la discrépance à

l’origine) des N premiers termes de S. Cela permet de caractériser l’équirépartition

d’une suite de points de Īs.

Définition 2.1.8. Une suite infinie S = {xn : n ≥ 1} de Īs est uniformément

répartie si

lim
N→+∞

DN({xn, 0 ≤ n < N}) = 0.

On a alors l’équivalence entre les propositions suivantes:

1. S est uniformément répartie sur Īs,

2. lim
N→+∞

DN(S) = 0,

3. lim
N→+∞

D∗N(S) = 0.

Par définition DN et D∗N sont des discrépances en norme L∞. Il existe également

des discrépances en norme Lp.

Définition 2.1.9. Soit X = {x0, x1, ..., xN−1} une suite finie d’éléments de Īs. Si

DN(J,X) désigne la discrépance locale, on définit la discrépance dans Lp de X par:

T
(p)
N (X) =

[∫
(x,y)∈I2s;xi<yi

|DN(J,X)|pdxdy

] 1
p

, (2.6)
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où J =
s∏
i=1

[xi, yi), avec x = (x1, x2, ..., xs),y = (y1, y2, ..., ys). La discrépance à

l’origine dans Lp de X est donnée par:

T
(p)∗
N (X) =

[∫
Is

(DN(J,X))pdb

] 1
p

, (2.7)

où J =
s∏
i=1

[0, bi) et b = (b1, b2, ..., bs).

On montre dans [43] que D∗N(X) ≤ DN(X) ≤ 2sD∗N(X), en utilisant le fait que

la norme L∞ est plus grande que la norme L2, on a T
(2)∗
N (X) ≤ D∗N(X). On a aussi

la relation suivante : ks(DN(X))(s+2)/2 ≤ T
(2)∗
N (X), où ks est une constante positive

dépendant de s. Dans ce cas on a les équivalences suivantes.

1. S est uniformément répartie sur Īs,

2. lim
N→+∞

T
(p)
N (S) = 0,

3. lim
N→+∞

T
(p)∗
N (S) = 0.

De même que pour le cas fini, un calcul exact de D∗N(X) est possible quoique

très couteux en dimension s > 1. Il est aussi montré dans [40] que si

Mm,n,i = max(xn,i, xm,i)

et

mm,n,i = min(xn,i, xm,i)
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alors

(
T

(2)∗
N (X)

)2

=
1

N2

N∑
n=1

N∑
m=1

s∏
i=1

(1−Mm,n,i)

−2−s+1

N

N∑
n=1

s∏
i=1

(1− (x2
n,i)) + 3−s, (2.8)

où xn,i est la ième coordonnée du nème élément de la suite considérée, dans [39] que

(
T

(2)
N (X)

)2

=
1

N2

N∑
n=1

N∑
m=1

s∏
i=1

(1−Mm,n,i)mm,n,i

−2−s+1

N

N∑
n=1

s∏
i=1

(1− xn,i)xn,i + 12−s. (2.9)

La figure 2.1 représente respectivement les 1024 points pseudo-aléatoires, obtenue

par le générateur MT19937 et à discrépance faible (ensemble de Hammersley), on

constate que les points dans la deuxième figure sont équirépartis. Par contre dans

les suites pseudo-aléatoires, il apparâıt des rectangles ne contenant aucun point.

Figure 2.1: Ensembles de 1024 points pseudo-aléatoires (à gauche) et de 1024 points

à discrépance faible (à droite).
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2.2 Suites à discrépance faible

Dans cette partie on présente quelques suites de points de Is à discrépance faible.

Nous commençons par donner les bornes classiques de discrépance.

Dans [46], H. Niederreiter a indiqué une technique permettant de construire, à

partir d’une suite à discrépance faible dans Is−1, un ensemble fini à discrépance

faible dans Is qui est basée sur le résulat suivant:

Lemme 2.2.1. Soit s ≥ 2 un entier et S = {xn : n ≥ 0} une suite dans Is−1. Pour

N ≥ 1, soit

X̃N := {
( n
N
,xn

)
: 0 ≤ n ≤ N − 1} ⊂ Is.

Alors

ND∗N(X̃N) ≤ max
1≤M≤N

MD∗M(S) + 1. (2.10)

Dans le cas unidimensionnel, il est facile de déterminer le minimum de DN(X) et

D∗N(X), où X est un ensemble de N points dans Ī = [0, 1]. En effet, la proposition

2.1.7 montre que.

D∗N(X) ≥ 1

2N
et DN(X) ≥ 1

N
.

De plus ces bornes sont atteintes pour l’ensemble

X = {2n− 1

2N
: 1 ≤ n ≤ N}.

Par contre, un résultat de W.M. Schmidt [53] montre qu’il existe une constante

c > 0 telle que pour toute suite infinie S = {xn : n ≥ 1} ⊂ Ī, on ait

DN(S) ≥ c
log(N)

N
,
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pour une infinité de valeurs de N . La meilleure valeur de c connue a été donnée

par R. Béjian voir [2] et elle vaut 0.12. L’inégalité DN(X) ≤ 2D∗N(X) implique

une minoration pour la discrépance à l’origine analogue à la précédente avec une

constante égale à 0.06.

Ainsi, en dimension 1, il n’existe aucune suite infinie dont la discrépance décroisse

plus rapidement que O
(

(logN)
N

)
; on connâıt des suites ayant exactement cette

décroissance, comme les suites de Van de Corput (voir plus loin).

En dimension s quelconque, on conjecture que la discrépance à l’origine d’un

ensemble X de N points vérifie:

D∗N(X) ≥ Ks
(logN)s−1

N
, (2.11)

où Ks > 0 est une constante qui ne dépend que de s. Pour s = 2, cette inégalité à

été établie par W.M. Schmidt voir [54]. Il n’existe pas de preuve pour s ≥ 3. La

borne connue jusqu’à présent, due à K.F. Roth [52], est la suivante.

Théorème 2.2.2. Il existe une constante Bs > 0 ne dépendant que de s telle que

tout ensemble fini X ⊂ Īs vérifie:

D∗N(X) ≥ Bs
(logN)(s−1)/2

N
.

Si l’inégalité (2.11) était vérifiée, on démontrerait à l’aide du lemme 2.2.1 l’existence

d’une constante K ′s > 0 ne dépendant que de s telle que pour toute suite infinie S,

D∗N(S) ≥ K ′s
(logN)s

N
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pour une infinité de valeurs de N .

On présente un résultat analogue à celui de K.F. Roth pour les suites infinies:

Théorème 2.2.3. Il existe une constante B′s > 0 ne dépendant que de s telle que

toute suite infinie S ⊂ Īs vérifie :

D∗N(S) ≥ B′s
(logN)s/2

N
,

pour une infinité de valeurs de N .

On ne connâıt pas d’ensemble fini de points dont la disrcépance soit de l’ordre

donné par le théorème 2.2.2, ni de suite infinie dont la discrépance soit de l’ordre

donné par le théorème 2.2.3. J.M. Hammersley a été le premier à proposer voir [20]

un ensemble fini X de points vérifiant:

D∗N(X) = O
((logN)s−1

N

)
. (2.12)

De même, J.H. Halton a été le premier à proposer voir [19] une suite infinie S

vérifiant:

D∗N(S) = O
((logN)s

N

)
, (2.13)

pour tout N ≥ 2. On appelle ensemble à discrépance faible tout ensemble fini

vérifiant (2.12) et suite à discrépance faible toute suite vérifiant (2.13) pour tout

N ≥ 2. Nous présentons dans la suite des exemples d’ensembles et de suites à

discrépance faible avec l’estimation de la discrépance à l’origine correspondante.

Définition 2.2.4. Une suite S ⊂ [0, 1)s vérifiant

∀N ≥ 2; D∗N(S) = O
((logN)s

N

)
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est appelée suite à discrépance faible et une méthode d’approximation utilisant une

telle suite est appelée une méthode quasi-Monte Carlo.

Asymptotiquement la convergence est donc plus rapide que pour la méthode de

Monte Carlo standard qui, on le rappelle, est en O(1/
√
N).

2.2.1 Suites de Van der Corput, de Halton et ensemble de

Hammersley

Ce sont des suites à discrépance faible dans I. On a besoin de définir la fonction

radicale inverse. Soit b ≥ 2 un entier. Tout entier n ∈ N a un développement unique

en base b de la forme

n =
∞∑
j=0

aj(n)bj, (2.14)

où aj(n) ∈ Zb = {0, . . . , b− 1} pour tout j ≥ 0 L’expression (2.14) est une somme

finie car aj(n) = 0 pour j suffisamment grand.

La fonction radicale inverse φb en base b est définie par :

φb(n) :=
∞∑
j=0

aj(n)b−j−1 ∈ I, n ∈ N,

où les aj(n) sont les coefficients de la représentaion (2.14).

• Suite de Van der Corput

Définition 2.2.5. La suite de van der Corput en base b est la suite

Sb = {φb(n) : n ≥ 0} ⊂ I.
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La discrépance à l’origine de la suite Sb est d’ordre O
(

(logN)/N
)

pour tout

N ≥ 2, avec une constante qui ne dépend que de b. Plus précisément, on a le

résultat asymptotique suivant dû à Faure [13]:

lim sup
N→∞

ND∗N(Sb)

logN
= lim sup

N→∞

NDN(Sb)

logN
=


b2

4(b+1) log b
si b est pair,

b−1
4 log b

si b est impair.

Exemple 2.2.6. En base b = 3, les premiers points de la suite de Van der

Corput sont

n 0 1 2 3 4 5 6

φ3(n) 0 1/3 2/3 1/9 4/9 7/9 2/9

Figure 2.2: Suite de Van der Corput en base 3
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Asymptotiquement, S3 est la meilleure suite de Van der Corput. R. Béjian

et H. Faure ont également obtenu une majoration pour la discrépance des n

premiers points de la suite de Van der Corput en base 2 [1].

Théorème 2.2.7. Pour la suite de Van der Corput en base 2, on a

D∗N(S2) = DN(S2) ≤ logN

3 log 2
+ 1, pour tout, N ≥ 1

et

lim sup
N→∞

(
DN(S2)− logN

3 log 2

)
=

4

9
+

log 3

3 log 2
.

Remarque 2.2.8. On peut améliorer ces résultats si l’on considère une suite

de Van der Corput généralisée en base b dont le terme d’ordre n est défini par

xn =
∞∑
j=0

σ(aj(n))b−j−1,

où σ est une permutation de Zb.

La suite présentant la plus faible discrépance asymptotique connue en dimen-

sion 1 est de ce type. Elle est donnée dans le théorème suivant [15].

Théorème 2.2.9. Si S est la suite de Van der Corput généralisée en base

b = 12 engendrée par la permutation

σ12 = (0 5 9 3 7 1 10 4 8 2 6 11).

Alors

lim sup
N→∞

ND∗N(S)

logN
=

1919

3454 log 12
≈ 0.224.
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Le fait que la constante obtenue soit deux fois plus petite que celle de la

meilleure suite de Van der Corput S3 montre le potentiel que l’on peut tirer

de l’utilisation de permutations dans la construction de suites à discrépance

faible.

• Suites de Halton: C’est une généralisation des suites de Van der Corput en

dimension s ≥ 2.

Définition 2.2.10. Soit b1, ..., bs des entiers ≥ 2. La suite de Halton associée

aux bases b1, . . . , bs est la suite

Hb1,...,bs = {(φb1(n), . . . , φbs(n)) : n ≥ 0} ⊂ Is,

où, pour 1 ≤ i ≤ s, φbi est la fonction radicale inverse associée à bi

H. Niederreiter a montré dans [46] que si b1, . . . , bs sont premiers entre eux

deux à deux, la discrépance à l’origine de la suite de Halton vérifie, pour tout

N ≥ 2:

D∗N(Hb1,...,bs) ≤ A(b1, . . . , bs)
(logN)s

N
+O

((logN)s−1

N

)
, (2.15)

où

A(b1, . . . , bs) =
s∏
i=1

(bi − 1)

2 log bi
. (2.16)

La valeur minimale de cette constante est obtenue en prenant pour bases les

s premiers nombres premiers. Dans ce cas la constante A(b1, . . . , bs) est notée

As.
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• Ensemble de Hammersley [21],[38]: On obtient l’ensemble de Hammersley en

appliquant le lemme 2.2.1 à la suite de Halton Hb1,...,bs−1 ⊂ Is. Ses éléments

sont de la forme :

xn =
(
(
n

N
, φb1(n), . . . , φbs−1(n)

)
,

pour 0 ≤ n ≤ N − 1.

Dans le cas où b1, . . . , bs−1 sont premiers entre eux deux à deux, il résulte de

(2.10) et (2.15) que la discrépance à l’origine d’un ensemble de Hammersley

X = {xn; 0 ≤ n ≤ N − 1} vérifie:

D∗N(X) ≤ A(b1, . . . , bs−1)
(logN)s−1

N
+O

((logN)s−2

N

)
, (2.17)

où A(b1, . . . , bs−1) est la constante définie par (2.16). Comme dans le cas

précédent, la valeur minimale de cette constante est notée As−1.

Remarque 2.2.11. Le majorant As a une croissance exponentielle quand

s→∞:

lim
s→∞

logAs
s log s

= 1.

Cela fait perdre de l’intérêt aux bornes (2.15) et (2.17) en grande dimension.

Il est indispensable de choisir les bases bi premières entre elles pour que la

suite remplisse l’hypercube. Par exemple la suite bidimensionnelle définie avec

les bases b1 = 2 et b2 = 6 ne comporte aucun point dans l’ensemble [0, 1/2] ×

[5/6, 1] (Figure 2.4). La suite de Van der Corput en base b se décompose en cycles
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monotones de longueur b et les projections des suites de Halton sur des coordonnées

associées à des grandes valeurs de la base produiront de longs ensembles parallèles

à la diagonale (Figure 2.5).

Une manière de conjurer l’apparition de ce balayage du carré unité par une

succession de diagonales progressivement décalées au fur et à mesure des itérations

consiste à généraliser les suites de Halton. Il s’agit d’une simple adaptation de la

transformation déja appliquée aux suites de Van der Corput. Plus explicitement,

les composantes des suites de Halton généralisées sont des suites de Van der Corput

généralisées engendrées par différentes permutations. Par exemple, l’utilisation des

permutations

σ17 = (0 8 13 3 11 5 16 1 10 7 14 4 12 2 15 6 9)

et

σ19 = (0 9 14 3 17 6 11 1 15 7 12 4 18 8 2 16 10 5 13)

proposées par E. Braaten et G. Weller [3] pour les bases 17 et 19 semble conduire

à des résultats plus satisfaisants au niveau de la distribution à l’intérieur du carré

unité (Figure 2.6). D’autres auteurs se sont intéréssés à la question du choix des

permutations [15] et [58].
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Figure 2.3: 100, 1000 et 10000 premiers points d’une suite de Halton en bases (2, 3)

Figure 2.4: 100, 1000 et 10000 premiers points d’une suite de Halton en bases (2, 6)

Figure 2.5: 100, 1000 et 10000 premiers points d’une suite de Halton en bases

(17, 19)
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Figure 2.6: 100, 1000 et 10000 premiers points d’une suite de Halton généralisée en

bases (17, 19) engendrée par les permutations σ17 et σ19
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2.2.2 Suite de Faure

Dans [14] H. Faure a proposé une construction de suite utilisant une numération

b−adique. Soit s et b deux entiers avec b premier et 1 ≤ s ≤ b. On choisit s entiers

distincts r1, ..., rs compris entre 1 et b. On écrit pour tout n ∈ N, son développement

(2.14) en base b. On note alors

y
(i)
n,j :=

∞∑
k=j−1

(
k

j − 1

)
rk−j+1
i ak(n) (mod b)

et

x(i)
n :=

∞∑
j=1

y
(i)
n,jb
−j ∈ I.

Puisque les termes ak(n) sont nuls à partir d’un certain rang alors les sommes

précédentes sont finies. La suite de Faure en base b est la suite

Fb := {(x(1)
n , . . . , x(s)

n : n ≥ 0} ⊂ Is.

Faure a montré que ces suites vérifient l’inégalité:

D∗N(Fb) ≤ Cs
(logN)s

N
+O

((logN)s−1

N

)
,

pour tout N ≥ 1 où

Cs =


3

16(log 2)2
si b = s = 2,

1
s!

(
b−1

2 log b

)s
si s ≥ 2 et b ≥ s impair premier.

Remarque 2.2.12. Si b(s) est le plus petit entier premier supérieur ou égal à s,

alors le majorant

Cs =
1

s!

( b(s)− 1

2 log b(s)

)s
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tend vers 0 lorsque s→∞. La suite de Faure a donc un comportement asymptotique

à priori meilleur que celui des suites de Halton pour les grandes valeurs de s.

Une étude expérimentale des discrépances des principales suites à discrépance

faible a été faite par W. J. Morokoff et R. E. Caflisch [29]

2.2.3 Réseaux-(t,m, s) et suites-(t, s)

H. Niederreiter a généralisé la construction de H.Faure [42] en introduisant une

classe particulière d’ensembles finis et de suites infinies à discrépance faible, appelés

respectivement réseaux-(t,m, s) et suites-(t, s). Un réseau est un ensemble fini X

de points dans Is dont la discrépance locale DN(E,X) est nulle pour une famille

particulière (mais assez exhaustive) de sous-intervalles E de Is. Cela implique qu’il

est à discrépance faible. Une suite-(t, s) est une suite infinie de points de Is dont

des segments successifs particuliers forment des réseaux-(t,m, s): cela implique de

même qu’elle est à discrépance faible. On précise cela plus loin.

2.2.4 Définitions

Dans la suite du document, s désigne une dimension supérieure ou égale à 1 et λs

est la mesure de Lebesgue sur Rs.

Définition 2.2.13. On appelle intervalle élémentaire de Is en base b tout intervalle

de la forme
s∏
i=1

[
ai
bdi
,
ai + 1

bdi

)
,
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où di et ai sont des entiers tels que di ≥ 0 et 0 ≤ ai < bdi pour tout 1 ≤ i ≤ s.

Définition 2.2.14. Soit m et t deux entiers tels que 0 ≤ t ≤ m. Un réseau-(t,m, s)

en base b est un ensemble X de bm points dans Is tel que A(E,X) = bt pour tout

intervalle élémentaire E en base b vérifiant λs(E) = bt−m.

On peut conclure de la définition 2.2.14 que la discrépance locale DN(E,X) d’un

réseau-(t,m, s) en base b est nulle pour tout intervalle élémentaire E en base b tel

que λs(E) = bt−m.

Définition 2.2.15. Soit t ≥ 0 un entier. Une suite S = {xn : n ≥ 0} ⊂ Is est

appelée suite-(t, s) en base b si, pour tous les entiers k ≥ 0 et m > t, l’ensemble

X = {xn : kbm ≤ n < (k + 1)bm} est un réseau-(t,m, s) en base b.

Exemple 2.2.16. • La suite de Van der Corput en base b est une suite-(0, 1)

en base b; par contre, si s ≥ 2, les suites de Halton ne sont pas des suites-(t, s)

car elles ne sont pas associées à une base unique.

• Si s = 2 et m ∈ N, l’ensemble de Hammersley :

X = {
( n
N
, φb(n)

)
: 0 ≤ n < N},

où N = bm, est un réseau-(0,m, 2) en base b.

On présente ci-dessous un résultat dû à H. Faure [14]

Proposition 2.2.17. La suite de Faure Fb est une suite-(0, s) en base b pour tout

nombre premier b ≥ s.
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Les figures 2.7, 2.8, 2.9 et 2.10 représentent respectivement les points d’un

réseau-(0,4,2) en base 2, les 1000 et 10000 points de Hammersley et les 35 premiers

points de la suite de Faure.

Figure 2.7: Ensemble de Hammersley où N = 24
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Figure 2.8: 1000 points de Hammersley
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Figure 2.9: 10000 points de Hammersley
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Figure 2.10: Les 35 premiers points de la Suite de Faure
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2.2.5 Suites de Niederreiter

H.Niederreiter a proposé dans [45] un procédé général de construction de suites−(t, s)

en base q. On se limite ici au cas où q est une puissance première, c’est-à-dire q = pα

avec p premier et α ≥ 1. On note Fq le corps fini à q éléments. On choisit ce qui

suit:

(N1) des bijections ψr : Zb → Fq pour tout r ≥ 0, telles que ψr(0) = 0 pour r

suffisamment grand;

(N2) des bijections ηi,j : Fq → Zb pour tout 1 ≤ i ≤ s et j ≥ 1, telles que ηi,j(0) = 0

pour tout 0 ≤ i ≤ s et j suffisamment grand;

(N3) des éléments c
(i)
j,r ∈ Fq pour tout 1 ≤ i ≤ s, tout r ≥ 0 et j suffisamment

grand.

On note Fq((x−1)) le corps des séries de Laurent formelles sur Fq. Tout élément

L ∈ Fq((x−1)) s’écrit

L =
∞∑
k=ω

tkx
−k.

où ω ∈ Z et tk ∈ Fq pour tout k ≥ ω. On choisit des polynômes irréductibles 1,

unitaire 2distincts p1, ..., ps ∈ Fq[x]. On pose ei := deg(pi) pour tout 1 ≤ i ≤ s.

Pour 1 ≤ i ≤ s, j ≥ 1 et 0 ≤ k ≤ ei, on écrit le développement en série de Laurent

1Un polynôme est irréductible si dans toute factorisation en deux polynômes, l’un est constant.
2Un polynôme est unitaire si le coefficient du monôme de plus grand degré est égal à 1.
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:

xk

pi(x)j
=
∞∑
r=0

a(i)(j, k, r)x−r−1. (2.18)

Ce développement permet de définir pour tout 1 ≤ i ≤ s, j ≥ 1 et r ≥ 0 des

éléments c
(i)
j,r de Fq:

c
(i)
j,r := a(i)(Q(i, j) + 1, k(i, j), r), (2.19)

où

j − 1 = Q(i, j)ei + k(i, j) avec 0 ≤ k(i, j) < ei.

On remarque que pour tout 1 ≤ i ≤ s et r ≥ 0 les éléments c
(i)
j,r sont nuls pour j

suffisamment grand.

Ainsi la suite de Niederreiter est définie par S = {xn : n ≥ 0} dans Is. Soit

n ∈ N et

n =
∞∑
r=0

ar(n)qr

son développement en base q, avec ar(n) ∈ Zq pour r ≥ 0. Pour tout n ≥ 0, 1 ≤

i ≤ s, soit

x(i)
n :=

∞∑
j=1

y
(i)
n,jb
−j,

où, pour tout j ≥ 1

y
(i)
n,j := ni,j

( ∞∑
r=0

c
(i)
j,rψr(ar(n))

)
∈ Zb.

Les éléments xn sont alors définis par :

xn := {x(1)
n , ..., xn(s)), n ≥ 0.

Un résultat fondamental sur ces suites est donné par le théorème suivant.
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Théorème 2.2.18. La suite de Niederreiter est une suite−(t(q, s), s) en base q, où

t(q, s) :=
s∑
i=1

(ei − 1).

Afin d’obtenir la meilleure majoration de discrépance, il faut minimiser la valeur

de t(q, s) pour s et q fixés. Pour cela on range les polynômes irréductibles unitaires

de Fq[x] par degré croissant: p1, p2, ... et on choisit les s premiers. Des tables des

polynômes irréductibles unitaires de Fq[x] pour q premier sont données dans [32],

[33].

Cas particulier

Dans le cas où q est une puissance première et s une dimension ≤ q, on peut

choisir des polynômes de la forme pi(x) = x − bi pour tout 1 ≤ i ≤ s, où b1, ..., bs

sont des éléments distincts de Fq. Avec ce choix, on a t(q, s) = 0.

La relation (2.19) s’écrit alors

c
(i)
j,r = a(i)(j, 0, r), 1 ≤ i ≤ s, j ≥ 1, r ≥ 0.

Ces éléments s’obtiennent en écrivant le développement en série de Laurent :

1

pi(x)j
=

1

xj(1− bix−1)j
= x−j

∞∑
r=0

(
r + j − 1

j − 1

)
brix
−r

=
∞∑

r=j−1

(
r

j − 1

)
br−j+1
i x−r−1.

Pour 1 ≤ i ≤ s et j ≥ 1, on a

c
(i)
j,r =


0 pour 0 ≤ r < j − 1,

(
r
j−1

)
br−j+1
i pour r ≥ j − 1,
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en convenant que 00 = 1 ∈ Fq. Quand q est premier, on identifie Zq à Fq et on

choisit les bijections ψr et ηi,j égales à l’identité : on retrouve alors la construction

de H. Faure [14].

Les ensembles digitaux et les suites digitales généralisent les réseaux (t,m, s) et

les suites (t, s) [10], [56]. On présente dans ce qui suit leur principe de construction.

1) Soient s ≥ 1, b ≥ 2 et k ≥ 1 trois entiers. On considère:

• Un anneau commutatif unitaire R de cardinal b;

• des bijections ψr : Zb → R, pour 0 ≤ r ≤ k − 1;

• des matrices (dites génératrices) C1, . . . , Cs de dimension k×k d’éléments

de R.

Pour i = 0, ..., bk − 1, on écrit la représentation de i en base b:

i =
k−1∑
r=0

arb
r,

où ar ∈ Zb. Soit

y = (ψ0(a0), . . . , ψk−1(ak−1))t ∈ Rk

et

(bj,1, bj,2, . . . , bj,k)
t = Cj.y,

avec bj,l ∈ R. Pour j = 1, . . . , s soit

ui,j =
ηj,1(bj,1)

b
+
ηj,2(bj,2)

b2
+ · · ·+ ηj,l(bj,k)

bk
.
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L’ensemble P = {ui = (ui,1, . . . , ui,s), i = 0, . . . , bk − 1} est appelé réseau

digital sur R en base b.

2) Soient s ≥ 1 et b ≥ 2 deux entiers. On considère :

• Un anneau commutatif unitaire R de cardinal b;

• des bijections ψr : Zb → R, pour r ≥ 0, vérifiant psir(0) = 0, pour r

suffisamment grand;

• des bijections ηj,l : R→ Zb, pour 1 : j : s et l ≥ 1;

• des matrices (dites génératrices) C1, . . . , Cs d’éléments de R, d’indices

dans N ∗ ×N∗.

Pour i ≥ 0, on écrit la représentation de i en base b:

i =
∞∑
r=0

arb
r,

où ar ∈ Zb. Soit

y = (ψ0(a0), ψ1(a1), . . . )t ∈ RN ∗

et

(bj,1, bj,2, . . . )
t = Cj, y,

avec bj,l ∈ R. Pour j = 1, . . . , s, soit

ui,j =
ηj,1(bj,1)

b
+
ηj,2(bj,2)

b
+ . . . .

La suite P = {ui = (ui,1, . . . , ui,s), i ≥ 0} est appelée suite digitale sur R en

base b.
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Exemple 2.2.19. Soient s ≥ 1 et b ≥ 2, puissance première supérieure à s.

Les suites de Faure généralisées [56] sont obtenues en utilisant la construction

précédente dans laquelle les matrices génératrices sont de la forme:

Cj = AjP
j−1, j = 1, . . . , s,

où P est la transposée de la matrice de Pascal:

Pi,j :=

(
j − 1

i− 1

)
∈ Fb

et Aj est une matrice triangulaire inférieure régulière dont les éléments sont dans

Fb. Ces suites sont des suites (0, s) en base b.

La suite de Faure originale est obtenue en prenant b le plus petit entier premier

≥ s et les matrices Aj toutes égales à la matrice identité I.

Exemple 2.2.20. Une construction de suites, élaborée par H. Faure et S. Tezuka

[16], [57] consiste à multiplier à droite les matrices génératrices des suites -(t, s)

par des matrices régulières triangulaires supérieures (NUT : non-singular upper

triangular). Les nouvelles matrices génératrices sont:

C ′j = CjUj,

où les Uj, j = 1, . . . , s sont des matrices NUT. Comme la multiplication par

les matrices Uj ne préserve pas les propriétés de répartition dans les intervalles

élémentaires, la suite ainsi obtenue n’est généralement pas de type (t, s). Une pos-

sibilité pour conserver la propriété d’uniformité des suites est de choisir Uj sous la
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forme:

Uj = γjU,

où U est une matrice NUT fixée et γj ∈ Fb, γj 6= 0. Les matrices génératrices

deviennent alors:

C ′j = γjCjU.

On a le résultat suivant [16]: Si une suite -(t, s) en base b est engendrée par les

matrices génératrices Cj, 1 ≤ j ≤ s, alors la suite engendrée avec les matrices

C ′j = γjCjU, 1 ≤ j ≤ s, est également une suite -(t, s) en base b.

2.3 Hasardisation

Le but des techniques de hasardisation est de construire des suites de points à faible

discrépance, vérifiants :

1. chaque suite hasardisée est uniformément distribué sur [0, 1)s,

2. la régularité de la suite hasardisée est celle de la suite déterministe de départ.

2.3.1 Méthodes de décalage linéaire

Les décalages linéaires sont les procédés les plus simples de hasardisation

Décalage aléatoire modulo 1

Cette méthode de hasardisation est aussi connue sous le nom de rotation de

Cranley-Patterson [8]. Soit Pn := {ui; i = 0, 1, . . . , n− 1} un ensemble de points de
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[0, 1)s et ∆ un vecteur aléatoire s−dimensionnel uniformément distribué sur [0, 1)s.

L’ensemble hasardisé P̃n := {ũi; i = 0, 1, . . . , n− 1} est défini par :

ũi ≡ (ui + ∆) (mod 1)

L’ensemble ainsi obtenu est uniformément distribué sur [0, 1)s. Par contre cette

technique de hasardisation ne préserve pas les propriétés d’équirépartition de l’ensemble

de départ.

Décalage digital b−adique

Soit Pn := {ui; i = 0, 1, . . . , n− 1} un réseau (t,m, s) en base b. Cette méthode

est analogue à la précédente mais elle consiste à écrire la représentation b−adique

du vecteur ∆ et à additionner ses composantes à celles des points ui, en utilisant

les opérations sur Fb [35],[24]. Plus précisément, si ∆ = (∆1, . . . ,∆s) avec

∆j =
∞∑
l=1

dj,lb
−l, ui,j =

∞∑
l=1

ui,j,lb
−l,

on calcule

ui ⊕∆ = (ũi,1, . . . , ũi,s),

où

ũi,j =
∞∑
l=1

((ui,j,l + dj,l) (mod b))−l.

L’ensemble hasardisé est alors P̃n = {ũi; i = 0, . . . , n − 1}. Ce type de décalage

digital est le plus approprié aux réseaux (t,m, s) puisqu’il préserve l’uniformité des

points et les valeurs du paramètre t.
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2.3.2 Ensembles de points à faible discrépance brouillés

Cette méthode a été proposée par A. Owen dans [47], [48]. L’idée est de perturber

les digits des ensembles de points à faible discrépance à l’aide de permutations

aléatoires de digits, tout en préservant les propriétés d’équirépartition.

Soit P = (ui)i un ensemble de points de [0, 1)s. On considère la représentation

b−adique de chacune des composantes du ième terme ui = (ui,1, . . . , ui,s) de P :

ui,j =
∞∑
k=1

ui,j,kb
−k,

où 0 ≤ ui,j,k < b,∀i, j, k.

La version hasardisée de P est l’ensemble P̃ dont le ième élément ũi = (ũi,1, . . . , ũi,s)

est donné par :

ũi,j =
∞∑
k=1

ũi,j,kb
−k,

où les ũi,j,k sont définis comme suit:

ũi,j,1 = πj(ui,j,1)

ũi,j,2 = πj,ui,j,1(ui,j,2)

...

ũi,j,k = πj,ui,j,1,...,ui,j,k−1
(ui,j,k),

les πj,ii,j,1,...,ui,j,l : Zb → Zb étant des permutations aléatoires indépendantes uni-

formément distribuées sur l’ensemble des b! permutations possibles de {0, 1, . . . , b−
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1} et les permutations sont mutuellement indépendantes. Notons que la permuta-

tion πj permute le premier digit en base b de ui,j pour tout i. Le deuxième digit est

permuté par πjui,j,1 . La permutation appliquée au deuxième digit ui,j,2 dépend de

la valeur du premier digit ui,j,1. De même, la permutation appliquée au kème digit

ui,j,k dépend de la valeur du premier k − 1 digit ui,j,1 par ui,j,k−1, ce qui fait que

l’implémentation numérique de ces méthodes demande des espaces de stockage et

des temps de calcul importants.

Dans [48] A. Owen a montré que si P est un réseau -(t,m, s) (respectivement

une suite -(t, s)) en base b alors P̃ est un réseau -(t,m, s) (respectivement une

suite -(t, s)) en base b presque sûrement et que les points de l’ensemble P̃ sont

uniformément distribués sur [0, 1)s.

Des alternatives permettant la réduction de la place mémoire ont été proposées

par J. Matousek [35], S. Tezuka [56], H. H. Hong et F. J. Hickernell [24]. L’idée

est d’appliquer des permutations affines aux différents coefficients comme suit. Si

n = bk, on considère:

• s matrices régulières triangulaires inférieures L1, . . . , Ls, à indices dans N∗ ×

N∗, dont les éléments sont choisis aléatoirement et indépendamment dans Fb,

avec des éléments diagonaux non nuls;

• s vecteurs (à indice dans N∗ ) d1, . . . , ds dont les composantes sont indépendantes

et uniformément distribuées dans Fb.

Les coefficients ũi,j,1, ũi,j,2 . . . de la j ème composante ũi,j de l’élément ũi sont
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donnés par: 
ũi,j,1

ũi,j,2

...

 = Lj


ui,j,1

ui,j,2

...

+ dj,

toutes ces opérations étant effectuées dans Fb. Le décalage digital garantit

que chaque point obtenu est uniformément distribué dans [0, 1)s [49]. Cette

technique préserve les propriétés d’équirépartition de l’ensemble original. En

effet, dans [36] J. Matousek a montré que la valeur du paramètre t de la suite

ainsi obtenue ne dépasse pas celle de la suite originale, le brouillage peut donc

potentiellement améliorer la qualité de la suite.

2.4 Intégration numérique quasi-Monte Carlo

Les méthodes QMC, comme déjà vu, sont des versions déterministes des méthodes

MC. ∫
Īs
f(x)dx ≈ 1

N

N∑
n=1

f(xn),

où {x1, . . . ,xN} est un ensemble de points à discrépance faible. Cette méthode a

une meilleure vitesse de convergence que la méthode de Monte Carlo et l’estimation

d’erreur est dans ce cas déterministe.

2.4.1 Estimation d’erreur

On commence par le cas unidimensionnel.
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Définition 2.4.1. Soit f une fonction réelle définie sur Ī = [0, 1]. On dit que f

est à variation bornée sur Ī s’il existe une constante M > 0 telle que

V (f,P) =
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤M,

pour toute partition P de Ī de la forme 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1. On appelle

alors variation de f la quantité

V (f) = sup
P∈B

V (f,P),

où B est l’ensemble des partitions de Ī.

On a une inégalité fondamentale, appelée inégalité de Koksma-Hlawka[27]:

Théorème 2.4.2. Si f : Ī → R est une fonction à variation bornée, alors pour

tout ensemble X = {xn : 1 ≤ n ≤ N} ⊂ Ī, on a∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

f(xn)−
∫
Īs
f(u)du

∣∣∣∣∣ ≤ V (f)D∗N(X).

Si f est une fonction continue sur Ī, on note ω(f ; t) son module de continuité,

défini par

ω(f ; t) = sup
x,y∈Ī
|x−y|≤t

|f(x)− f(y)| , t ≥ 0.

Pour les fonctions continues, on a la majoration d’erreur suivante, due à H. Nieder-

reiter [29]:

Proposition 2.4.3. Si f est une fonction continue sur Ī alors pour tout ensemble

X = {xn : 1 ≤ n ≤ N} ⊂ Ī, on a :∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

f(xn)−
∫
Ī
f(u)du

∣∣∣∣∣ ≤ ω(f ;D∗N(X)).
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Dans le cas multidimensionnel nous devons étendre la notion de variation d’une

fonction. Nous introduisons alors quelques notations et définitions. On trouve leur

origine dans le livre de E. W. Hobson [23].

Pour une fonction ϕ : Īs → Rp, deux vecteurs w,w′ ∈ Īs et 1 ≤ i ≤ s, on note

T iwϕ la restriction de ϕ à l’hyperplan xi = wi et

∆i
w,w′ϕ := T iw′ϕ− T iwϕ.

Si K = {i1, i2, . . . , ik} est un ensemble d’entiers compris entre 1 et s, on note

TKw ϕ := T i1w . . . T ikw ϕ et ∆K
w,w′ϕ := ∆i1

w,w′ . . .∆
ik
w,w′ϕ.

Dans le cas où K = {1, . . . , s}, on note

Twϕ := T {1,...,s}w ϕ et ∆w,w′ϕ := ∆
{1,...,s}
w,w′ ϕ.

Si l’on considère une partition de Īs en sous-intervalles définie par

0 = w0,i < w1,i < · · · < wni,i = 1, 1 ≤ i ≤ s

et si a = (a1, . . . , as) est un vecteur d’entiers tels que 0 ≤ ai < ni, on note

wa := (wa1,1, . . . , was,s) et a+ := (a1 + 1, . . . , as + 1).

Définition 2.4.4. La variation au sens de Vitali de ϕ sur Īs est définie par

V (s)(ϕ) := sup
P∈B

∑
a

|∆wa,wa+ϕ|,

où B est l’ensemble des partitions de Īs.
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On dit que ϕ est à variation bornée au sens de Vitali si V (s)(ϕ) < +∞.

Remarque 2.4.5. Si la dérivée partielle ∂sϕ
∂x1...∂xs

est continue sur Īs, la variation

au sens de Vitali s’écrit :

V (s)(ϕ) :=

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂sϕ

∂x1 . . . ∂xs
(x1, . . . , xs)

∣∣∣∣ dx1 . . . dxs.

La variation au sens de Vitali mesure imparfaitement l’ampleur des fluctuations

de ϕ, car elle s’annule dès que ϕ ne dépend pas d’une variable. Une mesure plus

précise est la variation au sens de Hardy-Krause, qui prend également en compte

les fluctuations des restrictions de ϕ aux faces de Īs.

Définition 2.4.6. La variation au sens de Hardy-Krause de ϕ sur Īs est définie

par

V (ϕ) :=
s∑

k=1

∑
K⊂[1,s]
#K=k

V (k)(TK
c

1 ϕ),

où 1 = (1, ..., 1) ∈ Īs, Kc est le complémentaire de K dans {1, . . . , s} et V (k)(TK
c

1 ϕ)

est la variation au sens de Vitali k-dimensionnelle de TK
c

1 ϕ sur Īk.

On dit que ϕ est à variation bornée au sens de Hardy-Krause si V (ϕ) < +∞.

Le résultat fondamental sur l’erreur des méthodes QMC est l’inégalité de Koksma-

Hlawka, établie dans [22] et reprise dans [62], qui généralise en dimension quelconque

l’inégalité de Koksma il est donné par le théorème.

Théorème 2.4.7. Si ϕ est une fonction à variation bornée V (ϕ) au sens de Hardy-
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Krause sur Īs, alors pour tout ensemble X = {x0, . . . ,xN−1} ∈ Is, on a∥∥∥∥∥ 1

N

N−1∑
n=0

ϕ(xn)−
∫
Īs
ϕ(x)dx

∥∥∥∥∥ ≤ V (ϕ)D∗N(X).

L’ensemble de toutes les fonctions bornées au sens de Hardy-Krause sur Īs sera

noté par BVHKs.

Une version multidimensionelle de la proposition 2.4.3 existe. La majoration

suivante est due à P.D. Proinov [51].

Proposition 2.4.8. Si f est une fonction continue sur Īs, alors pour tout ensemble

X = {xn : 1 ≤ n ≤ N} ⊂ Īs, on a∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

f(xn)−
∫ s

Ī
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ 4ω(f ;D∗N(X)1/s).

La borne d’erreur donnée par l’inégalité de Koksma-Hlawka est en général la

meilleure possible; dans [46] H. Niederreiter a montré le résultat suivant:

Lemme 2.4.9. Pour tout ensemble X = {xn : 1 ≤ n ≤ N} ⊂ Is et pour tout ε > 0

il existe une fonction infiniment dérivable f ∈ C∞(Īs) telle que V (f) = 1 et qui

vérifie: ∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

f(xn)−
∫
Īs
f(x)dx

∣∣∣∣∣ > D∗N(X)− ε.

L’inégalité de Koksma-Hlawka montre que l’erreur d’une quadrature QMC dépend

de la variation V (f) de la fonction que l’on intègre et de la discrépance D∗N(X) de

l’ensemble des points de quadrature. Puisqu’on utilise des ensembles à discrépance

faible, la majoration de l’erreur de quadrature est d’ordre

O
((lnN)s−1

N

)
.
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Elle converge plus rapidement que la longueur de l’intervalle de confiance de la

méthode de Monte Carlo qui est d’ordre

O
( 1√

N

)
.

2.4.2 Autres majorations

L’inégalité de Koksma-Hlawka ne permet pas de majorer l’erreur de quadrature

QMC de certaines fonctions simples; par exemple les fonctions indicatrices d’ensembles

dont la frontière n’est pas formée de faces parallèles aux faces de coordonnées.

Si E ⊂ Īs est mesurable au sens de Lebesgue, et si X = {xn : 1 ≤ n ≤ N} est

un ensemble fini de Is, on a

DN(E,X) =
1

N

N∑
n=1

1E(xn)−
∫
Īs
1Edλs, (2.20)

où 1E est la fonction indicatrice de E. Comme cette fonction n’est pas nécessairement

à variation bornée au sens de Hardy-Krause, on ne peut pas toujours estimer le

membre de droite de l’égalité 2.20 en utilisant l’inégalité de Koksma-Hlawka. Des

majorations utiles ont été donnée par H. Niederreiter et J. M. Wills [42].

On considère l’ensemble des parties de Īs mesurables au sens de Jordan, c’est-à-

dire les sous-ensembles de E de Īs tels que 1E soit intégrable au sens de Riemann.

Pour E ⊂ Īs et ε > 0, on définit :

Eε := {x ∈ Īs : ∃y ∈ E ‖x− y‖2 < ε},

E−ε := {x ∈ Īs : ∀y ∈ Īs\E ‖x− y‖2 ≥ ε},
(2.21)
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où ‖.‖2 est la norme euclidienne de Rs.

Soit σ une fonction positive et croissante, définie sur R∗+ vérifiant

lim
ε→0+

σ(ε) = 0

On noteMσ la famille des sous-ensembles E ⊂ Īs mesurables au sens de Lebesgue

vérifiant :

∀ε > 0; max
(
λs(Eε\E), λs(E\E−ε)

)
≤ σ(ε).

Alors Mσ est formé de sous-ensembles mesurables au sens de Jordan. On a les

résultat suivant :

Théorème 2.4.10. Soit X un ensemble de N points de Īs. Pour tout E ∈ Mσ,

on a :

∣∣∣DN(E,X)
∣∣∣ ≤ 2σ

(√
s
⌊ 1

DN(X)1/s

⌋−1)
+ σ
(⌊ 1

DN(X)1/s

⌋−1)
+DN(X)1/s.

Ce résultat a été repris et complété par C. Lécot [29], dont nous suivons la

présentation.

En remplaçant la norme ‖.‖2 par la norme ‖.‖∞ dans (2.21), on obtient l’inégalité

suivante :

|DN(E,X)| ≤ 3σ

(⌊ 1

DN(X)1/s

⌋−1
)

+DN(X)1/s. (2.22)

Et si X est un réseau-(t,m, s) en base b, on a:

|DN(E,X)| ≤ σ
(
b−b

m−t
s
c). (2.23)
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On peut s’interésser à d’autres domaines d’intégration spécifiques.

Soit f : Īs−1 → Ī une fonction à variation bornée au sens de Hardy-Krause; on

définit :

Ef := {(x′, xs) ∈ Is : xs < f(x′)},

où x′ = (x1, ..., xs−1).

Théorème 2.4.11. Soit f : Īs−1 → Ī une fonction à variation bornée V (f) au sens

de Hardy-Krause et soit X un ensemble de N points de Is. Si DN(X) ≤ V (f), alors

|DN(Ef , X)| ≤ sV (f)

⌊( V (f)

DN(X)

)1/s
⌋−1

.

Pour un réseau-(t,m, s) en base b, on a:

Théorème 2.4.12. Soit f : Īs−1 → Ī une fonction à variation bornée V (f) au sens

de Hardy-Krause et soit X un réseau−t,m, s) en base b. Si bt−m ≤ V (f), alors

|DN(Ef , X)| ≤ sV (f)b−b
m−t
s

+
lnV (f)
s ln b

c.

Toutes ces inégalités assurent une convergence bien plus lente que celle donnée

par l’inégalité de Koksma-Hlawka, car on a remplacé une erreur en O
(

(logN)s−1

N

)
par une erreur en O

(
(logN)(s−1)/s

N1/s

)
.

2.4.3 Exemple de calcul approché d’intégrale

Nous testons les quadratures Monte Carlo et quasi-Monte Carlo sur l’intégrale suiv-

ante:

K =

∫
Ī3

|x1 − x2|
1 + x2x3

dx,
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notons que K = 5/4−2 log(2)+ π2

24
. Nous présentons dans la figure 2.11 les différentes

erreurs des deux méthodes, dans la quadrature quasi-Monte Carlo, on utilise les

suites de Halton en bases 2, 3, et 5 ainsi que les suites de Hammersley. Le graphe

montre de meilleurs résultats pour les quadratures quasi-Monte Carlo que pour les

quadratures Monte Carlo.

Figure 2.11: Erreurs dans l’approximation de K
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Chapitre 3

Analyse numérique des méthodes

de Runge-Kutta quasi-Monte

Carlo

Dans ce chapitre nous décrivons une famille de méthodes apparentée à la famille

des méthodes de Runge-Kutta pour résoudre un système d’équations différentielles

ordinaires y′(t) = f(t, y(t)) où f est régulière en y mais manquant de régularité en t.

Ces méthodes utilisent des évaluations Monte Carlo d’intégrales. Nous présentons

le schéma d’ordre 3 qui utilise des échantillons aléatoires en dimension 3. Nous

donnons des bornes d’erreur en fonction du pas de temps et de la discrépance de

la suite utilisée pour les approximations Monte Carlo. Nous donnons des résultats

numériques de tests faits sur un problème modèle dans lequel f subit des variations
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rapides en temps. Nous concluons que l’utilisation de suites quasi-aléatoires réduit

les erreurs. Ce chapitre est basé sur [5].

3.1 Introduction

Considérons le système différentiel
y′(t) = f(t, y(t)), 0 < t < T,

y(0) = y0,

(3.1)

f étant régulière en espace (y) et seulement mesurable et bornée en temps (t). La

méthode a été introduite par G. Stengle dans [54], [55] qui a présenté une famille

de schémas numériques utilisant des nombres aléatoires pour résoudre le système

(3.1) quand f varie beaucoup plus vite en temps qu’en espace. Etant donné que la

régularité en t n’est pas assurée, la dépendance temporelle est considéré seulement

en moyenne. En estimant les moyennes par simulation numérique utilisant des

nombres aléatoires, on obtient des méthodes de Runge-Kutta Monte Carlo (RKMC).

Nous proposons dans ce chapitre de remplacer les suites pseudo-aléatoires par des

suites quasi-aléatoires judicieusement choisies dans le but d’améliorer les résultats.

Les approches Monte Carlo et quasi-Monte Carlo ont été comparées par plusieurs

Scientifiques dans les Conférences Monte Carlo and Quasi-Monte Carlo methods

[6], [11], [50]. Les méthodes de Runge-Kutta quasi-Monte Carlo (RKQMC) d’ordre

1 et 2 ont été étudiées dans des travaux antérieurs [7], [29]. Dans cette partie, nous

étudions plus exactement une méthode RKQMC d’ordre 3. Le plan du chapitre
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est comme suit : La méthode RKQMC d’ordre 3 est décrite au paragraphe 3.2.

Au paragraphe 3.3 nous étudions la convergence de la méthode. Ensuite, dans le

paragraphe 3.4 nous présentons les résultats des expériences numériques obtenus

grâce au langage Python; elles permettent de comparer les méthodes RK, RKMC

et RKQMC. Enfin nous donnons une conclusion au pragraphe 3.5.

3.2 Méthodes de Runge-Kutta quasi-Monte Carlo

Considérons le problème (3.1) où y0 ∈ Rp. On suppose l’existence et l’unicité d’une

solution y(t) telle que y′ ∈ L1(0, T ), ainsi

∀t0, t0 + h ∈ [0, T ]; y(t0 + h) = y(t0) +

∫ t0+h

t0

y′(u)du. (3.2)

En supposant que f est suffisamment régulière en y (on précisera les hypothèses

plus loin) on a

y(t0 + h) = y(t0) +

∫ t0+h

t0

F1(u1; y(t0))du1

+

∫ t0+h

t0

∫ u1

t0

F2(u1, u2; y(t0))du2du1 + . . .

+

∫ t0+h

t0

∫ u1

t0

. . .

∫ us−2

t0

Fs−1(u1, . . . , us−1; y(t0))dus−1 . . . du1

+

∫ t0+h

t0

∫ u1

t0

. . .

∫ us−1

t0

Fs(u1, . . . , us; y(us))dus . . . du1, (3.3)
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où les fonctions Fi vérifient la relation de récurrence
F0(y) := y,

Fi(u1, . . . , ui; y) := D1
yFi−1(u1, . . . , ui−1; y).f(ui, y), 1 ≤ i ≤ s.

Par suite

y(t) = F0(y0)) +

∫ t0+h

t0

F1(u1; y(t0))du1

+

∫ t0+h

t0

∫ u1

t0

F2(u1, u2; y(t0))du2du1 + . . .

+

∫ t0+h

t0

∫ u1

t0

. . .

∫ us−1

t0

Fs(u1, . . . , us; y(t0))dus . . . du1 +O(hs+1), (3.4)

On se ramène au même domaine d’intégration pour toutes les intégrales (t0, t0 +

h)s et ceci pour pouvoir faire une approximation Monte Carlo. Soit
G0(y) := 0,

Gi(u1, . . . , ui; y) := Gi−1(u2, . . . , ui; y) +Gi−1(u1, u3, . . . , ui; y)+

+ · · ·+Gi−1(u1, u2, . . . , ui−1; y) + hi−1Fi(u1, . . . , ui; y); 1 ≤ i ≤ s.

(3.5)

On obtient alors∫ t0+h

t0

F1(u1; y)du1 +

∫ t0+h

t0

∫ u1

t0

F2(u1, u2; y)du2du1 + . . .

+

∫ t0+h

t0

∫ u1

t0

. . .

∫ us−1

t0

Fs(u1, . . . , us; y)dus . . . du1

= 1
s!hs−1

∫ t0+h

t0

Gs(u1, . . . , us; y)dus . . . du1,

où {u1, . . . , us} = {u1, . . . , us} avec u1 ≥ · · · ≥ us.

Par conséquent l’équation (3.4) peut être exprimée par

y(t0 + h) = y(t0)

+
1

s!hs−1

∫ t0+h

t0

. . .

∫ t0+h

t0

Gs(u1, u2, . . . , us; y(t0))dus . . . du1 +O(hs+1). (3.6)

70



Nous limitons notre analyse aux méthodes d’ordre trois . L’équation (3.6) s’écrit

alors

y(t0 + h) = y(t0) (3.7)

+
1

6h2

∫ t0+h

t0

∫ t0+h

t0

∫ t0+h

t0

(
2f(ū1, y(t0)) + 2f(ū2, y(t0)) + 2f(ū3, y(t0))

+hD1
yf(ū2, y(t0)).f(ū1, y(t0)) + hD1

yf(ū3, y(t0)).f(ū1, y(t0))

+hD1
yf(ū3, y(t0)).f(ū2, y(t0))

+h2D1
yf(ū3, y(t0)).

(
D1
yf(ū2, y(t0)).f(ū1, y(t0))

)
+h2D2

yf(ū3, y(t0)).
(
f(ū1, y(t0)), f(ū2, y(t0))

))
du +O(h4),

où

{ū1, ū2, ū3} = {u1, u2, u3} avec ū1 ≤ ū2 ≤ ū3. (3.8)

Afin d’obtenir des schémas proches des méthodes de Runge-Kutta, nous com-

binons des développements de Taylor. L’identité suivante a été proposée par G.

Stengle voir [54]:
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2f(u1, y) + 2f(u2, y) + 2f(u3, y) (3.9)

+hD1
yf(u2, y).f(u1, y) + hD1

yf(u3, y).f(u1, y)

+hD1
yf(u3, y).f(u2, y)

+h2D1
yf(u3, y).(D1

yf(u2, y).f(u1, y))

+h2D2
yf(u3, y).(f(u1, y), f(u2, y))

= 2f(u1, y) +
(

2− 1− κ2

α

)
f(u2, y) +

1

α
f
(
u2, y +

α

1− κ
hf(u1, y)

)
−κ

2

α
f
(
u2, y +

α

κ(1− κ)
hf(u1, y)

)
+
(

2− 1− λ2 − µ2

(1− λ)(1− µ)

)
f(u3, y)

− µ2

(1− λ)(1− µ)
f
(
u3, y +

1− λ
µ

hf(u1, y)
)
− λ2

(1− λ)(1− µ)
f
(
u3, y +

1− µ
λ

hf(u2, y)
)

+
1

(1− λ)(1− µ)
f
(
u3, y + (1− λ)hf(u1, y) + (1− µ)hf(u2, y + (1− λ)hf(u1, y))

)
+O(h3).

Nous utiliserons plutôt l’identité plus générale

2f(u1, y) + 2f(u2, y) + 2f(u3, y) (3.10)

+hD1
yf(u2, y).f(u1, y) + hD1

yf(u3, y).f(u1, y)

+hD1
yf(u3, y).f(u2, y)

+h2D1
yf(u3, y).(D1

yf(u2, y).f(u1, y))

+h2D2
yf(u3, y).(f(u1, y), f(u2, y))

= a1f(u1, y) +

L2∑
l=1

a2,lf(u2, y + b2,lhf(u1, y))

+

L3∑
l=1

a3,lf
(
u3, y + b

(1)
3,l hf(u1, y) + b

(2)
3,l hf(u2, y + c3,lhf(u1, y))

)
+O(h3),
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où les coefficients a1, a2,l, a3,l, b2,l, b
(1)
3,l , b

(2)
3,l , c3,l vérifient les relations suivantes

a1 = 2,

L2∑
l=1

a2,l = 2,

L3∑
l=1

a3,l = 2,

L2∑
l=1

a2,lb2,l = 1,

L3∑
l=1

a3,lb
(1)
3,l = 1,

L3∑
l=1

a3,lb
(2)
3,l = 1,

L2∑
l=1

a2,lb
2
2,l = 0,

L3∑
l=1

a3,lb
(1)2
3,l = 0,

L3∑
l=1

a3,lb
(2)2
3,l = 0,

L3∑
l=1

a3,lb
(1)
3,l b

(2)
3,l = 1,

L3∑
l=1

a3,lb
(2)
3,l c3,l = 1.

Ces équations ressemblent aux conditions d’ordre dans les méthodes de Runge-

Kutta [4]. Nous remplaçons alors (3.7) par l’égalité suivante

y(t0 + h) = y(t0) +
1

6h2

∫ t0+h

t0

∫ t0+h

t0

∫ t0+h

t0

(
a1f(ū1, y(t0)) (3.11)

+

L2∑
l=1

a2,lf
(
ū2, y(t0) + b2,lhf(ū1, y(t0))

)
+

L3∑
l=1

a3,lf
(
ū3, y(t0) + b

(1)
3,l hf(ū1, y(t0))

+b
(2)
3,l hf

(
ū2, y(t0) + c3,lhf(ū1, y(t0))

)))
du +O(h4).

Soit B(y, ρ) la boule ouverte centrée en y et de rayon ρ. Nous supposons que la

fonction f vérifie les hypothèses suivantes.

Hypothèses 3.2.1. Il existe τ > 0 et ρ > 0 tels que

• La fonction Dm
y f est mesurable sur

E :=
⋃

0≤t≤T

[t,min(t+ τ, T )]×B
(
y(t), ρ

)
pour 0 ≤ m ≤ 3.
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• Pour tout t ∈ [0, T ] la fonction y 7→ Dm
y f(t, y) est continue sur la boule

ouverte B(y(t), ρ), pour 0 ≤ m ≤ 3.

• Il existe ‖Dm
y f‖ pour 0 ≤ m ≤ 3 et VE(Dm

y f) pour 0 ≤ m ≤ 2, tels que pour

tout t ∈ [0, T ] et tout y ∈ B(y(t), ρ),

1. la fonction u 7→ Dm
y f(u, y) est définie sur [t,min(t+ τ, T )] et est bornée

par ‖Dm
y f‖E pour 0 ≤ m ≤ 3,

2. la variation de la fonction u 7→ Dm
y f(u, y) sur [t,min(t+τ, T )] est bornée

par VE(Dm
y f) pour 0 ≤ m ≤ 2.

Considérons une partition 0 = t0 < t1 < · · · < tn∗ = T de [0, T ] en n∗ sous-

intervalles de longueur hn := tn+1−tn et notons H := max
0≤n≤n∗

hn. Soit X un ensemble

de points composé de x0,x1, . . . ,xN−1 ∈ I3. La méthode RKQMC d’ordre 3 en-

gendre une suite (yn)0≤n≤n∗ par

yn+1 = yn +
hn
6N

∑
0≤j<N

(
a1f(tn + hnx̄j,1, yn) (3.12)

+

L2∑
l=1

a2,lf(tn + hnx̄j,2, yn + b2,lhnf(tn + hnx̄j,1, yn))

+

L3∑
l=1

a3,lf
(
tn + hnx̄j,3, yn + b

(1)
3,l hnf(tn + hnx̄j,1, yn)

+b
(2)
3,l hnf(tn + hnx̄j,2, yn + c3,lhnf(tn + hnx̄j,1, yn))

))
,

où nous utilisons la même notation que (3.8): si x = (x1, x2, x3), alors x̄ =

(x̄1, x̄2, x̄3) est défini comme suit

{x̄1, x̄2, x̄3} = {x1, x2, x3} avec x̄1 ≤ x̄2 ≤ x̄3. (3.13)
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Nous avons remplacé l’intégrale triple (3.11) par son approximation quasi-Monte

Carlo.

3.3 Analyse de la convergence

L’analyse de l’erreur est assez proche de celle des méthodes de Runge-Kutta [4],

l’erreur globale est définie par en := yn − y(tn). On définit l’erreur de troncature

locale par

εn :=
1

hn
(y(tn+1)− y(tn))− 1

6h3
n

∫
(tn,tn+1)3

(
a1f(ū1, y(tn)) +

L2∑
l=1

a2,lf
(
ū2, y(tn)

+ b2,lhnf(ū1, y(tn))
)

+

L3∑
l=1

a3,lf
(
ū3, y(tn)

+ b
(1)
3,l hnf(ū1, y(tn)) + b

(2)
3,l hnf

(
ū2, y(tn) + c3,lhnf(ū1, y(tn))

)))
du.

Nous avons besoin d’un terme d’erreur complémentaire

δn :=
1

6h3
n

∫
(tn,tn+1)3

(
a1f(ū1, yn) +

L2∑
l=1

a2,lf
(
ū2, yn + b2,lhnf(ū1, yn)

)
+

L3∑
l=1

a3,lf
(
ū3, yn + b

(1)
3,l hnf(ū1, yn) + b

(2)
3,l hnf

(
ū2, yn + c3,lhnf(ū1, yn)

))
− a1f(ū1, y(tn))−

L2∑
l=1

a2,lf
(
ū2, y(tn) + b2,lhnf(ū1, y(tn))

)
−

L3∑
l=1

a3,lf
(
ū3, y(tn) + b

(1)
3,l hnf(ū1, y(tn))

+ b
(2)
3,l hnf

(
ū2, y(tn) + c3,lhnf(ū1, y(tn))

)))
du,
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L’erreur de l’approximation quasi-Monte Carlo est donnée par

dn :=
1

6N

∑
0≤j<N

(
a1f(tn + hnx̄j,1, yn)

+

L2∑
l=1

a2,lf
(
tn + hnx̄j,2, yn + b2,lhnf(tn + hnx̄j,1, yn)

)
+

L3∑
l=1

a3,lf
(
tn + hnx̄j,3, yn + b

(1)
3,l hnf(tn + hnx̄j,1, yn)

+ b
(2)
3l hnf

(
tn + hnx̄j,2, yn + c3,lhnf(tn + hnx̄j,1, yn)

)))

− 1

6

∫
I3

(
a1f(tn + hnx̄1, yn)

+

L3∑
l=1

a2,lf
(
tn + hnx̄2, yn + b2lhnf(tn + hnx̄1, yn)

)
+

L3∑
l=1

a3,lf
(
tn + hnx̄3, yn + b

(1)
3,l hnf(tn + hnx̄1, yn)

+ b
(2)
3,l hnf

(
tn + hnx̄2, yn + c3,lhnf(tn + hnx̄1, yn)

)))
dx.

On a la formule de récurrence

en+1 = en − hnεn + hnδn + hndn. (3.14)

À toute fonction ϕ définie sur Ī3, nous associons la fonction ϕ̄ définie par

ϕ̄(x) := ϕ(x̄), x ∈ Ī3

où x̄ correspond à x par (3.13). Nous avons besoin des résultats techniques suivants.

Lemme 3.3.1. Si ϕ ∈ BVHK3, alors ϕ̄ ∈ BVHK3.

Preuve. On a

V (ϕ̄) = 3V (1)(T
{2,3}
1 ϕ) + 3V (2)(T 3

1ϕ) + V (3)(ϕ̄).
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D’une part, pour toute fonction ψ de Ī2 on a

V (2)(ψ̄) ≤ V (1)(T 1
1ψ) + V (1)(T 2

1ψ) + 3V (2)(ψ),

où

ψ̄(x1, x2) := ψ(min(x1, x2),max(x1, x2)).

D’autre part,

V (3)(ϕ̄) ≤ V (1)(T
{2,3}
1 ϕ) + 2V (1)(T

{1,3}
1 ϕ) + V (1)(T

{1,2}
1 ϕ)

+ 5V (2)(T 1
1ϕ) + 7V (2)(T 2

1ϕ) + 4V (2)(T 3
1ϕ) + 13V (3)(ϕ),

ce qui achève la démonstration.

Si t ∈ [0, T ], h ≥ 0 et y ∈ Rp, nous définissons

ϕt,h,y(x) := a1f(t+ hx1, y)

+

L2∑
l=1

a2,lf
(
t+ hx2, y + b2,lhf(t+ hx1, y)

)
+

L3∑
l=1

a3,lf
(
t+ hx3, y + b

(1)
3,l hf(t+ hx1, y)

+ b
(2)
3,l hf

(
t+ hx2, y + c3,lhf(t+ hx1, y)

))
, ∀x ∈ Ī3.

Notons

c∗ := 1 + max
(

max
1≤l≤L2

|b2,l|, max
1≤l≤L3

|b(1)
3,l |+ max

1≤l≤L3

|b(2)
3,l |, max

1≤l≤L3

|c3,l|
)
.

Lemme 3.3.2. Si t et t + h ∈ [0, T ], h ≤ τ et ‖y − y(t)‖ + hc∗‖f‖E < ρ, alors

ϕt,h,y ∈ BVHK3.
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Preuve. Soit

αt,h,y(x) := f(t+ hx1, y)

βbt,h,y(x) := f(t+ hx2, y + bhf(t+ hx1, y))

γb
1,b2,c
t,h,y (x) := f(t+ hx3, y + b1hf(t+ hx1, y)

+b2hf(t+ hx2, y + chf(t+ hx1, y))).

Par des développements de Taylor en y on trouve sous l’hypothèse 3.2.1

V (1)(T
{2,3}
1 αt,h,y) ≤ VE(f),

V (1)(T
{2,3}
1 βbt,h,y) ≤ h|b|‖D1

yf‖EVE(f),

V (1)(T
{1,3}
1 βbt,h,y) ≤ VE(f),

V (2)(T
{3}
1 βbt,h,y) ≤ h|b|VE(D1

yf)VE(f),

V (1)(T
{2,3}
1 γb

1,b2,c
t,h,y ) ≤ h(|b1|+ h|b2c|‖D1

yf‖E)‖D1
yf‖EVE(f),

V (1)(T
{1,3}
1 γb

1,b2,c
t,h,y ) ≤ h|b2|‖D1

yf‖EVE(f),

V (1)(T
{1,2}
1 γb

1,b2,c
t,h,y ) ≤ VE(f),

V (2)(T
{1}
1 γb

1,b2,c
t,h,y ) ≤ h|b2|VE(D1

yf)VE(f),

V (2)(T
{2}
1 γb

1,b2,c
t,h,y ) ≤ h(|b1|+ h|b2c|‖D1

yf‖E)VE(D1
yf)VE(f),

V (2)(T
{3}
1 γb

1,b2,c
t,h,y ) ≤ h2

(
|b2|(|b1|+ h|b2c|‖D1

yf‖E)‖D2
y‖EVE(f)

+|b2c|‖D1
yf‖EVE(D1

yf)
)
VE(f),

V (3)(γb
1,b2,c
t,h,y ) ≤ h2

(
|b2|(|b1|+ h|b2c|‖D1

yf‖E)VE(D2
yf)VE(f)

+|b2c|VE(D1
yf)2

)
VE(f).

D’où le résultat.

Définissons

φn := ϕtn,hn,yn et Φn := ϕtn,hn,y(tn).
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Alors

εn =
1

hn
(y(tn+1)− y(tn))− 1

6

∫
I3

Φ̄n(x)dx, (3.15)

δn =
1

6

∫
I3

(φ̄n(x)− Φ̄n(x))dx, (3.16)

dn =
1

6N

∑
0≤j<N

φ̄n(xj)−
1

6

∫
I3
φ̄n(x)dx. (3.17)

Nous établissons à présent des estimations de chacun de ces termes.

Proposition 3.3.3. Si hn ≤ τ et hnc
∗‖f‖E < ρ, alors il existe c1(hn) = O(1) telle

que

‖εn‖ ≤ c1(hn)h3
n.

Preuve. Sous l’hypothèse 3.2.1 nous avons par des développements de Taylor en y

y(tn+1) = y(tn) +
1

6h2
n

∫
(tn,tn+1)3(

2f(ū1, y(tn)) + 2f(ū2, y(tn)) + 2f(ū3, y(tn))

+hnD
1
yf(ū2, y(tn)).f(ū1, y(tn))

+hnD
1
yf(ū3, y(tn)).f(ū1, y(tn))

+hnD
1
yf(ū3, y(tn)).f(ū2; y(tn))

+h2
nD

1
yf(ū3, y(tn)).

(
D1
yf(ū2, y(tn)).f(ū1, y(tn))

)
+h2

nD
2
yf(ū3, y(tn)).

(
f(ū1, y(tn)), f(ū2, y(tn))

))
du + hnε

∗
n,

où

‖ε∗n‖ ≤
h3
n

24

(
‖D1

yf‖3
E + 4‖D2

yf‖E‖D1
yf‖E‖f‖E + ‖D3

y‖E‖f‖2‖E
)
‖f‖E,
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et pour u ∈ (tn, tn+1)3,

a1f(ū1, y(tn)) +

L2∑
l=1

a2,lf
(
ū2, y(tn) + b2,lhnf(ū1, y(tn))

)
+

L3∑
l=1

a3,lf
(
ū3, y(tn) + b

(1)
3,l hnf(ū1, y(tn))

+ b
(2)
3,l hnf

(
ū2, y(tn) + c3,lhnf(ū1, y(tn))

))
= 2f(ū1, y(tn)) + 2f(ū2, y(tn)) + 2f(ū3, y(tn))

+ hnD
1
yf(ū2, y(tn)).f(ū1, y(tn))

+ hnD
1
yf(ū3, y(tn)).f(ū1, y(tn))

+ hnD
1
yf(ū3, y(tn)).f(ū2, y(tn))

+ h2
nD

1
yf(ū3, y(tn)).(D1

yf(ū2, y(tn)).f(ū1, y(tn)))

+ h2
nD

2
yf(ū3, y(tn)).(f(ū1, y(tn)), f(ū2, y(tn))) + ε′n(u),

où ‖ε′n(u)‖ ≤ O(h3
n). Par conséquent

εn = ε∗n −
1

6h3
n

∫
(tn,tn+1)3

ε′n(u)du.

Ceci achève la démonstration.

Proposition 3.3.4. Si hn ≤ τ et ‖en‖+hnc∗‖f‖E < ρ, alors il existe c2(hn) = O(1)

tel que

‖δn‖ ≤ c2(hn)‖en‖.
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Preuve. Soit

δn,1(u) := f(ū1, yn)− f(ū1, y(tn)),

δn,2,l(u) := f(ū2, yn + b2,lhnf(ū1, yn))− f(ū2, y(tn) + b2,lhnf(ū1, y(tn)))

δn,3,l(u) := f(ū3, yn + b
(1)
3,l hnf(ū1, yn) + b

(2)
3,l hnf(ū2, yn + c3,lhnf(ū1, yn)))

− f
(
ū3, y(tn) + b

(1)
3,l hnf(ū1, y(tn))

+ b
(2)
3,l hnf(ū2, y(tn) + c3,lhnf(ū1, y(tn)))

)
.

Sous l’hypothèse 3.2.1 et par des développements de Taylor en y, on obtient

|δn,1(u)‖ ≤ O(1)‖en‖ et ‖δn,i,l(u)‖ ≤ O(1)‖en‖, i = 2, 3,

ce qui implique le résultat.

Proposition 3.3.5. Si hn ≤ τ et ‖en‖+hnc∗‖f‖E < ρ, alors il existe c3(hn) = O(1)

telle que

‖dn‖ ≤ c3(hn)D∗N(X).

Preuve. En utilisant l’inégalité de Koksma-Hlawka on a

‖dn‖ ≤
1

6
V (φ̄n)D∗N(X).

Par les Lemmes 3.3.1 and 3.3.2, nous concluons le résultat.

Nous terminons ce paragraphe par le résultat de convergence. Supposons que

H ≤ H∗ et posons

ci := ci(H
∗), i = 1, 2, 3.
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Proposition 3.3.6. Si H ≤ τ et

ec2T‖e0‖+
ec2T − 1

c2

(
c1H

3 + c3D
∗
N(X)

)
+Hc∗‖f‖E < ρ,

alors

‖en‖ ≤ ec2tn‖e0‖+
ec2tn − 1

c2

(
c1H

3 + c3D
∗
N(X)

)
, 0 ≤ n ≤ n∗.

Proof. En combinant la formule de récurrence (3.14) et les propositions 3.3.3, 3.3.4

et 3.3.5 on obtient le résultat voulu.

Il est devenu d’usage de parler de suites à faible discrépance pour celles dont

la discrépance est en O((logN)s−1/N), en dimension s où N désigne le nombre de

points considérés. Dans [46] R. Niederreiter donne un sondage sur de nombreux

ensembles de points à faible discrépance. Un résultat dû à K. F. Roth [52] montre

que, pour toute suite de N éléments d’un ensemble X en dimension s, on a

D∗N(X) ≥ γs(logN)(s−1)/2/N,

où la constante γs > 0 dépend seulement de s. D’apès l’estimation de la proposi-

tion 3.3.6 l’algorithme RKQMC utilisant des suites à faible discrépance est d’ordre

3 si N = O(H−3).

3.4 Expériences numériques

Nous appliquons l’algorithme présenté à un problème modèle proposé par G. Stengle

voir [55] ensuite sur un exemple simple.
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Exemple 3.4.1.

y′(t) = y(t) + 5 sin(cos(kt)), 0 < t < 1, (3.18)

y(0) = 1, (3.19)

pour k = 2ν − 1, 1 ≤ ν ≤ 20. La solution exacte est donnée par

y(t) = et
[
1 + 5t

∫ 1

0

e−rt sin(cos(krt))dr
]
,

y(t) = et + 5
∑
m∈Z

Jm(1)
mk

m2k2 − 1

(
cos
[
m(π/2− kt)

]
− et cos(mπ/2)− 1

mk
sin
[
m(π/2− kt)

]
+

et

mk
sin(mπ/2)

)
,

représentée dans la figure 3.1 pour 1 ≤ ν ≤ 10.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 t

2

4

6

8

10
y

(a) Solution exacte pour 1 ≤ ν ≤ 5

0.2 0.4 0.6 0.8 1 t

0.5

1

1.5

2

2.5

3
y

(b) Solution exacte pour 6 ≤ ν ≤ 10

Figure 3.1: Solution exacte pour 1 ≤ ν ≤ 10

Nous résolvons le problème par les trois différents schémas présentés ci-dessous,

ensuite nous comparons les erreurs obtenues:
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• La méthode de Heun avec 10(RK10), 100(RK100) et 1000(RK1000) pas de

temps égaux, Le schéma de Heun d’ordre 3 étant décrit comme suit (voir [4]):

tn,1 = tn,

tn,2 = tn + hn
3
,

tn,3 = tn + 2hn
3
,

kn,1 = f(tn,1, yn),

kn,2 = f(tn,2, yn + hn
3
kn,1),

kn,3 = f(tn,3, yn + 2hn
3
kn,2),

yn+1 = yn + hn
4

(kn,1 + 3kn,3).

• La méthode Runge Kutta Monte Carlo de G. Stengle avec 10 pas de temps

égaux où à chaque pas, nous utilisons une nouvelle suite aléatoire (x
(n)
j )0≤j<N :

t∗n,j,1 = tn + hnx̄
(n)
j,1 ,

t∗n,j,2 = tn + hnx̄
(n)
j,2 ,

t∗n,j,3 = tn + hnx̄
(n)
j,3 ,

kn,j,1 = f(t∗n,j,1, yn),

kn,j,2 = f(t∗n,j,2, yn),

k′n,j,2 = f(t∗n,j,2, yn + hnkn,j,1),

k′′n,j,2 = f(t∗n,j,2, yn + hn
2
kn,j,1),

kn,j,3 = f(t∗n,j,3, yn + hnkn,j,1),

k′n,j,3 = f(t∗n,j,3, yn + hnkn,j,2),

k′′n,j,3 = f(t∗n,j,3, yn + hn
2
kn,j,1 + hn

2
k′′n,j,2),
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et

yn+1 = yn +
1

N

∑
0≤j<N

hn

(1

3
kn,j,1 −

1

6
kn,j,2 −

1

6
k′n,j,2 +

2

3
k′′n,j,2

− 1

6
kn,j,3 −

1

6
k′n,j,3 +

2

3
k′′n,j,3

)
. (3.20)

• La méthode Runge Kutta quasi Monte Carlo avec 10 pas de temps égaux. À

chaque pas de temps, nous utilisons dans l’équation (3.20) le même ensemble

de Hammersley à 1000 points.

X = {( j

1000
, φ2(j), φ3(j)) : 0 ≤ j < 1000},

où φb est la fonction radical inverse en base b.

Nous calculons l’erreur

e =
1

10

10∑
n=0

|enm|,

où 10m est le nombre de pas de temps.

La figure 3.2 compare les erreurs obtenues en résolvant le problème modèle en

utilisant les méthodes RK10, RK100, RK1000 et RKMC. On peut voir que les

résultats de RKMC sont meilleurs que ceux de RK10 pour (k ≥ 25), RK100 pour

(k ≥ 29) et RK1000 pour (k ≥ 213). La figure 3.3 montre une comparaison des

méthodes RK10, RK100, RK1000 et RKQMC au probème modèle. Les erreurs du

schéma RKQMC se stabilisent à un niveau assez bas. La stratégie RKQMC est plus

performante que le schéma RK10 pour (k ≥ 23), RK100 pour (k ≥ 28) et RK1000

pour (k ≥ 211). Il est clair que pour cet exemple la stratégie quasi-Monte Carlo est

nettement supérieure aux résultats de Monte Carlo.
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G. Stengle [55] a noté que c’est gràce à la somme sur N dans l’équation (3.20)

que le calcul RKMC ou RKQMC est avantageux. Les calculs de RKQMC utilisent

10000 sommation en comparant à 1000 pour la méthode de RK1000, mais la somme

des 10000 peut être exécutée en dix étapes de temps contenant chacune 1000.

5 10 15 20
Log2 k

-25

-15

-5

5

Log2 e

Figure 3.2: Erreurs RKMC (trait continu), RK10, RK100, RK1000 (traits

pointillés)
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Log2 k

-25

-15

-5

5

Log2 e

Figure 3.3: Erreurs RKQMC(trait continu), RK10, RK100, RK1000 (traits

pointillés)
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Exemple 3.4.2.

y′(t) = y(t) + cos(1023t), 0 < t < 1, (3.21)

y(0) = 1, (3.22)

La solution exacte est donnée par:

y(t) = et +
1

1024

( et

1023
− sin(1023t)− 1

1023
cos(1023t)

)
.

Figure 3.4: Solution exacte, solution par RK10

On compare les solutions par la méthode de Heun, Runge Kutta Monte Carlo

et la méthode de Runge Kutta quasi-Monte Carlo avec 10 pas de temps égaux pour

chaque méthode où l’on utilise le même ensemble de HammersleyX = {(φ2(j), φ3(j), j
1000

) :

0 ≤ j < 1000}.

Les résultats sont présentés dans le tableau ci-dessous. On remarque que l’erreur

moyenne de la méthode RKQMC est plus petite que celles de la méthode RKMC

et RK.

88



t RK RKMC RKQMC

0.1 6.7364E-02 -1.3191E-03 1.6800E-03

0.2 1.1604E-01 -1.3443E-03 -7.3599E-04

0.3 4.4488E-02 -1.7922E-03 -1.4834E-03

0.4 4.0551E-02 -1.6239E-03 1.2046E-03

0.5 1.3195E-01 -3.5951E-03 8.6737E-04

0.6 1.2010E-01 -4.8042E-03 -1.7180E-03

0.7 5.5717E-02 -3.122E-03 -3.9732E-04

0.8 1.1761E-01 -2.0631E-03 1.6275E-03

0.9 1.8491E-01 -2.5099E-03 -5.3732E-04

1.0 1.2666E-01 -2.1985E-03 -1.7630E-03

Moyenne 1.0054E-01 2.4372E-03 1.2014E-03

Table 3.1: Erreurs des méthodes de RK, RKMC et RKQMC
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Conclusions et perspectives

Nous avons présenté de nouvelles méthodes d’ordre 3 qui sont proches des méthodes

quasi-Monte Carlo pour la résolution d’un système différentielle où la fonction f

subit des variations trop rapides en temps pour être suivie en détail. Après analyse

de l’erreur, nous avons constaté que les suites à faible discrépance permettent d’avoir

de meilleurs résultats que les nombres pseudo-aléatoires.

Les formules du schéma présenté sont beaucoup plus compliquées que celles de

la méthode Runge Kutta classique et la compléxité augmente avec l’ordre. Nos

persepectives futurs sont basées sur le développement de méthodes du quatrième

ordre et l’application des méthodes Monte Carlo stratifiées pour la résolution des

systèmes différentielles.
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[1] R. Béjian, H. Faure, Discrépance de la suite de Van der Corput. Séminaire
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dimension un). Bulletin de la Société Mathématique de France, 109, pp. 143-
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[36] J. Matousẽk, Geometric Discrepancy: An illustrated Guide, Springer, Berlin,

(1999).

[37] M. Matsumoto and T.Nishimura, Mersenne Twister: A 623-dimensionally

equidistributed uniform pseudorandom number generator, ADM Transaction

on Modeling and Computer Simulation, Vol-8, NÂ◦1, January, pp. 3-30, (1998).
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