"Il est facile d’apprendre.

Comprendre nécessite un effort parfois long,

rebutant mais permet de réellement goiiter aux plats et de se réjouir de saveurs
nouvelles.”

Albert Jacquard
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Introduction

Le domaine de ’analyse numérique offre plusieurs méthodes d’approximation. Cer-
taines de ces méthodes sont plus adaptées a quelques types de problemes que
d’autres. Dans ce travail, nous allons nous intéresser aux méthodes quasi-Monte
Carlo. Les méthodes de Monte Carlo sont des techniques de simulation utilisant
des nombres aléatoires, ce qui a donné leur nom. Ce dernier fait allusion aux jeux
de hasard pratiqués a Monte-Carlo. L’appellation ”Monte Carlo” est due a N.
Metropolis, inspiré de I'intérét de S. Ulam pour le pocker, car Monte-Carlo est un
grand centre de casinos, et a pour origine la similarité avec les jeux de hasard. Les
méthodes de Monte Carlo ont été portées au nues a leurs débuts et c’est apres la
deuxieme guerre mondiale qu’ils ont acquis une véritable reconnaissance. S. Ulam,
N. Metropolis et notamment Von Neumann, ont utilisé les méthodes de Monte Carlo
a Los Alamos pendant la préparation de la bombe atomique avec la collaboration
de nombreux scientifiques. Comme les recherches a Los Alamos étaient secretes,
la premiere publication dans le domaine n’est parue qu’en 1949 voir [38]. Par

la suite, le développement de ces méthodes a accompagné les développements de



I'informatique. En effet, des 1945 J. Von Neumann conjecturait le potentiel des or-
dinateurs pour la simulation stochastique [60]. Ces méthodes ont jouit d’une bonne
réputation dans de nombreux domaines ot les méthodes d’analyse numérique étaient
inapplicables ou tres cotliteuses. Par exemple, on a recours aux méthodes de Monte
Carlo pour résoudre des problemes d’équations aux dérivées partielles ot les données
sont peu régulieres, la dimension est élevée et les frontieres sont compliquées, théorie
du transfert de rayonnement, phénomene d’attente, formules de cubature, équations
intégrales et équations de Boltzmann non linéaires. L’inconvénient de ces méthodes
est leur faible vitesse de convergence. L’erreur est en O (\/Lﬁ) si l'on simule N états,
par contre elle est indépendante de la dimension du domaine et c¢’est pour cette
raison qu’elle reste viable pour les problemes de dimension élevée.

Des les années 50, les expérimentateurs ont essayé de renoncer au caractere
aléatoire des points, en substituant aux suites aléatoires, ou plutot pseudo-aléatoires
(car calculées par des algorithmes déterministes) des suites quasi-aléatoires, dites
aussi a discrépance faible. Ces suites sont construites de fagon a étre réparties le
plus uniformément possible dans le domaine considéré. Les méthodes quasi-Monte
Carlo contrairement aux méthodes de Monte Carlo fournissent des bornes d’erreur
déterministes. Le nom de quasi-Monte Carlo a été employé pour la premiere fois
dans un rapport de recherche de R. D. Richtmyer en 1951. K. F. Roth, médaillé
Fields en 1958, a déterminé en 1954 une vitesse de convergence optimale pour

I’approximation des intégrales, ainsi qu’une suite utilisant 1'idée de J.G. Van der



Corput permettant une convergence rapide. Au cours des années, ont été proposées
plusieurs suites a discrépance faible et des théoremes de bornes que nous préciserons
par la suite.

Le plan du document est le suivant: Dans le chapitre 1, nous présentons les
méthodes Monte Carlo dans le contexte de I'intégration numérique. Nous rappelons
les principaux résultats de convergence, avec la notion d’intervalle de confiance et
nous présentons différents générateurs de nombres pseudo-alétoires.

Les méthodes quasi-Monte Carlo sont présentées au chapitre 2. Nous com-
mengons par introduire la discrépance, qui est un outil essentiel d’analyse de ces
méthodes. Puis nous définissons les suites a discrépance faible. Ensuite, nous don-
nons les bornes pour la discrépance de ces suites et nous indiquons un procédé
de construction di a H. Niederreiter. Nous rappelons aussi quelques majorations
d’erreur des méthodes de quasi-Monte Carlo et enfin nous prsentons un exemple
ou on compare les erreurs dans le calcul d'une intégrale par les quadratures Monte
Carlo et quasi-Monte Carlo.

Dans le chapitre 3, nous proposons une méthode de Runge-Kutta quasi-Monte
Carlo d’ordre 3 pour résoudre un systeme différentiel ordinaire. Ces méthodes
consistent a formuler le probleme avec un terme intégral pour ensuite effectuer une
quadrature quasi-Monte Carlo. Enfin, nous concluons sur les résultats obtenus et

les travaux futurs.



Chapitre 1

Méthodes de Monte Carlo

Nous présentons les outils des méthodes de Monte Carlo (MC). Ce sont des méthodes
probabilistes qui permettent d’évaluer certaines quantités en utilisant des nombres

(pseudo-)aléatoires.

1.1 Méthodes de Monte Carlo

Les méthodes de Monte Carlo sont introduites dans le contexte de l'intégration

numérique.

1.1.1 Intégration numérique multidimensionnelle

Dans de nombreux problemes scientifiques, on rencontre souvent une intégrale de

la forme



ounZ =1[0,1), s > 1. Le calcul exact de ces intégrales étant souvent impossible, on
a recours a des méthodes de quadrature numérique.

En dimension s = 1, les formules de quadrature classiques permettent d’approcher
I'intégrale d’une fonction par une somme pondérée de ses valeurs en différents points.
Des exemples de telles méthodes sont: La formule des trapezes, de Simpson, des
rectangles et des points-milieux.

Pour calculer 'intégrale d'une fonction f sur lintervalle Z, ou Z = [0, 1), con-
sidérons la formule composite des trapezes. Elle consiste a diviser Z en m parties

égales pour obtenir I'approximation suivante:

/f(x)dx ~ zm:wkf(%),
z k=0

ol les wy sont des poids définis par

Wo=Wm=—=etw,=—, 1 <k<m-—1.
2m m

Ainsi, il faut évaluer f en N = m + 1 points; dans le cas ou f € C*(Z), l'erreur

d’approximation est d’ordre

() =0 (53):

Pour une dimension s > 2, la généralisation de la méthode des trapezes consiste
a faire s quadratures unidimensionnelles, en considérant successivement les s vari-
ables. Dans ce cas, on évalue f en N = (m + 1)° noeuds de Z* = [0,1]°. Si f est

deux fois contintiement dérivable alors 'erreur est d’ordre

O(%) :O<N1>

5




Pour garantir une erreur d’ordre de grandeur inférieur & 1072, il faudrait utiliser
un ordre de 10° nceuds. Ce nombre croit donc exponentiellement avec s; ce qui rend
cette approche inutilisable en dimension élevée.

Pour remédier a cette situation, on a développé les méthodes de Monte Carlo
(MC) dont la vitesse de convergence est indépendante de la dimension du probleme.
L’idée principale de ces méthodes est d’exprimer une intégrale comme 1’espérance

d’une variable aléatoire.

1.1.2 Quadrature de Monte Carlo

Soit f: 75 — R une fonction intégrable et Z = [0,1), s > 1; on veut calculer
I'intégrale.

1(f) = . f(x)de.

Les méthodes MC sont basées sur 'idée suivante: si X est une variable aléatoire
uniformément distribuée sur Z¢, et que I'on note X ~ U(Z*), alors I'espérance de la

variable aléatoire f o X est

Blf o X] = [ f(@)de = 1))

Le probleme revient donc a approcher 'espérance de f o X. Pour cela on se donne
une suite X1, Xs,... de variables aléatoires indépendantes de distribution uniforme

sur Z° et on définit, pour tout N € N*, la moyenne empirique de la suite



(f o Xn)lgngN par

| N
My = ; foX,.
La loi forte des grands nombres [59] assure la convergence presque stre de la suite

(Mp)n>1 vers E[f o X] = I(f) quand N — oo, c’est-a dire :

D’ou 'approximation de Monte Carlo.

1 N

. f(z)de ~ > foX. (1.1)

n=1
1.1.3 Analyse de ’erreur

Pour analyser 'erreur due a I'approximation (1.1), on suppose que f est de carré

intégrable f € L2(Z*). On note la variance o2(f) de la fonction f par.

2 (f) = / (f(@) - I(f))*de = / (f())dz — I(f)*.

qui est finie puisque f € L2(Z%). Si X ~ U(Z*), alors la variance de la variable

aléatoire f o X est

T

Var(f o X) = / (f(@))dz — (I())) = o*(f).

Un résultat sur I'intégrale du carré de lerreur est donné dans [46]

Proposition 1.1.1. Si f € L2(Z*), on a

// (%gﬂxn) 1) ey = T




D’apres cette proposition, I’erreur moyenne d’'une quadrature MC est d’ordre

1
o(7w)
N
qui est indépendante de la dimension s. Une estimation probabiliste de I'erreur est

obtenue en utilisant le théoreme de limite centrale, ou o(f) := y/o2(f).

Théoréme 1.1.2. Si f € L3(Z%), on a pour toute constante c € R,

1 & co(f) 1 te
lim P[|>" fo X, - 1) < 2] = / P2t
Notoo LN ;‘f (/) VN Vor ).
C’est a dire que 'erreur
VN (1 &
(< X, = 1()))
converge en lois vers une loi normale centrée réduite N'(0,1). Nous pouvons donc

construire un intervalle de confiance pour I(f) & un niveau de confiance « de la

forme.
1 & cao(f) 1 ¢ cao(f)
[N;f X"_W’N;f Xy + JN )
ou

¢* étant la fonction de répartition normale définie par [59]

1 v 2
¢*(I> = \/—2_7_(/_ e*t /2dt

Exemple 1.1.3. En utilisant la table ci-dessous ou [’erreur est donné par

Y

N
Err = ‘%Zfo)(n—[(f)
n=1



Co, «
0.84 || 0.6
1.04 || 0.7
1.16 || 0.75
1.6 1| 0.9
3.80 || 0.99

et pour N grand, on déduit du théoreme 1.1.2 les résultats suivants:
e avec une probabilité de 60%, Err < %\/‘%f);
e avec une probabilité de 90%, Err <

1640 (/) |
VN

e avec une probabilité¢ de 99%, Err < &\/aﬁm.

1.1.4 Reéduction de la variance

La majoration d’erreur dans les quadratures de MC est de la forme

a0 (f)
N

Pour un niveau de confiance « fixé, il existe deux manieres de réduire cette borne:
augmenter le nombre N de nceuds ou réduire la variance o?(f).
La premiere méthode est cotteuse puisqu’'une augmentation de N d’un facteur

100 entraine une réduction de l'erreur d’un facteur 10 seulement.



On explore alors la deuxieme technique et il existe plusieurs méthodes de réduction
de la variance: Echantillonnage préférentiel, conditionnement, stratification, voir
[17]. Nous allons présenter I'une de ces méthodes, la technique des variables an-
tithétiques.

On note

1 1
=l=,...,= ) € R
o (2 2)
La densité 1z. de la loi uniforme est symétrique par rapport a xg :
Ve € R® 17.(x) = 17:.(2z0 — ).
Soit X une variable aléatoire, de loi uniforme sur Z°. On note

Ve f(X) et V, = %(f(X) + f(2m0 — X)).

On a vu que.

Or
E[f(2z0 — X)] = E[f(X)],
d’ott
E[Va] = E[V]
On a aussi
E[(f(2zo — X))*] = E[(f(X))*,
donc

Var(f(2wo — X)) = Var(f(X)),

10



et par conséquent
Var(V,) = %Var(f(X)) + %C’ov(f(X), f(2xo — X))

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

C’ov(f(X),f(Q:cO —X)) < \/Var(f(X))\/VW(f(QCL‘O —X>) = Var(f(X)),

d’ou
Var(V,) < Var(f(X)) =Var(V) = o*(f).

L’utilisation de V, a la place de V' réduit la variance, mais demande deux fois plus

d’évaluations de la fonction f. On peut obtenir un résultat plus intéressant [34].

Proposition 1.1.4. Soit Ay, A, ..., As des sous-ensembles de R, X1, Xo,..., X,
des variables aléatoires réelles indépendantes, la v.a.r. X; étant a valeurs dans A;.
Soit B := A; X Ay X -+ X A, et deux fonctions h: B — R et k: B — R. On suppose

qu’il existe R C {1,2,...,s} tel que
e h et k sont croissantes par rapport a chacune des variables x;, pour i € R,

e h et k sont décroissantes par rapport a chacune des variables x;, pour i € R°.

Alors

Cov(h(Xl,Xz,...,XS),k(Xl,XQ,...,XS)> > 0.

On déduit une majoration plus précise de la variance de V.

11



Proposition 1.1.5. Soit une fonction f: I® — R, monotone par rapport ¢ chacune

de ses variables et soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur Z°. Si

Vi=f(X) et W= f(2xy — X),

alors
Cov(V, W) <0.
Ainsi, si
Vo= 3000 + 720 = X)),
alors

Var(V,) < %Va'r’(V).

1.2 Nombres aléatoires et pseudo-alétoires

Dans tous les calculs de type Monte Carlo, on doit substituer a une variable
aléatoire un ensemble de valeurs réelles ayant des propriétés statistiques de la vari-
able aléatoire. Ces valeurs sont appelées les nombres aléatoires et doivent étre
produites "au hasard” a l’aide d’un processus adéquat. Comme 'ordinateur n’est
pas capable d’engendrer de telles suites, on a recours a des suites nommées pseudo-
aléatoires engendrées par des algorithmes utilisant un petit nombre de parametres.

Il existe plusieurs types de nombres pseudo-aléatoires. Nous citerons ceux qui
simulent une loi uniforme U (Z%). Les générateurs de suites pseudo-aléatoires sont
I’'objet de nombreuses études théoriques. Ils doivent passer un certain nombre de

12



tests statistiques afin que les suites engendrées aient certaines propriétés de suites
aléatoires [43, 46]. Nous présentons brievement dans ce paragraphe les générateurs

les plus utilisés.

1.2.1 Générateur a congruence linéaire simple

C’est un générateur classique qui a été introduit par D.H. Lehmer [31]. On choisit,
trois parametres M, a et ¢ qui sont des entiers positifs appelés respectivement

module, multiplicateur et incrément, et vérifient

1<a< M, pged(a, M)=1et ce Zy =40,1,.... M — 1}.

En partant d’une valeur initiale yo € Z); dite germe, telle que pged(yo, M) = 1, on

construit une suite (y,)n>o d’éléments de Z), par la relation de congruence:

Ynt1 = Y, + ¢ (mod M). (1.2)

Pour éliminer les cas triviaux, on évite

a=1 (M)et(a—1)yo+c=0 (mod M).

La suite (2,,),>0 de nombres pseudo-aléatoires est alors obtenue en posant:

Tn = g(Yn) = yﬂn € 7 pour tout n > 0, (1.3)

g est appelée fonction de sortie. Il est clair qu'un tel générateur est périodique de

période maximale M. Il s’agit alors de déterminer les parametres qui fournissent

13



la suite ayant la plus grande période possible. On a un résultat classique de D.E.

Knuth [25].

Proposition 1.2.1. La période du générateur a congruence linéaire simple:

Yo € Zu

yn-i—l = ayn + C

Ty =

S5

est €gale a M si et seulement si
1. ¢ et M sont premiers entre eur,
2. tout facteur premier de M divise a — 1,
3. st 4 dimse M, alors 4 divise a — 1.
Les trois cas standards rappelés par H. Niedderreiter dans [46] sont les suivants.

e Si M est premier et a est une racine primitive modulo M1, ¢ = 0 et yy # 0,

alors la période de la suite {z,,},>0 est M — 1.

e Si M est une puissance de 2, a =5 (mod 8) et ¢ est impair, alors la période

de la suite {z, }n>0 est M.

e Si M est une puissance de 2, a =5 (mod 8), ¢ =0 et yo est impair, alors la

période de la suite {z, },>0 est 2.

La est une racine primitive modulo M si le plus petit entier positif p tel que a? =1 (mod M)

est égal a M — 1.

14



1.2.2 (Générateur a congruence linéaire multiple

C’est une généralisation du générateur précédent. On choisit un module M premier,
un entier k appelé ordre de la congruence et des multiplicateurs ag, ay, ..., ax_1 € Zn
avec ag # 0. En partant de k valeurs initiales (non toutes nulles) yo, 41, ..., Yp_1 €

Zp, on construit une suite (y,),>o par la formule de récurrence suivante:

k—1
Yntk = Z A1Yn+1 (mOd M)
=0

La suite a congruence linéaire multiple (z,),>0 est obtenue par la relation (1.3).
Ce générateur est périodique de période maximale M* — 1. Cette valeur peut

étre atteinte pour certains choix des parametres, voir [46].

1.2.3 (Générateur a congruence non linéaire

On part d'un module M et d’'un germe yg € Zj;. La suite (y,)n>0 est engendrée
par:

Yn+1 = f(yn) (mOd M)v

ou f est une fonction a valeurs entieres dans Z,;.

Comme dans les cas précédents, la suite (z,,),>0 est obtenue par la formule (1.3).
La période maximale de ce générateur est M.

Pour les générateurs a congruence non linéaire quadratique, un résultat analogue

a la proposition 1.2.1 est donné par D.E. Knuth [26]

15



Proposition 1.2.2. Soit a,b,c € Zy,. La période du générateur a congruence

quadratique:

Yo, Y1 € Zm
Yn+1 = ay? + by, + ¢ (mod M)

Ty =

S5

est égale a M si et seulement si
1. ¢ et M sont premiers entre eu,
2. tout entier premier impair qui divise M divise aussi a et b — 1,

3. si 4 divise M, alors a est pair et 4 divise a — b+ 1; si 2 divise M, alors 2

divise a — b+ 1,

4. 519 divise M, alors ou bien 9 divise a, ou bien 9 divise b—1 et 9 divise ac—6.

1.2.4 Générateur a congruence inverse

C’est un générateur a congruence non linéaire pour un choix particulier de la fonc-
tion f. Si c € Z,, on note ¢ I'unique élément de Z,; ou M est premier tel que
cc=1 (mod M) sic#0,

c=20 si c = 0.
Soit a # 0 et b deux éléments de Zj;. On part d'un germe yo € Zjs; on construit

une suite (y,)n>o d’éléments de Z), par la relation de congruence :

Ynt1 = aYp +b  (mod M). (1.4)

16



La suite (z,),>0 est obtenue par la relation (1.3). Dans ce cas encore, la période est
inférieure ou égale a M. On a deux résultats rappelés dans le livre de H.Niederreiter

[46].

e Si M > 5 est un nombre premier, on identifie Z,; au corps fini Fy; de cardinal
M.
Si a,b € 'y, sont tels que le polynome 22 — bz — a est primitif sur F; 2, alors

la suite (z,,)n>1 est de période M.

e Si M est de la forme M = 2% avec a > 3, on choisit yo impair; alors la période
de la suite est inférieure ou égale a M /2. Elle est égale a M /2 si et seulement

si4 divisea —1et b— 2.

1.2.5 Générateur MRG32k3a

Ce générateur a été proposé par P. L’Ecuyer [30]; il combine deux générateurs
d’ordre 3. Son initialisation nécessite deux vecteurs s g, 829 € N°.

A Pétape i, deux vecteurs

81, = ($1,i,$1,i+1,$1,z‘+2) et sp; = ($2,i, T2i+1, $2,i+2)

2Le polynéme 22 —bx — a est primitif sur F; s’il a une racine dans F;» qui engendre le groupe

cyclique F7} ..

17



sont engendrés a partir des précédents par des congruences linéaires multiples:

X153 = 1 403 580 L143—2 — 810 728 X1,:-3 (I'IlOd Ml),

Toi = 527 612 T2i-1 — 1 370 589 T2,i-3 (mod MQ),

ou

My: =232 —209 =4 294 967 087 et My: = 232 — 22 853 = 4 204 944 443.

Puis, la suite (z,),>0 de nombres pseudo-aléatoires est définie par :

Zn :
wog Size >0,

Ty =

My
Mi+1

si z, =0,
ou 'on a posé

Zp = T1y — Lo, (mod My).
Il s’agit d’un générateur de période longue, égale a:
(M3 —1)(M5 —1) = 2" ~ 3.1 x 107,

Ce générateur s’est avéré performant méme pour des problemes en dimension élevée,

plus précisément jusqu’a la dimension 45.

1.2.6 Générateur Mersenne Twister (MT19937)

Ce générateur a été proposé par Matsumoto et Nishimura [37], leur idée était de

définir la récurrence du générateur, non pas a partir des opérations arithmétiques

18



classiques sur les entiers, mais a partir des opérations d’arithmétique matricielle
dans le corps fini Zy = {0, 1}.

Nous présentons quelques notions pour comprendre 1’algorithme de MT:

1. L’ensemble des entiers représentables en machine est de la forme Zow, ou w

désigne le nombre de bits de 'ordinateur. Tout entier Y € Zs., de décomposition
w—1

binaire Z y;2", est stocké sous la forme d'un vecteur de bits; Y = (y,_1, ..., %0).
i=0

2. Décalage de bits:
e décalage de v bits vers la droite: Y > v =(0,...,0,¥y_1,Yot1)

e décalage de v bits vers la gauche: Y < v = (yy—v_1,%0,0,...,0).

3. Opération bit a bit: Soit X = ZmiZi et Y = Zyﬂ’ Les opérateurs bit a
<w 1<w

bit sont définis par:

XoV =) (2;0y)2 et XV =) (z;®y;)2"
1<w 1<w
ounx; By = (z; +y;) (mod 2) et x; ®y; = (z; X y;) (mod 2).

4. On pose

Alz)=(x>1)®0siz =0 (mod 2) (x est pair),

Alz)=(z>1)@asiz=1 (mod 2) (z est impair).
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5. On pose

M, =(1,...,1,0,...,0) ou les r premiers bits valent 1, les autres 0,

»=1(0,...,0,1,...,1) ou les r derniers bits valent 1, les autres 0.

e La dynamique de Mersenne Twister est définie par 2 étapes:

1. Opération de récurrence:
Xitn = Xitm © A (X1 @ M,) @ (X, @ I,))
La dynamique de MT est donc basée sur un shéma récurrent d’ordre n
dans ’ensemble des entiers machines. Pour £ > 0 le terme Xj, est
construit a partir de Xy, Xp11 et Xpyrm (0 <m < n).

2. Opération de tempring:
Cette opération consiste a mélanger les bits de Xy, ,, afin d’augmenter

encore I'imprédictibilité des valeurs générées. Xj,, est transformé de la

maniere suivante:

Y < Xitn

Y+« Y& >u
Y+«Yao(Y <s)®Db)
Y+«Yoa(Y<t)®c)

Y <YV @®Y >
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e La fonction de sortie utilisée est donnée par Uy = g(Y) = %. U}, est bien

a valeurs dans [0, 1].
o Le générateur M'T19937 génere les nombres Uy, avec les parametres:

— Parametre de récurrence: w = 32,n = 624,r = 31,m = 397,a =

2567483615.

— Parametre de tempering: v = 11,s = 7,t = 15,1 = 18,b = 2636928640, c =

4022730752.

Ce choix permet de maximiser la période, égale & Thyp = 297" — 1 = 219937 _ 1,
La période étant de la forme M, = 2" — 1, il s’agit d'un Mersenne number plus
précisément, comme 2'%937 — 1 est un nombre premier, la période est un Mersenne
prime.

Ainsi Mersenne Twister est un générateur pseudo-aléatoire qui possede une con-
struction similaire aux générateurs congruentiels, car on retrouve la récurrence du
générateur basée sur une période. Néanmoins, la différence est que la dynamique
de MT est construite non pas a partir d’opérations arithmétiques sur les entiers,

mais a partir d’opérations sur les bits.
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Figure 1.1: Ensemble de 500 points pseudo-aléatoires
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Chapitre 2

Méthodes quasi-Monte Carlo

Dans ce chapitre nous présentons les méthodes quasi-Monte Carlo (QMC) qui sont
les analogues déterministes des méthodes MC.

Elles sont basées sur l'utilisation d’ensembles de points déterministes, les points
quasi-aléatoires ou a faible discrépance. Ces points sont caractérisés a ’aide d’une
notion de discrépance vue en théorie des nombres, qui est essentielle dans I'analyse
des méthodes QMC. Elle mesure ”la qualité de la répartition uniforme” des points
dans le tore s-dimensionnel Z* = [0,1)® et que nous présenterons dans la premiere
section de ce chapitre.

Dans la deuxieme section, nous décrivons quelques ensembles et suites quasi-

aléatoires, ou a discrépance faible, qui sont utilisées dans les chapitres suivants.
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2.1 Discrépance

L’étude de I’équirépartition d’une suite de points dans le domaine d’intégration Z°
est fondamentale pour les quadratures quasi-Monte Carlo. La discrépance est une
mesure de I'uniformité de la suite, ou de sa déviation par rapport a la distribution
uniforme. Les références classiques sont le livre de L.Kuipers et H.Niederreiter [27],

[46]. Nous donnons en premier la définition d’une suite uniformément répartie.

Définition 2.1.1. Une suite {z,, : n > 1} de points de I* est dite uniformément

répartie ou équirépartie si pour tout sous-intervalle E de I°, on a:

N
, 1
]\}l_rgo N Zl]lE(mn) = As(E), (2.1)

ou 1g désigne la fonction indicatrice de E et Ay la mesure de Lebesgue dans R®.

Pour simplifier 'écriture, nous allons utiliser la notation suivante: Si X = {z, :
1 <n < N} est un ensemble de N points de Z° et si E est un sous-ensemble de Z°,
on note A(F, X) le nombre d’indices n (compris entre 1 et N) tels que z,, € E: La
relation (2.1) peut alors s’écrire:

lim AE X)

N—o00 N - /\S(E)

On peut donc définir la discrépance.

Définition 2.1.2. La discrépance (appelée aussi discrépance extréme) d’un ensem-

ble X = {x, : 1 <n < N} de points de I* est définie par:

Dy (X) := sup M

_)\s E )
geg| N (B)
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S

ou J est l’ensemble des sous intervalles de Z*° de la forme H[u,, v;), avec 0 < u; <
i=1
V; S 1.

Il est clair que 0 < Dy(X) < 1 et que plus la discrépance est faible, plus la
répartition des points est uniforme. On peut définir d’autres types de discrépance

en changeant la classe de sous-ensembles sur laquelle on définit le maximum.

Définition 2.1.3. La discrépance a l'origine d’un ensemble X = {x, : 1 <n < N}

de points de I est définie par:

ou J* est l’ensemble des sous-intervalles de I° de la forme H[O, u;), avec 0 < u; <
i=1

1.

Définition 2.1.4. La discrépance isotrope d’un ensemble X = {z, : 1 <n < N}
de points de I* est définie par :
JN(X) = sup
( ) CeJe N
ot Jo est lensemble des sous-ensembles convexes de I°.
Des inclusions J* C J C Jc on déduit

0 < Dy(X) < Dn(X) < JIn(X) < 1.

On note
Dy (E, X) = %A(E,X) _\(E).
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Cette quantité est appelée la discrépance locale de X en F.

Dans le cas ou X est un ensemble de points de Z¢, on a:

Dy(X) = sup |[Dy(E, X)| et Dy(X) = sup |Dy(E, X)],
EeJg EeJg*

ot J est l'ensemble des sous-intervalles de Z° de la forme [[;_,[u;,v;] et J* est
'ensembles des sous-intervalles de la forme [];_, [0, u;].

L’évaluation des discrépances Dy (X) et D3 (X) étant en général tres difficile en
dimension s > 2 [40], des algorithmes de calcul effectif ou de majoration ont été mis
au point par E. Thiémard en dimension s = 1. Nous présentons quelques résultats

[41], [44], [46] sur la discrépance.

Proposition 2.1.5. Pour tout ensemble X de N nombres de T = [0,1], on a

% < Dy(X) < 1. (2.2)

Proposition 2.1.6. Les discrépances Dn(X) et Dy (X) sont reliées par
Dy(X) < Dy(X) < 2°Dy(X). (2.3)

Proposition 2.1.7. i X = {z,, : 1 <n < N} est un ensemble de points de T ot

0<x <x9 <---< 1, alors

e pour la discrépance a l'origine

. 1
Dy(X) = 55 + max,

2n—1‘

n 24
Tn = ~5n (2:4)

e pour la discrépance
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1

n . |n
DN(X)_N+1I£?<}§V‘N_:C” —127111<HN‘N—£C,1 . (2.5)
I résulte de (2.4) que D3 (X) > 5% avec égalité pour
2n —1
n= . 1<n<N
x N <n<

On peut étendre la notion de discrépance a une suite infinie S = {z,, : n > 1}
de Z° en notant Dy(S) la discrépance (respectivement D3 (S) la discrépance a
'origine) des N premiers termes de S. Cela permet de caractériser I’équirépartition

d’une suite de points de Z°.

Définition 2.1.8. Une suite infinie S = {z, : n > 1} de I° est uniformément
répartie si

lim Dy({z,,0<n< N})=0.

N—+o0

On a alors I’équivalence entre les propositions suivantes:

1. S est uniformément répartie sur Z°,

N—+4o00

3. lim D%(S)=0.

N—+o0
Par définition Dy et D}, sont des discrépances en norme L. Il existe également

des discrépances en norme LP.

Définition 2.1.9. Soit X = {xg,z1,...,'x_1} une suite finie d’éléments de I°. Si

Dy (J, X) désigne la discrépance locale, on définit la discrépance dans LP de X par:

1
TV (X) = { / Dy (J, X)Pdady |, (2.6)
(@) €T i<y
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S

ou J = H[xi,yi)7 avec © = (T1,T2, ..., %), Y = (Y1,Y2, .-, Ys). La discrépance a
i=1
l'origine dans LP de X est donnée par:

P

TV (X) = US(DN(J, X))de} , (2.7)

ot J = []10,b:) et b= (b1, by, ... by).
=1

On montre dans [43] que D3 (X) < Dy (X) < 2°D3(X), en utilisant le fait que
la norme L™ est plus grande que la norme L?, on a T](VQ)*(X) < D3 (X). On a aussi
la relation suivante : ky(Dy(X))+2/2 < T](\,2 )*(X ), ol ks est une constante positive

dépendant de s. Dans ce cas on a les équivalences suivantes.
1. S est uniformément répartie sur Z°*,

2. lim TP(S) =0,

N—+400

: (p)* _
3. NI—IH:OOTN (S) =0.

De méme que pour le cas fini, un calcul exact de D3 (X) est possible quoique

trées couteux en dimension s > 1. Il est aussi montré dans [40] que si
Mm,n,i = maX(xn,z‘, Imz)

et

Mmmni = min(xn,ia 'Tm,i)
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alors

(2.8)

,z)) + 3_87

( 1— Mm,n,i)mm,n,i

1¢=1
s

N

¥ ST - 2ni)ans +127°

—s+1

(2.9)

La figure 2.1 représente respectivement les 1024 points pseudo-aléatoires, obtenue

par le générateur M'T19937 et a discrépance faible (ensemble de Hammersley), on

constate que les points dans la deuxieme figure sont équirépartis. Par contre dans

les suites pseudo-aléatoires, il apparait des rectangles ne contenant aucun point.

10

0.8

0.6

0.4

..
b ‘o - oo.. - [ oo.ooo.. .i.oo.-. .oooo. . .too.oﬂo o..o.h
A XA AT XA XA XA
L] - ._0 e L ]

.o..o..ao.- .-o.-oo..a..o- o-o.o.....r- LA
..o ooo oooo oo'o.. ooo o-oo.o o.. ooo r
- L]

.... ...-_ ..l. ..l .... ..l........ .. ...l LT AL
(=] [==] =] =t

.
)

8

0.2

»
.
0.8 10

0.6

»

l,.*
a ‘l" "8 0 %®
0.4

S
[P ]

o g
0.2

o..‘

L
)

pe @
20, *

“
0.0 L)
0.0

Figure 2.1: Ensembles de 1024 points pseudo-aléatoires (a gauche) et de 1024 points

a discrépance faible (& droite).

29



2.2 Suites a discrépance faible

Dans cette partie on présente quelques suites de points de Z*® a discrépance faible.
Nous commencons par donner les bornes classiques de discrépance.

Dans [46], H. Niederreiter a indiqué une technique permettant de construire, a
partir d'une suite & discrépance faible dans Z°~!, un ensemble fini & discrépance

faible dans Z° qui est basée sur le résulat suivant:

Lemme 2.2.1. Soit s > 2 un entier et S = {x,,: n > 0} une suite dans Z°~t. Pour

N > 1, soit
Xn ::{(%,mn): 0<n<N-—1}c T
Alors
ND3(Xy) <  max MD3,(S) + 1. (2.10)

Dans le cas unidimensionnel, il est facile de déterminer le minimum de Dy (X) et
D% (X), ott X est un ensemble de N points dans Z = [0, 1]. En effet, la proposition
2.1.7 montre que.

1 1
Dy(X) > — Dy(X) > —.
De plus ces bornes sont atteintes pour ’ensemble

2n—1
2N

X ={ :1<n< N}

Par contre, un résultat de W.M. Schmidt [53] montre qu’il existe une constante

¢ > 0 telle que pour toute suite infinie S = {x,: n > 1} C Z, on ait

log(N)
DN(S) Z C N y
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pour une infinité de valeurs de N. La meilleure valeur de ¢ connue a été donnée
par R. Béjian voir [2] et elle vaut 0.12. L’inégalité Dy(X) < 2D (X) implique
une minoration pour la discrépance a l'origine analogue a la précédente avec une
constante égale a 0.06.

Ainsi, en dimension 1, il n’existe aucune suite infinie dont la discrépance décroisse
plus rapidement que O(@); on connait des suites ayant exactement cette
décroissance, comme les suites de Van de Corput (voir plus loin).

En dimension s quelconque, on conjecture que la discrépance a l'origine d’'un

ensemble X de N points vérifie:

(log N)*~!

Dy(X) > K, :
N(X) > N

(2.11)

ou K > 0 est une constante qui ne dépend que de s. Pour s = 2, cette inégalité a
été établie par W.M. Schmidt voir [54]. Il n’existe pas de preuve pour s > 3. La

borne connue jusqu’a présent, due a K.F. Roth [52], est la suivante.

Théoreme 2.2.2. [ existe une constante By > 0 ne dépendant que de s telle que

tout ensemble fini X C I° vérifie:

(log N)(S_l)/2
Dy(X) > By——m—F—.
Sil'inégalité (2.11) était vérifiée, on démontrerait a l’aide du lemme 2.2.1 l'existence

d’une constante K. > 0 ne dépendant que de s telle que pour toute suite infinie .S,

(log N)*

Dy > K
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pour une infinité de valeurs de V.

On présente un résultat analogue a celui de K.F. Roth pour les suites infinies:

Théoréme 2.2.3. I existe une constante B., > 0 ne dépendant que de s telle que
toute suite infinie S C I° vérifie :

(log N)*/

D} > B/
N(S)— s N )

pour une infinité de valeurs de N.

On ne connait pas d’ensemble fini de points dont la disrcépance soit de 'ordre
donné par le théoreme 2.2.2; ni de suite infinie dont la discrépance soit de l'ordre
donné par le théoreme 2.2.3. J.M. Hammersley a été le premier a proposer voir [20]

un ensemble fini X de points vérifiant:

(log N_)Sl), (2.12)

D4 (X) = O( -

De méme, J.H. Halton a été le premier a proposer voir [19] une suite infinie S

vérifiant:

Dy(8) = O(mg—]\i\[)s), (2.13)

pour tout N > 2. On appelle ensemble a discrépance faible tout ensemble fini
vérifiant (2.12) et suite a discrépance faible toute suite vérifiant (2.13) pour tout
N > 2. Nous présentons dans la suite des exemples d’ensembles et de suites a

discrépance faible avec 'estimation de la discrépance a 'origine correspondante.
Définition 2.2.4. Une suite S C [0,1)* vérifiant

YN > 2. DL(S) = 0(@)
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est appelée suite a discrépance faible et une méthode d’approximation utilisant une

telle suite est appelée une méthode quasi-Monte Carlo.

Asymptotiquement la convergence est donc plus rapide que pour la méthode de

Monte Carlo standard qui, on le rappelle, est en O(1/v/N).

2.2.1 Suites de Van der Corput, de Halton et ensemble de
Hammersley

Ce sont des suites a discrépance faible dans Z. On a besoin de définir la fonction
radicale inverse. Soit b > 2 un entier. Tout entier n € N a un développement unique

en base b de la forme
n= Zaj(n)bj, (2.14)
=0
ot a;(n) € Z, =40,...,b— 1} pour tout j > 0 L’expression (2.14) est une somme
finie car a;(n) = 0 pour j suffisamment grand.

La fonction radicale inverse ¢, en base b est définie par :

op(n) == Zaj(n)b_j_l €Z, neN,
5=0
ol les a;(n) sont les coefficients de la représentaion (2.14).
e Suite de Van der Corput
Définition 2.2.5. La suite de van der Corput en base b est la suite
Sy = {qbb(n) n > O} cZ.
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La discrépance a l'origine de la suite S, est d’ordre O((log N)/N> pour tout
N > 2, avec une constante qui ne dépend que de b. Plus précisément, on a le

résultat asymptotique suivant da a Faure [13]:

b2 . )
‘ ND{(Se) _ . NDny(Sy) IGrlogs 51 b est pair,
limsup ————= = limsup ——= =
N—oo  log N Nooo  logN
flggl 5 si b est impair.

Exemple 2.2.6. En base b = 3, les premiers points de la suite de Van der

Corput sont

n 0 1 2 3 4 5 6

3(n) 0 1/3 2/3 1/9 4/9 7/9 2/9

(Il.gs 6 premiers points de la suite de van der Corput en base 3
g T T T T ‘

071
06
05}
04}
03}
02}

0lf - °

0.0 ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6

Figure 2.2: Suite de Van der Corput en base 3
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Asymptotiquement, S3 est la meilleure suite de Van der Corput. R. Béjian
et H. Faure ont également obtenu une majoration pour la discrépance des n

premiers points de la suite de Van der Corput en base 2 [1].

Théoreme 2.2.7. Pour la suite de Van der Corput en base 2, on a

log N
3log 2

D (S2) = Dy(Ss) < + 1, pour tout, N > 1

et

9  3log2

logN) 4 log3

lim sup <DN(52) ~3l0s2) T

N—o0
Remarque 2.2.8. On peut améliorer ces résultats si [’on considére une suite

de Van der Corput généralisée en base b dont le terme d’ordre n est défini par

o0

2, =Y ola; ()b,

=0

ol o est une permutation de Z.

La suite présentant la plus faible discrépance asymptotique connue en dimen-

sion 1 est de ce type. Elle est donnée dans le théoréme suivant [15].

Théoreme 2.2.9. S5i S est la suite de Van der Corput généralisée en base

b =12 engendrée par la permutation
o12=(059371104826 11).

Alors

ND} (S 1919
lim sup n(S)

= ~ 0.224.
Nooo log N 3454 1og 12
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Le fait que la constante obtenue soit deux fois plus petite que celle de la
meilleure suite de Van der Corput S3 montre le potentiel que 1'on peut tirer

de T'utilisation de permutations dans la construction de suites a discrépance

faible.

Suites de Halton: C’est une généralisation des suites de Van der Corput en

dimension s > 2.

Définition 2.2.10. Soit by, ..., by des entiers > 2. La suite de Halton associée

aux bases by, ..., bs est la suite

Hbl,---,bs = {(¢b1 (n>7 s 7¢bs (n>> tn 2> O} - Isv

ot, pour 1 <i <'s, ¢y, est la fonction radicale inverse associée a b;

H. Niederreiter a montré dans [46] que si by, ...,bs sont premiers entre eux
deux a deux, la discrépance a l'origine de la suite de Halton vérifie, pour tout

N > 2:

log N)* log N)*~1
Di(Hi, 5) < Al b VBN L o(WBITY

ou

Ay, b) =] <2blio_g ;) (2.16)

La valeur minimale de cette constante est obtenue en prenant pour bases les
s premiers nombres premiers. Dans ce cas la constante A(by, ..., bs) est notée

A,
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e Ensemble de Hammersley [21],[38]: On obtient I’ensemble de Hammersley en

appliquant le lemme 2.2.1 a la suite de Halton Hy, ., C Z°. Ses éléments

-----

sont de la forme :
n
Lp = ((Nv gbbl (n)7 s ¢b571 (n))7
pour 0 <n <N —1.
Dans le cas ou by, ...,bs_1 sont premiers entre eux deux a deux, il résulte de

(2.10) et (2.15) que la discrépance a l'origine d’un ensemble de Hammersley

X ={z,; 0<n <N — 1} vérifie:

. (log N)s—l (log N)S—Q
< b)) (Qog V)" ~ _
Di(X) € Albr, ., byr) —o— + O (22—, (2.17)
ou A(by,...,bs_1) est la constante définie par (2.16). Comme dans le cas

précédent, la valeur minimale de cette constante est notée A,_;.

Remarque 2.2.11. Le majorant Ay a une croissance exponentielle quand

§ — 00!

. log A,
lim =1
s—oo slog s

Cela fait perdre de l'intérét aux bornes (2.15) et (2.17) en grande dimension.

Il est indispensable de choisir les bases b; premieres entre elles pour que la
suite remplisse ’hypercube. Par exemple la suite bidimensionnelle définie avec
les bases by = 2 et by = 6 ne comporte aucun point dans l’ensemble [0,1/2] x

[5/6,1] (Figure 2.4). La suite de Van der Corput en base b se décompose en cycles
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monotones de longueur b et les projections des suites de Halton sur des coordonnées
associées a des grandes valeurs de la base produiront de longs ensembles paralleles
a la diagonale (Figure 2.5).

Une maniere de conjurer 'apparition de ce balayage du carré unité par une
succession de diagonales progressivement décalées au fur et a mesure des itérations
consiste a généraliser les suites de Halton. Il s’agit d’une simple adaptation de la
transformation déja appliquée aux suites de Van der Corput. Plus explicitement,
les composantes des suites de Halton généralisées sont des suites de Van der Corput
généralisées engendrées par différentes permutations. Par exemple, 'utilisation des

permutations

o17=(081331151611071441221569)

et

0190=(09143176111157124188 216 105 13)

proposées par E. Braaten et G. Weller [3] pour les bases 17 et 19 semble conduire
a des résultats plus satisfaisants au niveau de la distribution a l'intérieur du carré
unité (Figure 2.6). D’autres auteurs se sont intéréssés a la question du choix des

permutations [15] et [58].
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Figure 2.5: 100, 1000 et 10000 premiers points d’une suite de Halton en bases

(17,19)
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Figure 2.6: 100, 1000 et 10000 premiers points d'une suite de Halton généralisée en

bases (17,19) engendrée par les permutations oy7 et o1g
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2.2.2 Suite de Faure

Dans [14] H. Faure a proposé une construction de suite utilisant une numération
b—adique. Soit s et b deux entiers avec b premier et 1 < s < b. On choisit s entiers
distincts rq, ..., s compris entre 1 et b. On écrit pour tout n € N, son développement

(2.14) en base b. On note alors

i - k —j
%(1)3 = Z ( )rf Hae(n)  (mod b)
et
ng) = Z ys,)jb’j el.
j=1
Puisque les termes ax(n) sont nuls a partir d'un certain rang alors les sommes

précédentes sont finies. La suite de Faure en base b est la suite
By = {(=WV,... 2®:n>0} T

Faure a montré que ces suites vérifient l'inégalité:

» (log N)* (log N)S_1
< -— 7 -
Di(F) < it + 0( ).

pour tout N > 1 ou

3 A
T60og 22 51 b=s=2,

Cs =

S
1 b-1 : . . ,
] (210gb> si s > 2 et b> s impair premier.

Remarque 2.2.12. Si b(s) est le plus petit entier premier supérieur ou égal a s,

alors le majorant

1(()(3)—1)8

* 7 s\ 21og b(s)
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tend vers 0 lorsque s — 0o. La suite de Faure a donc un comportement asymptotique

a priori meilleur que celui des suites de Halton pour les grandes valeurs de s.

Une étude expérimentale des discrépances des principales suites a discrépance

faible a été faite par W. J. Morokoff et R. E. Caflisch [29]

2.2.3 Réseaux-(t,m, s) et suites-(t, s)

H. Niederreiter a généralisé la construction de H.Faure [42] en introduisant une
classe particuliere d’ensembles finis et de suites infinies a discrépance faible, appelés
respectivement réseaux-(t,m, s) et suites-(¢,s). Un réseau est un ensemble fini X
de points dans Z* dont la discrépance locale Dy (FE, X) est nulle pour une famille
particuliere (mais assez exhaustive) de sous-intervalles F de Z°. Cela implique qu’il
est a discrépance faible. Une suite-(¢, s) est une suite infinie de points de Z* dont
des segments successifs particuliers forment des réseaux-(t,m, s): cela implique de

méme qu’elle est a discrépance faible. On précise cela plus loin.

2.2.4 Deéfinitions

Dans la suite du document, s désigne une dimension supérieure ou égale a 1 et A

est la mesure de Lebesgue sur R?.

Définition 2.2.13. On appelle intervalle élémentaire de Z° en base b tout intervalle

de la forme
ﬁ Qi G + 1)
i=1 bt ot )
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ot d; et a; sont des entiers tels que d; > 0 et 0 < a; < b% pour tout 1 <i < s.

Définition 2.2.14. Soit m et t deuz entiers tels que 0 < t < m. Un réseau-(t,m, s)
en base b est un ensemble X de b™ points dans I° tel que A(E,X) = b pour tout

intervalle élémentaire E en base b vérifiant A\s(E) = b'=™.

On peut conclure de la définition 2.2.14 que la discrépance locale Dy (E, X') d'un
réseau-(t,m, s) en base b est nulle pour tout intervalle élémentaire E en base b tel

que \(E) = b=,

Définition 2.2.15. Soit t > 0 un entier. Une suite S = {x,: n > 0} C Z* est
appelée suite-(t,s) en base b si, pour tous les entiers k > 0 et m > t, l’ensemble

X ={x,: kb™ <n < (k+1)b"} est un réseau-(t,m,s) en base b.

Exemple 2.2.16. e La suite de Van der Corput en base b est une suite-(0, 1)
en base b; par contre, si s > 2, les suites de Halton ne sont pas des suites-(t, s)

car elles ne sont pas associées a une base unique.
e Sis=2etmeN, l'ensemble de Hammersley :
X = {(%,gbb(n)): 0<n<N},
o N =™, est un réseau-(0,m,2) en base b.
On présente ci-dessous un résultat dia a H. Faure [14]

Proposition 2.2.17. La suite de Faure F, est une suite-(0,s) en base b pour tout

nombre premier b > s.
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Les figures 2.7, 2.8, 2.9 et 2.10 représentent respectivement les points d’un
réseau-(0,4,2) en base 2, les 1000 et 10000 points de Hammersley et les 3° premiers

points de la suite de Faure.

L0 Un réseau-(0,4,2) en base 2

08¢ 8

06+ '

02| .

0ot "

_uz ] L L L L

Figure 2.7: Ensemble de Hammersley ot N = 24
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Suite de Hammersley en bases 2, 3
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Figure 2.8: 1000 points de Hammersley
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Suite de Hammersley en bases 2, 3
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Figure 2.9: 10000 points de Hammersley
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Slite de Faure en dimension 3, base 3
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Figure 2.10: Les 3° premiers points de la Suite de Faure
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2.2.5 Suites de Niederreiter

H.Niederreiter a proposé dans [45] un procédé général de construction de suites—(¢, s)
en base ¢. On se limite ici au cas ou ¢ est une puissance premiere, c¢’est-a-dire ¢ = p®
avec p premier et « > 1. On note [, le corps fini a ¢ éléments. On choisit ce qui

suit:

(N1) des bijections #,: Z, — F, pour tout r > 0, telles que v,(0) = 0 pour r

suffisamment grand;

(N2) des bijections n; j: F, — 2, pour tout 1 < i < set j > 1, telles que n; ;(0) =0

pour tout 0 <7 < s et j suffisamment grand;

(N3) des éléments cﬁf) € F, pour tout 1 < i <'s, tout r > 0 et j suffisamment

T

grand.

On note F,((z71)) le corps des séries de Laurent formelles sur F,. Tout élément
L eF,((z71)) s’écrit
oo
L= Z tkl’ik.
k=w
ol w € Z et t, € F, pour tout k > w. On choisit des polynomes irréductibles *,

unitaire ?distincts py, ...,ps € Fy[z]. On pose e; := deg(p;) pour tout 1 < i < s.

Pour 1 <i<s, j>1et0<Ek <e, on éerit le développement en série de Laurent

1'Un polynéme est irréductible si dans toute factorisation en deux polyndmes, I'un est constant.

2Un polynéme est unitaire si le coefficient du monome de plus grand degré est égal & 1.
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k oo

T =N a (ke (2.18)

pi (I)] r=0

Ce développement permet de définir pour tout 1 < i < s, 5 > 1 et r > 0 des
éléments c de F,:
= aN(Q(i, §) + 1, k(i ), 7), (2.19)
ol
J—1=Q(,7)e; + k(i,j) avec 0 < k(i,7) < e;.

On remarque que pour tout 1 < i < s et r > 0 les éléments cy,), sont nuls pour j
suffisamment grand.

Ainsi la suite de Niederreiter est définie par S = {x,: n > 0} dans Z°. Soit
n € Net

n= Z a,(n)q
r=0

son développement en base ¢, avec a,(n) € Z, pour r > 0. Pour tout n >0, 1 <
1 < s, soit

Zyn) b,

ou, pour tout 7 >1

ynJ = nl,](zcj wT ar ) € Zb

Les éléments ax,, sont alors définis par :

x, = {21, ... z.(s)), n>0.

n

Un résultat fondamental sur ces suites est donné par le théoreme suivant.
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Théoréme 2.2.18. La suite de Niederreiter est une suite—(t(q, s), s) en base q, ot

S

t(q,s) == Z<€i —1).

i=1

Afin d’obtenir la meilleure majoration de discrépance, il faut minimiser la valeur
de t(q, s) pour s et ¢ fixés. Pour cela on range les polynomes irréductibles unitaires
de F,[z] par degré croissant: py,ps,... et on choisit les s premiers. Des tables des
polynémes irréductibles unitaires de F,[z] pour ¢ premier sont données dans [32],
33].

Cas particulier

Dans le cas ou ¢ est une puissance premiere et s une dimension < ¢, on peut
choisir des polynomes de la forme p;(z) = x — b; pour tout 1 < i < s, ol by, ..., by
sont des éléments distincts de F,. Avec ce choix, on a t(g, s) = 0.

La relation (2.19) s’écrit alors

¢y =a(j,0,r), 1<i<s, j>1,r>0.

j7r

Ces éléments s’obtiennent en écrivant le développement en série de Laurent :
- = — , zx_JZ 7~_|‘_] bx™"
pi(z)?  xI(1—bx=t)I j—1

— - r b(‘—j-l-ll,—r—l
Jj=1)" '

r=j—1

Pour1<i<setj>1,ona
pour 0 <r <j—1,
(.7 )b:_jJrl pour r > j — 1,

j—1
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en convenant que 0° = 1 € F,. Quand ¢ est premier, on identifie Z, & F, et on
choisit les bijections v, et 7; ; égales a 'identité : on retrouve alors la construction
de H. Faure [14].

Les ensembles digitaux et les suites digitales généralisent les réseaux (t,m, s) et

les suites (¢, s) [10], [56]. On présente dans ce qui suit leur principe de construction.
1) Soient s > 1, b > 2 et k > 1 trois entiers. On considere:
e Un anneau commutatif unitaire R de cardinal b;

e des bijections ¥,.: Z, — R, pour 0 <r <k —1;

e des matrices (dites génératrices) C1, . .., Cs de dimension k x k d’éléments

de R.
Pour i = 0, ...,b¥ — 1, on écrit la représentation de i en base b:
k—1
i = Z a,b",
r=0

ou a, € 2. Soit

y = (Yolag), ..., Yr—1(ar-1))" € R¥

et
(bj1,bj2, - bix) = Cjuy,
avec b;; € R. Pour j =1,..., 5 soit
~ albin) | mi2(bi2) 1,1(bjx)
R A A
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L’ensemble P = {u; = (uiy,...,uis), i = 0,...,0% — 1} est appelé réseau

digital sur R en base b.
2) Soient s > 1 et b > 2 deux entiers. On considere :

e Un anneau commutatif unitaire R de cardinal b;

des bijections ,.: Z, — R, pour r > 0, vérifiant psi,.(0) = 0, pour r

suffisamment grand;

des bijections n;;: R — Z, pour 1: j: set [ > 1;

des matrices (dites génératrices) C,...,Cs d’éléments de R, d’indices

dans N* x N*.
Pour 7 > 0, on écrit la représentation de ¢ en base b:
oo
1= Z a,b",
r=0
ou a, € Zy. Soit

y = (Wolag), 1 (ay),...)t e RN

et
(bj1,bja,...) = Cjy,
avec bj; € R. Pour j =1,...,s, soit
ws = Uj,l(bbj D) 773‘,2(:;',2) L
La suite P = {u; = (u;1,...,u;s), ¢ > 0} est appelée suite digitale sur R en
base b.
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Exemple 2.2.19. Soient s > 1 et b > 2, puissance premiére supérieure a S.
Les suites de Faure généralisées [56] sont obtenues en wutilisant la construction

précédente dans laquelle les matrices génératrices sont de la forme:
Cj :Ajpjil, j: 1,...,8,

ou P est la transposée de la matrice de Pascal:

) —1
-Pz',j = <Z_1> EFb

et A; est une matrice triangulaire inférieure réguliére dont les éléments sont dans
Fy. Ces suites sont des suites (0,s) en base b.
La suite de Faure originale est obtenue en prenant b le plus petit entier premier

> s et les matrices A; toutes égales a la matrice identité I.

Exemple 2.2.20. Une construction de suites, élaborée par H. Faure et S. Tezuka
[16], [57] consiste a multiplier a droite les matrices génératrices des suites -(t,s)
par des matrices réguliéres triangulaires supérieures (NUT : non-singular upper

triangular). Les nouvelles matrices génératrices sont:
/ f— . .
C; = C;U;,

ot les U, j = 1,...,s sont des matrices NUT. Comme la multiplication par
les matrices U; ne préserve pas les propriétés de répartition dans les intervalles
élémentaires, la suite ainsi obtenue n’est généralement pas de type (t,s). Une pos-
sibilité pour conserver la propriété d’uniformité des suites est de choisir U; sous la
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forme:

ot U est une matrice NUT fizée et v; € Fy, 7; # 0. Les matrices génératrices

deviennent alors:

CJ/ = ’VJCJU

On a le résultat suivant [16]: Si une suite -(¢,s) en base b est engendrée par les
matrices génératrices C;, 1 < j < s, alors la suite engendrée avec les matrices

Ch =7,;C5U, 1 < j < s, est également une suite -(, s) en base b.

2.3 Hasardisation

Le but des techniques de hasardisation est de construire des suites de points a faible

discrépance, vérifiants :
1. chaque suite hasardisée est uniformément distribué sur [0, 1)?,

2. la régularité de la suite hasardisée est celle de la suite déterministe de départ.

2.3.1 Meéthodes de décalage linéaire

Les décalages linéaires sont les procédés les plus simples de hasardisation
Décalage aléatoire modulo 1

Cette méthode de hasardisation est aussi connue sous le nom de rotation de
Cranley-Patterson [8]. Soit P, := {u;;4 =0,1,...,n — 1} un ensemble de points de

o4



[0,1)% et A un vecteur aléatoire s—dimensionnel uniformément distribué sur [0, 1).

L’ensemble hasardisé P, := {@;;1 = 0,1,...,n — 1} est défini par :
;= (u; +A)  (mod 1)

L’ensemble ainsi obtenu est uniformément distribué sur [0,1)*. Par contre cette
technique de hasardisation ne préserve pas les propriétés d’équirépartition de I’ensemble
de départ.
Décalage digital b—adique

Soit P, :={u;; 1 =0,1,...,n— 1} un réseau (¢, m, s) en base b. Cette méthode
est analogue a la précédente mais elle consiste a écrire la représentation b—adique
du vecteur A et a additionner ses composantes a celles des points u;, en utilisant

les opérations sur F;, [35],[24]. Plus précisément, si A = (Aq,...,Ay) avec

oo o0
1 1
A= E djb™, w5 = E (CRTUI
=1 =1
on calcule

U A = (Uga, ..., Uis),

ou
o0

iy =) (e +dy)  (mod b))~

=1

L’ensemble hasardisé est alors P, = {@;; i = 0,...,n — 1}. Ce type de décalage
digital est le plus approprié aux réseaux (¢, m, s) puisqu’il préserve I'uniformité des

points et les valeurs du parametre t.
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2.3.2 Ensembles de points a faible discrépance brouillés

Cette méthode a été proposée par A. Owen dans [47], [48]. L’idée est de perturber
les digits des ensembles de points a faible discrépance a ’aide de permutations
aléatoires de digits, tout en préservant les propriétés d’équirépartition.

Soit P = (u;); un ensemble de points de [0,1)°. On considere la représentation

b—adique de chacune des composantes du i terme u; = (u;1,...,u;s) de P:

o0

—k

u ;= E b,
k=1

ou 0 < Uik < b,¥1, 7, k.

La version hasardisée de P est 'ensemble P dont le ™ élément 4; = (a1, . . . , Ui s)
est donné par :
(o]
~ . —k
g =Y kb ",
k=1
ou les 1, j, sont définis comme suit:
Ui g1 = m;(ig)
Uij2 = i, (Uig2)
Wigke = T 4,10t 5,k—1 (ui,j,k)v
les mi; W .0 2y — Zp étant des permutations aléatoires indépendantes uni-
J5%i,5,15--5U4,5,1
formément distribuées sur I'ensemble des b! permutations possibles de {0, 1,...,b—
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1} et les permutations sont mutuellement indépendantes. Notons que la permuta-
tion 7; permute le premier digit en base b de u; ; pour tout i. Le deuxieme digit est
permuté par 7, ,,. La permutation appliquée au deuxieme digit u; ;o dépend de
la valeur du premier digit u; ;1. De meéme, la permutation appliquée au kéme digit
u; ;. dépend de la valeur du premier k£ — 1 digit u; ;1 par w;;r—1, ce qui fait que
I'implémentation numérique de ces méthodes demande des espaces de stockage et
des temps de calcul importants.

Dans [48] A. Owen a montré que si P est un réseau -(t,m,s) (respectivement
une suite -(,s)) en base b alors P est un réseau -(t,m,s) (respectivement une
suite -(¢,s)) en base b presque surement et que les points de l’ensemble P sont
uniformément distribués sur [0, 1)*.

Des alternatives permettant la réduction de la place mémoire ont été proposées
par J. Matousek [35], S. Tezuka [56], H. H. Hong et F. J. Hickernell [24]. L’idée
est d’appliquer des permutations affines aux différents coefficients comme suit. Si

k

n = b%, on considere:

e s matrices régulieres triangulaires inférieures Ly, ..., Lg, a indices dans N* x
N*, dont les éléments sont choisis aléatoirement et indépendamment dans IFy,

avec des éléments diagonaux non nuls;

e svecteurs (aindice dans N* ) dy, . .., ds dont les composantes sont indépendantes
et uniformément distribuées dans .

Les coefficients @; j1,; ;2 ... de la j°"¢ composante @; ; de I’élément @; sont
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donnés par:
ai,j,l Us 5,1
Uigo | = Lo | | T
toutes ces opérations étant effectuées dans F,. Le décalage digital garantit
que chaque point obtenu est uniformément distribué dans [0,1)® [49]. Cette
technique préserve les propriétés d’équirépartition de ’ensemble original. En
effet, dans [36] J. Matousek a montré que la valeur du parametre ¢ de la suite

ainsi obtenue ne dépasse pas celle de la suite originale, le brouillage peut donc

potentiellement améliorer la qualité de la suite.

2.4 Intégration numérique quasi-Monte Carlo

Les méthodes QMC, comme déja vu, sont des versions déterministes des méthodes

1 N
A fla)da ~ ~ ; fxn),

ou {@x,...,xy} est un ensemble de points a discrépance faible. Cette méthode a

une meilleure vitesse de convergence que la méthode de Monte Carlo et 1’estimation

d’erreur est dans ce cas déterministe.

2.4.1 Estimation d’erreur

On commence par le cas unidimensionnel.
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Définition 2.4.1. Soit f une fonction réelle définie sur T = [0,1]. On dit que f

est a variation bornée sur I s’il existe une constante M > 0 telle que

V(£ P) =Y If(ze) = flaowa)l < M,
k=1
pour toute partition P de T de la forme 0 = o < 1 < --- < x, = 1. On appelle

alors variation de f la quantité

V(f) =sup V(f,P),
PeB

ot B est l'ensemble des partitions de T.

On a une inégalité fondamentale, appelée inégalité de Koksma-Hlawka[27]:

Théoréme 2.4.2. Si f: T — R est une fonction & variation bornée, alors pour

tout ensemble X = {x,: 1 <n< N} CZ, ona

¥ 2 @) = [ du] < V(D)

Si f est une fonction continue sur Z, on note w(f;t) son module de continuité,
défini par

w(f;t) = sup [f(z) = f(y)|, t=0.

x,yef
lz—y|<t

Pour les fonctions continues, on a la majoration d’erreur suivante, due a H. Nieder-
reiter [29]:

Proposition 2.4.3. Si f est une fonction continue sur I alors pour tout ensemble

X={r,:1<n<N}yCZ, ona:

1 N
N 2 ) [ st

A

< w(f; Dy(X)).
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Dans le cas multidimensionnel nous devons étendre la notion de variation d'une
fonction. Nous introduisons alors quelques notations et définitions. On trouve leur
origine dans le livre de E. W. Hobson [23].

Pour une fonction ¢: Z° — RP, deux vecteurs w,w’ € Z° et 1 < i < s, on note

T! ¢ la restriction de ¢ a U'hyperplan z; = w; et
AP = Toyp — T,

Si K = {i1,12,...,%} est un ensemble d’entiers compris entre 1 et s, on note

TEp =T . Ty et Agw,cp = Aful,’w, . Aiﬁ,w"?'
Dans le cas on K = {1,...,s}, on note

T := Tt et AP 1= A;{j”;}s}gp.
Si I’on considere une partition de Z* en sous-intervalles définie par
O=wp; <wp; < - <wWy,;=1 1<i<s

et si @ = (ay,...,as) est un vecteur d’entiers tels que 0 < a; < n;, on note

Wy = (Way 1, -, Wa,s) €t at+ = (a1 +1,...,a,+1).

Définition 2.4.4. La variation au sens de Vitali de o sur I° est définie par

V(S) := sup A’U)a. w 5
@) PE%;\ I

ou B est l'ensemble des partitions de I°.
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On dit que ¢ est & variation bornée au sens de Vitali si V) (¢) < +o0.

Remarque 2.4.5. Si la dérivée partielle T?_S_%TS est continue sur I°, la variation
au sens de Vitali s’écrit :
1 1
p
V) :// ——(x1,...,75)|dxy ... dz,.
((ID) 0 0 axla$5< ! ) !

La variation au sens de Vitali mesure imparfaitement I’ampleur des fluctuations
de ¢, car elle s’annule des que ¢ ne dépend pas d’une variable. Une mesure plus
précise est la variation au sens de Hardy-Krause, qui prend également en compte

les fluctuations des restrictions de ¢ aux faces de Z°.

Définition 2.4.6. La variation au sens de Hardy-Krause de ¢ sur I° est définie

par

Vig):=>_ > VT,
k=1 KC[l1,s]
#K—k
oul=(1,..,1) € %, K¢ est le complémentaire de K dans {1,... s} et V(T )

est la variation au sens de Vitali k-dimensionnelle de TX o sur %,

On dit que ¢ est a variation bornée au sens de Hardy-Krause si V() < +o0.
Le résultat fondamental sur ’erreur des méthodes QMC est I'inégalité de Koksma-
Hlawka, établie dans [22] et reprise dans [62], qui généralise en dimension quelconque

I'inégalité de Koksma il est donné par le théoreme.

Théoréeme 2.4.7. Si ¢ est une fonction a variation bornée V(¢) au sens de Hardy-

61



Krause sur Z°, alors pour tout ensemble X = {xo,...,xy_1} €L, on a

¥ 2 plen) [ el

L’ensemble de toutes les fonctions bornées au sens de Hardy-Krause sur Z° sera

< V(p)Dy(X).

noté par BV HK?.
Une version multidimensionelle de la proposition 2.4.3 existe. La majoration

suivante est due a P.D. Proinov [51].

Proposition 2.4.8. Si f est une fonction continue sur Z*®, alors pour tout ensemble

X={x,:1<n<N}CZI* ona

1 < s
TOMICORY WIE

La borne d’erreur donnée par l'inégalité de Koksma-Hlawka est en général la

< dw(f; Dy (X)'?).

meilleure possible; dans [46] H. Niederreiter a montré le résultat suivant:

Lemme 2.4.9. Pour tout ensemble X = {x,, : 1 <n < N} CZ*® et pour tout e > 0
il existe une fonction infiniment dérivable f € C®(Z*) telle que V(f) = 1 et qui

vérifie:

| XN

— ) — d
L3 e - [ saa

n=1

> Dy(X) —e

L’inégalité de Koksma-Hlawka montre que ’erreur d’'une quadrature QMC dépend
de la variation V(f) de la fonction que l'on integre et de la discrépance Dy (X) de
I’ensemble des points de quadrature. Puisqu’on utilise des ensembles a discrépance

faible, la majoration de I'erreur de quadrature est d’ordre

o)
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Elle converge plus rapidement que la longueur de l'intervalle de confiance de la

méthode de Monte Carlo qui est d’ordre
1
O(ﬁ)
2.4.2 Autres majorations

L’inégalité de Koksma-Hlawka ne permet pas de majorer l'erreur de quadrature
QMC de certaines fonctions simples; par exemple les fonctions indicatrices d’ensembles
dont la frontiere n’est pas formée de faces paralleles aux faces de coordonnées.

Si E C Z° est mesurable au sens de Lebesgue, et si X = {x,: 1 <n < N} est

un ensemble fini de Z°, on a

N
1
Dy _NZ:: g(x, —[ 1pd),, (2.20)

Zs
ol 1 g est la fonction indicatrice de E. Comme cette fonction n’est pas nécessairement
a variation bornée au sens de Hardy-Krause, on ne peut pas toujours estimer le
membre de droite de 1'égalité 2.20 en utilisant 'inégalité de Koksma-Hlawka. Des
majorations utiles ont été donnée par H. Niederreiter et J. M. Wills [42].

On considere I’ensemble des parties de Z° mesurables au sens de Jordan, c¢’est-a-
dire les sous-ensembles de E de Z° tels que 1y soit intégrable au sens de Riemann.

Pour E C Z° et £ > 0, on définit :

E..={xel’:Jyeck|zx—yl|<cl
(2.21)

E_.={xcl*:Vy € I°\F ||z — yl|. > ¢},
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ou ||.||2 est la norme euclidienne de R®.

Soit o une fonction positive et croissante, définie sur RY vérifiant

li =0
Jim o (e)

On note M, la famille des sous-ensembles £ C Z° mesurables au sens de Lebesgue

vérifiant :

Ve > 0; max ()\S(ES\E), )\S(E\E_a)> < o(e).

Alors M, est formé de sous-ensembles mesurables au sens de Jordan. On a les

résultat suivant :

Théoréme 2.4.10. Soit X un ensemble de N points de I°. Pour tout E € M,,

on a .

’DN(E,X)) < 20<\/§{WJ_1> + %LWP) + Da(X)V5.

Ce résultat a été repris et complété par C. Lécot [29], dont nous suivons la
présentation.

En remplagant la norme ||. ||z par la norme ||. ||« dans (2.21), on obtient I'inégalité
suivante :

IDn(E, X)| < 30 (L ! )1/le) + Dy (X)), (2.22)

Dn(X

Et si X est un réseau-(t,m, s) en base b, on a:

IDy(E, X)| <o (b)), (2.23)



On peut s’interésser a d’autres domaines d’intégration spécifiques.
Soit f: Z*7' — Z une fonction & variation bornée au sens de Hardy-Krause; on
définit :
Ep ={(a',z5) € T°: x5 < f(x')},

ounx = (x1,...,Ts-1).

Théoréme 2.4.11. Soit f: I — T une fonction a variation bornée V(f) au sens
de Hardy-Krause et soit X un ensemble de N points de Z°. Si Dn(X) < V(f), alors

fon

|Dn(Ep, X)| < sV(f)

Pour un réseau-(t,m, s) en base b, on a:

Théoréme 2.4.12. Soit f: I°' — T une fonction a variation bornée V(f) au sens
de Hardy-Krause et soit X un réseau—t,m,s) en base b. Si b'=™ < V(f), alors

an(f)J

Dy (Eyp, X)| < sV(f)b L™+ 5w

Toutes ces inégalités assurent une convergence bien plus lente que celle donnée

(log N)H)

par l'inégalité de Koksma-Hlawka, car on a remplacé une erreur en (9( ~

(log N)(sfl)/s>

par une erreur en O( N1/s

2.4.3 Exemple de calcul approché d’intégrale

Nous testons les quadratures Monte Carlo et quasi-Monte Carlo sur 'intégrale suiv-

ante:

K:/ = wal
73 1+I2£E3 ’
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notons que K = 5/4—2 log(?)—l—%. Nous présentons dans la figure 2.11 les différentes
erreurs des deux méthodes, dans la quadrature quasi-Monte Carlo, on utilise les
suites de Halton en bases 2,3, et 5 ainsi que les suites de Hammersley. Le graphe
montre de meilleurs résultats pour les quadratures quasi-Monte Carlo que pour les

quadratures Monte Carlo.

101 . . .
k: ————— L.
10-2 l == - i - B
*L--.“ - v * ~ .
“.-:‘_‘:‘ - T~ -
- -
103k -~ Tm— s
N & +
8 =~
£ T
w = -~
0% F 8. 5
-
-,\"-\
.““-
* + Monte Carlo S
105 F g
e o Hammersley ~
¥ ¥ Halton
lO.E 1 I |
10! 10? 10° 10* 10°

Nombre de points

Figure 2.11: Erreurs dans 'approximation de K
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Chapitre 3

Analyse numérique des méthodes
de Runge-Kutta quasi-Monte

Carlo

Dans ce chapitre nous décrivons une famille de méthodes apparentée a la famille
des méthodes de Runge-Kutta pour résoudre un systeme d’équations différentielles
ordinaires y'(t) = f(t,y(t)) ou f est réguliere en y mais manquant de régularité en ¢.
Ces méthodes utilisent des évaluations Monte Carlo d’intégrales. Nous présentons
le schéma d’ordre 3 qui utilise des échantillons aléatoires en dimension 3. Nous
donnons des bornes d’erreur en fonction du pas de temps et de la discrépance de
la suite utilisée pour les approximations Monte Carlo. Nous donnons des résultats

numériques de tests faits sur un probleme modele dans lequel f subit des variations
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rapides en temps. Nous concluons que 'utilisation de suites quasi-aléatoires réduit

les erreurs. Ce chapitre est basé sur [5].

3.1 Introduction

Considérons le systeme différentiel

y'(t) = fltyt), 0<t<T,
(3.1)

y(0) = o,

f étant réguliere en espace (y) et seulement mesurable et bornée en temps (t). La
méthode a été introduite par G. Stengle dans [54], [55] qui a présenté une famille
de schémas numériques utilisant des nombres aléatoires pour résoudre le systeme
(3.1) quand f varie beaucoup plus vite en temps qu’en espace. Etant donné que la
régularité en t n’est pas assurée, la dépendance temporelle est considéré seulement
en moyenne. En estimant les moyennes par simulation numérique utilisant des
nombres aléatoires, on obtient des méthodes de Runge-Kutta Monte Carlo (RKMC).

Nous proposons dans ce chapitre de remplacer les suites pseudo-aléatoires par des
suites quasi-aléatoires judicieusement choisies dans le but d’améliorer les résultats.
Les approches Monte Carlo et quasi-Monte Carlo ont été comparées par plusieurs
Scientifiques dans les Conférences Monte Carlo and Quasi-Monte Carlo methods
6], [11], [50]. Les méthodes de Runge-Kutta quasi-Monte Carlo (RKQMC) d’ordre
1 et 2 ont été étudiées dans des travaux antérieurs [7], [29]. Dans cette partie, nous
étudions plus exactement une méthode RKQMC d’ordre 3. Le plan du chapitre
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est comme suit : La méthode RKQMC d’ordre 3 est décrite au paragraphe 3.2.
Au paragraphe 3.3 nous étudions la convergence de la méthode. Ensuite, dans le
paragraphe 3.4 nous présentons les résultats des expériences numériques obtenus
grace au langage Python; elles permettent de comparer les méthodes RK, RKMC

et RKQMC. Enfin nous donnons une conclusion au pragraphe 3.5.

3.2 Méthodes de Runge-Kutta quasi-Monte Carlo

Considérons le probleme (3.1) ou yo € RP. On suppose l'existence et 1'unicité d'une

solution y(t) telle que y' € L'(0,T), ainsi

to+h
o, o+ h e 0,70 gl + B =y(to) + [ y/(u)du (3.2)

to
En supposant que f est suffisamment réguliere en y (on précisera les hypotheses

plus loin) on a

olto + 1) =yt + [ " B (s y(to))dun

to

tot+h  pur
—l—/ / Fg(ul,ug;y(to))dwdul + ...
to to

to+h U1 Us—2
+/ / / Fs,l(ul,...,us,l;y(to))dus,l...dul
to to to
to+h w1 Us—1
+/ / / Fi(uy, ..., us;y(us))dus ... dug, (3.3)

to to to
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ou les fonctions F; vérifient la relation de récurrence

Foy) =,
Fi(uy, .. usy) = DyFiq(ur, .. uis;y) . flug,y), 1<0<s.

Par suite

y(t) = Folwo)) + / " Fy(uns y(to))duy

to

to+h pur
+ / / Fg(ul, U9, y(to))dUQdul + ...

/tﬁh/ / (s ugy(to))dus . dug + O, (3.4)

On se ramene au méme domaine d’intégration pour toutes les intégrales (¢o, to +

h)® et ceci pour pouvoir faire une approximation Monte Carlo. Soit

Gi(ur, ..., uiy) = Gima(ug, ..., uy) + Gica (g, ug, - ., w; y)+ (3.5)

+ -4+ G (ug, ug, - u—y) + R E (ug, . ugsy); 1< <s.

\

On obtient alors

to+h to+h
/ Fi(uisy dU1+/ / F(uq, ug; y)dugduy + ..

to+h
/ / / Fs(uq, ... us;y)dug . .. duy
to

to+h
——S,hg 1/ Gs(uy, ..., ugy)dus ... dug,

to

ou {uy,...,u} = {uy,...,us} avec uy > -+ > u,.

Par conséquent 1’'équation (3.4) peut étre exprimée par

y(to +h) = y(to)

to+h to+h
+ — / / Go(uy, Uy, . .., ug; y(to))dus . .. duy + O(R*). (3.6)
sthe=1 [, to
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Nous limitons notre analyse aux méthodes d’ordre trois . L’équation (3.6) s’écrit

alors

y(to +h) = y(to) (3.7)

1 to+h pto+h pto+h
Ton2 t /t /t <2f(u1, y(to)) + 2f (w2, y(to)) + 2f (us, y(to))

+hDLf (i, y(t0)).f (@1, y(to)) + hD}f (@, y(to)- (@, y(to))
+hD, f (s, y(to))- f (12, y(to))
+h*D, f (s, y(to)). (Dy f (12, y(to))-f (a, y(to)))
+h? Dy f (3, y(to)). (f (G, y(to)), f (2, y(to)))> du+O(h"),
{ﬁl,ﬂg,ﬂg,} = {ul,’LLQ,Ug} avec uq S Usg S Us. (38)

Afin d’obtenir des schémas proches des méthodes de Runge-Kutta, nous com-
binons des développements de Taylor. L’identité suivante a été proposée par G.

Stengle voir [54]:
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2f(u1,y) + 2f (uz, y) + 2f (us, y) (3.9)
+hD,, f(us,y).f (ur,y) + D, f (us, y). f (u1,y)
+hD, f(uz,y)-f (us, )
+h* Dy f(us, y)-(Dy f (u2,y)-f(ur, y))

+H2D2 f (us, y)-(f (ur, y), f(uz, y))

= 2fn) + (2= ) flun) 1 (a4 1)

(ot ) + (2 ) )
= A’j(zl (s + 0 0) ~ = 3(21 (v + b )
! (e (L= DS 9) + (1= A S+ (1= V)b (1.9))) + O)

Nous utiliserons plutot 1'identité plus générale

2f(u1,y) + 2f (u2, y) + 2 (us, ) (3.10)
+hD, f(us,y).f (ur,y) + hD, f (us, y). f (u1,y)
+hD, f(us,y).f (uz, y)
+h* Dy f(ug, y)-(Dy f (2, y)-f(ur, y))
+h2 D} f (us, y).(f (u1,y), f(us,y))

Lo
=aif(u,y) + Z ag f(uz,y + boyhf(ui,y))

=1

L3
+ Z a3,1f<u37 y+ b[()jl)hf(ula y) + bé?l)hf(u% Y+ caihf(us, y))> +O(r%),

=1
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. . 1) (2 L. . .
ou les coefficients a1, az, as;, bay, b:(g’l), bé,l)a c3, vérifient les relations suivantes

Lo L3
a1 = 27 E Qg = 27 E asg| = 27
=1 =1

Lo Ls L3
. 1 (2) _

E az1be; =1, E a3,lb3,l =1, § :a3vlb3,l =1,
=1 =1 =1

Lo L3 L3

9 12 (2)2

E a2,lb2,l =0, g a3,lb37l =0, E :a3,lb3,l 0,
=1 =1 =1

L3 L3
Za&lbgl)bgl) = 1, Z a37lb§l)0371 = 1.
=1 =1

Ces équations ressemblent aux conditions d’ordre dans les méthodes de Runge-

Kutta [4]. Nous remplagons alors (3.7) par 'égalité suivante

to+h pto+h ptot+h
sosm =y gz [ [ (alf(ﬂl,y(to)) (311)
Lo

+ Z asy f (ﬂg, y(to) + bagh f(y, y(to)))
=1

Ls

+ 3 agaf (s, ylto) + 1 F (. (ko)
=1

+b:(>3l)hf(ﬁ2, y(to) + ez hf (uy, y(ta))))) du + O(h%).

Soit B(y, p) la boule ouverte centrée en y et de rayon p. Nous supposons que la

fonction f vérifie les hypotheses suivantes.
Hypotheses 3.2.1. Il existe 7 > 0 et p > 0 tels que

e La fonction D;'f est mesurable sur

E = U [t,min(t + 7,T)] x B(y(t),p)

0<t<T

pour 0 < m < 3.
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e Pour tout t € [0,7T] la fonction y — DJ'f(t,y) est continue sur la boule

ouverte B(y(t), p), pour 0 <m < 3.

e [l existe | Dy f|| pour 0 < m < 3 et V(D' f) pour 0 < m < 2, tels que pour

tout t € [0,T) et tout y € B(y(t), p),
1. la fonction u v D} f(u,y) est définie sur [t,min(t + 7,7T)] et est bornée
par [|Dy fllg pour 0 <m <3,

2. la variation de la fonction u — Dy f(u,y) sur [t,min(t+7,T)] est bornée

par Vg(Dy' f) pour 0 <m < 2.

Considérons une partition 0 = ¢ty < t; < -+ < t» = T de [0,T] en n* sous-
intervalles de longueur h,, := t,,,1—1, et notons H := oimlx h,,. Soit X un ensemble
<n<n*

de points composé de xy, x1,...,zy_1 € I?. La méthode RKQMC d’ordre 3 en-

gendre une suite (Yn)o<pn<n+ PAr

hy, _
Yn+1 = Yn + 6_N Z (alf(tn + hnxj,la yn) (312)

0<j<N
Lo

+ Z a2,lf<tn + hna_:j,Qa Un + b2,lhnf(tn + hnjj,la yn))
=1

L3
+ Z a?),lf(tn + i3, yn + bgfhnf(tn + hnTj1, Yn)
I=1

+bi(fl)hnf(tn + hnjj,% Yn + Cthnf(tn - hni‘j’l’ yn)))> ’

ou nous utilisons la méme notation que (3.8): si @ = (1,22, x3), alors & =
(%1, To, T3) est défini comme suit
{.fl,.fg,(z’g} = {Il,l’g,xg} avec Iy S To S fg. (313)
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Nous avons remplacé I'intégrale triple (3.11) par son approximation quasi-Monte

Carlo.

3.3 Analyse de la convergence

L’analyse de l'erreur est assez proche de celle des méthodes de Runge-Kutta [4],
I'erreur globale est définie par e, := y, — y(t,). On définit erreur de troncature
locale par

Lo

1 1
n = 7 n+l) — tn — o713 ay ﬂl; tn az 1 62; tn
en = 7 (Y(tn11) = y(tn)) o Lntn+1)3< flan,y(t.) + f( y(tn)

n =1
+ boghn f 11,y ) Za?)lf(ufia

+ 0 o f (0, y(t0)) 4 V5 o f (12, y(n) + e f (1, y(t”)»)) "

Nous avons besoin d'un terme d’erreur complémentaire

Lo

1

Op 1= e ay f (U, yn) + E a2,lf<7~_62; Yn + boihu f (U, yn))
n (tnvtn+1)3 =1

L3
> asaf (i3, g+ 05 (i, ) + 05 P f (2, 9 + 300 f (01,90)) )
=1
—aqy f(uy, y(t Za21f<u2, n) + baghn f (g, y(t )))
- Zaglf(ug, + b f (1, y(t2))

+ 05 o f (B, y (1) + o f (1, y(t">>))) .
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L’erreur de I'approximation quasi-Monte Carlo est donnée par

1 _
dn = 6_N Z (alf(tn + hnxj,la yn)

0<j<N
Lo
+ Z a2,lf<tn + hnZj o, Yn + boihn f(tn + hnTja, yn))
=1
L3

> g (b + i, g+ W) f b+ 1, )
=1

+ bg) hnf<tn + hni'j}Za Yn + C3ylhnf<t” + hnjj’l’ %))))

1
— 8/ (alf(tn + Ry @1, Yn)
I3

L3
+ Z a2,lf<tn + hni?a Yn + b2lhnf(tn + hnfly yn))

=1
Ls

> agaf (b + s, g+ W) f b+ o, i)
=1

+ 05 i f (b + Tz, Yo+ ol f (b + haT, yn)))>dw-
On a la formule de récurrence
eni1 = €n — hpen + hydy + hpd,. (3.14)

A toute fonction ¢ définie sur Z°, nous associons la fonction ¢ définie par

p(x) = (&), © €I’

ou & correspond a x par (3.13). Nous avons besoin des résultats techniques suivants.
Lemme 3.3.1. Si ¢ € BVHK?, alors ¢ € BVHK?.

Preuve. On a

V(p) = 3VOT ) + 3V (TF) + V().
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D’une part, pour toute fonction ¢ de Z? on a
V) < VO(Ty) + VI(TTe) + 3V (),

ou

(xq, x2) = Y (min(xq, x2), max(xy, x3)).

D’autre part,

V() < VIUTETe) + 2T ) + V(T )

+5VE(Tle) + TV (TEp) + 4VE(Tp) + 13V (),
ce qui acheve la démonstration. O

Site[0,T], h>0ety € RP nous définissons

Orhy(®) = a1 f(t + hzy,y)

Lo
+ Z a2,zf<t + hao, y + baghf(t + hay, y))

=1
L3

+ 3 asf (1 s,y + RS+ b, y)
I=1
+ bgl)hf(t + hxo,y + cs hf(t + hay, y))), Vo € I°.
Notons

c* ::1+max< max |by,|, max |b§,},)|+ max |b§2l)|, max |Cg,l|>.
1<I<L, 1<i<Ly B <<y <<,

Lemme 3.3.2. Sit ett+ h € [0,T),h < 7 et |ly —y@)|| + hc*||flle < p, alors
Pt h,y € BVHK3
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Preuve. Soit

O‘t,hvy(m) = f(t + hxy, y)
ﬁf,h,y(w) = f(t + ha:?? Y + bhf(t + hml) y))
V(@) = f(t+ has,y + BhF(E+ By, y)

FORF(t + has,y + chf(t + ha1,y))):

Par des développements de Taylor en y on trouve sous I’hypothese 3.2.1

VTP ay,) < Ve(f),

v ge, ) < hfpl| DL EVa(f).

VO, )< Vi(f),

VO, ) < hlp|Va(DL)Ve(f),

VOT500) < B! + hlel | D fllp) I DLF | Vis(£),

1 QC
VO < hjo? ||| DL EVE(f),
VOTHA0e) < Vi(f),

VO(TIAY ) < p|p2 (Vi (DL F)Vi(f),

t,h,y
VTl ) < (| + hlb2e| | DL £ 2) Ve (DLf)Ve(f),
V@) < B2 (0?](0| + hlbe|| D e)IID2] Ve (f)
HB2e| | DLF | V(DL ) Vil f),
VO (400) < h2([02|(1b"] + hlb2e| | D £l ) Ve (D2 F)Vie(f)
+[0%c|Vie(Dy f)?) Ve (f)-

D’ou le résultat.

Définissons

¢n = gptn,hnyyn et ¢n = got"’hn7y(tn)'
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Alors

1 -
%za/www—%@mm

:_Z¢n - ¢n()

0<j<N

Nous établissons a présent des estimations de chacun de ces termes.

(3.15)
(3.16)

(3.17)

Proposition 3.3.3. Si h, < 7 et h,c*||f||g < p, alors il existe c1(h,) = O(1) telle

que

lenll < c1(hn)hi.

Preuve. Sous I’hypothese 3.2.1 nous avons par des développements de Taylor en y

1
y%ﬂww+—/
" 6h12’L (tn7tn+1)3

(2f(111, y(tn)) + 2f (2, y(tn)) + 2f (s, y(tn))

+hn Dy f (U2, y(tn)). f (@, y(tn))
+h D, f (G5, y(ta))-f (@1, y(tn))
+ha Dy f (U3, y(t))-f (2 y(tn))

+h2 Dy f (s, y(tn))-(Dy f (T2, y(ta)). f (U1, y(tn)))

—i—hiD;f(a;;,y(tn)).(f(ﬂl,y(tn)) flug,y(t ))))du+hn5

ou

h3
el < 53 (D fllz + 41 D5 fllel| Dy fllellf Lz + 1 Dgl1e F 1PN 2) 1/ 1Le
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et pour u € (t,,t,11)3,

arf(u,y ZCI/Qlf(UQ, n) + bahy f (01, y(t )))
+ Z a3,lf<ﬂ3v y(tn) + bgl)hnf(ﬂh y(tn))
-1

0 (B, (1) + eaiha (32, (1))
= 2f (@1, y(tn)) + 2/ (U2, y(tn)) + 2 (ts, y(tn))
+ ha Dy f (T2, y(ta))- f (@1, y(ta))
+ Ny Dy f (s, y(ta))-f (@1, y(tn))
+ Dy f(ts, y(tn))-f (@2, y(tn))
+ h2 D, f (s, y(tn)). (D, f (2, y(ta)). f (11, y(tn)))
+ hy Dy f (U, y(t))-(f (@1, y(ta)), f(Ta, y(ta))) + €, (w),

ot ||l ()|l < O(h2). Par conséquent

1
En =€y — —= el (u)du.
tn 7fn+1)3

Ceci acheve la démonstration. ]

Proposition 3.3.4. Si h, < 7 et |le,||+hnc*||fllE < p, alors il existe co(hy,) = O(1)

tel que

19n]] < ca(Fn)lenll
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Preuve. Soit

O (0) = (i, ya) — f(iin, y(tn)),
On20(0) = f (T2, Y + bt f (@, yn)) = F (T2, y(ta) + ba b f (ir, y(t)))
On1(0) = f (s, yn + 05 o f (@, yn) + b5 P f (T2, Yo + cs1hn f (G, )

— (@, y(ta) + B o f (1, y(t))

+ 0 o f (T, y () + 3.0 f (T, y(1)))).
Sous I'hypothese 3.2.1 et par des développements de Taylor en ¥, on obtient
01 ()] < OW)lenll et [|6n0 ()| < O)llenll, i = 2,3,
ce qui implique le résultat. O

Proposition 3.3.5. Si h, <7 et|le,||[+h.c*||flle < p, alors il existe c3(h,) = O(1)
telle que

ldull < c3(hn) Dy (X).
Preuve. En utilisant 'inégalité de Koksma-Hlawka on a
Jdall < V(G)DR(X).
Par les Lemmes 3.3.1 and 3.3.2, nous concluons le résultat. O

Nous terminons ce paragraphe par le résultat de convergence. Supposons que
H < H* et posons

C; 1= CZ(H*),Z = 1, 2,3
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Proposition 3.3.6. Si H < 7 et
T e’ —1 3
e feol| + ——— (e H* + esDx (X)) + H' | < p.
2

alors

catn

(&
leall < e lleol| + ——— (e1H* + esDx(X)).0 < m < "
2

Proof. En combinant la formule de récurrence (3.14) et les propositions 3.3.3, 3.3.4

et 3.3.5 on obtient le résultat voulu. O

Il est devenu d’usage de parler de suites a faible discrépance pour celles dont
la discrépance est en O((log N)*~'/N), en dimension s ot N désigne le nombre de
points considérés. Dans [46] R. Niederreiter donne un sondage sur de nombreux
ensembles de points a faible discrépance. Un résultat du a K. F. Roth [52] montre

que, pour toute suite de N éléments d'un ensemble X en dimension s, on a
D (X) = 7,(log N)®~D72/N,

ou la constante v, > 0 dépend seulement de s. D’apes l'estimation de la proposi-
tion 3.3.6 I'algorithme RKQMC utilisant des suites a faible discrépance est d’ordre

35i N =O(H3).

3.4 Expériences numériques

Nous appliquons I'algorithme présenté a un probleme modele proposé par G. Stengle
voir [55] ensuite sur un exemple simple.
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Exemple 3.4.1.

y'(t) = y(t) + 5sin(cos(kt)), 0 <t < 1, (3.18)

y(0) =1, (3.19)
pour k =2"—1, 1 <v < 20. La solution exacte est donnée par

y(t) = ¢ [1 + 5t /01 e "t sin(cos(k‘rt))dr} :

y(t)=¢' +53 JMD% <cos [m(ﬂ/Q . kt)}

t

— €' cos(mm/2) — 1 sin [m(w/2 — k:t)} + < sin(mﬂ/2)> ;

mk mk

représentée dans la figure 3.1 pour 1 < v < 10.

Y
10
8 2
6
1.
4
2 0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 it 0.2 0.4 0.6 0.8 it
(a) Solution exacte pour 1 <v <5 (b) Solution exacte pour 6 < v < 10

Figure 3.1: Solution exacte pour 1 < v < 10

Nous résolvons le probleme par les trois différents schémas présentés ci-dessous,

ensuite nous comparons les erreurs obtenues:

83



e La méthode de Heun avec 10(RK10), 100(RK100) et 1000(RK1000) pas de

temps égauzx, Le schéma de Heun d’ordre 3 étant décrit comme suit (voir [4]):

tn,l — tna
tn,2 =1, + h?na
tn,3 - tn + 2hn7

kn,l = f(tn,la yn)a
kn,2 - f(tn,Za Yn + h?nknJ)u
kn,B = f(tn,?n Yn + %&1,2)7

Yn+1 = Yn + (kn 1 + 3kn 3)

e La méthode Runge Kutta Monte Carlo de G. Stengle avec 10 pas de temps

] Y ch li lle suite aléatoire (2™ )oe ;< :
€gaux ou a chaque pas, nous uttlisons une nouvelle suite aléatorre (:cj Jo<j<n :

t;]l_t +h 7§nl7

_(n)

n]2 =ln+ hnl Ljas
£y =tn + hatlly,
kg1 = f(tZ,j,l, Yn),
knj2 = f(tq*z,j,zv Yn),
Ky o= f(th 2 Un + hnkn ),
ko= T2 Un + Bakin),
knjs = f(t;:,j,& Yn + hnkn i),

ni3 = F gz Yn + hnkn ja),
ks = F (im0 Un + B kngn + 5K o),
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et

1 2
Yn+1 = Z h ( n,j,1 Gkn,j,Q Gk/ j,2 + Skg,jﬂ
O<]<N
1 1 2
— Shuga = oK+ 3k”33> (3.20)

La méthode Runge Kutta quasi Monte Carlo avec 10 pas de temps égaux. A
chaque pas de temps, nous utilisons dans l’équation (3.20) le méme ensemble

de Hammersley a 1000 points.

~ {15

og 9200) @s(5)) £ 0 < j < 1000},

ot ¢y est la fonction radical inverse en base b.

Nous calculons erreur

1 10
= 1N | nm|>
125"

ou 10m est le nombre de pas de temps.

La figure 3.2 compare les erreurs obtenues en résolvant le probléme modéle en

utilisant les méthodes RK10, RK100, RK1000 et RKMC. On peut voir que les

résultats de RKMC' sont meilleurs que ceux de RK10 pour (k > 2°), RK100 pour

(k > 2°) et RK1000 pour (k > 2'3). La figure 3.8 montre une comparaison des

méthodes RK10, RK100, RK1000 et RKQMC au probeme modele. Les erreurs du

schéma RKQMC se stabilisent a un niveau assez bas. La stratégie RKQMC' est plus

performante que le schéma RK10 pour (k > 23), RK100 pour (k > 28) et RK1000

pour (k> 2M). II est clair que pour cet exemple la stratégie quasi-Monte Carlo est

nettement supérieure aux résultats de Monte Carlo.
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G. Stengle [55] a noté que c’est grace a la somme sur N dans [’équation (3.20)
que le calcul RKMC ou RKQMC est avantageuzx. Les calculs de RKQMC utilisent
10000 sommation en comparant a 1000 pour la méthode de RK1000, mais la somme

des 10000 peut étre exécutée en dix étapes de temps contenant chacune 1000.

Log, e
B
J
.—.\ o,
/ o —q '/. /%. f \o o\
-5 Vi i N
2 i e
/ / ,,-0’ \.,4—-0—“'\\ //
o ( / \‘
0/ / //
-15 [d = !
s R
I/. ’.(/
- _./ //
/,J
=25 e
/'/
L Log, k
5 10 15 20 %

Figure 3.2: Erreurs RKMC (trait continu), RK10, RK100, RK1000 (traits

pointillés)
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Log, e

5
o —a_ .
I's e VAR “
-5 Y, . ™. . _
4 \'A ~ \./
Ve (/ R o e
_15 lr" !
o/ ‘//
s g
~ /
7 //
— —o //‘
_25 /l 2
/'/
[ Log, k
5 10 15 20 %%

Figure 3.3: Erreurs RKQMC(trait continu), RK10, RK100, RK1000 (traits

pointillés)
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Exemple 3.4.2.

Y (t) = y(t) + cos(1023t), 0 < t < 1, (3.21)

y(0) =1, (3.22)

La solution exacte est donnée par:

t

1

(t)=e"+ —( :
Y\ = 1024 \1023

, |
— sin(1023) - o cos(1023t)>.

== Soluticn par RK10 =

oo 02 04 0.6 08 10

Figure 3.4: Solution exacte, solution par RK10

On compare les solutions par la méthode de Heun, Runge Kutta Monte Carlo
et la méthode de Runge Kutta quasi-Monte Carlo avec 10 pas de temps égaux pour
chaque méthode ou I'on utilise le méme ensemble de Hammersley X = {(¢2(j), ¢3(7), #{)0) :
0 < j < 1000}.

Les résultats sont présentés dans le tableau ci-dessous. On remarque que ’erreur

moyenne de la méthode RKQMC est plus petite que celles de la méthode RKMC

et RK.
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t RK RKMC RKQMC
0.1 6.7364E-02 || -1.3191E-03 || 1.6800E-03
0.2 1.1604E-01 || -1.3443E-03 || -7.3599E-04
0.3 4.4488E-02 || -1.7922E-03 || -1.4834E-03
0.4 4.0551E-02 || -1.6239E-03 || 1.2046E-03
0.5 1.3195E-01 || -3.5951E-03 || 8.6737E-04
0.6 1.2010E-01 || -4.8042E-03 || -1.7180E-03
0.7 2.5717TE-02 || -3.122E-03 || -3.9732E-04
0.8 1.1761E-01 || -2.0631E-03 || 1.6275E-03
0.9 1.8491E-01 || -2.5099E-03 || -5.3732E-04
1.0 1.2666E-01 || -2.1985E-03 || -1.7630E-03

Moyenne || 1.0054E-01 || 2.4372E-03 || 1.2014E-03

Table 3.1: Erreurs des méthodes de RK, RKMC et RKQMC

89




Conclusions et perspectives

Nous avons présenté de nouvelles méthodes d’ordre 3 qui sont proches des méthodes
quasi-Monte Carlo pour la résolution d’un systeme différentielle ot la fonction f
subit des variations trop rapides en temps pour étre suivie en détail. Apres analyse
de I'erreur, nous avons constaté que les suites a faible discrépance permettent d’avoir
de meilleurs résultats que les nombres pseudo-aléatoires.

Les formules du schéma présenté sont beaucoup plus compliquées que celles de
la méthode Runge Kutta classique et la compléxité augmente avec l'ordre. Nos
persepectives futurs sont basées sur le développement de méthodes du quatrieme
ordre et I'application des méthodes Monte Carlo stratifiées pour la résolution des

systemes différentielles.
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