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INTRODUCTION

AU cours des dernieres années, il y a eu un intérét croissant pour diverses géné-

ralisations de processus autorégressifs. Entre autres, on trouve les classe des
autorégressifs a coefficients aléatoires RCA, de modeles a moyenne mobile multivariée
(ARMA) avec des perturbations non gaussiennes, des modeles bilinéaires, des mo-
deles autorégressifs généralisés avec des processus d’hétéroscédastiques conditionnelle
(GARCH) [voir par exemple, Andel (1976), Vervaat (1979), Nicholls et Quinn (1982),
Caines (1988), Granger et Andersen (1978), Engle et Bollerslev (1986)]. Ces processus
sont habituellement introduits pour modéliser les séries temporelles stationnaires. Par
conséquent, les propriétés de stationnarité doivent étre étudiées attentivement.

Nous traitons, dans ce mémoire, le probleme d’existence d’une solution strictement
stationnaire de ’équation stochastique

Xn+1 — Aan + Bn, n Z O. (].)

Dans de nombreux travaux, les couples (Ay, By) sont supposés étre des vecteurs
aléatoires i.i.d. Cependant, du point du vue de I’application mentionnée dans [Vervaat
(1979)] cette hypothese semble étre restrictive.

Ce mémoire se base essentiellement sur les articles suivants :
1) BOUGEROL, P. and PICARD N. Strict stationarity of Generalized Autoregressive
Processes. The Annals of Probability, Vol. 20, No 4, 1992, pp. 1714-1730.
2) BRANDT, A. The stochastic equation Yy, 11 = AnYy + By with stationary coeffi-
cients, Adv. in Appl. Probab. Vol.18,No 1, 1986, pp. 211-220.
Il est composé de trois chapitres. Dans le premier, nous rappelons quelques notions,
en particulier, la stationnarité et ’ergodicité, ainsi que quelques propriétés et résultats
qui nous seront utiles.
Dans le deuxieme chapitre, nous développerons les résultats dus 8 BRANDT ([8]) qui
a donné des conditions suffisantes pour I'existence d’une solution strictement station-
naire (X, (¥)) de 'équation 1 avec une suite ¥ = (A, By), stationnaire et ergodique.
L’auteur montre aussi, sous certaines conditions sur les moments, que pour toute suite
(¥" = (Al,B)n)r qui converge en loi vers ¥, la suite des solutions (X, (¥")), de
I'équation 1 associée a la suite des coefficients ¥" converge en loi vers (X, ('¥)),. Nous
terminerons ce chapitre par des exemples qui montrent que certaines conditions sont



Introduction

nécessaires.

Dans le troisieme chapitre, nous présenterons les résultats de Bougerol ([6]) qui consi-
dére I'équation 1 dans RY et s’intéresse au solution non anticipative (indépendante du
futur) dans le cas ou (Ay, By) sont i.i.d. Son résultat principal est que sous une condi-
tion d’irréductibilité, il existe une solution strictement stationnaire non anticipative si,
et seulement si, le premier exposant de Lyapounov est strictement négatif. C’est qui
constitue une réciproque du résultat de BRANDT.



CHAPITRE INTRODUCTIF

Soit (Q), F,IP) un espace probabilisé, sur lequel nous considérerons un processus
stochastique (X;)ier avec T = IN ou Z. Dans toute la suite £(X) désigne la loi de la
variable aléatoire X.

On note
RT = {x = (x)er/x; €R,Vt € T}.

On appelle tribu produit sur RT la plus petite tribu rendant mesurables les applications
coordonnées :

lorsque t parcours T, on la note Byr.
Soit maintenant ’application :

X: O — RT
X(w) — (Xi)ter

On a alors (X})teT est un processus stochastique a valeurs dans (R, Br) si, et seulement
si, 'application X est mesurable de (O, F dans (RT, Bgr). On peut identifier donc
un processus stochastique (X¢)ier et une application mesurable X. Ainsi, la loi d’un
processus stochastique (Xi)ier, la probabilité image de P par X, sont notées Py, de
sorte quesi A =R X .RXA; X Ajy1 X .. x Ajspg X RXR x ... € Bgr, aveci € T et
k > 0 alors
Px(A) = P(X; € Aj, Xiy1 € Ai1, - Xigk € Aigr)-

La loi Py est caractérisée donc par les lois £(X;, Xit1, ..., Xisk) appelA©@es les distri-
butions fini-dimensionnelles du processus.

1.1 Processus stationnaires

On distingue généralement la stationnarité au sens strict et la stationnarité au sens
faible.

Définition 1.1 (1) {X;,t € N} est dit strictement stationnaire si pour tout p > 1,
L(X1, X, . Xy) = L(X5, X3, Xpa1).

(2) {Xi, t € Z} est dit strictement stationnaire si pour toute suite tq,tp,...,tn € Z
avec ) < th < ..<tp,etheZ

‘C(thJrhl Xt2+hl iy Xi’n+h) = ‘C(thl thl ceey th)-



Chapitre 1. Chapitre introductif

Dans le cas des processus indexés par IN, pour k < p et | > 0,
comme L(Xy,Xp,.,Xp) = L(X2,X3,..., XP"‘I)’ on obtient en particulier
que L(Xg, X2,..., Xp1) =  L(Xpq1,X3,..,Xp). Ceci donne, par transitivité,
L(Xiy X1, 0 Xp) = LKty X 1115 -0 Xp1)-

Un processus stationnaire { Xy, f € T} a la méme loi que {X;,1,t € T}.
La stationnarité traduit donc la capacité d’un processus a ne pas dépendre de I'indice
temporel : Un décalage temporel n’affecte pas la loi.

Proposition 1.1 Soit {X;, t € N} un processus stationnaire et ¢ une application
mesurable, alors {Y;, t € N} défini par Yy = ¢(X¢, Xpi1,...), est aussi staionnaire.
De méme si { Xy, t € Z} stationnaire et @ est une application mesurable, alors
{Y:, t € N} défini par Yy = O(..., Xi—1, Xt, Xpy1, ... ), est staionnaire.

Définition 1.2 Un processus {X;, t € T} est dit faiblement stationnaire ou station-
naire au sens faible, si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Vt € T, E(X?) < o0.
(i) Yt € T, E(X;) = .
(iii) ¥(t,h) € T2, Cov(Xs, Xepp) = @(h).

1.2 Ergodicité

Le théoreme ergodique est une version de la loi forte de grands nombres suffisam-
ment générale pour s’appliquer a tout systeme régi par des lois de probabilités qui sont
invariables dans le temps. Avant d’énoncer le théoréme ergodique, nous introduisons
succinctement, certains concepts fondamentaux.

Définition 1.3 On dit que T : Q) — Q) est une transformation qui préserve la mesure
IP si elle est mesurable et

VAcF P(T'A)=P(A).
Définition 1.4 L’opérateur shift 0 est définie sur R par :

9(, Xi—1,%Xi, xi+1,...) = (, x,-,x,-+1,xl-+2,...) .

Exemple 1.1 Rappelons que si I1; est l'opérateur de projection canonique de projec-
tion de RT sur R, alors I1; 08 = I, 1. Donc Si X = (X;,t € T) est un processus
strictement stationnaire, alors ['opérateur shift 0 préserve la loi de X.

Définition 1.5 Soit (Q), F,P) un espace de probabilité

(a) Un ensemble A € F est dit invariant par rapport a T si T"1(A) = A; c’est un
ensemble invariant non-trivial si 0 < P(A) < 1.

(b) Une transformation qui préserve la mesure est dite ergodique si pour tout en-
semble invariant A, P(A) =0 ou P(A) =1.

(¢) Un processus est dit ergodique si l'opérateur shift est ergodique.
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Théoréeme 1.1 [1] Soit {X;,t € Z} un processus stochastique. Considérons un pro-
cessus stochastique {Y;,t € Z} avec

Yt - CD( .o Xt_l,Xt,XH_l,. . .),

ou P est mesurable.
Si {X;,t € Z} est strictement stationnaire et ergodique, en particulier si les X; sont
i.id, alors {Yi,t € Z} est strictement stationnaire et ergodique.

Le théoreme suivant assure la convergence presque sure de la moyenne d’une fonc-
tion d’une suite strictement stationnaire et ergodique.

Théoréme 1.2 (théoreme ergodique) [1] Soit X = (X1, Xo,...) une suite aléatoire
strictement stationnaire et ergodique.
Pour toute fonction f mesurable tq E(|f(X1)|) < 0. On a

n

lim ~ Y F(X) = E(f(X1) ps.

n—-+oo n k=0

1.3 Convergence en loi

Pour tout vecteur aléatoire X = (X(l); . .,'X(d))’ a valeurs dans R, on note Fy sa
fonction de répartition
Fx(x) = P(XM) < ;. XW < wy), V= (x5;...504) € RY
et dx sa fonction caractéristique
Dy (t) = E(eX), VteR?
pour toute fonction f, on pose
Cr = {x: festcontinueen x}.

Définition 1.6 Soit { X, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans
RY. La suite { Xy, n € N'} converge en loi vers X si et seulement si

Fx, (x) —— Fx(x) ,

en tout point de continuité x de Fx i.e pour tout x € Cr.
On note X, £> X.

Théoréme 1.3 La suite de vecteurs aléatoires { X, n € IN } converge en loi vers X
si et seulement si pour tout t € RY,

Dx, (1) — Px(t).
Proposition 1.2 Soit { X, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans

R? avec d > 1.Alors la suite { X, n € N} converge en loi vers X si et seulement si
pour tout A € RY,

d S d ,
My =Y AxY &5 Y Ax0 = A'x
i=1 =1

1
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Théoréme 1.4 [1] Soient X1, Xo, ..., des variables aléatoires, supposons que

st g est une fonction continue, alors

8(Xn) —— g(X).

n—oo

Lemme 1.1 [3] Si les couples (X,Y), (X1, Y1),..., des variables aléatoires réelles
satisfont les conditions suivantes :

(i) (X', Y7) =5 (X,Y)

(i) E(X")* — E(X)*
(iii) B(Y)" —— E(Y)",
alors

E(X" +Y")* — E(X+ Y)"

Lemme 1.2 [3/ Soient X = {X,}, X' = {X}},X? = {X2},..., des suites station-
naires et ergodiques de variables aléatoires rélles qui satisfont les conditions suivantes :

(i) X est ergodique et E(Xp) < oo

wr L

(ZZ) X r—>—oo> X

r\+ +

(ii) E(Xp)" —— B(Xo)",
alors

n—1

limsup IP ( sup X/ >0 ——0 neZ. (1.1)
r——4o00 (]>N l_;—] ! ) N—oo

Théoréme 1.5 [1] Soit (Xy, )k, une suite de variables aléatoires doublement indexée

a valeurs dans un espace metrique (E,d). Supposons pour chaque k que, X, L) Xk
n—oo
et

L
Xy — X,
k—o0

supposons en outre que lim lim suplP(d(Xnk, Y,) > e) =0 pour tout € > 0 alors,
k=+o0 5 too

Y, £ X

Théoréme 1.6 Soient P, P des mesures de probabilité sur (R®,R*). Alors
P, —= P si et seulement si ]Pnﬂk_1 —= ]P7Tk_1 pour chaque k, ot 7 : R® — RK
n—oo n—oo

sont les projections canoniques définies par m(x) = (x1,...,Xx%), pour x = (X;)jeN et
k=1,2,....
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Théoréme 1.7 Soit (E, F), (E', F') deuz espaces mesurables et f une fonction F /F'-
mesurable de € dans un autre espace métrique E'. Si f est continue en chaque point

d’un certain ensemble séparable et F-mesurable C, alors Xy % XetP(XeC)=1
n—oo
impliquent que

f(Xn) 2 F(X).
1.4 Quelques notions topologiques

Définition 1.7 Un groupe topologique est un groupe (G, *) muni d’une topologie pour
laquelle les applications

G2 —> G
() = ey
et
G — G
x = x 1

sont continues.

Définition 1.8 un semi-groupe est un ensemble muni d’une loi de composition interne
associative. Il est dit commutatif si sa loi est de plus commutative.

Définition 1.9 Le support d’une mesure, ou plus généralement d’une distribution, est
le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel elle est nulle :

c
suppT = ( U U)
U ouvert
u(u)=0
Corollaire 1.1 Sur un groupe localement compact G, il existe une mesure positive
non nulle A définie sur les boréliens de G et qui est invariante par les translations a

gauche. Autrement dit, pour toute partie borélienne B de G, et pour tout § dans G, on
a:

A(gB) = A(B).

De plus, cette mesure est unique et on ’appelle mesure de Haar du groupe G et elle est
finie sur les parties compactes de G.

Exemple 1.1

e G =R : La mesure de Lebesque est une mesure de Haar.
i.e pour tout A € B(R), A(A+x) =A(A) ou A+x={a+x:a€ A}

e G =27 : La mesure de comptage est une mesure de Haar.



EQUATION STOCHASTIQUE
COEFFICIENTS STATIONNAIRES.

2.1 Introduction
Considérons 1’équation stochastique

ot {(Ay, By)} = o est une suite strictement stationnaire et ergodique & valeur dans
R%. Dans ce chapitre, aucune hypothese d’indépendance n’a été faite. Ainsi, le pre-
mier objectif est de trouver des conditions qui garantissent ’existence dune solution

stationnaire déterminée de maniére unique de (2.1).

Notons aussi que pour toute variable aléatoire réelle X définit sur le méme espace
de ¥ = {(A,, B,) n € Z}, nous nous intéressons a la convergence presque sure de la
suite

n—1 n—1 n—1
(X)) =Y. ([ A)Bujor + (JTA)X, (2.2)
j=0 i=n—j i=0

quand 7 tend vers oo.

2.2 Existence d’une solution strictement station-
naire et ergodique

Quinn (1982) a étudié l'existence d'une solution strictement stationnaire et ergo-
dique pour les modeles bilinéaires, définis par 1’équation

Xn =aX, 1 +benXy_1+ey ,

ol (e,) est une suite de variables aléatoires strictement stationnaire et ergodique.

Il a montré que les conditions E(log|a + be,|) < 0 et (EE(log|a + be,|) < 0) sont néces-
saires et suffisantes pour 'existence de cette solution. Les mémes arguments appliqués
a I'équation (2.1) donnent le résultat qui suit.



Chapitre 2. équation stochastique X, 11 = A, X, + By, avec des coeflicients
stationnaires.

Théoréme 2.1 Si la suite ¥ = {(Ay, By), n € Z} est stationnaire et ergodique et
une des conditions :

— oo < E(log|Ag|) <0 et E(log|Bo|)" < oo , (2.3)
ot xT = max(0,x) sur x € R
P(Ag=0)>0 , (2.4)

est satisfaite, alors

X ( Z H Ai)B,_j1 ;neZ (2.5)

j=0 i=n—j

avec (Hf;nl A; = 1), étant la seule solution stationnaire de (2.1) pour le ¥ donné. La
somme du coté droite de (2.5) converge absolument presque strement.
De plus,

]P( lim [x, (X, ¥) - X.(¥)[=0)=1, (2.6)

n——+oo
en particulier
(X, ¥) 5 Xo(F). (2.7)
Avant de prouver le théoreme 2.1, nous introduisons une notation et établissons un

lemme. Pour la suite ¥ = {(A,, B,)} des couples aléatoires & valeurs dans R? et la
variable aléatoire X, notons

k-1 n-1 n—1
(X ¥) =Y (I1 A)Bujr + ( [1 A)X, nez, k>o.
j=0 i=n—j i=n—k
Evidemment,
(X, ¥) =x3(X,¥), n>0,
et
X, (¥) = lim xX(0,¥ H Aj)B,_j_1.
k—+o0 ]:0 i=n—j

Lemme 2.1 5@ Y satisfait les hypothéses du théoréeme 2.1 alors la série du coté droit
de (2.5) converge absolument presque surement.

Preuve. Montrons que la série Z —0 (H? nl j ) n—j-1,1 € Z converge p.s.

Supposons que
P(Ag=0) > 0.

On a par le théoreme ergodique

1 n
n Z Lia—0y —— P(Ag=0) >0 ps,
k=0

n——+00



Chapitre 2. équation stochastique X, 11 = A, X, + By, avec des coeflicients
stationnaires.

et donc p.s
Card({k <0: Ay =0}) =Card({k > 0: A =0}) = oo. (2.8)

Cela implique que la série X, (¥) n’a qu'un nombre fini de termes non nuls. Donc elle
converge presque strement.
Supposons maintenant que

Ao #0,
on définit la suite (Zy)ren par

k
Zo=B,_1 et Z; = HAn—iBn—k—l , pour k>1.
i=1

k
log|Zx| = log [ [|An—il|Bu—k-1l
i=1

k
= 1Og|ank71| + Zlog|An—i|r
i=1

ce qui donne

vl =

1 1 k
%108|Zk\ = Elongn—k—l\Jr Y loglA,_il.
i

D’autre part si
E(log|Bo|)" < oo,

alors
Y P(log|By| > kloga) < oo Va >1
k>0

ce qui implique que

]P(limsup{|B0|% >a}) =0,
k

donc par ’hypothese (2.3) et le théoreme ergodique, nous obtenons
1
limsup - log|Zx| < E(log|Ag|) <0 p.s
k—+oc0 k

et ainsi
1

limsup(|Ay_1||An—2]| ... [Au_k||Bui-1]) ¥ < exp (E(log|Ao])) <1 p.s

k— o0

et par le critere de Cauchy, la série

n—1
Y. ( JTI Ai)Bu—k-1 converge p.s.
k>0 i=n—k

10



Chapitre 2. équation stochastique X, 11 = A, X, + By, avec des coeflicients
stationnaires.

Preuve du théoréme 2.1. Nous allons d’abord démontrer 1'assertion (2.6). Il résulte de
(2.2) et (2.5) que

n—1 n—1 n—1 00 n—1

() = X (9)] = | L ( TT A)Baj1+ ([TA)X =1 ( TT A)Bu ]

Sous la condition (2.3) et en utilisant le théoreme ergodique 1.2, nous obtenons

n—1 1n—1 "
[TIAl = (exp (. Y- loglA))" ——0 ps. (+)
i=0 i=0

Si la condition (2.4) est satisfaite alors par (2.8) on déduit que pour tout n suffisamment
grand, que

n—1
H'Ai| =0 ps (xx)
i=0

ainsi 'assertion (2.6) est réalisée. De (2.6), on obtient

0 (X, ) — X, ()] B 0

comme X, ('Y) £ X, (¥) alors

(X, F) —= Xo(¥),

n—r00

d’ou la relation (2.7).
D’autre part, le shift appliqué a ¥ sur le terme & droite de (2.5) produit le shift de
{X,,(¥)} sur le c¢oté gauche, donc {X,,(¥)} est stationnaire.

11



Chapitre 2. équation stochastique X, 11 = A, X, + By, avec des coeflicients

stationnaires.
De plus,
AnXn(¥) + By = An<2 H A)By 1) + By
j=0 i=n—j
n
= AnBy, 1+ H AiBy2+ H AiBy3+---+ By
i=n—1 i=n—2
00 1’l+1
= (Z( H A)Biui1)j1) + Binyny 1
=1 i=(n+1)—
00 1’l—|-1
= (L H A)Bu1)-1)
=0 i=(n+1)—
- Xn+1 (T) p.s

i.e, 'équation (2.1) est presque surement satisfaite.

Ainsi {X;,,(¥)} est une solution stationnaire de ’éqaution (2.1) pour ¥ .

Il reste & montrer I'unicité de la solution, pour cela supposons que {Y,(¥)} est une
autre solution strictement stationnaire de (2.1) i.e, Y,11(¥Y) = ApYu + By pss., il
s’en suit que

|Yn(T) - XH(T” = IAn 1Yn I(T) + anl - Anflxnfl(lf) - Bn71|
|An 1( n— 1(T) - Xn—l(lf)”
_lAn [ (Yn-1(¥) = X1 (F))]

= IHAn 1|| n— k ) Xy k(T))|

< ‘HAn—iHYn—k(‘F” + |HAn—iHXn—k(T)|'

Si (2.3) et (2.4) sont satisfaites, d’apres (x) et (xx) et comme {Y,,(¥)} et {X,,(¥)}
sont des suites stationnaires alors

k
P
|H An—i| |Yn—k1{r) | k—>—oo> 0,

i=1
et
k P
[T Al Xk ()] —0,
el k—o0
par suite
ie {X,(¥)} est I'unique solution stationnaire de (2.1) pour VY. O
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stationnaires.

Remarque 2.1 Le résultat de l'unicité obtenu dans la démonstration du théoréme
2.1 assure que si {Yy,} est une solution stationnaire de (2.1) pour ¥, alors Y, =
Xy, (YY), n€Z, ps., ce qui implique que

()Y £ (X (D)} oo

Théoréme 2.2 Soient ¥, Y1, Y2, ..., des suites stationnaires et ergodiques qui satis-
font les conditions suivantes :

vrE Ly (2.9)
r—00
r . 1\t + .
a r—>—oo> a , ]E(log‘AO ) 1’—>—00> ]E(log|A0|) ; (210)
r . |\t + .

ot les moments :

a = E(log|Ao|), a" = E(log|Aj|), b = E(log|Bo|) et b" = E(log|Bj|)

sont finis et —co <a <0, —c0<a <0 pourr>1.

Soient {X,(¥)}, {Xn(¥H)},..., des solutions stationnaires de (2.1) pour ¥,¥},...,
alors :

lansxen)  “Slasxm)) e
dans (R®)Z, en particulier
(X ()} o o X)), (2.13)

Avant de prouver le théoreme 2.2, nous établissons le lemme suivant.

Lemme 2.2 Soient X = {X,}, X! = {X}}, X? = {X2},..., des suites stationnaires
et ergodiques des v.a.r et supposons que les moments a = E(Xp), a” = E(X]) pour

r > 1 existent et sont finis. Si
L

X =X (2.14)
r—00
et
r : r\+ +
a ma ; IE(XO) r—>—oo>]E(X0) , (215)
alors
1 n—1
supP(sup|~ Y X/—a'|>6) ——0 (2.16)
et 1
supP(sup=|X' ;| >06) ——0 2.17
1p (j>§]| n-il = 6) ~ (2.17)

ou 0 est un nombre réel positif arbitraire.

Preuve. On montre I'assertion (2.16).
De (2.14) et (2.15) et puisque les fonctions x — x* et x — x~ sont continue alors
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(X0)*+ 5 X et (X5)~ 5 X
D’autre part, soit A = (A1, A3) dans R?. On a

A ((X0)T+(a") 7, = ((X0) " +(a") T +9)) = M(Xp) T = A2(Xp) ™ +A1(a") ™ — Az(a") " = A0,

Comme la fonction qui associe a chaque x, A;x* — Ayx~ est continue alors la proposi-
tion 1.2 entraine

((XG)* + (&), ~(X)™ + (@) +8)) o (X +a-,—(Xy +a* +0)).

Comme
+

E((X)" +(a)7)" =2 E(Xg +a7)
et

E(— (X))~ +(@)* +6))" — B(— (X5 +at +4))".

r—00

En appliquant le lemme 1.1 on obtient

E(X)—a —6)" — B(Xp—a—0)".

r—00

Maintenant, le lemme 1.2 donne

n—1
limsupP(sup Y (X —a" —6)>0) ——0

r——+00 j>Ni=n—j N—co
et ainsi
1 n—1
limsupP(sup= ) X/ —a">6) —0. (2.18)
r—-+oo >N J i=n—] N—o0

Pour les suites {—X,}, {—X}},{—X2},..., les hypotheses du lemme 1.2 sont égale-
ment satisfaites. Ainsi pour ces suites (2.18) conduit a

limsup]P(supl, an (—=XI)—(—a")>6) ——0 (2.19)

r— 400 j>N ] i=n—j N—reo

combinant (2.18) et (2.19) on obtient

n—1

limsup]P(supll, Y, X[ —d'|>6) —0 (2.20)
r— 00 >N J i=n—j N—roo
et donc
1 n—1
sup P(sup|> Y X/—a'|>d) ——0 (2.21)
r—+oo >N [ j=p—j N—oo

Maintenant, on prouve (2.17), pour cela posons
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stationnaires.
Alors
1 n—1
Y=< ) X —a
) i=nj
n—1
_1 Xf—a“rleq—j—
) i=n—j+1 J
1 _ 1 n—1
=0 Y X -a X
J]— i=n—j+1 ]
j 1 T 1 r 1 T
: = -a +=X
joomTt o e
1 1 1
=(1- ;) nj—1 7”r + =X
ce qui implique que
1 14 r 1 s 1 r
;anj = Yn,]' — (1 — ?)Yn,jfl + ;ﬂ .
De (2.16) et a” — @ on obtient
supIP(supl,\X:l_j] >5) —— 0.
r j>NJ N—oo
m
Preuve du théoréme 2.2. Si :
(¢, Xo(‘iﬂ))n (¥, Xo(Y)), (2.22)

r—00

dans (R?)Z x R alors par la relation X;(¥") = A{Xo(¥) + B} (aussi sans r) et le
théoreme 1.4, on obtient

(Y AX(Y) hes) o (B AX) o)

dans (R?)Z x R™*! pour n=1, puis pour tout n > 0 par itération.
Par stationnarité de la suite, et le théoreme 1.6 on obtient

(ee]

{(A;,B,Z,Xn(‘}”))}oo L>{(z¢ln,Bn,Xn(‘i’))}

n=—oo —o0 n=—o0

Nous allons maintenant prouver (2.22).
Notons pour N > 0

RY(¥") = Z HAf Y

J=N+1 i=—j
on a

Xo(¥") = x'(0,¥") + Ry (¥),

15
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de plus
%' (0,¥") = gn((A7, BY), ..., (AR, BY)) (2.23)
ol
gv: (RN — R

(x,y) = ((x1,y1) -, (xn,YN)) > SN (X, Y) Z H Xi)Y—j-1
J=0 i=—j
puisque, c’est une somme de produits, ¢ est une fonction continue. Par le théoreme 1.4
et la condition 2.9, nous avons
r E N
X (¥) —— oo, 0 (Y).

Comme la différence x (¥) — Xo(¥) tend vers 0 p.s. quand N tend vers +oo alors par

le théoreme 1.5 il suffit de montrer que pour tout € > 0

lim limsupP(| 2 B 4 H Al >¢€) =0. (2.24)
N—+oc0 F—s+o00 j=N41 i=2j

Soit & > 0 tel que a + 36 < 0. Il existe donc N € N suffisament grand tel que

e> Y exp(j(a+30) = Y. (explat3d))
j=N+1 j=N+1

Sia” — alors pour tout & > 0, il existe 7y € IN tel que |a" — a| < e pour r > ry.
r—00

Il en découle que

lim limsupP(| B’ Al > exp(j(a+39))
N=#oo r—>+oop (] %—l—l s 11H] j ;—1—1 p )

< lim hmsup]P< Y B 1|1‘[|Af|> Z exp(j a—|—35)))
N=teo s teo j=N+1 z—f] j=N+1

< lim hmsup]P< Y. B4 H|Ar|> Z exp(j(a +5))9XP(]5))
N—+00 4 teo j=N+1 i=—j J=N+1

< lim limsupP U]>N{H|Ar\ > exp(j(a” —I—é))})

N—+o00 r——+o00 i=—j

+0 5 too

(
+ Jim hmsuplP<U]>N{|B .y >eXP(]5)}>
(

< lim limsupP
N—=+oo ysteo

]>N{ Z log|A7| > a" +4})
Ji==

+ lim 11msup1P< ]>N{—,log|Br_]-_1|>(5})

N—+o0 r——+00

< N1_1>r5r1ws1jpll’<]s;1£ ]—lz_Jlog|Ar a'| > 5) + llrﬂwsgpll’<;°,;11}\)] i log|B”;_4| > 5)

=0.
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Dot (2.24). m

2.3 Exemples

Dans cette section on voit que si les conditions (2.10) ou (2.11) dans le théoreme
2.2 ne sont pas satisfaites, I'assertion (2.12) n’est pas vérifier en général, comme le
montrent les exemples suivants.

Exemple 2.1 On considére ¥ = {(A,, By)} défini par

les suites ¥* = {(AK, BK)} des couples i.i.d. avec
k
P(A} = exp(5)) =1~ P(A} = 5) =

et
P(Bf=1)=1.
Alors Uhypothese du théoréme 2.2 est satisfaite sauf pour (2.10).
Désignons par [%] la partie entiére de % Puisque 2(%)k/2 > ek/z(%)[g}, alors

P (yo(¥) > 1 +2(§)’</2) > P(yo(¥F) > 1 +ek/2(%)[’ﬂ>.

D’autre part
yQ(Tk) = Blil + AlilBliz + AlilAk_sz_g “+....

Soit Cj = {w/Bk_]-(w) =1}, donc Vj > 0, IP(Cj) = 1, posons C = N;C;.
Pour w € C,

yo(PF) = 14+ AF | + AF AR, 4 AR AR AR+

Considérons l'évenement

.k k
E={31<j< [E] tel queAli]-:eZ}.
On a bien ,
E C {yo(¥") 2 1+¢/2(5)1},
Comme .
P(E)=1-(1- ),
alors k1
k €\k/2 _ — L\ k/2+1
P(yo(¥) = 1+2(5)"?) 21— (——)"*".
et 1
k/2+1
1-(1 E) —1 1/+/e.

17



Chapitre 2. équation stochastique X, 11 = A, X, + By, avec des coeflicients
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D’autre part

yo(T) =B 1+A_ 1B y+A_1A B 3+...
1 1 1

=1+ 5+ +5+

et donc P(yo(¥) =2) =1, i.e (2.12) n’est pas satisfaite.

Exemple 2.2 Soient ¥ = {(Ay, Bn)} comme dans l'ezemple 2.1 et les suites gk —
{(AX, B)} des couples i.i.d. avec

P(Bf = exp(k)) =1 —P(Bj = 1) = %

et 1
P(Ak = 5 =1

Alors Uhypothese du théoreme 2.2 est satisfaite sauf pour (2.11). On trouve

k—1 k+1
)

H’(yg(‘lfk) >14 (g)k) >1— —1-1/e.

r—
En effet, soit D; = {w € Q/A¥(w) = 1}, Done V —j <i < —1, P(D;) = 1. Posons
D = n,D;.

Pour w € D . ,
yo(‘frk) = Bk_1 + EBk,Z —+ ZBlig +....
Considérons l’événement

E'={32<j<k+1tel que B, = 1}.

On a
E'C {no(¥) 21+ (),

cect entraine
e

H’(yo(‘Fk) > 1+ (5

) = P(E)

k—1,k+1
:1_( k )+

»1—1/e,

r—

et (2.12) n’est pas satisfaite.
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EQUATION STOCHASTIQUE
X411 = A1 Xn + By AVEC DES
COEFFICIENTS I.1.D.

3.1 Introduction

On considere une équation de différence stochastique multivariée du type
Xp+1=Ay1 Xy +Byy1, nez, (31)

ou X, et B, sont des vecteurs aléatoires dans ]Rd, les A, sont des matrices d X d,
et {(An,By),n € Z} est un processus strictement stationnaire et ergodique. Les
propriétés de stationnarité de ces processus sont directement liées aux propriétés de
stationnarité des solutions de (3.1). Il suffit donc de considérer ce modele général et se
limiter a cette situation.

Le but est d’établir un inverse au théoreme Brandt. Nous considérons le cas ou
(A, By) sont indépendants, identiquement distribués, et nous regardons les solutions
strictement stationnaires qui sont ” indépendantes du futur ” (nous les appelons non
anticipative ; voir la définition 3.2).

Le résultat principal (Théoréeme 3.2) est que sous une condition d’irréductibilité,
sl existe une solution strictement stationnaire non anticipative de (1) alors I'exposant
de Lyapounov <y est strictement négatif.

3.2 Existence d’une solution strictement station-
naire

Nous considérons un modele autorégressif généralié avec des coefficients i.i.d.
On peut associer & ce modele une chaine de Markov sur R? : & partir d’un point
déterministe x dans R?, la chaine est au temps n dans état X, ot {Xy,n € Z} est la
solution de (3.1) qui satisfait Xp = x.
La probabilité de transition de cette chaine de Markove est le noyau P donné par :

P(x,C) =P(Apx +By € C); x € RY
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pour tout borélien C de RY.

Définition 3.1 Une distribution P — invariante est une mesure de probabilité m sur
RY telle que :

m(C) = /P(x,C)dm(C)
pour tout borélien C de RY.

Définition 3.2 Une solution non-anticipative strictement stationnaire de (3.1) est
une suite strictement stationnaire {Xn,n € Z} qui est une solution de (3.1) telle que,
pour tout p € Z, X, est indépendante des variables aléatoires {(An,Bn),n > p}.

Lemme 3.1 I existe une correspondance bijective entre les solution strictement sta-
tionnaires non-anticipative de (3.1) et les distribution P — invariantes

Preuve. Soient {X,,n € Z} une solution strictement stationnaire non-anticipative de
(3.1) et soit m la loi commune de X,. Par défintion de la non-anticipativité; Xy est
indépendant de (A1, By) et on peut ecrire, pour tout borélien C de R :

m(C) = P(X; € C)
=P(A1Xy+ By € C)

= /]P(A1x+ B, € C)d]PXo(x)
— /P(x,C)dm(x)

cela montre que m est P — invariante. Inversement, soit m une distribution P —
invariante. Considérons une vairable aléatoire Xy de loi m indépendante de la suite
{(Ayn, By); n > 1}. Lorsque n est strictement positif, on définit un processus par la
formule X, = Ay X;,_1 + By. Alors {X;;,n € IN} est une chaine de Markove avec une
probabilité de transition P.

Puisque la loi de Xg est P — invariant (i.e stationnaire), ce processus {X,,n € N}
est une solution strictement stationnaire non-anticipative de (3.1). [

Définition 3.3 Un sous-espace affine E de R? est dit invariant sous le modéle (3.1)
si {Aox + By, x € E} est contenu dans E presque sirement. Le modeéle (3.1) est appelé
irréductible si R? est le seul sous-espace affine invariant.

Lemme 3.2 Soit m une distribution P — invariant. Le sous-espace affine H de di-
mension minimale tel que m(H) = 1, est invariant sous le modéle (3.1)
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Preuve. Sous la méme notation du lemme 3.1, nous avons
1=m(H)=P(X; € H) =P(A1Xo+ By € H)
= /P(x,H)dm(x)
— /]P(A1x+ B, € H)dm(x)

— /1E{]1H(A1x + By) pdm(x) .

Comme 1y (A1x + By) <1, alors
IE{]IH(A1x+ Bl)} <1,
donc
E{l1y(Aix+B1)} <1. m—pp
par conséquent il existe L tel que m(L) =1 et pour tout x € L
IE{]IH(Alx + Bl)} =1,
par suite, pour x € L,
1g(Aix+B1) =1 p.s
ainsi
L={xeR%Ax+B €H,ps}

le sous-espace affine L N H est tel que m(L N H) = 1. Par minimalité, H est contenu
dans L. Cela montre que {A1x + By, x € H} est contenu dans H p.s., donc H est
invariant. [

Théoreme 3.1 Considérons un modéle autorégressif généralisé (3.1) avec des Co-
efficients i.i.d. Supposons que ce modéle est irréductible et qu’il posséde une solution
strictement stationnaire non anticipative X, n € Z.. Alors on a :

(i) AgA_1...A_k converge vers 0 presque surement quand k — oo

(i) Pour tout entier n
—+o0
Xn=) AnAu_1...Au_k+1Bui (3.2)
k=0

ot la série converge presque surement.

(117) Cette solution est l'unique solution strictement stationnaire de (3.1)

Avant de prouver le théoreme 3.1, nous introduisons quelques notations et établis-
sons deux lemmes.
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Soit Aff(d) 'ensemble des transformations affine de R? dans R?. Une telle trans-
formation f est définie par

f(x) = Ax+b;, x€R*

olt A € M(d) et b est un vecteur de R?.

L’ensemble Aff(d) est donc en bijection avec M (d) x R¥ il s’agit d"un espace vectoriel
de dimension d(d +1).

La composition de deux transformations définit un produit sur Aff(d), explicitement

si f(x) =Ax+bet g(x) = Cx+d, alors
(fog)(x)=ACx+ Ad+b,

avec ce produit, Aff(d) est un semi-groupe topologique.
Nous définissons les transformations affines aléatoires F,(= FY) et T'y(=T%) par :

Fu(x)=Aux+B,; xcR, neZ

et
I'h(x) =FpoF_j0---0F_,; neN.

Soient u la loi de Fy, py la loi de Ty et v = Y50 ;27" 1u,. Ce sont des mesures de
probabilité sur Aff(d), le support topologique de v noté S est un sous semi-groupe
fermé de Aff(d).

Par hypothese le modele est irréductible et (3.1) a une solution strictement sta-
tionnaire non-anticipative. Il résulte du lemme ci-dessus qu’il existe une distribution
P — invariante, m qui n’est pas portée par un hyperplan.

Le couplage qui associe & 'élément (f,x) dans Aff(d) x R? le vecteur f(x) dans RY
définie une action de Aff(d) sur R¥.

Lemme 3.3 [/] Il existe un sous-ensemble mesurable Oy de Q) tel que P(Qg) =1 et
pour tout w dans Q il existe une probabilité my, sur R avec les propriétés suivantes :
pour toute fonction continue bornée ¢ : RY — R,

Jim [ p(re (2)dm(x) = [ g(x)dme(x) (3.3)

et pour v-presque tout f dans Aff(d),

lim / ST o f)(x / () dreo (x). (3.4)

n—r—+o0

Soit Hy, le plus petit sous-espace affine de R? tel que me(Hy) = 1. Nous avons
besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4 Sl existe une distribution P-invariante m qui n’est pas portée par un
hyperplan, alors pour tout w € Qg on a :

(i) La suite {TY;n > 0} est bornée dans l'espace vectoriel Aff(d).

(i1) Pour tout point limite T'Y de cette suite :
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a) lensemble {T& o f, f € S} est borné.
b) pour tout f dans S, (T¥ o f) (]Rd) = Fg’o(le) =H,.

Démonstration. On fixe un w dans Q). Supposons que la suite {T%;n > 0} n’est pas
bornée. On peut trouver une sous-suite {n;,i € IN} et une transformation affine I'”
telles que :
lim ([T ]| = o0,
i— 400 !
w

comme <W> est bornée on peut extraire une sous-suite
ieN

i

w
lim ot =T%
i—+oo ||1“§1"1 ||
ou || || désigne une norme sur l'espace vectoriel Aff(d).

Soient H = {x € R, T%(x) = 0} et ¢ : RY — R, une fonction continue & support
compact. Si x ¢ H, alors I'“(x) # 0. Ainsi ||} || — o0 implique que (T (x))i>0
n’est pas bornée. ¢ est a support compact donc

lim ¢(T75 (x)) — 0.

Ceci donne
Jim / (I (0)dm(x) = lim | @5 (x))dm(x) + lim [ (T (x))dm(x)
= lim_ / LTy, (x))dm(x) + [ Lim ¢(T3(x))dm(x)
= lim [ 1T (x))dm (),
par suite

im | [ (T (0)dm(x)| = lim | [ 1ug(Tg (x))dm(x)|

< suplg(x)]| [ Lpsdm(x)
= suplp(x) m(H).

D’autre part, par (3.3) on obtient

tim | [ (5 (0))dm(x)| = [lim oo [ @8 (x))dm(x)
= | [ p(x)dmo(x)|

ce qui donne,
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comme Mg, est une mesure de probabilité, m(H) = 1. Puisque m n’est pas portée
par un hyperplan affine, H doit étre égal a RY, donc T¥ = 0 sur R?, mais ceci est
impossible puisque ||[T¥|| = 1. Par conséquent, la suite (I, n > 0) est bornée, d’out
().

Maintenant pour (ii) a). Soit T'¥ une limite de la suite la suite (T, n > 0).

On a alors par (3.4) pour v-presque tout f

/<P (Teo f)(x /cp Yy (x (3.5)

pour tout fonction ¢ continue bornée.

Soit (fx)x une suite dans Aff(d) vérifiant (3.5) pour tout k > 0 et telle que (fx)k
converge vers f.

Puisque I'Y), ¢ sont continues, ¢ est a support compact alors

[ (2o f)@)dm(x) = [ 9(re(lim filx)))dm(x)
=mn/¢rwﬂw»wmw>

k—o0

= [ px)m(x)

L’ensemble E des transformations affines f pour lesquelles (3.5) est vérifiée est un
fermé, donc son complémentaire est un ouvert de v mesure nulle, il est par conséquent
inclue dans le complémentaire de S, soit S C E c’est a dire (3.5) est satisfaite pour
tout f dans S. En utilisant cette propriété, la bornitude de {I'C o f, f € S} est alors
prouvée exactement comme la premiere assertion (i).

Pour (ii) b). Il découle de (3.5), avec ¢ = 1¢, que pour tout f dans S

my(C) =m{x € R? /(T o f)(x) € C}
pour tout borélien C dans R?. En appliquant cette relation avec C = H,,, on voit que
m{x e R /(T%o f)(x) € Hy} = 1.
Ainsi m est portée par {x € RY /(T o f)(x) € Hy}. Comme, m nest pas portée
par un hyperplan alors
R? C {x e R%; (I'%0o f)(x) € Hy},

il s’en suit que

(T 0 /)(RY) € Ho
en utilisant & nouveau cette relation avec C = (T% o f)(IR?), on obtient
mo(C) =m{x e R? /(o f)(x) € T&o f)(R)} =1.

H,, est le plus petit sous-espace affine de R? tel que me(Hy) = 1, on voit donc que
H, C C cest a dire Hy,, C (T4 o f)(RY).
D’ou

(T< o f)(RY) = H,,.

24



Chapitre 3. équation stochastique X117 = A,+1Xy + By41 avec des coefficients i.i.d.

En particulier, pour f étant la transformation identité et puisque les relation (3.3) et
(3.5) restent valables alors T4 (IR%) = H,,. Ce qui prouve (b). O

Preuve du théoréme 3.1. Soit O = {w € Oy /T¥ € S, Vn € N}, alors

P()) =PH{weQy /T¥Y €8S, VneN})
=P(({Iy € S}).

n>0

Notons S, = supp(pn). Soient O un ouvert tel que v(O) = 0, donc u,(O) = 0, et
O C S,° pour tout n € IN. Ainsi S¢ C N,,S,,°. D’ou

uS, C S.

Inversement, si u,(O) = 0 pour tout n € IN alors v(O) = 0 et O € S°. Par suite
S C S pour tout n € IN, c’est a dire NSS, C S, ceci donne

S C NSy
On conclut que
S =NS,.
par suite :
P(ITY eS)>P(IYeS,) =1
et donc

P(Q) = 1. (3.6)

On fixe un w dans Oy et soit I'Y une limite ponctuelle de la suite {T%, n € IN}.
Puisque T¥ est dans S, et puisque S est un semi-groupe de Aff(d), I'ensemble T =
{T o f, f € S} est également un semi-groupe.

Montrons en utilisant le théoreme d’Ascoli que la fermeture K de T est compact.
Pour f dans S l'aplication affine I'e, 0 f s’écrit

(Toof)(x) =Ampx+bs, x€ RY

o Ay € M(d), by € R
Par le lemme 3.4, 'ensemble T est borné il en découle que

de>0,VfeS, |Tgofll =sup([Afl, [lbsl]) < c
par suite pour tout x € R? |

(T 0 ) = [l Agx + by
< [lAg 1l + g
< c(flxll+1).
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D’autre part, si x1, Xy € R alors

I(T& 0 f)(x1) = (TG 0 f)(x2)[| = [[Ap(x1 — x2) + by]
< [lAflllx1 = x|
< c|lx1 — x2]|.
Donc la famille T est équicontinue et K est compact.
Il en résulte par Hofmann et Mostert [12] qu'il existe une transformation affine h dans

K telle que hoh =h et G={holoh, | € K} soit un semi-groupe compact.
Soit A la mesure de Haar sur G telle que A(G) = 1. Posons

z= /Gg(O)d/\(g); z € R%

On a
3(2) = 8( [ v(©arw) = [ (sn)(0)dA )
Soit
[ G — G

gy = ¢(gy)

Donc
/G(gy)(O)d?»(y) = /Gy(O)du(y)

o : #(B) = A(¢~(Bg)) pour tout B borélien de G.
Or ¢~ 1(B) = ¢B. Par l'invariance de la mesure de Haar sous les translations & gauche
ona:

#(B) = A(gB) = A(B).
Ainsi pour tout ¢ dans G

8(2) = [ y(O)du(y) =
En particulier, pour f dans S, on obtient
(hoT¥ o foh)(z) =z (3.7)

Soit ¢ =hoT¥ et V le sous-espace affine engendré par {f(h(z)), f € S}.

Il est claire que f(V) est contenu dans V pour tout f dans S. En particulier, pour
f =Ty = Fy qui est dans S, et par (3.6) ona Fo(V) CV p.s.

Sous la condition d’irréductibilité du modele, V = R¥.

De plus si f € S, alors
¢(fh(z)) = (hoTgo foh)(z),
comme (I o f) € T C K, alors (hoT% o foh) € G et donc
(hoT o foh)(z) -
Puisque h € K, alors h est la limite dans Aff(d) d’une suite (hy), C T. Donc

Vn €N, 3f, €S, hy =T%f,.
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Comme I'Q € S, alors hy, € S pour tout n € IN. S étant fermé, donc h € S et ¢ est un
élément de S. On obtient, en utilisant le lemme 3.4 (b),

Ho = (I 0 g)(RY) =T ({z})

Soit Z(w) = T¥(z), par le lemme 3.4 & nouveau, I'Y(RY) = {Z(w)}. En d’autres
termes, T est la transformation affine qui satisfait T% (x) = Z(w), pour tout x € R
Cela prouve que la suite {I'Y,n € IN} converge vers cette transformation pour tout w
dans ().

On a

HA x+z HA B_; (3.8)

=0 i=—j

donc presque surement, pour tout x € R?;

lim ApA_1...A jx = lim {Tk(x) —T¥(0)} =0,
k— 400

k—+o0
ce qui prouve le premier point du théoreme 3.1, et

1 ApA_1...A_B_x = 1lim I',(0) = Z.
Jim 1 Ao 1A By = i Ty

Par la stationnarité, pour tout #n, il existe un vecteur aléatoire Z, tel que p.s.,

lim ZA Ap1...Ap_is1Buk = Zy.

p%Jroo

Considérons maintenant une solution arbitraire {X,,n € Z} de (3.1). En utilisant
(3.1) a plusieurs reprises, nous obtenons, pour tout p dans IN

Yo = Fo(Y_1)
= AoY_1+ Bp
— Ao(A_1Y_o+ B_1) + By
= (Foo F1)(Y-2)

= (FoF_10---0oF_»)(Y_n_1)
- rn(anfl)-

Par conséquent,
Yo—Z=Ty(Y_,_1) —Ty,(0)), (3.9)

de plus

ICa(Yone1) = Ta(O)]) = [ApA ... A_yY_ya]
< AoA 1 ... Aulll[Yono
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Puisque ||[AgA_1...A_y|| converge vers 0 p.s. et la loi de ||Y_,,_1|| est constante, alors
le terme gauche ci-dessus tend vers 0 en probabilité, et donc par (3.9), Yo = Z . De
la méme maniere, on montre que Y, = Z, pour tout n. Par conséquent, il existe une
solution stationnaire unique. En particulier, X,, = Z,. Ceci complete la preuve. O]

Le théoreme suivant donne des conditions nécéssaires et suffisantes pour I'existence
d’une solution strictement stationnaire, et donc constitue une réciproque aux conditions
de Brandt.

Théoréme 3.2 Supposons que le modéle auto-régressif généralisé (3.1) avec des coeffi-
cients i.i.d. est irréductible et que E(log™ || Agl|) et E(log™ ||Bo||) sont finis. Alors (3.1)
a une solution strictement stationnaire non anticipative si et seulement si [’exposant

de Lyapounov
) 1
7= lim E(log[|AoA—1 ... Aul])
est strictement négatif.
Afin de prouver le théoreme 3.2, nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemme 3.5 [11] Soient (X, T,A) un espace de probabilité et T : X — X une trans-
formation mesurable qui préserve A. Si f une fonction intégrable a valeurs réelles et

lim,, 1o Zz;llf oTk = —c0, A— p.s. alors fX fdA <0

Lemme 3.6 Soit {M,,n € IN} une suite de matrices stationnaires et ergodiques dans

M(d). On suppose que E(log™ ||Mol|) est fini et que

lim |[M,M,_1...Mi|| =0 p.s.

n—-+oo
alors l'exposant de Lyapounov associé a cette suite est strictement négatif.

Preuve. On peut supposer que y n’est pas —oco. Dans ce cas, nous utilisons la construc-
tion de Furstenberg et Kesten [10]. Ils ont montré que I'on peut, dans un espace de
probabilité élargi, adjoindre & la suite initiale {M,,n € IN} une suite de matrices
{Z,,n € N} dans M(d) tel que la suite {(My, Z,),n € IN} soit strictement station-
naire avec les propriétés suivantes p.s :

) 1
lim —log||M,M;_1...MxZ|| = 7.

n—+oo n
et
M Z .
7o = MuaZ 7 .
1 = Wz SUMu1Zull # 0
M
7, — M
1= A

On définie une fonction ® de M(d) x M(d) dans R par

MZ .
log li7ell, i (1Z]| # 0

D(M,Z) =

1 sinon.
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On a

n—1
log||MyMy_1...MaZ1 || —log||Z1]| = Y ®(Mis1,Zi) ps
i=1
en effet, on peut voir que

5 _ MiMi1..MiZ
L IMiM; ..M Zo ||
d’ou
n—1 n—1
Y, @(Miy1,Zi) = ) log|| M1 Zi]
i=1 i=1
n-1 n—1
= Z lOgHMZ'+1MZ'Mi,1...M1Z0H — Z IOgHMiMifl---Mlzou
i=1 i=1

= IOgHMnMn—l-'-M1Z0H~
Ce qui implique que

n—1
ngrfw n Z_Z; q)(MH_l/Zi) R
et
n—1
JHm 1221 ®(Miy1,2i) = lim (log||MyMy—1... MaZi|| —log||Zi]))
< 1l —
< lim_(1og]| MMy 1. M| 1| ~ log]1Za)
= nnglog||MnMn_1 ... M|
= —00

comme la suite {(My, Z,),n € IN} est strictement stationnaire alors en utilisant le
lemme 3.5 , on obtient

E(¢(M>,Z1)) < 0.

Soit
| MaZy |

124
puisque Zg = My alors par la stationnarité on a

Elog||Mo|| = Elog||Zo|| = Elog||Z]] < 0.

De nouveau, puisque les (My,), sont i.i.d alors par la loi forte des grands nombres

Elog <0

1 n
;;108”1\/@'” — Elog||[Mo|| p.s.

Ainsi

1
¥ = ElogHMnMn_l . My

1 n
< ;ZIOgHMz‘H
i

<0. ps
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]

Preuve du théoréme 3.2. On suppose d’abord qu’il existe une solution strictement sta-
tionnaire non anticipative de (3.1).
Soit M, la matrice transposée de A_,. On a

IMuMiy . My = |AT Al ALy
— (A2 A
—[|A1A_s... A

L’exposant de Lyapounov associé a (M,) est également y. Par le théoreme (3.1)
ApA_1...A_j converge p.s vers 0, et nous concluons a partir de lemme 3.6 que 7y
est strictement négatif. Cela prouve la partie "seulement si” du théoreme.
Réciproquement,

soit n € N, comme E(log™||By||) < +o0, on a

- + ky
Z]P(log | Br—kl|| > —7) < +o00.
k=0

Ce qui implique par le lemme de Borel-Cantelli que

1
lim sup P log™ || Bkl < —=,
k

Y

de sorte que

. 1
lim sup 3 log||AnAn—1... Ay ki1Bn_kll
k—+o0

) 1
< limsup 3 log(|AnAn—1---Ap_klllIBukll)

k—+oco

. 1 . 1
= lim sup B log||AnAp—1...Ay_ki1]|—limsup B log|| B, k||

k—+o00 k— oo
<X
-2
Ainsi,

1
lim sup(|An|| Ay_t] - - [Ap_s1]|Buil) F < exp(%) <1 ps

k— 400

Par le critere de Cauchy, la série

—+00
Y, = Z ApAy---. Anfk+1ank
k=0

converge p.s.. Cette suite est une solution stationnaire non anticipative de (3.1). L'uni-
cité est présentée a la fin de la preuve du théoreme 3.1. n
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Une conséquence immédiate du théoreme 3.2 est le corollaire suivant.

Corollaire 3.1 Considérons un modéle (3.1) avec E(log™ || Aol|) et E(log™||Bol|)
finis. Supposons qu’il existe une solution de stabilisation strictement non anticipative

qui n’est pas portée par un hyperplan affine. Alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) L’exposant de Lyapounov est strictement négatif.
(i) Le modéle est irréductible.

(111) 1l existe une unique solution stationnaire.
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier le probleme d’existante
et d’unicité d’une solution de I’équation stochastique

Notre travail est basé sur les articles suivants :

BRANDT, A. The stochastic equation Y,11 = AnYy + By with stationary
coefficients, Adv. in Appl. Probab. Vol.18 No 1, 1986, pp. 211-220.
BOUGEROL, P. and PICARD N. Strict stationarity of Generalized Auto-
regressive Processes. The Annals of Probability, Vol. 20, No 4, 1992, pp.
1714-1730.

Dans la premiere partie, nous développons les résultats de Brandt qui a
établi des conditions suffisantes pour l'existence et I'unicité d’une solution
d’équation (3.10) dans le cas ou la suite des coefficients ¥ = (Ay, By) est
stationnaire et ergodique. L’auteur montre aussi sous certains Conditions sur
les moments, pour tout (¥" = (A", Bl),), qui converge faiblement a ¥, la
suite de solutions (X, (¥")), de (3.10) associée a la suite des coefficients V"
converge faiblement vers (X, (¥))y.

Dans la deuxieme partie, nous présentons les résultats de Bougerol-Picard.
Les auteurs Ont considéré 'équation (3.10) dans un cas vectoriel ou les
coefficients ¥ = (A;, B,) sont i.i.d.. Leur résultat principal est que, dans une
condition d’irréductibilité, il existe une solution strictement stationnaire non
anticipative si, et seulement si, 'exposant de le Lyapounov est strictement
négatif.

Mots clés : Stationnarité, ergodicité, non anticipative, irréductible, modele
autorégressif généralisé.




Abstract

We deal with the problem of existence and uniqueness of a solution of
the stochastic equation

Our work is based on the following articles :

BRANDT, A. The stochastic equation Y,11 = AnYy + By with stationary
coefficients, Adv. in Appl. Probab. Vol.18,No 1, 1986, pp. 211-220.
BOUGEROL, P. and PICARD N. Strict stationarity of Generalized Auto-
regressive Processes. The Annals of Probability, Vol. 20, No 4, 1992, pp.
1714-1730.

In the first part, we develop the results of brandt which have established
sufficient conditions for of existence and uniqueness of a solution of equation
(3.11) in the case when the sequence of coefficients ¥ = (A,, By) is stationary
and ergodic. The author shows also under some conditions on the moments,
that for any (¥" = (A, B),), wich converges weakly to ¥, the sequence of
solutions (X, (¥")), of (3.11) associated to the sequence of coefficients ¥"
converges weakly to (X, (¥))y.

In the second part, we present the results of Bougerol-Picard. The authors
have considered the equation (3.11) in vectorial case with i.i.d. coefficients
Y = (Ay, By). Their main result is that under a condition of irreducibility,
it exists a strictly stationary non anticipative solution if and only if The
exponent of lyapounov is strictly negative.

Keywords : Stationarity, ergodicity, nonanticipativ, irreducibl, generalized
autoregressive model.
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