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Introduction

Depuis plus d’un siécle, les équations différentielles ont été utilisées dans la modélisation de la
dynamique des processus changeants. Une grande partie du développement de la modélisation
a été accompagnée d’une théorie riche pour les équations différentielles.

La dynamique de nombreux processus évolutifs est soumise & des changements brusques
et rapides, comme des chocs, des récoltes et des catastrophes naturelles. Ces phénomeénes
impliquent a court terme des perturbations de la dynamique continue et discréte, dont la durée
est négligeable par rapport a la durée d’une évolution compléte. Dans les modéles impliquant
ces perturbations, il est naturel d’assumer ces impulsions qui agissent instantanément ou sous
la forme de "impulsions".

Dans la modélisation mathématique de ces processus, le changement de 1’état prend place
momentanément et il est représenté par des sauts de discontinuité dans I’état du systéme
modélisé. Par conséquent, les équations différentielles impulsives ont été développées dans
la modélisation des problémes impulsifs en physique, en dynamique de population, 1’écologie,
les systémes biologiques, la biotechnologie, la robotique industrielle, pharmcocinétique, controle
optimal...etc.

Ainsi, associée a ce développement, une théorie des équations différentielles impulsives a été
étendue.

Dans ce travail, on s’est restreint a ’étude de l'existence de solutions pour les problémes
aux limites non linéaires associés aux systémes différentiels avec impulsions qui est appliquée
par la suite dans la recherche des solutions périodiques pour un probléme de réseaux nerveux

artificiels.



Ce travail est donc divisé en trois chapitres organisés de la maniére suivante:

Le chapitre I, consitué de généralités, est essentiellement consacré a rappeler quelques no-
tions d’Analyse mathématique et de Topologie générale auxquelles nous aurons recours fréquem-
ment. Deux théorémes seront aussi abordés qui permettront de déduire 'existence et la locali-

sation de la solution d’un probléme sous certaines conditions. Voir [4, 16, 18, 20].

Dans le chapitre II, intitulé «Problémes aux limites non linéaires pour les systémes des équa-
tions différentielles avec impulsions», on se donne un probléme aux limites non linéaires avec
impulsions, sous certaines conditions, avec 'implication d’une paire de sous- et sur-solutions
bien ordonnées on montre ’existence et la localisation de la solution. Pour plus de détails

concernant ce genre de problémes, le lecteur est renvoyé aux références [2,3,5,10,11,12,13,15].

Dans le chapitre III, intitulé «Solution périodique pour les réseaux nerveux artificiels de type
Hopfield avec impulsions», on voit de prés une application donnée par un systéme d’équations
différentielles non linéaires soumis & une infinité d’impulsions avec une valeur initiale modélisant
les réseaux nerveux artificiels de type Hopfield. On se met dans les conditions du chapitre 11
pour obtenir une solution périodique. Ces conditions sont moins restrictives comparées a celles

dans la littérature. Voir [6,7,8,9, 14].



Chapitre 1

Préliminaires



Nous allons introduire des notions, des définitions et des théorémes qui nous seront utiles

dans les différents chapitres de ce mémoire.

1.1 Généralités:
Voir [4,15,17,20]

Définition 1.1 On dit que f : J xR™ — R" satisfait les conditions de Carathéodory sur J x R™
si et seulement si:

i) Pour presque tout t € J,la fonction f(t,.) est continue sur R™.

it) Pour tout x € R™, la fonction f(.,x) est mesurable sur J.

i11) Pour tout ensemble compact K € R"™, il existe une fonction my : J — R intégrable au

sens de Lebesgue telle que |f(t,z)| < my(t) pour presque tout t € J et tout x € K.

Définition 1.2 Une fonction définie sur un intervalle J € R et a valeurs dans un espace normé
est dite absolument continue si et seulement si pour tout € > 0, il existe n > 0 telle que pour

toute famille finie d’intervalles ouverts disjoints deuz a deux I(]a;, bi[)ie{l,..,n}7 nous avons :

n

S i —a) <n= |l f(b) — fla;) I< e

=1 =1

Définition 1.3 (Partie équicontinu) Soit (E,d) un espace métriqgue compact, (F,§) un espace
métrique complet.

A une partie de C(E, F).

A est dite équicontinue, si et seulement si:

Ve € E,Ve>0,3p./vf € Ay € B, (dz,y) < p.) = (6(f(2), f(y)) <e).
Théoréme 1.1 (Ascoli-Arzela) Voir [20] (page 346).

Soit (E,d) un espace métrique compact, (F,d) un espace métrique complet.
une partie A de C(FE, F') est relativement compacte si et seulement si:
i) A est équicontinue.

ii) Pour tout « € E, ’ensemble A(z) = {f(x), f € A} est relativement compact..



Remarque 1.1 *Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les parties compactes

sont exactement les parties fermées et bornées.

Remarque 1.2 *Dans un espace vectoriel topologique séparé, les parties relativement com-

pactes restent bornées, mais la réciproque est fausse.
Remarque 1.3 *Le théoréeme d’Ascoli traite du cas de ’espace des fonctions continues.

Corollaire 1.1 Soit (E,d) un espace métrique compact.

Toute suite bornée équicontinue dans C(E) admet une sous-suite convergente dans C(E).

Définition 1.4 (opérateur compact ou complétement continu) Soient (E,d) et (F,J)
deux espaces de Banach.

Un opérateur T : E — F est dit compact ou complétement continu si et seulement siVB C E
avec B un sous ensemble borné, WF est compact.

Autrement dit T : E — F est dit compact si T(B_E) est relativement compact pour la
topologie forte.

Cela dit en terme de suites:

Si T est compact alors ¥(xy,) € E une suite bornée, I(xy,) une sous suite tel que (Txy,)

converge.

Théoréme 1.2 (Point fixe de Schauder) Voir [18,20].
Soit K un sous ensemble non vide, compact et convexe d’un espace de Banach E et supposons
T: K — K un opérateur complétement continu.

Alors T'" admet un point five (3z € K tel que Tz = z).

Le théoréeme du point fixe de Schauder prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour
montrer I'existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un
espace de Banach. il est plus topologique et affirme qu’une application continue sur un convexe

compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.



Chapitre 2

Problémes aux limites non linéaires
pour les systémes des équations

différentielles avec impulsions
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le probléme aux limites pour le systéme d’équations différentielles

avec impulsions suivant:

2'(t) = f(t,z(t)) pour presque tout t € J = [a,b] C R (1)

x(tjy) = Li(x(t;) s 5=1,...p (2)

Quand f € Car(J xR"), I; € C(R",R"), j =1, ...,p.
Avec Car(J xR™) : 'ensemble de fonctions satisfaisant les conditions de Charathéodory sur
J xR™.

C(R™,R") : 'ensemble de fonctions continues sur R” a valeurs dans R".

Les problémes aux limites avec impulsions ont recu ces derniéres années beaucoup d’attention
mais la plupart traitent le cas scalaire. Dans [14] les auteurs proposent un cas vectoriel
ou ils étudient le probléeme (1)-(2) avec des conditions aux limites non linéaires de la forme
h(xz(a),z(b)) = 0.

En s’inspirant de ce dernier travail, on étudie le méme probléme avec les conditions aux

limites:

z(a) = x(b) (3)

On utilise la méthode des sous-et sur-solutions, notées respectivement a et 8 pour montrer
I’existence d’une solution.

La preuve est basée sur le théoréme du point fixe de Schauder.

Considérons l'intervalle J = [a,b] C R tel que:

a=ty<t] <..<t,<tp1=b, peN

11



Soit n € N et | . [: R" — R la norme Euclidienne.
On consideére des espaces de Banach X; = Cy,[t;, tj41] :
I'espace des fonctions x; : [t;,tj41] — R™ continues sur [t;,¢;41] muni de la norme

z; ||lc= max |xz;(t) |pour 5 =0,...,p.
I3y llo=_mas | a(;)() [pour j =0....p

De plus, on considére 'espace de Banach X : espace des fonctions z de la forme suivante :
T(o)(t) pourt € [a, 1]
ZC(l)(t) pour t € (tl’tQ]

[ 7(p)(t) pour t € (tp,b]
quand z(;) € X; pour j = 0,...,p. Ici on écrit = [z(g), ..., T(p)|x

X est muni de la norme || z ||= max |z lle -
J: 7"'7p
De méme, on considére I'espace de Banach Y :

espace des fonctions y de la forme suivante :
(

Ty (t) pourt € [a,t)
z(y(t)  pour t € [ty t2)

T (t) pour t € [ty b]

quand z(; € X; pour j = 0,...,p muni de la norme || y ||= max | 2@ llo -
]: 7"'7p
On écrit y = [1(g), -+, T(p)]y-
Pour un sous ensemble © d’un espace de Banach, cl(Q2) et 0 représentent la fermeture

et la frontiére de () respéctivement.

12



2.2 Reésultats d’existence dans le cas a < (3
Voir [15].

Définition 2.1 Dans l’espace de Banach X, on définit la relation d’ordre telle que:
V z,ye X, x= (21,0, @n) <Y = Y1,y Yn) <= T1 < Y1y o0y Tny < Ynr.

la méme définition est utlisée dans R".

Définition 2.2 Une fonction F(Z,z) : D x R" — R", D € R™,m € N.

F = (F1,..., F,) est dite quasi-croissante (quasi-décroissante) en x si pour tout i = 1,...,n
et pour tout x = (x1,...,%n), ¥ = (Y1,...,Yn) € R™ pour lesquels x < y et x; = y;, l'inégalité
Fi(Z,x) < Fi(Z,y) (Fi(Z,x) > F;(Z,y)) est valable pour tout Z € D.

Définition 2.3 Par AC_

', on entend un ensemble de fonctions x : J — R"™ qui sont absolument

continues sur (tj,tjr1), j =0,..,p, z(t;) = z(t;-), j =1,...,p+ 1, z(a) = z(a™).

Une fonction x € AC,, qui satisfait les conditions (1)-(3) est appelée une solution du prob-

leme (1)-(3).

Définition 2.4 Une fonction a € AC,, est appelée une sous solution du probléme (1)-(3) si

elle satisfait les conditions suivantes :

o/ (t) < f(t,a(t)) pour presque tout t € J (4)
O‘(t3+> < I](a(tj)) J=1...p (5)
a(a) < a(b) (6)

13



Définition 2.5 Une fonction § € AC, est appelée une sous solution du probléme (1)-(3) si

elle satisfait les conditions suivantes :

B'(t) > f(t,B(t)) pour presque tout t € J (7)
Btj+) = L;(B(;)) .j=1,...p (8)
B(a) > B(b) (9)

14



Soient «, 3, la sous-et sur- solution du probléme (1)-(3) respectivement telles que:

a<pf sur.J.

Pour presque tout t € J, == (z1,...,2,) € R", a = (a1, ...,an), B = (81, Bn),

on définit une fonction 7 :J x R"™ — R"™ ot v = (v¢,...,y,) Dar:

a;(t)  pour x; < a;(t)
Yi(t,x) = ¢ z; pour a;(t) <z < B;(t) i=1,..,n

Bi(t)  pour B4(t) <

Et la fonction modifiée } :J X R" — R" par :

;”(t,a:) = f(t,v(t,x)), f € Car(JxR")

Sous les conditions suivantes:

j=1,.,peti=1,..n
Ij = (Ijla"'

I;; sont croissantes par rapport a chacune des variables pour

f(t,x) est quasi-croissante en x

On considere le probleme :

2'(t) = f(t,x(t)) pour tout t € (t;,tj41), §=0,...,p

z(tj) —x(ty) = Li(v(ty,2(ty)) — (5, 2(t5)), j=1,...p

15
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Proposition 2.1 Soit x une solution du probléme (15)-(17) et soient a, B, une sous-et- sur
solution du probléme (1)-(3) respectivement.

Supposons que les conditions (10)-(14) sont satisfaites. Alors,
a<z<fsurd (18)
Par conséquent, x est une solution du probléme (1)-(3).

Preuve: Posons Z(t) = a(t) — x(t) pour tout ¢t € J (on écrit Z = (Z1, ..., Zy)).
Maintenant, on prend arbitrairement i € {1,...,n}.
De (17), on a z;(a) € [ai(a), B;(a)], cela signifie que Z;(a) < 0.

Supposons qu'il existe ¢; € (a,t1) tel que :

Zi(q1) > 0. (19)

Puisque Z; sont continues sur [a,t1), on peut trouver gy € [a,q1) tel que :

Zi(q0) =0 et Z; > 0 sur (qo, ¢1] (20)

En vue de (14),(15) et le fait que v, (¢, z(t)) > ar(t) pour t € J et pour k = 1,...,n; k # i.
Ona:

~

’

xz(t) = fi(t7x(t)) = fi(ta’)/l(tax(t))v "'7ai(t)a "'77n(t’x(t))) = fi(t7a(t))
pour tout ¢ € (go,q1). Selon (4) et (7), on a :

~

/ ! ’

Z;(t) = o(t) —z;(t) < fi(t,a(t)) — fi(t,x(t)) <0 pour tout t € (qgo,q1)- (21)
De plus,
0> /Z;(t)dt = Zi(q1) — Zi(q0) = Zi(q1)

Ce qui contredit (19).

16



Ainsi on obtient:

a; <z sur [a,t1] pour i =1,...,n.

Par ce fait, (13) et (16), les inégalités

ai(ti+) < hi(a(t)) < hi(z(t)) = zi(ti+)

sont vraies pour i = 1,...,n, donc Z;(t1+) < 0 pour i = 1,...,n.
Maintenant, on prend arbitrairement i € {1,...,n}.
Supposons qu’il existe ¢1 € [t1, t2] telle que (19) est vraie. Alors on peut trouver qo € [t1,q1)

tel que :

Zi(qo+) =0 et Z; > 0 sur (qo, q1] (22)

Alors , par (21), il est clair que :

0> /Z;(t)dt = Zi(q1) — Zi(q0+) = Zi(q1)

40
D’ou la contradiction avec (19).
On peut prouver l'inégalité Z; < 0 sur (¢1,¢2] de la méme maniére que le paragraphe
précédent.
De cette fagon, on le prouve pour tout intervalle (t;,tj41], 7 =1,...,p. Et ona Z; <0 sur J

pour chaque i = 1, ..., n. Cela signifie que

a <z sur J.

La deuxiéme inégalité dans (18) peut étre démontrée de la méme maniére en posant Z = z—f3

sur J.

17



En raison de (18), on a :

2 (t) = }(t, x(t)) = f(t,z(t)) pour presque tout ¢ € J,

Enfin, on vérifie la condition (3).

En effet,

D’apres (18), on a : a(a) < o(a) < Hla) = (b, z(b)) = z(b)
a(b) < x(b) < B(b)

alors z(a) = v(a,7(b,2(b))) = ~(a, (b))

D’apres (6) et (9) a(a) < a(b) < z(a) < B(b) < B(a)

alors 7y(a,z(b)) = z(b) d’'ou x(a) = x(b). m

Théoréme 2.1 Voir [15].

Soient o, B respectivement les sous-et sur-solutions du probléme (1)-(3) telles que o < 3

sur J. Siles conditions (12)-(14) sont vérifiées,

Alors il existe une solution x du probléeme (1)-(3) telle que :

a<zx<fsurJ (23)

Preuve: On considére I’équation intégrale:

t

z(t) = y(a,v(b,z(b))) + /;‘(s,x(s))ds + w(t, x) pour tout t € J (24)

a

18



ou

0 pour t € [a, t1]

I (y(t1, z(t1)) — y(t1, z(t1)) pour (t1, 2]

p

> 1 (v(t,x(t5)) — (g, (L)) pour t € (tp, b]
j=1

On aura besoin dans la suite de la démonstration du lemme suivant :

19



Lemme 2.1 [’équation intégrale (24) est équivalente au probléme (15)-(17).

Preuve: Soit  une solution du probléme (15)-(17) m

Alors

x'(t) = f(t,z(t)) en 'intégrant de a a ¢,
t

¢
Si a <t < ty,alors on obtient :/x'(s)ds = /}(s, x(s))ds

a

z(t) = z(a) + /}(S,x(s))ds + w avec w = 0.

¢ t1 t ¢
Sitg <t<ty: /:U’(s)ds = /x’(s)ds + /x’(s)ds = N(s, x(s))ds
a a t1 a

alors z(t) = x(a) + /}(s,m(s))ds +z(t1+) —z(ti—) = z(a) + /}(s,x(s))ds +w

a
et ainsi de suite,

Sit, <t<b:

t t ta t ¢

2(s)ds = [2/(s)ds+ [ 2/ (s)ds+ ...+ [2/(s)ds = }(s, z(s))ds
e

ot a(t) = z(a) + /}(s, 2(8))ds + 2t +) — 2(ti—) + oot 2(tyt) — z(ty—)

z(t) = z(a) + /}E(s, x(s))ds+ i (y(tr, z(t1)) —y(t1, z(t1)) + ... + Lp(v(Ep, 2(tp)) — v (tp, 2(2p))

t

~

alors z(t) = v(a,y(b,z(b))) + /f(s, x(s))ds +w.CQFD (la preuve du lemme est terminée).

a

On définit le nombre:

M = /J)\(s)ds+ (p+ 1)l + 1 81)+ ) max{]| L;(u) |: alty) u< B(t)} (26)

J=1

quand A(t) = sup{|| f(t,z) ||: a(t) <z < B(t)} pour tout t € J et ’ensemble

Q={zeX:|z|<M}

20



() est un sous-ensemble de X non vide, convexe, fermé et borné.

On considére 'opérateur T : Q — X donné par :

t

Ta(t) = v(a, v (b, 2(b))) + / F(s,2(s))ds + w(t, z)

a
Ou w est définie par (25).

et T applique Q sur lui méme. Il suffit de vérifier que || Tz ||< M.
En effet,

On a par définition de la fonction 7 :

I v(a,y(b, (@) | <l | + 1181 et [[ (5, 2(E) | <l el + 116 1,5=1,.

Par ailleurs,

| /;(Saw(s))ds 1< [; A(s)ds, A(t) = sup{|| f(t,2) ||: a(t) < = < B(t) }pour tout t € J.
Alaors,
| Ta(t) 1< [y A(s)ds + (p+ V)| e || + | B1) + D max{[| Ly(w) [|: a(t;) < u < B(t))}-

quand A(t) = sup{|| f(t,2z) ||: a(t) <z < B(t)} p]o:ulr tout t € J.

Maintenant, on démontre que T' est continu.

On prend une suite {z,,} C Q et z € Q telle que z,, converge vers = dans X.
Alors }(t, Tm(t)) converge vers }(t, z(t)) pour presque tout ¢ € J.

Puisque {z,,} est convergente dans X, il suit qu'on peut trouver un ensemble compact

K C R" telle que {z,,(t)} C K pour tout m € N et presque tout t € J.
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Donc il existe une fonction mg(t) qui est intégrable au sens de Lebesgue sur J avec la

propriété:

f(t, xm(t)) < mg(t) pour tout m € N et presque tout ¢t € J.

Du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (voir [4]), il suit que:

t ¢
lim }(s,xm(s))ds = /}(s, x(s))ds pour tout t € J. (27)

m—00
a

De plus,

b
| Ty —Tz < / | F(s,2m(s)) — F(s,2(s)) | ds

+ | (b zpm(b) —y(b,z(b) | + max  max |w(t,z,) —w(t,z)| (28)
Jj=0,....p te[tj,th]

De (27) et de la continuité des fonctions v et I; (j = 1,...,p), il suit que le coté droit de
I'inégalité (28) tend vers 0 quand m — oo.

Donc Tz, converge vers T'x dans X.

On vérifie que cl(T(2)) est un ensemble compact:

a) On définit I'; C X pour j =0, ...,p par :

Lj={(Tz)j:zeX,||z|c< M},

Ou M est défini par (26).

En effet, si y = [y(o), ...,y(p)]X € T'(£2), alors y(;) € I'; pour tout j =0, ..., p.

On peut voir ue les fonctions de I’ensemble I'; sont équicontinues et uniformément bornées
sur [tj,t;41] pour tout j =0, ..., p.

On prend arbitrairement une suite {T'z,,} C T'(£2) et on écrit:

Tay = [ym(o), v ym(p)]X pour tout m € N.
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Du théoréme d’Ascoli-Arzela (Voir [20] (page 346)), il suit qu’il existe une sous-suite de
{ym(o)} C Ty (on écrit {ykm(o)}), qui converge en Xo a y(g) € Xo.

En outre, on applique ce théoréme pour la suite {ykm(l)} c Iy,

on a {ylm(l)} qui converge vers y() € X1 dans Xj.
Alors

{91} = Y(0) dans Xo et {1} = ya) dans X1.
b) Exactement de la méme fagon, on procede jusqu’au p — éme ordre, ainsi il existe une
sous-suite de {T'z,,} qui converge dans X vers [y, .-, Yp)lx € cl(T(2)).
¢) Du théoréme du point fixe de Schauder (Voir [18,20]), il existe un point = tel que :

Ter ==z

x est une solution de (24) et par conséquent une solution de (15)-(17).

Donc la proposition (2.1) implique que z est une solution de (1)-(3) et elle satisfait (23).
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2.3 Reésultats d’existence dans le cas a > (3

Voir [15]

Maintenant, on va étudier le probléme impulsif (1),

a(tj-) =1Lj(@(t;));j=1,....,p (29)

Définition 2.6 Par AC;", on entend un ensemble de fonctions z : J — R™ qui sont absolument
continues sur (tj,tj11), j =0,...,p, x(t;) = z(t;-), j=1,....,p+ 1, (b) = z(b—).

une fonction x € AC,T qui satisfait les conditions (1),(29),(3) est appelée une solution du
probléeme (1),(29),(3).

Définition 2.7 Une fonction o € AC, est appelée une sous solution du probléeme (1),(29),(3)

si elle satisfait les conditions suivantes :

o (t) < f(t,at)) pour presque tout t € J

ala) < a(b)

Définition 2.8 Une fonction 3 € AC;" est appelée une sous solution du probléeme (1),(29),(3)

si elle satisfait les conditions suivantes :

B'(t) > f(t,B(t)) pour presque tout t € J

Bt-) < Li(B()) »3 =1,.p (31)
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Bla) > B(b)

Soient «a, f respectivement la sous-solution et sur-solution du probléme (1),(29),(3) telles

que:

g <a surJ. (32)

Pour presque tout t € J, x = (z1,....,2,) € R, a = (a1, ...,an), 8= (81, 05n),

On définit une fonction v:J xR" - R", v=(y,,...,7,) par:

B;(t)  pour x; < f,(t)
Yi(t,x) = ¢ x; pour B;(t) <x; < ai(t) i=1,..,n (33)

a;(t)  pour a;(t) < x;
et la fonction modifiée f: J x R™ +— R" par :

F(t, o) = f(t.y(ta)),  feCar(J xRY).
Sous les conditions:
f(t,x) est quasi-décroissante en z (34)

j=1 .. peti=1..n

I;; sont croissantes par rapport & chacune des variables pour
I = (L1, .., L)

Et le probléme auxiliaire :

«'(t) = f(t,x(t)) pour tout t € (t;,tj41), §=0,...,p

x(tj-) —z(t;) = Li(v(t5,z(t)))) —v(t, 2(t), j=1...p (35)
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z(b) = ~(b,7(a, z(a))) (36)

Proposition 2.2 Soit x une solution du probléme (15),(35),(36) et soient o, B respectivement
une sous et sur solution du probléme (1),(29),(3).
Supposons (32)-(34),(12) et (13) sont vérifiées alors,

B<z<a«surJ (37)
Par conséquent x est une solution du probléme (1),(29),(3).

Preuve: Posons Z(t) = z(t) — a(t) pour tout ¢t € J (on écrit Z = (Z1, ..., Zy)).
Maintenant, on prend arbitrairement i € {1,...,n}.
De (36), on a x;(b) € [8;(b), ;(b)], cela signifie que Z;(b) < 0.
Supposons qu'il existe ¢ € [t,, b) tel que :

Zi(q1) > 0. (38)

Puisque Z; est continue sur (¢,,b], on peut trouver g € (q1,b] tel que :

Zi(qo) = 0 et Z; > 0 sur [g1, qo) (39)

En vue de (34),(15) et le fait que v (¢, z(t)) < ag(t) pour t € J et pour k = 1,...,n, k # i.
On a:

~
!

z;i(t) = filt,z(t)) = filt, 1t 2(t)), s (1), s v (E, 2(2))) = filt, ()
pour tout ¢ € (g1, qo). Selon la définition d’une sous-solution on a :

~

Z;(t) = a(t) — a;(t) > fi(t,z(t)) — fi(t,a(t)) >0 pour tout t € (q1,qo). (40)
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Ce qui contredit (38).

27



Ainsi on obtient:

z; < a; sur [ty,b] pouri=1,...,n.

Par ce fait, (13) et (35), les inégalités

ai(tp=) 2 Lyi(a(tp)) = pi(z(tp)) = zi(ty—)

sont vraies pour ¢ = 1,...,n, donc Z;(t,—) <0 pouri=1,..,n.
Maintenant, on prend arbitrairement i € {1,...,n}.
Supposons qu'il existe q1 € [t,—1,tp] telle que (38) est vraie, alors on peut trouver qo € (g1, tp)

tel que :

Zi(go—) =0et Z; > 0 sur [q1,90) (41)

Alors , par (40), il est clair que :

0< /Z;(t)dt = Zi(qo) - Zi(a1—) = ~Zilar)

a
D’ou la contradiction avec (38).
On peut prouver l'inégalité Z; < 0 sur [t,—1,t,) de la méme maniére que le paragraphe
précédent.
De cette fagon, on prouve que sur tout intervalle [t;,¢;41), j =0,...,p — 1,

Et on a Z; <0 sur J pour chaque ¢ = 1, ..., n. Cela signifie que:

z < qsur J.

La deuxiéme inégalité dans (37) peut étre démontrée de la méme maniére en posant Z = f—=x

sur J.
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En raison de (37), on a :

2 (t) = }(t, x(t)) = f(t,z(t)) pour presque tout ¢ € J,

et (29) est vraie par définition de la fonction 7.
Enfin, on vérifie la condition (3).

En effet,

Bb) <=z

D’apres (30) et (31),58(b) < B(a) < z(a) < ala) < a(b)
alors y(a,z(a)) = z(a)
Dou z(b) = z(a). m

Théoréme 2.2 Voir [15].
Soient a, . respectivement les sous et sur solutions du probléeme (1),(29),(3).
De plus, on suppose que B < « sur J et les conditions (13),(34) sont vraies.

Alors il existe une solution x du probléme (1),(29),(3) telle que :
b<z<asurJ

Preuve: On considére I’équation intégrale

t

z(t) = v(b,v(a,z(a))) + /}(8, x(s))ds + 7(t,x) pour tout ¢t € J
b
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Quand

[ (v(tj, z(t;)) — v(tj, z(t;)) pour t € [a,t1)

M-

<
Il
—_

[L;(v(t5, 2(t5)) — v(t;, z(¢;)) pour ¢ € [ty,12)

M-

<
||
N

(44)

Ip(v(tp, x(tp)) — v(tp, z(tp)) pour [tp—1,tp)
0 pour t € [tp, b]

Pour la suite de la démonstration du théoréme, on utilise le fait que 1’équation intégrale

(43) est équivalente au probleme (15),(35),(36).

Il est facile de le prouver, il suffit juste de procéder d’une facon similaire que dans le premier

cas.
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De plus, on définit le nombre

M = /JA(S)dS ++D(lal+ 181+ max{| I;(u) : 8(tj) Su<alt)}  (45)

J=1

quand A(¢) = sup{|| f(¢t,z) ||: B(t) < x < at)} pour tout t € J et ’ensemble

QO={zeY | az|<M

Q) est un sous-ensemble de Y non vide, convexe, fermé et borné.

On considére Uopérateur T : Q@ — Y donné par :

Tz(t) = v(b,v(a,z(a))) + /f(s,:c(s))ds + 7(t,x)

Ou 7 est définie par (44).

T applique 2 sur lui méme.

On démontre que T est continu et ¢l(T'(€2)) est un ensemble compact comme dans la preuve
du théoréme 2.1.

D’apres le théoréme du point fixe de Schauder (Voir [18,20]), il existe un point z tel que :

Ter==x

x est une solution de (43) et par conséquent une solution de (15),(35),(36). Donc la propo-

sition 2.2 implique que x est une solution de (1),(29),(3) et elle satisfait (42).
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2.4 Exemples

Exemple 1:

On considére le probléme (1)-(3), quand n = 2, f = {f1, fo},t € [0,1].

fl(taxlaxQ) - _xi)+$2+1/2+t

fo(t,x1,20) = o1 — 25 +2/3

Avec les fonctions impulsives I7 et Io

Il(x) - k1$7 kl € (07 1)7 (46)
Iy(x) = kow, ke € (0,1),
Et les conditions aux limites périodiques:
2(0) = z(1) (47)

Nous voyons que Iy, s et f remplissent les conditions (12) - (14). Nous pouvons prendre

des fonctions inférieures et des fonctions supérieures :

Les conditions du théoréme (2.1) sont satisfaites, ainsi on peut avoir au moins une solution

pour le probleme (1) - (3).
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Exemple 2:

On considére le probleme (1),(29),(3), quand n = 2, f = {f1, f2},

filt, 1, 22) = 93? — x9 + sin(t)

fg(t,xl,xg) = —I + l‘% — 10

Avec les fonctions impulsives (46) et les conditions aux limites périodiques (47), avec les
conditions (13), (34) qui sont valides, on peut toujours prendre la sous- et sur- solution de la
forme (48) tels que a = (5,5),5 = (1/2,2) . On a 8 < « et les conditions (4),(6),(7),(9),(30)
et (31) sont satisfaites. Ainsi, on peut utiliser le théoréme (2.2) et avoir au moins une solution

pour le probleme (1),(29), (3).
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Chapitre 3

Solutions périodiques pour les
réseaux nerveux artificiels de type

Hopfield avec impulsions
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3.1 Introduction

Un réseau de neurones artificiel est une structure composée d’entités capable de calculs et
intéragissant entre eux, les neurones. Il permet de traiter, par le biais de 'informatique, des
problémes de différentes natures que les outils classiques ont du mal & résoudre. En effet,
son fonctionnement s’inspire de celui des cellules neuronales animales et est donc différent des
méthodes de calcul analytiques que I’on utilise ordinairement. Il s’avére trés puissant dans des
problémes de reconnaissance, classification, approximation ou prévision.

Etudions de plus prés le fonctionnement d’un réseau neuronal classique.

3.1.1 Le modéle du neurone
Neurone biologique

En biologie, un neurone est une cellule nerveuse dont la fonction est de transmettre un signal
électrique dans certaines conditions. Il agit comme un relai entre une couche de neurones et
celle qui la suit. Les caractéristiques des neurones sont encore mal connues (et font ’objet de
recherches) mais on connait leur principe d’action.

Le corps d’un neurone est relié d’une part & un ensemble de dendrites (entrées du neurones)
et d’autre part & un axone, partie étirée de la cellule, qui représente sa sortie. Le neurone étudié
est connecté aux neurones qui ’environnent : il recoit au niveau de ses dendrites les signaux
électriques des neurones "en amont", propagés par les axones de ces derniers. Les charges
électriques s’accumulent dans le neurone jusqu’a dépasser un certain seuil : & ce moment la

transmission du signal électrique se déclenche via son axone vers d’autres neurones "en aval".
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SYNAPTIQUES

B LE NEURONE BIOLOGIQUE

Neurone formel

Pour reproduire le neurone biologique, on se sert d’un modéle mathématique : le neurone formel.
11 doit étre capable de :

Recevoir en entrée différentes informations provenant des neurones environnants.

Analyser ces informations de maniére a envoyer en sortie une réponse.

Ajuster cette réponse avant de 'envoyer aux neurones suivants.

11 est donc tout naturel d’assimiler un neurone a un triplet (poids , biais , fonction d’activation
f):

On multiplie chaque valeur d’entrée par la composante des poids correspondante, ce qui
revient & faire le produit scalaire entrées - poids.

On compare la valeur obtenue a une valeur de référence : le biais, ce qui revient & soustraire
le scalaire biais.

Enfin on applique la fonction d’activation a cette différence; la fonction d’activation est
souvent de fagon & avoir une sortie comprise entre 0 et 1. Par exemple dans le cas d’une
fonction d’activation

de type seuil, la sortie sera :

0 si entrées - potds — biats < 0

1 si entrées - poids — biais > 0
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-b
LE NEURONE FORMEL

Un réseau neuronal (ou plus formellement réseau nerveux artificiel) est un modeéle mathé-
matique ou un modeéle de calcul inspiré de la structure et des aspects fonctionnels des réseaux
neuronaux biologiques. Il se compose d’un groupe interconnecté de neurones artificiels.

Le premier modeéle d’un neurone a été présenté en 1943 par W. Mc Culloch et W. Pitts et
en 1958, Rossenblatt a congu le Perceptron. John Hop a été convaincu du pouvoir du réseau
des neurones et il a congu son modeéle en 1982 et stimule la recherche dans ce domaine. Les
réseaux de Hopfield sont un cas particulier des réseaux nerveux artificiels. .

Le sujet des réseaux de neurones artificiels est devenu 'un des plus importants outils tech-
niques pour résoudre une variété de problémes dans diverses disciplines scientifiques.

L’architecture de ces réseaux se compose de tableaux simples et des dispositifs de traitement
élémentaires présentant des caractéristiques similaires a celles de la biologie neurones qui traitent
plusieurs signaux d’entrée et produisent un signal & sortie unique qui est ensuite regu par
beaucoup d’autres qui y sont liés, y compris lui-méme.

D’un point de vue mathématique, un réseau neuronal artificiel correspond & une transfor-

mation non linéaire de certaines entrées en certaines sorties. Pour plus de détails, voir [21].
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3.2 Reéseaux nerveux artificiels de type Hopfield

Parmi les nombreux types de réseaux de neurones proposés et étudiés dans la littérature (RNCG,
RNR, RNMAB...etc). Voir [1,22], le réseau de type Hopfield [8,9] est devenu important en
raison de son potentiel d’application dans la mémoire associative, la reconnaissance de formes,
Poptimisation, identification du modeéle, traitement du signal ...etc., il est exprimé par le systéme

différentiel suivant:

,Ltidxé’t(t) = x;%(f) + ZTUf]((II](t)) + I; t>tgeR, 1=1,2,....n
i1 (1)

Q?(to) =x9 € R"”

Dans lequel n représente le nombre de neurones dans le réseau ; z;(t), (i = 1,2, ...,n) désigne
le potentiel moyen du membrane du i — éme neurone en temps t; Tj;, (i, = 1,2,...,n) désigne
la matrice des nombres représentant les forces de connexion synaptique parmi les neurones; p;
désigne la capacité dans le ¢ — eme sous-circuit; I; désigne un courant d’entrée externe constant

au ¢ — eme neurone; R; désigne la résistance définie par :

1 1 -
— = 4 T
TREANL]

Dans lequel r; désigne la résistance représentant 'impédance de la membrane cellulaire.

Les fonctions f; : R — R (j = 1,2, ...,n) représentent la réponse du j — éme neurone a son
potentiel de membrane et sont connues comme des fonctions d’activation.

Les systémes dynamiques sont souvent classés en deux catégories: temps continu ou temps
discret.

Récemment, il y a eu une nouvelle catégorie de systémes dynamiques, qui n’est ni un temps
purement continu ni purement discret; On les appelle systémes dynamiques avec des impulsions
(Voir par exemple [2,6,7,8,11, 14]).

Dans ce qui suit, on considére que le systéme (1) est soumis a certains impulsions lors des
déplacements d’état & des moments fixes du temps. Aprés un simple changement de variables,
le systéme (1) peut étre mis sous une forme plus pratique. En particulier, on considére la

dynamique du systéme impulsif suivant :
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dxl(t) _azxz +sz]f] m] +Cu t>to,t #tg, i=1,2,..,n

{Ei(t()—l—) =x;0 € R", 1=1,2,..,n (2)
xi(tp+) = L(zi(ty—)), 1=1,2,...,n, k=1,2,3...

0=ty <t <..<ty — ocoquand k — o0

Par une solution de (2), on entend X () = {z1(t), z2(t), ..., 2n(t)}" € R™ a Dinstant dans
laquelle z;(.) est continue par morceaux sur (fg,s) pour certains s > tg telle que x(tx+) et
x(tp—) existent et z(.) est différentiable sur un intervalle de la forme (tx_1,t;) C (to,s) et
satisfait (2), Les fonctions I;(.) : R — R sont supposées continues et les a;, b;;, ¢; sont des

réels.

39



3.3 Resultats d’existence

Dans ce qui suit, on suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites:

(H1): a4, bij, ¢ € R; ,j=1,2,...,n.

(H2): f; € C(R,R) telles que b;; - fj(.) sont croissantes.

(H3): I € C(R",R™), I = (Ig1,..., Ixn) avec Iy; sont croissantes par rapport a chacune
des variables z;, j=1,...,n.

(H4): 3pe N* it =t +w, k=1,2,...

On définit la fonction F' € C(R x R",R"™) avec F(t,X) = (Fi(t,X))i=1,...n, (qui est en fait

seulement en fonction de X).

n
Fi(X) = F(t,X) = aimi(t) + Y _bijfi(x;j(t) + ¢, t>tot#t, i=1,2,..n.
j=1
Le systéme (2) peut étre écrit sous la forme :

X'(t) = F(t, X)

D’aprés (H4), les impulsions forment une suite w—périodique d’ou 'idée de la recherche
des solutions périodiques pour le systéme (2) soumis aux impulsions qui sont les solutions du

problémes aux limites suivant:

X'(t) = F(t,X)  pour presque tout t € J = [0, w]
X(tg+) = (X (t,—)), k=1,2,...,p, (3)
X(0) = X(w)

Définition 3.1 Par AC

-, on entend un ensemble de fonctions x : [0,w] — R™ qui sont absol-

ument continues sur (ty,tgr1), k= 0,...p, x(ty) = z(tp-), k=1,...,p+ 1, z(0) = z(01).
Une fonction x € AC, qui satisfait les conditions du probléeme (3) est appelée une solution

du probléeme (3).
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Définition 3.2 Une fonction a € AC,, est appelée une sous solution du probléme (3) si elle

satisfait les conditions suivantes :

o (t) < F(t,a(t)) pour presque tout t € J

a(0) < a(w)

Définition 3.3 Une fonction B € AC, est appelée une sur solution du probléme (3) si elle

satisfait les conditions suivantes :

B'(t) > F(t,5(t)) pour presque tout t € J

Nous sommes en mesure de donner le resultat principal de cette partie.

Théoréme 3.1 Sous les conditions (H1)-(H}) , si a est une sous-solution et B une sur-solution
de (3) telles que o < B avec «(0) = B(0) = Xo, alors le probléme (3) admet une solution X

vérifiant a < X < f.
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Preuve: On remarque que ce probléme est similaire au probléme étudié dans le chapitre 2.

Soient o une sous-solution et [ une sur-solution de (3) telle que o < 3 avec a(0) = (0) =
Xo = (mip),i=1,...,n.

vérifions les hypothéses du théoréme 2.1.

En effet,

F(t,X) es bien continue et quasi-croissante d’apres (H2) et (H1).

Les fonctions Iy sont croissantes d’apres (H3).

D’aprés le théoréeme (2.1), il existe une solution X de (3) vérifiant « < X < 3, avec

X(O) = Xo. |

Conclusion 1 La solution du probléme (3) est evidement la solution w—périodique recherchée

du probléeme (2).

Remarque 3.1 Le cas a > 3 est similaire & celut donné par le théoréme 2.2 dans le chapitre

II.

Exemple 3.1 On considére le probléme (2) avecn =3 , k=2 et w=3.

Les points d’impulsions sont: t; = 1,5 = 2.
: o filz)=0 six<0
Les fonctions d’activations : f; sont données par 1=1,2,3.
fi(x)=1 six>=0

Les constantes a; = —1,b;; = %,ci =1 pour,j=1,23.

Il(a;) = % N IQ((L‘) = 2.
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On obtient le probleme :
3
vp=—wi+» 3fi(w)+1,i=1,2,3
i=1
To =2

a:(tk—i-) = Ik(a:(tk—))7 k=1,2.
On veérifie facilement que les conditions du théoréme3.1 sont satifaites avec

2 si0<t<1
la sous-solution: o = (a;);_4 93 Oy (t) = 0 sil<t<2 Vi=1,2,3
2 si2<t<3
Et
2 si0<t<1
la sur-solution: 8 = (8;),_155 oupB;(t) = 3 sil<t=<2 Vi=1,2,3
2 si2<t<3

Ainsi le probléme donné admet une solution x de période 3 telle que « <z < 3 sur [0, 3].
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Conclusions et perspectives

La méthode de sous- et sur-solutions a été appliquée avec succés dans ’étude d’existence et
localisation de solutions pour différents types de problémes, en particulier pour les problémes
aux limites décrits par des systémes d’équations différentielles avec impulsions comme dans le
cadre de notre travail. Associée & certaines hypothéses de type monotonicité, cette méthode
génére des solutions situées entre un couple de fonctions bien ordonnées (sous— et sur-solutions).

Par ailleurs, dans ce travail on a donné une application intéressante aux réseaux nerveux
artificiels de type Hopfield, on a pu obtenir des solutions périodiques avec des conditions suff-
isantes moins restrectives que dans la littérature [6,7,8,9, 14].

Il est intéressant d’appliquer ces résultats aux autres types de réseaux nerveux artificiels
(Cohen-Grossberg, RNN, BAMNN,...etc) et d’étudier aussi la stabilité de ces solutions, qui est

I'une des caractéristiques désirables pour I'implantaion de ces derniers.
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Abstract :

This work deals with nonlinear boundary value problems for systems of differential equations
with impulses. Using the lower and upper functions method we prove the existence of a
solution of such a problem. We consider both problems having upper functions greater than
lower ones and problems with opposite ordered upper and lower functions.

We also consider the mathematical model associated to a system of impulsive differential
equations describes a Hopefield artificial neural network, and we establish sufficient
conditions, less restrictive than those in literature to obtain periodic solutions.

Key words : first order nonlinear ordinary differential equations, impulses, lower and upper
functions.

Résumé :

Ce travail traite des problémes aux limites non linéaires pour les systémes d'équations
différentielles avec des impulsions. En utilisant la méthode des sous- et sur-solutions, nous
prouvons l'existence d'une solution a de tels problémes. Nous considérons a la fois les
problémes ayant des sur-solutions supérieures aux sous-solutions et des problémes dans
I'ordre opposé.

Nous considérons également le modéle mathématique associé a un systeme d'équations
différentielles impulsives modélisant un réseau neuronal artificiel de type Hopefield et nous
établissons des conditions suffisantes, moins restrictives que celles utilisées dans la
littérature pour obtenir des solutions périodiques.

Mots clés: équations différentielles ordinaires non linéaires de premier ordre, impulsions,
sous- et sur-solutions.
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