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Introduction

Une équation différentielle est une relation entre une fonction et ses dérivées.Ils décrivent
I’évolution de nombreux phénomenes dans des domaines variés et forme le langage dans lequel
les lois fondamentales des sciences physiques sont formulés.

La science nous décrit comme un systeme physique change d’un instant a I’ autre.
La théorie des équations differentielles nous fournit les outiles et les thechniques pour prendre
cette information a court terme et obtenir le fonctionnement a long terme de tout I’organisme.

L’ objet de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant les équations différentielles
et la résolution algébrique de ses équation.

Dans le premier chapitre,on donne des rappelles concernant la diagonalisation,trigonalisation,l’exponentielle
d’une matrice est la résolution de systeme : X' = AX.

Le chapitre deux est consacré a 1’étude des équations différentielles lin€aires(théoreme d’exis-
tence est I’unicité,la methode de résolution).

Enfin, dans le troisieme chapitre on donne le théoréme de point fixe de Schauder aux équations
différentielle qui ont une singularité en x = 0.

Le premier papier qui a traité les solutions singulieres des EDO est celui de Lazer et Solimini
[10],11 a traité les singularités des équations différentielles semi-linéaires de la forme

() + a(t)x(t) = —= + e(t).

avec a,b,e € C[0,1] et A > 0,A attiré I’attention de nombreux chercheurs au cours des deux
dernieres décennies [2,es,7,13].Certaines conditions fortes introduites par Gordon [6] sont stan-
dard dans les travaux connexes [4,12,17,19],avec une forte singularité a proximité x = 0.

En comparaison avec le cas de singularités fortes,I’étude de 1’existence de solutions périodiques
sous la présence de singularités faibles est plus récente et le nombre de références est beaucoup
plus petit [5,9,14,15,16].

Certains outils classiques ont été utilisés dans la littérature pour étudier des équations singulieres
[11,17,19],la méthode de sur et sous solution[1,3] et théoreme de point fixe[8,9,15].

Si la fonction de Green G(t, s) associée est positive,alors il est donnée en[9] que 1’équation
précédente avec e(t) = 0 a au moins deux solutions périodiques positives quand f(¢, z) admet
une singularité répulsive au voisinage de x = 0 (autrement dit f(¢, ) tend vers +oo quand x
tend vers zéro uniformément en t).
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Chapitre 1

Réduction des matrices

Définition 1 (Vecteur propre). Soit A € M,,(K) avec K = R.
Un vecteur propre de la matrice A est un vecteur X non nul telle que :

AX =)2X

ou \ est une valeur propre de A associée au vecteur propre X.
Le spectre de A c’est I’ensemble des valeurs propres de A et on le note :Sp(A)

Définition 2 (Polynéme caractéristique). Soit A une matrice carrée le polynéme caractéristique

de A est :
Xa(A) =det (A — A\I,,)

Proposition 1. Soit A € M,,(K) alors X est une valeur propre de A si et seulement si \ est une

racine du polynome caractéristique.

Preuve. On suppose que A est une valeur propre de A donc

X e K"\ {0}: AX=XX — IX K"\ {0}: (A-X,)X =0
<— 3IX e K"\ {0} : X €ker(A—A\I,)
<= ker(A — \I,,) # {0}
<= A — A\, n’est pas injective
<= A — A\, n’estpas inversible
<= det(A—\,,) =0

< X4(A\) =0
(I
Théoreme 1. Soit A € M,,(K).alors X4 est de degré n et :
Xa(N) =N = Tr(AXN" + -+ (=1)"det (A)
Preuve.
Soit A € M,,(K).
Appelons (1, - - -, C), les vecteurs de K"qui ont pour coordonnées dans la base canonique C
de K", les valeurs apparaissant en colonnes dans A et ey, - - - , e, les vecteurs de C. donc :

det(A — \I,) = dgt(Cl —Aep, -, Cp — Aeyp)
On peut alors développer ce déterminant par n-linéarité et obtenir 2" termes en tout.

— Le terme constant correspond au choix de C; a chaque étape du développement soit a
dete(Ch, - -+, C,,) dans ’expression de X'4(\),il vaut donc :(—1)" - det(A).

Kheira BERROUAINE, Département de Mathématiques



2 1 Réduction des matrices

— Le terme de plus haut degré correspond au choixde \-e; achaque étape du développement,donc
a un seul terme de degré n et a un coefficient égal a: (—1)"det(eq,- -, e,).
Dans I’expression de X4()),il vaut donc :(—1)"(—1)" - det([,) = 1.

— Le terme de degré (n-1) enfin correspond a choisir (n-1) fois A - e; a chaque étape du
développement et une fois C;,soit n combinaisons donnant finalement :

n
n—1
(_1> E dgt(el7”' 7ek7170k‘7€k+17"' 7en)
k=1
chacun de ces déterminants vaut :

1---0 ayx 0---0

0"
w1 ap_ip
dgt(eb oo er—1, Ok g, - 7€n) =1: 0 A j; 0 Sl = kg

ry1, 17

0---0 app 0---1

Donc le coefficient de A"~ dans X 4(\)vaut :

(=D"(=1)""farg + -+ ang] = —Tr(A)

a

Définition 3 (Polynome scindé€). X4 est dit scindé s’il est factorisable sur K  en un produit
de termes du 1°" degré.

1.1 Diagonalisation

Définition 4 (Matrice carrées diagonalisable). Soit A € M,,(K).
On dit que A est diagonalisable si et seulement si :A est semblable a une matrice diago-
nale,autrement dit :il existe P une matrice inversible, A’ une matrice diagonale telle que :

A=pP-A.p!
Théoreme 2. Soit A € M,,(K).
A est diagonalisable si :
1. XA(X) est scindé .i.e
p P
X)) == Y ar=n Vij=1-.p i#tj=NEN
k=1 k=1

ZVZzl,,p dlmE)\z:O[Z
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Proposition 2. Soient \; - - -, \, des scalaires 2 a 2 distincts,(\; # \;)alors les sous espaces
propres Ey,, -+ | E) sont en somme directe.

Exy+-+E\,=E,® - ® E,=FE

Proposition 3. Soit K-e-v de dimension finie n. \,-- -, \, les valeurs propres 2 a 2 distinctes
de A alors :
A estdiagonalisable<—> FE = E) @ --- @ E), <= dimFE = dimE), + --- + dimFE),
Preuve. :
" <://

let2 = dimE), +--- +dimEy = a1 + -+, =n = dimkE.

— A est diagonalisable.

" ://

1. Par absurde :On suppose que A est diagonalisable et X4 (z) non scindé dans K.
Xa(z) =Q(x)(x — M) -+ (. — M) avec oy +---+ap <n.

= dimE,\1+--~+dimE,\p§a1+---+ak<n.
= dimFE), +--- +dimE, < dimFE.
PaTapon? A pest pas diagonalisable.contradiction.

2. On suppose que A est diagonalisable et il existe j € {1, -, p}/dimE), < o;.

= dimE), + - +dimE);, +dimE), < a; + -+ aj + .
= dimFE), +--- +dimE), <n = dimkE.
= A n’est pas diagonalisable contradiction.

1.2 Trigonalisation

Définition 5 (Matrice carrée trigonalisable). Soit A € M,,(K) une matrice carrée,on dit que
A est triangulaire si elle est semblable a une matrice triangulaire,c’est-a-dire :s’il existe une
matrice T et une matrice inversible P telle que :

1,1 1,2 1,3 Tt Q1n
0 as 2 a3 T a2 n

A=P.-T-P'= ’ ’ ’
0 0 0 - apn

Théoreme 3 (Critere de trigonalisation). Soit A € M,,(K).
alors A est trigonalisable <= X4(X) est scindé sur K.
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Preuve. :

" :Il

Supposons d’abord que A est trigonalisable.elle est donc semblable a une matrice triangu-
laire(méttons supérieure).

bu bz - b
pl.4.p— 0 by -+ o
0 0 - b

= Xa(X) = (b — X) -+ (bpn — X).

= Xa(X) estscindé.

" ¢//

Supposons que X4 (X) est scindé.

On raisonne par récurrence sur la dimension de I’espace.

1.n=1:Ona:
Azan = XA(X) = (CLH —X>

est scindé et A est bien triangulaire supérieure.

2. Supposons que la propriété est vraie en dimension (n-1).

3. On va montrer que la propriété est vraie en dimension n.
n

Soit A une matrice n x n telle que :X4(X) = H(/\" - X),\ eK.

i=1
comme \; est une valeur propre de A = il existe v; € K" vecteur popre,v; # 0 associé a
A1
C’est donc une famille libre, que 1’on peut compléter a I’aide de vecteurs :vs, - - - , v, €n une
base B de K".

La matrice A dans cette base est semblable 2 A’ et de la forme :

= Xu(X) = ioxi |7 (A — X)X5(X).

comme X4 est scindé = X'; = 1_[(/\z — X)) est également scindé.
=2
Donc I’hypothese de récurrence s’applique :3FP  telle que Pt . A.P=T.
avec 7' matrice triangulaire supérieure (n — 1) X (n — 1).
on pose alors :
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qui est triangulaire supérieure.

1.3 Exponentielle d’une matrice
Définition 6. On appelle exponentielle de matrice I’application :
exp : M, (K) — M, (K)
k!

k=0

A — exp(A) =

1.3.1 Calculs d’exponentielles :

La premiere méthode pour calculer I’exponentielle de la matrice A est d’utiliser la définition
de I’exponentielle comme somme de la série entiere

K
k=0
ou bien a I’aide de la décomposition de Dunford,cette décomposition est bien adaptée a I’étude
de I’exponentielle d’une matrice,on peut ramener certains probleme a 1’étude du cas diagonale
et de cas nilpotente.
On suppose que le polyndme caractéristique X4(X) est scindé sur K.on a donc I’existence

et I’'unicité de la décomposition de Dunford A=D+N avec D diagonalisable et N nilpotente et
DN = ND.

1. Le cas des matrices diagonalisables :
Soit A € M, (K) une matrice diagonalisable et soient Ay,---, ), ses valeurs propres
alors 3 P telleque : A = P-D - P! dans une base de K" de vecteurs propres
Vi, Vo, .-+, V,, la matrice associée dans cette base est alors :

MO
D= :

on sait que :
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alors :

k=0 k=0
- 1 k -1
:ZH(P DF. p7Y
k=0
= P.eP.pl

2. Le cas des matrices nilpotentes :
Si N est nilpotente,alors N™ = 0,ou m est I’indice de nilpotence.

D’apres la définition de 1’exponentielle,on s’apercoit alors que cette derniere ne contient
qu’un nombre finie de termes,on a donc :

N2 N1 mxy—1 Nk
N)=I, + N+ —— 4o — &~
erp(N) = In+ N+ op - 4 00—, i

donc :

3. Le cas ou A n’est pas diagonalisable :
La méthode consiste a trigonaliser A et dans ce cas on va utiliser la décomposition de
Jordan.
alors 3 P € M, (K) inversible et J € M, (K) diagonal par blocs de la maniére sui-
vant :

A1 0
I, 0 . .
J = . avec: Jy=
1
0 J
A 0 A
doncona:
e/ 0
el
eA=P.¢/ - P71 ou: e =
0 . el

Il reste maintenant de calculer e/,

Ona:Jy, = A\il,, + N;;, avec N une matrice nilpotente telle que :
0O 1 --- 0
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puisque \;[, et N,; commutent,on obtient :

eJAi — eAlInJrNL,k _ eA,LIn . eNl,k
avec :
1 1
1 =
1' (m)\i - 1)'
eN = :
1
1!
0 1
alors :
! 1
1! (m)\ — 1)!
e = e :
1
1!
0 1
finalement :
e™ 0
N
e 2
eA=Pp _ p!
0 ej/\n

1.4 Résolutionde X' = AX :

Soit A € M,,(K).
Soit a résoudre le systeme différentiel linéaire a coefficients constants suivant : X' = AX
pour la résolution on va réduire la matrice A.

1. Le cas ou A est diagonalisable :

Si A est diagonalisable alors il existe P une matrice inversible et A’ matrice diagonale telles
que :A' =P 1. A.P.
On effectue le changement de fonction :

X =PY = X'=PY' (1.1)
— Y =P'X
=Y =P'X

Ona:X'=AX dou:



8 1 Réduction des matrices

PY'=A-PY —=Y' =P ' A.PY
— YV =AY
yi At 0 n

On est donc ramené a un systeme de la forme :

Yi =Myt y1 = et
: == 9:
y',,z = )\nyn Yn = Cpe™™

On en tire X telle que X = PY

T creMt
= P :
T cpent
Ce qui est s’écrit :
!
X = PKe?t.

2. Le cas ou A n’est pas diagonalisable :
Si A n’est pas diagonalisable mais qu’il existe une matrice T triangulaire et une matrice P
inversible telle que :7'= P~'- A . P.
On effectue le changement de fonction suivant :

X =PY — X' =PY’
—Y=PrP'X
—Y' =plX

Ona:X'=AX dou:

PY'=A.-PY =Y =P ' A.-PY
=Y ' =TY

On est alors ramené a résoudre un systeme d’équation différentielles linéaire du 1°” ordre en
cascade, que I’on résoud a partir de la derniere équation(si T est triangulaire supérieure).

1.5 Exemples :

Exemple 1. Soit le systtme X' = AX telle que :
5 =2
= (5 7)

Xa(N) = A — 111+ 28

Le polyndme caractéristique est :
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les valeurs propres sont:\; =7 et Ay = 4. donc A est semblable a une matrice diagonalisable
telle que :A=P- A -P71.0u:

-1 2 , (7T 0
p:<1 1) etA—(O 4)

Par le changement de variable (1.1)On trouve :

Y' =AY

Y(t)= K (egt eﬂt)

On tire X de la formule : X = PY’, donc la solution de systeme est :
LTttt
xo-x (50 )

Exemple 2. Soit le systeme : X’ = AX  telle que :

alors :

1 -3 4
A=14 -7 8
6 -7 7

leur polyndme caractéristique est :

Xa(\) = —(A+1)*(A = 3)

donc les valeurs propres sont: A\jo = —1 et A3 =3
alors le polyndme caractéristique est scinde.
la matrice de passage s’écrit :

1 1 1
P=10 2 2
0 1 2
et la matrice triangulaire s’écrit :
1 1 0
J=(0 -1 0
0 0 3

C’est une matrice diagonale par bloc.Pour cela on va calculer I’exponentiel de chaque bloc.

Ona:
7o -1 1y (-1 0 N 0 1
L= Vo -1/ " \o -1 0 0

On pose :

c’est une matrice nilpotente alors :

, 1t et tet
J—1 _ ,—t _
“ = (0 1) - ( 0 e—t)
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Par le changement de variable (1.1) on a :



Chapitre 2

Equations différentielles linéaires ordinaires d’ordre
n,réduction de I’ordre et résolution.

2.1 Définition et réduction de ’ordre :

Définition 7. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre n , toute équation de la forme :

2™ (t) 4+ ap_1 ()™ V() + -+ ag(t)z(t) = g(t) (2.1)
ou: a; €K Vi=0,1,--- n—1 et g: I — K continue avec I un intervalle ouvert de
R.

On peut ramener cette équation a une équation d’ordre 1 :
Ona:
n—1
e () = = ap(®)z™(t) + g(t)
k=0
Soit
x(n—l)(t)
X(t) = :

x(t)
En dérivant :

n—1

2 (1) = > a0z () + (1)
, ("D (¢) k=0
X'(t) = : = 2=(¢)
2'(1) f
z'(t)
—Qp_1(t) —an_o(t) -+ aolt) x(n_l)(t) g(t)
, 1 0 0 (=2 (t) 0
= X'(t) = ) +
0 0 1 0 x(t) 0
on pose :
_anfl(t) _aan(t) a0<t) g(t)
1 0 0 0
A= . . ,G(t) =
0 0 1 0

On a bien un systeme différentiel du premier ordre :

Kheira BERROUAINE, Département de Mathématiques 11



12 2 Equations différentielles linéaires ordinaires d’ordre n,réduction de 1’ ordre et résolution.

{X’(t) =A)X(@)+G(t) Vit>0.
X(to) - XO

Théoreme 1 (Théoréme d’existence et d’unicité). Soit A : I — M, (K) e G:I — K
des fonctions continues .
pour tout  Xo € K le probléme de Cauchy :

X'(t)y=AH)X )+ G(t) Vt>0
X(to) = Xo
admet une solution unique définie sur I.

Preuve.

1. L’existence :
Nous cherchons une fonction continue X : [ — K telle que :

t
Vie I, X(t) =Xy +/ (A(s)X(s) + G(s)) ds.
to
On définit les itérations de Picard :
Xo(t) == XO .
X () = X+ / (A() X, () + G(s))ds

to

On se pose la question de la convergence uniforme de Y, vers une certaine fonction X sur
I.Pour cela nous allons évaluer la norme de X,,,; — X,.
Ona:

me—&@zlmw&@—&xmm

Par continuité de A nous pouvons majorée :

|mﬁuw—xwm3a[Wmm@—xwm@ws

avec :a = || A]|.
Nous avons :
X1 — Xoll < (| Xol| + B)[t — to

avec :J € K*.
Par récurrence,nous déduisons que :

(&)nlt . t0|n+1

[ Xn 1 (t) = Xu(®)]] < (al| Xoll + 5) vtel

(n+ 1)!
n—1 n n+1
t—1

donc la série Z (2)"] 0 est convergente,ainsi par comparaison :

—~ (n+1)
n—1
Z | Xni1(t) — Xn(t)|| est une série normalement convergente sur tout compacte .la
n=0

convergence est par conséquent uniforme sur tout compacte :
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N-1

S K (1) = Xo(1)) = X — X

n=0

Cela prouve que X,,converge uniformément vers une certaine fonction X sur I.Les X, étant
continues sur I.nous déduisons que X est continue sur I.
on passe a la limite pour trouver :

Vte I, X(t) = Xo+ /tt(A(s)X(s) + G(s))ds

2. Luniité :
SoitX;, X5 deux solution du probleme de Cauchy telles que :

&®—&®=/Mﬂ&@—%@m

to

donc :

[X2(t) = Xa ()] < [[Xa(t) = Xa()llaft — Lol

On passe a la limite on trouve que || X3(¢) — X;(¢)]| = 0.

donc :
alors :
X2 = Xl-
O
2.2 Résolvante et formule intégrale
2.2.1 Equation homogéne
On suppose d’abord que 1’equation est homogene :
X'(t) = A(t)X (¢) (2.2)

et notons £ 1’ensemble des solutions de I’équation (2.2)
Proposition 4. (Espace de solution) : L’ensemble £  est un espace vectoriel de dim n.

Preuve.
Ona & estun K-espace vectoriel.
Fixons un instant ¢, € I et introduisons 1’application

Lt.

0

K" — &
X() — X(t, to, Xo)

c’est clairement une application linéaire .I’unicité de la solution dans le théoreme d’existence
et I’unicité montre que L,, est injective.

’unicité encore donne que pour X € & alors X = L;,(Xj),ainsi L, est surjective.

donc c’est un isomorphisme de K" sur £ ce qui prouve le résultat. O
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Définition 8. (Résolvante) :
Soit t € 1.0n appelle résolvante de 1’équation différentielle et homogéne X'(t) = A(t) X (¢)
I’application :
R(t,ty): K" — K"
XO — X(t, to, Xo)
Ou : X (t,tg, Xo) est'unique solution de (2.2) qui satisfait X (ty) = Xo.
1l résulte du théoreme d’existence et d’unicité que la résolvante est linéaire et bijective.

alors I'application R(t,to) peut s’identifier a une matrice inversible de M,,(K).
Elle permet d’exprimer toute solution X (.) avec condition initiale : X (t) = Ra(t, to) X (to)

Exemple 3. (cas autonome)
Quand A(.) = A est constante,la résolvante est I’exponentielle de A :

Ra(t, tg) = eA(710)
2.2.2 Propriété de la résolvante

Proposition 5. 1. R4(t,tq)est solution de I’équation différentielle matricielle :

0

{ S Ralt o) = A(D)Ra(t, to)
RA(tQ, to) - ]

2. Pour toutti,ty dansl :

R4(ta,to) = Ra(ta, t1)Ral(ty, to)

3. Si A(.) est de classe C*,I’application t — R,(t,t,) est de classe C**1.
Preuve.
1. Pour tout Xy € K", R4(t,%9)Xo estsolution de (2.2) et satisfait donc :
0
ERA(t’ to) = A(t)Ra(t, to)
et du fait que R(to,to) = I, par définition de la résolvante.
2. On fixe deux réels ¢, t;.
Soit t — X (¢) lasolution vérifiant X (¢y) = Xo.
Posons enfin :X; = X (¢;) .Par définition de la résolvante,on a pour tout ¢ :
R(t, tg)Xo = X(t)
R(t, tl)Xl
- R(t, tl)R<t1, to)XO

Pour ¢t = ¢, on a le résultat.
3.0Ona:

Ral(t,to) = exp ( /t:A(s)ds> K

Or A(t) estdeclasse C* ce que implique que son intégrale est de classe C*+1 est
puisque I’exponentielle est de classe C>° alors il résulte que R4(to,t) est de classe
Ck+1 .

a
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2.2.3 F]quation avec second membre

Soit I’équation différentielle suivante :

X'(t)=A@)X(t) + G(t) (2.3)
La connaissance de la résolvante de I’équation(2.2)permet de déterminer la solution de I’équation
(2.3)grace a la formule de la variation de la constante.
Théoreme 2. (Formule de Duhamel) : La solution de I’équation de probléeme de Cauchy :

{X’(t) =A)X () + G(¢)

X(to) = Xo

s’écrit : .
X(t) = R(t,t9)Xo +/ R(t,s)G(s)ds
to

Preuve. Par la méthode de la variation de la constante on pose :

Y (t) = Ra(t, to) ' X (1), vt el

Calculons la dérivée de Y(.) :

_ %(RA(t,to)l)X(t) + Ra(t,to) ' X'(2)

= %(RA(t,to)l)X(t) + Ra(t, to) H(ADX () + G(t))

Y'(t)

Ona:
R(t,to) x R7'(t, tg) = I,(t).

Apres dérivation on obtient :

Q[R(t,to) x R7'(t,ty)] = 2In(t) — R‘l(t,to)gR(t,to) + R(t,to)gR_l(t,to) =0

ot ot ot ot
0 4 0 4
— R(t,to)aR (t,t0) = _gR(tato)R (t,to)
donc :
0 (Ra(t,t0)™") = —Ra(t,t0)™" 2RA(IWO) Ra(t,to) ™"
ot ot
= —Ru(t, to) "A[)Ra(t, to)Ra(t, o) "
= —Ru(t, o) tA(t)
Donc :

Y'(t) = —Ralt,to) "A(t)X(t) + Ralt,to) *(A()X (1) + G(1))
= —Ra(t,tg) TAM)X (t) + Ra(t, to) TAM)X (t) + Ra(t, to) 'G(t)
= Ra(t, 1) *G(t)

Par conséquent en utilisant :
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RA<t7 to)il = RA<t07 t)
et puisque :
Y (to) = Ral(to, to) X (to) = X (to) = Xo

alors :

Ralt, to) 1 X (t) = Xo + / t Ra(to, s)G(s)ds

donc la formule générale s’écrit :

t
X(t) = Ral(t, to)Xo + Ra(t, to) / Ra(to, s)G(s)ds
to
et puisque :
Ra(t, to)Ra(to, s) = Ralt, s)

alors il résulte que :

t
X(t) = Ra(t, t9)Xo —i—/ R4(t,s)G(s)ds
to
O
Pour résoudre une équation différentielle linéaire il suffit de savoir résoudre la résolvante.Malheureusement,il
est tres rare de pouvoir donner une expression explicite de la résolvante.mais en peut obtenir
des information qualitatives sur la solution de I’équation grace a I’étude de la résolvante.

Proposition 6. (Déterminant de la résolvante)
La fonction : A(t) = det Ra(t,ty) est la solution du probléeme de Cauchy :

{A’(t) = Tr(A(t))A(t)

Ce qui implique :
t
det Ra(t) = exp (/ TrA(s)ds)
to

Preuve.
Ona:det'(A) - H = det(A)Tr(A™ - H).

A'(t) = det Ra(t, to)Tr(R
=det Ra(t, to)Tr(A
= A(t)Tr(A(t))

b
~—~
~
~
=)
SN—
|
—
X
—~
~
~
=
S~—
S~—

—
~

N—

N—

En intégrant en trouve :

A(t) = exp ( / t Tr(A(s))ds) — det Ru(t, to) = exp ( / t Tr(A(s))ds)

to to



2.4 Résolution des équations a coefficient constants 17

2.3 Le cas des équations a coefficients constants
Soit I’équation différentielle a coefficient constant :
2™ () 4+ ap_1 2™ V(@) + - - + agz(t) = g(t)

Théoreme 3. (Théoréme d’existence et d’unicité) Soit A € M,(K) et G : 1 — K
des fonctions continues
pour tout Xy € K ,le probleme de Cauchy :

{X’(t) =AX(t)+G({t) Vt>0
X(ty) = Xo

admet une unique solution définie sur I.

2.4 Résolution des équations a coefficient constants
Soit I’équation différentielle a coefficient constante :
2™ () + a1 2™V () + -+ agz(t) = g(t)
cette équation peut ce ramené a une équation d’ordre 1 de la forme :
X'(t) = AX(t) + G(t) (24)

on a I’existence et I'unicité de la solution., il reste de déterminer I’expression de cette solution.
La solution générale s’écrit sous la forme :

X(t) = Xa(t) + X,p(t)
ou X; est la solution de I’équation sans seconde membre et X, et la solution particuliere.
2.4.1 Résolution de I’équation sans second membre
Soit I’équation sans seconde membre(équation homogene) :
X'(t) = AX(t)
d’apres le chapitre 1 on sait que la solution s’écrit sous la forme :
X(t) = PV K

2.4.2 Résolution de I’équation avec second membre

Par la méthode de variation de la constante :

On sait que :
A =Pl A.P—= W= plep

X(t) = PEYOK (1) = X'(t) = PACYIK (L) + P (1)

On remplace dans (2.4) on trouve :

P-AeYVK(t) + PeAVK (1) = A- PeD + G(1)
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AWK () + eAYK(t) = P~ A Pe™ + PTIG(1)
AWK () + e YYK (1) = AeD + PTIG(1)

il reste :
eAYK(t) = PTIG()
donc :
Lo\ -1
K'(t) = (e<A t>) PIG(t)
donc .
L\ —1
K(t):/ (e(As)) P7G(s)ds
0

2.5 Exemples :
Exemple 4. Soit le systtme X' = AX + ¢

(52«

La solution est de 1I’équation sans seconde membre est :

ettt
xo - (G )

telle que :

Par la méthode de la variation de la constante on trouve :

1 -1 t 6_75 0
5 0 0 e
alors : -
—1
-1 —1 ‘ 0
K(t)= — 7 _4
S\ s o <!
4
Exemple 5. Soit le systeme svt : X’ = A(t) X tq :
1
%+- 0 —t+-
lt 1 t
Aity=| t—- 3t t——
9 t t
-—2t 0 n +1

t

le polyndme caractéristique s’€écrit :
9 3

Pan(A\) = (A =3t)"(A =)

Les valeurs propres de A(t) sont donc :\; = n et Ay3 = 3t qui est valeur propre double.

La matrice de passage ici ne dépend pas de t.
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1 0 1
P=120 1 -1
-1 0 2

3 0 0
iy | 0O 3t 0
o 0 -
t
On sait que :
X(t) = R(t,t0)Xo
Ou:
e7(*=1) 0 0
342 42
R(t,to) — P 0 ez(t to) 0 . . P_l
0 0 3ln —






Chapitre 3

Application de théoreme du point fixe de Schauder a une

équation différentielle singuliere

3.1 Introduction

Soit I’équation de seconde ordre :

2" +a(t)r = f(t,x) + e(t)

3.1

Ou a(t), e(t) sont des fonctions continues et 1-periodique en t,et la fonction non linéaire f(¢, x)

et continue en (¢, z) et 1-periodique en t.

On s’intéresse au cas ou f(t, ) peut avoir une singularité en z = 0.Notre but et d’étudier

I’existence d’une solution périodique positive de 1’équation .

La preuve utilise le théoreme de point fixe de Schauder.notre solution montre que dans des cas

des singularités faibles on peut trouver une solution périodique.

Définition 9. (Fonction de Green) : Soit I’équation :
2"(t) + ar(t)7'(t) + ao(t)x(t) = f(t)
a une solution particuliere :
1(t) = /0 Gt ) f(s)ds
avec G(t,s) est la fonction de Green qui est définie par :

Gt) = 22U

Ou :u,v sont deux solution de I’equation sans seconde membre et :

w(s) = u(s)v'(s) — v(s)u/(s)

3.2 Préliminaire
On considere I’équation suivante
" +a(t)r =0
avec les conditions périodiques :

{x(O) = z(1)
2'(0) = /(1)

supposons que 1’équation(3.2) satisfait I’hypothese suivante :

(3.2)

A). La fonction de Green associée G/(t, s) est non-négatives pour tous :(¢, s) € [0, 1] x [0, 1].

Kheira BERROUAINE, Département de Mathématiques
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sous cette hypothese on définie la fonction :

1
() = / G(t, s)e(s)ds
0
qui est la seule solution 1-periodique de 1’équation linéaire :
"+ a(t)x = e(t)
Quand a(t) = k? alors la condition (A) est équivalente de dire que
0<k®< = 7.

Notons que ji; est la 1" valeur propre de probléme linéaire avec les conditions de Dirichlet

Si a(t) une fonction non-constante.Soit K (¢) la constante de Sobolev dans 1’inégalité suivante :
Cllll2 < [l| v € H}(0.1)

La formule explicite de K (q) est :

Ou I est la fonction Gamma.(I'(t) = [," exp™ 2'~'dx).

On note par p* (respectivement p,) le sup(respectivement 1’inf) essentiel pour une fonction
donnée p € L'[0, 1], si elle existe. Ainsi en écrit p = 0 si p > 0 presque par tout sur I’intervalle
te0,1].

Théoreme 4. (Théoréme de point fixe de Schauder) : Soient E un R-espace vectoriel et C un
convexe fermé.

Si T est une application continue de C dans C telle que :T'(C) Soit relativement compact alors
T a un point fixe.

Lemme 1 (P.J.Torres). On suppose que a(t) > 0 et a € LP[0, 1] pour certain :1 < p < oo. Si :
lallp < K(2p")

alors I’hypothese (A) est vérifiée.

3.3 Résultat1:

Dans cette section on va démontrer 1’existence de la solution périodique positive de 1I’équation
(3.1) alors on a le résultat suivant :
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Théoreme 5. [9] Supposant que a(t) satisfait (A).De plus on suppose que les hypothéses sui-
vantes sont vérifiées :

(Hy) :YL > 0,il existe une fonction continue ¢, > 0 telles que : f(t,x) > ¢ (t) pour tout
(t,xz) € [0,1] x (0, L].

(H,) :11 existe des fonctions continues,non-négatives g(x),h(x) et k(t),telle que :

0 < f(t,2) <k@)(g(x) + h(z)) V() €0,1] x (0,00)

et g(x) >0 non-croissante et est non-décroissante par rapport a x € (0,00).

9(x)
(Hj) :11 existe une constante positive R telle que :R > ®r, + v, > 0 et

R > g(®r, +74) (1+%> K"+

_ /0 Glt, s)e(s)ds, Dp(t) = /O G(t, s)on(s)ds, K(t) = /0 G(t, s)k(s)ds

alors I’équation(3.1) admet au moins une solution périodique positive.

avec !

Preuve.

On note C; I’ensemble des fonctions continues 1-périodique. Une solution périodique de
I’équation(3.1) est un point fixe de I’application completement continue 7" de C; dans C; définie
par :

(Ta)(t) = / G(t, 8)[f (s, 2(5)) + e(s))ds

/Gts s, x( ds+/Gts

:/0 G(t, ) f (s, 2(s))ds + (t).

Soit R une constante positive satisfait (H3) et :
r= (I)R* + Y«

alorsona R > r > 0.
On définie I’ensemble :

A={zxeC :r<z(t) <R, Vtel0l1]} (3.3)

A est un ensemble convexe fermé..A convexe :
Soit z,y € A alors

Soit A € [0, 1] alors :
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Par sommation on trouve :

Ar+(1=Nr<iz®)+(1-XNy{t) <AR+(1-ANR
r<iz(t)+(1-XNylt)<R

donc A est convexe.
A fermé :
Soit (x,(t))neny € A telle que

nh_)rlcr)lo zp(t) = .

I’ensemble A est fermée siz € A.On a:

r<z,(t) < R=—r< limz,(t) <R

n—oo

— r<zx<R

donc A est fermée.
pour z € Aetpourt € [0, 1] en utilise le fait que :

G(t,s) >0, Y(ts)€[0,1]x][0,1]

on utilise la condition (H;),on a :

(Ta)(t) > / G(t,)6n(s) + (1)

Z(I)R*+7*
=r>0

de I’autre c6té, on utilise la condition (H5), on obtient :

(T2)(t) = / G(t, 5)f (s, 2(s))ds + (1)

< / G(t, )k(s) (g(w(s)) + h(x(s)))ds + 7(t)

h(z(s))
g(x(s))

- /O 1 G(t,s)k(s)g(z(s)) (1 + ) ds +(t)

Or la fonction g est non-croissante :

r<z(t) < R= g(R) < g(z(t)) < g(r)

h(z(s)) . ,
et (2 (5) est non-décroissante alors :
h(r) _ h(z(s)) _ h(R)
9(r) = gla(s)) = 9(R)

alors :
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Conclusion :T'(A) C \A. Par une application directe de théoreme de point fixe de Schauder, la
preuve est complet. a

Comme application de Théoreme 5,on considere le cas . = 0. Le corollaire suivant est une
résultat direct du Théoreme 5 .

Corollaire 1. Supposons que a(t) satisfait la condition (A) et f(t,x) satisfait (H,) et (Hs).De
plus on suppose que les conditions suivantes sont vérifiées.
(H3) :1l existe une constante positive R telle que :R > ®p,_ et :

o) (1420 <

Si v, = 0,alors I’équation (3.1) a au moins une solution périodique positive.

Exemple 6. Supposant que a(t) satisfait (A) etb > 0,0 < A < 1.
Si 7y, = 0,alors I’équation (3.2) a au moins une solution périodique positive.

Preuve.
On applique le corollaire(1) : Prenons :
b(t) 1
ort) = 75 >0, k(1) =b(t), g(e) =5, h(x)=0
b(t) . b b
Ona:f(t,z) = — et puisque x € (0, L] alors :f(t,x) > ¢r(t) donc I’hypothese (H;) est
x
vérifié.

Or les fonctions g, k, h sont des fonctions continues est :

i) < k0 { &+ 0} <50 {960 + o)

donc I’hypothese( Hs) est aussi vérifié. On a aussi :

O p(t) :/0 G(t, S)QSR(s)ds:R)‘/O G(t, s)b(s)ds

alors :

donc :
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9(Pr(t)) = %(t) _ (%>A § (?—:)A
K(t) = /01 G(t, s)k(s)ds = /01 Gt b(s)ds <

On applique (H3) on trouve :

M\ M\ .
(6*) [1+0]6*+7*=(ﬂ*) B+ <R, R>£A.

puisque 0 < A < 1 on peut choisir R > 0 suffisamment grand alors la preuve est complet. O

Exemple 7. Soit I’équation :
ft,z) =27 + pa” (3.4)

avec :0 < o < 1,5 > 0 et ;1 un parametre non négative.et v, = O et b(t) = 1.
On définit les fonctions :

or(t) =L~ g(x)=2"% h(z)=p®, k(t)=1

Ona:
274 pa® > L7 = ¢p(t)

donc (H;) est vérifié. ainsi (Hz) est vérifé.

f(t,z) <1 {:z:*a + ;mtﬁ}

Ona:
1 1 1 w
D p(t) :/ G(t,s)pr(t)ds :/ G(t,s)R %ds = R_a/ G(t,s)ds > R—j;
0 0 0
= w(t)
alors :

§(@.(1)) < (R) K- [ Gt 5)ds <

reste a vérifier la condition (H})
o0 (1 M) e ([ B
R w* [RO‘ + uRP } o
R—O!
R*“w* + uR*+Puw* + y*w* R~
- weR—«

«
w*

<R
donc :

IuRozerBw* < waRfoz . Razfaw* . fy*wfj‘R*a
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ce qui permet d’avoir que

_ 2_ _
Rl O‘wf _ Roc ag* _,Y*ng o

w* R+

R—a2+oc <R1—a2w3 _ Ra2—o¢w* o ,y*ng—oc)
<
— w* Re?+8 Ra—a?

_a2 A2

R W% — y* W R~ — w*

- w*Ro+B

<

pour certains R > 0 avec R*™ > w,.I’équation a au moins une solution périodique positive
pour :
Rl_o‘gwf — 7*w$‘R‘a2 - w*

w*Ratb

O<p<p = sup
szﬁ
— Sia+ B < 1— a? alors I’équation 2 au moins une solution positive périodique pour tout
ne Ry,
— Sia+ 8 >1— a? alors I’équation 2 au moins une solution positive périodique pour tout
w € [0, i1 ou py est un parameétre positive.

Théoreme 6. [15] Supposant que a(t) satisfait (A) et f(t,x) satisfait (Hs).De plus on suppose
que I’hypothese suivant est satisfaite :
(Hy) :1l existe R > 0 telle que :

(1) (1+%) K"+~ <R

Si v, > 0 alors I’équation(3.1) a au moins une solution positive périodique.

Preuve.

Soit R une constante positive satisfait (Hy) et soit r = -, alors R > r > 0 puisque on a R > ~*.
On va montrer que T(A) C A.

Pourtoutz € A et t € [0,1]ona:

(Ta)(t) = / G(t, 5)f (s, 2(s))ds + (1)
>y =1>0.

eton a aussi :

(T)()

/0 G(t,s)f(s,z(s))ds + y(t)

Hy

N

/ G(t, $)k(s) (g(x(s)) + hx(s))) s+ (t)

- [ cteomsiatats) (1 " ’;m;

> ds + (t)
la fonction g est non-croissante alors :

r<z(t) < R= g(R) < g(z(t)) < g(r)

est non-décroissante alors :
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hr) _ ha(s)) _ h(R)
g9(r) = g(z(s)) ~ 9(R)

alors :

alors :T(A) C A et par application de théoréme de point fixe de Schauder alors T admet
un point fixe. O

Exemple 8. Supposant que a(t) satisfait (A) et b > O,et A\ > 0.Avec 7, > 0. On définit les
fonctions :
Or(t) =L, g(z) =27, h(z)=0, k(t)=1.

alors : I’hypothese (H>) est satisfaite.
ainsi I’hypothese (H,4) nous donne :

g(v) =77, K(t)z/o G(t, s)k(t)ds < (.

donc :

h 1
g(74) (1+E>K*+7*=—AB*+7*§R, avec R >0
9(x) 7.

Exemple 9. Soit I’équation :

ona:

avec
Ve(t): 7 >0, a>0, >0

L’hypothese (H,) est satisfaite et L’hypothese (H,) donne :
B

h(zx) 1 uR
g(ﬂ( +9(w)> " VA( +R‘A)w o
<R

ce qui donne
w*R—a + [LRﬁ(JJ* + ’Yf’Y*R_a < Rl—a,y;)z

donc :

B e ot 10 A e L S 0 ke e M
w*RP w* Ro+8

1
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— Si a + B < 1 alors I’équation a au moins une solution positive périodique pour tout
ne Ry,

— Si o+ B > 1 alors I’équation a au moins une solution positive périodique pour tout
w € [0, po].ou pig est un paramétre positive telle que :

R,}/a o '7*'7(1 — Wt
0< < e =su x x
R

3.4 Résultat 2

Dans le résultat de la section précédente ,on a I’hypothese (H;) implique une particularité
que la fonction non linéaire f(t, ) et non négative pour toute valeur de (¢, z) dans le résultat
suivant on voit comment généraliser le résultat précédent.

Théoreme 7. [9] Supposant que a(t) satisfait (A),de plus on suppose que les hypothéses sui-
vantes sont vérifiées :
(H,) :11 existe des fonctions continues,non négatives g(x),k(t) telle que :

ft,x) < k(t)-g(x), V() €0,1] x(0,00),

et g(x) > 0 et non-croissante par rapport a x € (0, 00).
(Hs) :On définit :
R=g() K" +7"

et on suppose que : f(t,z) >0, V(t,z) € [0,1] x (0, R].
Si v, > 0, alors I’équation (3.1) a au moins une solution périodique positive.

Preuve. ~
Soit R > 0 satisfait (Hs) et soit 7 =, alors : R > r > 0 puisque :R > ~*.
Vo e Aett €[0,1],G(t,s) >0ona:

(Tx)(t) = / G(t, ) f(s,2(s))ds + (1)

> =r>0

on a la fonction g est non-croissante alors :

r<z(t) < R= g(R) < g(z(t)) < g(r)

(T)(t) = / G(t, 5) (s, 2(s))ds + (1)

2 / G(t, 3)k(5)g(x(s))ds + (1)

IN

g(r)/o G(t,s)k(s)ds +~*
(Tz)(t) < gw)K"+7" =R

donc T'(A) C \A. Par application de théoréme de Schauder 1’équation & au moins une solution
périodique positive. O
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Exemple 10. Soit I’equation :

1
2"+ a(t)r + pa’ = —= e(t) (3.5)

1
ona f(t,x) = — — ux”.
:L-a

On définit les fonctions : ]
KO =1, o) =
Ona: .
K(t)g(e) = —
fltw) = — - pa? < x_la V(t, ) € [0,1] x (0, 0)

K(t)= /0 G(t,s)k(s)ds = /0 G(t,s)ds = w(t) = w"

alors R qui est définie dans (H>) est :

1
R=—w"+7v
e

vérifions que f(¢,s) >0
— yrots

1 —px >0
xa

— 1 —pa® >0

— poth > l
I

a—p3

1
——u$520=>
xa

== U=T

donc (H,) est vérifie si et seulement si : 1 < R~*F,
Si 7y, > 0 alors I’équation a au moins une solution périodique positive si :0 < p < ps.

avece ©
1 —ah
3 = (—QW* + ’Y*)
i

*
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