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Résumé

Le concept de la géométrie généralisée est dii a Nigel Hitchin ([38], 2003), et elle est
intéressante dans la théorie physique de la supersymétrie. En géométrie généralisée on étudie
non pas le fibré tangent d 'une variété différentiable M , qui est noté T' M mais plutét la
somme du fibré tangent et du fibré cotangent, que nous noterons par UM = TM ©T*M,
qu'on appel le fibré de Pontryagin (ou le fibré tangent généralisé) sur la variété M avec la
somme de Whitney IT'M & T M des fibrés tangent et cotangent.

La géométrie Kihlérienne généralisée est une partie de la géométrie généralisée dont la variété
différentiable M est de dimension (2n ). Une structure Kahlérienne généralisée peut également
étre définie de maniére équivalente comme un quadruple (9, b, J, J_), ol g est une métrique
Riemannienne, b est une deux-forme et Jy sont des structures presque hermitiennes sur

(M, g) satisfaisant une certaine condition de torsion.

En d autres termes, une structure de Kahler généralisée sur M peut étre considérée comme une
structure bi-hermitienne satisfaisant une certaine condition de torsion. Les structures de
Kihler généralisées ont été introduites et étudiées par Gualtieri dans [28]. L'un des objectifs
de ce travail est dexplorer d’autres facons de construire des structures de Kihler généralisées.
Nous avons construit ce type de structures par deux fagons différentes. Dans la premiére, nous
construisons des structures de Kihler généralisées a partir des variétés métriques de contact
classiques de dimension impaire (précisément, a partir des variétés (3 - Kenmotsu), par
['utilisation une fois le produit des variétés et la métrique bi-tordu D -homothetique

(D -homothetic bi-warping) ([11],/8]), passant par le Théoréme (2.3.1) de Marco Gualtieri
([28]), qui nous permet de construire une structure Kihlérienne généralisée a partir d 'une
structure bi-hermitienne classique. Le premier résultat, nous le demontrons dans le Théoréme
(4.1.1), ce résultat nous permet de construire une famille des structures Kihlériennes
généralisées sur M*"1 X R a partir d'une structure 3-Kenmotsu sur M*" 1. Dans la
deuxiéme, nous construisons des structures de Kihler généralisées a partir des variétés presque

Kihlériennes de dimension paire, par ['utilisation deux fois du produit des variétés, en



utilisant les métriques du produit tordu et bi-tordu D -homothetique, et en passant par le
Théoréme (2.3.1), finalement, on obtient deux familles de structures Kihlériennes généralisées.
On remarque que la construction de cette structure selon Kenichi SeKiya ([58]) est une cas
particuliére de notre construction, (voir la Remarque (4.2.1), chapitre quatre).

D’un autre coté, le concept de structure presque contact généralisée a été introduit par Aissa
Wade et David Iglesias-Ponte ([37], 2005), Ils ont présenté la définition de structure presque
de contact généralisée sur M*" 1 par la correspondance bijective avec [a structure presque
complexe généralisée sur M*" 1 X R, en termes de structure de Dirac. Ensuite a été
développé par Aissa Wade et Yat Sun Poon ([56], 2011), dans le but d’unifier les notions de
structure presque de contact et de structure presque cosympléctique classiques, dont la variété
différentiable M est de dimension (2n + 1), avec plein des exemples. Plus tard, par Kenichi
Sekiya ([58]), a également donné son essor d cette théorie qui intéresse désormais tout autant
les mathématiciens que les physiciens. I a donné une définition a cette structure par le triplet
(P, Ei,E_),ouEy € T'(TM & T*M). Dans ce cadre, nous avons donné un résultat sur
la construction d’une structure presque contact généralisée par ['utilisation de transformation
de cette structure (voir [12], 2017) o1x nous avons utilisé la déformation homothétique,

¢ ‘est-d-dire nous avons étendu la notion de transformation homothétique sur les variétés
Riemanniennes classiques suivant Tanno ([61], 1968) a la géométrie généralisée. Enfin, on a
ajouté quelques propriétés sur les métriques généralisées.

Mots clés : structure presque contact généralisée, structure Kihlérienne généralisée,

transformation homothétique, structure trans-Sasakienne.
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Introduction

0.1 Avant-propos

La géométrie de contact (classique) est la partie de la géométrie differentielle qui étudie

les formes et les structures de contact. Elle entretient d’étroits liens avec la géométrie sym-
plectique, la géométrie complexe, la théotie de feuilletages de codimension 1 et les systemes
dynamiques.
La géométrie de contact classique est née de I'étude de la thermodynamique et de 'optique
géométrique, donc c¢’est une branche de la géométrie différentielle qui étudie les variétés de
contact, qui sont des variétés différentielles munies d’un champ d’hyperplans des espaces tan-
gents vérifiant certaines propriétés.

Le concept de la géométrie généralisée est du & Nigel Hitchin (|38], 2003), et il est
intéressant dans la théorie physique de la supersymétrie (par exemple, ([72], 2006)).

En géométrie généralisée on étudie non pas le fibré tangent d’'une variété différentiable

M, qui est noté T'M mais plutot la somme du fibré tangent et du fibré cotangent, que nous
noterons par TM := TM @& T*M, ce fibré est appelé le fibré de Pontryagin (ou, le fibré
tangent généralisé) sur la variété M.
Une section du fibré de Pontryagin est un couple (X, «) formé par un champ de vecteurs X et
une 1-forme différentielle «. Il existe sur I'espace des sections du fibré de Pontryagin une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée (pseudo-métrique), de signature (n,n) (si n = dimM),
définie par :

< X4a,Y+B>— %(a(Y) +B(X))

on X,)Y €eI'(TM) et a, 8 € T'(T*M).

Theodore James Courant a défini en 1990 une loi de composition bilinéaire antisymétrique
(qui ne satisfait pas l'identité de Jacobi) sur I'espace des sections du fibré de Pontryagin,
appelée crochet de Courant :

1
X+ a,Y+n.=[X, Y]+ Lxn— Lya — §d(LX77 — lyQ)
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Pour tous X + a,Y + 8 € IN(TM & T*M),

ou : Lx est la dérivée de Lie dans la direction du champ de vecteur X, et tx le produit
intérieur.

La géométrie complexe généralisée est une partie de la géométrie généralisée dont la variété
différentiable M est de dimension paire (2n). Les structures complexes généralisées ont été
introduites par Nigel Hitchin, et ensuite développées par ses étudiants Marco Gualtieri (|28],
2003) et Gil Cavalcanti ([16], 2006), et aussi par Aissa Wade avec David Iglesias-Ponte (|37],
2005). Ceci nous conduit & un cadre géométrique qui réunit a la fois des structures complexes
et symplectiques classiques.

Dans ce cadre, nous allons concentrer notre travail sur la construction des structures
Kéhlériennes généralisées ([12], 2017). L’un des objectifs de cette construction est d’ex-
plorer d’autres facons de construire ces structures. La ott nous avons construit des variétés
Ké&hlériennes généralisées selon deux directions, précisément, a partir des deux variétés clas-
siques, presque de contact métrique (S-Kenmotsu) et presque Kahlérienne, par 1'utilisation de
produit des variétés et la métrique bi-tordu D-homothetique ([11],[8]), passant par le Théo-
réme (2.3.1) de Marco Gualtier: (|28]) qui est trés intéressant.

D’un autre coté, il est naturel de se poser la question : quel est I’analogue a cette structure
dans le cas des variétés généralisées de dimension impaire (2n + 1) ? Aissa Wade et David
Iglesias-Ponte, ils ont donné une réponse a cette question, qui est la structure presque
contact généralisée (voir [37], 2005). Ils ont présenté la définition de structure presque de
contact généralisée sur M?"*! par la correspondance bijective avec la structure presque com-
plexe généralisée sur M?**! x R, en termes de structure de Dirac.

Puis, en 2011, le concept de structure presque contact généralisée a été introduit par Aissa
Wade et Yat Sun Poon (|56], 2011) dans le but d’unifier les notions de structure presque
contact et de structure presque cosympléctique classiques, c¢’est-a-dire, ils ont obtenu que la
structure presque contact généralisée englobe les structures presque contact et cosympléctique
classiques. Ils ont donné une définition de structure presque contact généralisée par le triplet
(®, F,n) (appelé triplet de Poon-Wade), tel que F' € T'(T'M) est un champs de vecteurs
(jouant le réle du champ de Reeb dans la géométrie de contact ordinaire), n € I'(T*M) une
1-forme différentielle et ® un endomorphisme sur 7'M &1 M, cette définition est directement
utilisable et de fagon indépendante de la définition de structure presque complexe générali-
sée. Ils ont étudié aussi les conditions d’intégrabilité de ces structures, en termes de certaines
structures de Dirac L. C TM & T*M, en plus, ils ont fourni beaucoup des exemples sur
cette structure.

Ensuite, en 2012, la structure presque contact généralisée, a également été repris par Ke-
nichi Sekiya (|58]), qui a donné son essor a cette théorie qui intéresse désormais tout autant
les mathématiciens que les physiciens. Il a donné une définition a cette structure par le tri-
plet (®, E,, E_). Particuliérement, tout triplet de Poon-Wade (®, F',7) donne une structure
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presque contact généralisée (®, F,, E_) selon la définition de Sekiya, o E, = F et E_ =,
parce que Ey € T'(TM & T*M). Sekiya a également défini une structure métrique presque
de contact généralisée, par conséquent, il a défini une structure Sasakienne généralisée du
point de vue des structures presque de contact généralisées.

Marco Aldia et Daniele Grandini([1], 2014), montrent que toute structure presque contact
généralisée sur M peut étre levée a une structure presque complexe généralisée sur le cone
C(M) := M x R, c’est une autre maniére de construction des structures généralisées.

Dans ce cadre, nous avons étudié la transformation des structures presque contact
généralisées (|12], 2017) o nous avons utilisé la déformation homothétique, c’est-a-dire
nous avons étendu la notion de transformation homothétique sur les variétés Riemanniennes
classiques (voir, Tanno [61], 1968) a la géométrie généralisée. Enfin, on a ajouté quelques pro-
priétés sur les métriques généralisées.

0.2 Objectif et plan de travail

L’objectif de ce travail est de construire quelques structures sur la géométrie généralisée
par différentes facons de ce qui est déja connu, parmi ces structures, nous avons construit les
variétés suivantes :

¢ Premiérement, la construction des variétés Kahlériennes généralisées & partir des va-
riétés métriques presque de contact classiques de dimension impaire (précisément, a partir
des variétés S-Kenmotsu), par I'utilisation une fois le produit des variétés et la métrique
bi-tordu D-homothetique (D-homothetic bi-warping) ([11],[8]), passant par le Théoréme
(2.3.1) de Marco Gualtieri ([28]), qui nous permet de construire une structure Kéhlérienne
généralisée a partir d'une structure bi-hermitienne classique. Le premier résultat, nous le
démontrons dans le Théoréme (4.1.1), ce résultat nous permet de construire une famille des
structures Kéhlériennes généralisées sur M?* ™! x R & partir d’'une structure 3-Kenmotsu
sur M1 (voir section (4.1), chapitre Résultats).

¢ Deuziemement, la construction des variétés Kéhlériennes généralisées a partir des varié-
tés presque Kéahlériennes classiques de dimension paire, par 1'utilisation deux fois le produit
des variétés avec les métriques : de produit tordu (1.5) et de produit bi-tordu D-homothetique
(1.8), successivement, passant aussi par le Théoréme (2.3.1) qui est représente le passage
entre les structures bi-hermitiennes classiques et les structures Kéhlériennes généralisées. Fi-
nalement, nous obtenons deux familles des structures Kahlériennes généralisées.
La construction de cette structure selon Kenichi Sekiya (|58]) est une cas particuliére de notre
construction, (voir section (4.2), chapitre quatre).
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Dans les deux constructions précédentes, une structure Kéhlérienne généralisée peut étre

définie de maniére équivalente comme un quadruple (g,b, J,, J_), ou g est une métrique Rie-
mannienne, b est une deux-forme et Ji sont des structures presque hermitiennes sur (M, g)
satisfaisant une certaine condition de torsion.
En d’autres termes, une structure de Kahler généralisée sur M peut étre considérée comme
une structure bi-hermitienne satisfaisant une certaine condition de torsion. Les structures de
Kahler généralisées ont été introduites et étudiées par Gualtieri dans [28|. L'un des objectifs
de cette construction est d’explorer d’autres facons de construire des structures de Kéahler
généralisées a partir des structures classiques.

¢ Troisiemement, la construction d’une structure presque de contact généralisée, par 1'ex-
tension de la notion de transformation (précisément, la déformation homothétique) sur les
variétés Riemanniennes classiques (voir, Tanno [61], 1968) a la géométrie généralisée (préci-
sément, sur les variétés presque contact généralisées). Enfin, on a ajouté quelques propriétés
sur les métriques généralisées.

Ce travail a été divisé en quatre chapitres :

e Dans le premier chapitre, le travail a été consacré a 1’étude de certaines structures
Riemanniennes essentielles, qui ont des relations avec les objectifs de cette thése. Parmi ces
structures : Structure presque Kéahlérienne, structure presque contact, structure de Kenmotsu
et structure trans-Sasakienne, puis la métrique sur une variété produit.

Ces structures, que nous appelons structures classiques, ce sont des structures géomé-
triques qui sont étudiées sur le fibré tangent d’une variété différentiable M, qui est noté T'M,
alors que les structures généralisées sont étudiées sur le fibré tangent généralisé TM & T*M.

e Le deuxiéme chapitre traité la notion de la géométrie Kahlérienne généralisée, ol nous
avons concentré notre étude sur les structures Kéhlériennes généralisées a travers la notion
des structures complexes généralisées, qui ont été développées par Marco Gualtieri (28],
2003), qui nous conduit & une notion qui unifie les structures presque complexes et les formes
symplectiques classiques. Nous arrivons a une correspondance bijective entre les structures
complexes généralisées et les couples de la structure de Dirac (L™, L7 )ou L™, L~ C TM&C
sont des sous-espaces isotropes maximaux, tel que Lt N L~ = {0} (voir Proposition 2.1.2).
La structure de Dirac a un role important, surtout en termes de l'intégrabilité des structures.
Nous avons étudié aussi la transformation des structures complexes généralisées a travers
'application exponentielle (de transformation) e avec B € Q?(M) une 2-forme.

Ensuite, nous sommes arrivés & I'un de nos objectifs, c¢’est qu’on peut construire une struc-
ture Kahlérienne généralisée a partir d'une structure bi-hermitienne classique suivant le
Théoréme (2.3.1) de Marco Gualtieri ([28]). Cette maniére de construction nous permet de
comprendre certains résultats qui se trouvent dans le dernier chapitre (chapitre : Résultats).
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De plus, nous avons donné une étude bien détaillée d’'une métrique Riemannienne sur une
variété Kéhlérienne généralisée qui s’appelle métrique Riemannienne généralisée, avec
plein d’exemples.

e Dans le troisiéme chapitre, nous avons étudié la notion de la géométrie de contact

généralisée ol nous avons axé notre étude sur les structures de contact généralisées, ces
structures sont des extensions naturelles des structures presque de contact et cosymplectique
classique, sur le nouveau fibré TM = TM & T*M, qui est le fibré de Pontryagin avec une
variété M de dimension impaire (2n + 1).
Cette structure de contact généralisée, elle a été introduite dans les travaux de : Wade Aissa,
David Iglesias-Ponte, Yat Sun Poon, puis elle a été développé par Kenitchi Sekiya, la ou il
existe un endomorphisme ® de T'M @&T™* M et des sections Fy de T'M &T*M qui sont satisfait
les conditions suivants :

b+ d* =0,
2<E FE_ >=1 <EL EL>=0,
Pod=—d+E, QL +E_QFLE,.

Notre objectif dans ce chapitre, est d’étudier la structure presque contact généralisée et I'in-
tégrabilité et puis la construction a partir de quelque structures classique, avec des exemples.
En fin de ce chapitre, nous avons donné une étude de la métrique Riemannienne généra-
lisée sur une variété presque contact généralisée avec des propriétés et avec plein d’exemples,
pour avoir une transformation homothétique dans le dernier chapitre (Résultats).

e Finalement, dans le quatriéme chapitre (Résultats), nous présentons les résultats que
nous avons obtenus.

0.3 Introduction en arabe



Introduction en arabe

”

VPN Y- P

kil Al Cld A 52003 ale Cpii dal ) daeral) Lunighl 4 sede a1 dageal
bl 450 5l

oo oM Alalidll de gal TM A e sl Gulaall cad e ()38 Y daanall Al o)
Lay eliadll 1agd 3y Cas calaill (ulan il 5 Gulaall i (i Le & sanall (0 0 sSall eliadll e
OS5 ¢y & ganas 35 el penall Galaall cad : ol — 31 yigr Al oy TM @TM” 5
JSE] 5 X oo lad Jis (0 45800 (X, @) A0 JS4 e S aaall cliadl) 1 (e uaic

.o (el

e giall & 55 Of Aay b daarall dudigh) (e 6 S g8 Lanrall a8l dustighl ady Lo Ll
Aaanall Apaiall ) 2008 (pe Cpiin Jagl (S Jlaall 138 8 5 ¢(20) o500 2xd) <l Alialil
s ((2006) SIES das 5 (2003) somille 5S e 1apBla U8 (e la y ghal &5 Gl 2my
) s Aaial) Sl e JS Gn pans eeaid ) (A daenal) sl il o3a (o ) el Cacadl
Al (symplectic) cliShasll

5 ocaladl (8 daarall LIS Cle gia oLk Liad Cus ¢ (structures kahlérienne généralisés )
DS AT 5 Lo S Al 4 i tlas 5 SIS e siall o Cpe i e Bl ¢ Jiny 18

I ALY ¢ SN e LYY 8 045 pe s J Y1 eLEN) L Basl 55 e e siall (o pladiuly dy i
SOl Lgad Gl 5 lan dage 4 ks JOA (e ) )5 e 5 ¢ Sladi-aldiy) AU el jiall Capha 3

Wl el G cAaazall dsrigll 4SSl duigd) () see ddals iad A 5 (2003) (s nille
oliedd (oAl LIV (e duald Ala ey LS 53 Wy il o3 (Jie oLl 0

Aaaral) I el 5 AT 3k GlEK) s Jaal) 138 (e calaaY) aal

2l G e siall e daaral) dunighl AL o L Jelasti O caghal) (e o5 5a0 4ali (4
&) 5 ¢(2005) (s - oelpale) 2ian 5 305 Ll 0 IS DN pudl e el 385 € (2n4+1) g2 dl)
Al ae Al galdadll 3 pla e B AW e3ed iy jai | gt LeS el 5 daanall a3l ) o

R e M2 de giall G jpaia SR (e Ly 5 Aaanall d306al)



O g 305 Ll J8 (e Ly 58 daenall 4Dl ) o seda amnd g JAD) &3 <2011 ple (B ¢
Al alial) aas i Lelaind ol AY) o3 of Cus (Alissa Wade, Yat Sun Poon) ¢ s
Al o seda a5 aal g seta Ly 5 cosympléctique <iSluw &I Ay 5 Ly 588 4l
DA 8 Jiaiall 5 Ly i Aeamal) ApusaDl) Al L) 23 ) 5028 Cum Ly 585 Aaamall Apuane20

il et e e 5 pdlie JSG axddien (oAl (35-0 5 A8 pans (A ) (@, F, 1)
gl 4 )y dis sd ol (3 ) elandl) Jiall o F ool Cu cly 58 daanall 4aial
penall Galaall Cal e 3 ) sadisl g8 @ Lof ¢ Loalsf JSE T 58 17 5 o(palall Lsadld)

Gl i (ary Aalial) 5 ) edgd JalSill da g i Liayl agiud 0 e 5« TM @TM

.(structures de Dirac)

ll il Ly i slac] e (Kenichi Sekiya) baw (oS alill oS 2012 ple &
E ¢E spdssl @ Jia ol (@E,,E) AN & Jicial 5 Ly i deanal) daaadlill

O Aaald Als 3 5098 <o 2t may g 5 (TM BTM ™ pamall sl cad (e (3 paaie SMiay
el il Ly 5 dasnal) dpaadlall all e Jgail) Al oy Lad ¢G3land) 138 8 | (08 oy jas
transformation ) Staills Jsaill 138 Llee d Lids s Cum ([11] g el sl 38301 (e 3!
(Z\_pr\) LSS ey Gile gia e J gl pseda g gy Lidd Ll e KV «(homothétique
e giall e il allall 4y 218 Lol dliLae 45 ¢(Aaerall duigh e o) dasrall cile siall )
(Tanno, 1968) 4:alxll

i (5 g dannall dutigh e i) oams L) 8 Jandl 138 (pe Cangll saad) ddad g Clagd)

Al e giall oLl o3 ol 38 (s (e g el Cig y2e 8 Le (0

(LS & 55 (e Ly 85 4y yie psadl Gl sia (e W3 Ly 485 daarall IS Cle gia oLl Y 5f o
83a) 98 e Do giall @ pia aladiul aa ¢ga 8l aaall b Sl - g 55 e gia e Janally
W e gl A J ga 1 SIai(2n) <leily T & el MK Caida 53 5 (Une fois) adé
e Lleans ol e i) e g sl 138 i oLl b g puille 58 jle 4y ki) )5 pa e sl
£l 13 (e dlile

) i3 LD Ly 585 IS Gl gia (pe U L 585 daarall IS cile gia oLl (Ll ofe
Lty AL S WS (ol 5 5 (2 FOIS) (e il siall (apuin aladind ae e 53l
SIS g olle S ledg ki |5 e (o el Cle gl () J a5l SIa5(2N)



Jsail a sgie aes st ol i Aaarall Lpeadli cile gia oLl (GIG o
«(Tanno) b 4y Ly 8 deazall Apadlill Sle giall I (déformation homothétique)
Aendl duaigh) e
b Bl ) g B 638 s

ABe Ld Al 54 )5 uall g dpula¥) il S i) mmy ) ok 5 o5V Jaadll (3 -
(st a8 Al i by 8 IS s i le Sl o3a (e s g laY) Calaal aa
Leanss (Al 028 5 ¢ puall Ao gia oy yiall ALY ¢ S a5 55 (g 5 5 sailS
TM el Gl e e G i) (ol datall 5l 4808 )

(géométrie de Kahler deszall HIS duia » se8al arad (M) 5 ¢ SN Joadl) & -
ial) ) o sehar |5 e caenall IS iy e Uil 50 L3S Cua « généralisée)
2 53 0 sede G Lo s Le 58 5¢(2003) omille S ke J (e Lgrua s o (Al 5 daanal)
On Jealall L) @<l B AlaVl daladl ASiShian oI il ae Ly 55 40l )
) eSS Cua (e Aald 5 (couple de Dirac) & s 4l 5 deanall 462l )
bl aladinly deanall Ll o3a e Jsadll ) Jucadl) 138 8 SIS 3 pkil) o5 5 daanall
5(2003) (smiille S jle Cialill lasLial las daga 4y ylai 48 jaa I L8 i o5 @8 4pY)
structure bi-) A yell-{sl A (e Bl daarall IS i oS0 W Cinans )
) oy agd () W eansy (L)) oLl (e sl 138 400K (hermitienne
() daaill) i) Jaadll & a5 il gl
Aarall S Ae gt e lilar ) el e e Aulall Aliada 4l o e Wil edlld e 5 e

il e il 53 U5S ) Cun dacaall Ll Lusnighl o sgde Uiy oGl Juadll 8 -
o2 dnaald (& niS )50 agd S5 Jlaall 13 Cpaigall Gialill (e 5 cAanzall dpuse3Lll
18 (e ol 5 LS SRS 5 5 ) Gleald ¢ Gsr ma ¢ )5 Ll e S (U
il any (e DUl LSl 3 5 JalSal 5 ey 5 daanall Zpnsdlll 4k Al )3 58 Jaall
Aliade Aliaf a8 ae ¢l 2aall uld 4SS
Jal elld 5 dacaal) Cile siall a3 o aenall Glaile Hl) el yiall Al ja ) Gl dalayl
Y daaill (e CE ¢ 3all) da g ) oda 8 Ll aad ) Gl J ga gl aygail
danzall Zpadll Sle gl e (transformation) J sl (gadas 8 Jiciall g (gl
(Tanno) i 4, Ly

Lol Jaa il a3l =ilitl) e s sma A 5 o) glis) wol )1 daaadl) o) pualls -



0.4 Résultats obtenus 17

0.4 Reésultats obtenus

1 » Structure Kahlérienne généralisée a partir de structure
trans-Sasakienne :

Proposition 0.4.1.
Soit (M*"1 p,€,m,g) une variété trans-Sasakienne de type (o, B) et I un intervalle ouvert de

R, alors nous obtenons une structure bi-hermitienne (g, ji) sur la variété produit M2+2 =
M x 1, défini par :

g=fg+ (W= nen+dt (1)
~ 1
Ji:ig0+fhn®8t—ﬁdt®§. (2)

ot f et h sont deux fonctions sur R avec fh # 0

Proposition 0.4.2.

Soit (M o & n, g) une variété 3-Kenmotsu ot (3 est constante.

Nous considérons la structure bi-hermitienne (§,Jy) sur M = M x R donnée dans (4.1) et
(4.2), alors il existe une familles de 2-forme b  trois parametres définie par :

~ 1
b= :I:E\/C—BQf4 w.
A/ c—pB2f4
avec h(t) = icfz—?,f, ou ¢ est une constante.

Théoréme 0.4.1.

Soit (M* 1 v, €, n,9) une variété B-Kenmotsu ot B est constante. Pour toute structure bi-
hermitienne (§, J1) et 2-forme b données dans (4.1), (4.2) et (4.13).

Alors (g, b, J,, j_) définit une famille de structures Kdhlérienne généralisées sur M x R,
ot ¢ est une constante et f et h sont deux fonctions sur R avec fh #0 et ff #0.

Remarque 0.4.1.
Dans la Proposition (4.1.1) nous pouvons aussi choisir la fonction h négative qui défini dans
l’équation (4.12) alors le signe du 2-forme b change.

Corollaire 0.4.1.
Soit (M1 0. & n,g) une variété B-Kenmotsu ot [ est une constante, il existe une famille
a deus-parameétres de structures coKdhler généralisées sur M x R2.

Proposition 0.4.3.

Toute variété métrique presque contact normale (M?,¢,&,n,g), telle que, try,(pVE) = 0 et
divé est une constante, donne une famille de structures Kdahlerienne généralisées de
multi-parametres sur M3 x R,

ot V est la connexion de Levi-Civita sur M3.
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2 » Structure Kahlerienne généralisée a partir de structure
presque Kahlerienne :

Soit (M"™",J' ¢',w') une variété presque Kihlerienne, alors on obtient une structure
presque de contact métrique (%,7,&,g) sur M = M’ x R, définit par :

_ 9
p=J, n=dr, £=—, g=fqd+dr? (3)
or

ou f = f(r) est une fonction sur R.
Et sur M2 =1 x R= M’ x R x R, on obtient deux structures presque complexe et une
métrique Riemannienne, définie par :

- B, 0
=4 - - 4
o= ko +hkdro o hkdt®6 (4)
G = f°h%q + h2K2dr® + dt?, (5)

ot h = h(t) et k = k(t) sont deux fonctions sur R.

Proposition 0.4.4.
Soit (M"™",J',¢',w') une variété presque Kihlerienne, alors nous obtenons une structure bi-
hermitienne (g, J1) sur la variété produit M2 = M7 x R x R, défini par :

g = f?h*g + h2k*dr® + dt?, (6)
Ji=+p+hkd ®2——dt®a (7)
T T A

otu k , h et f sont deuz fonctions sur R avec hk # 0

Théoréme 0.4.2.

Soient (M"™", J', ¢',u') une variété (presque) Kihlerienne, et toute structure bi-hermitienne
(g, J+) sur M™" x R? donnée dans (4.16) et (4.15).

Alors il existe deux familles de structures Kdahlériennes généralisées de multi-parametres :

1 ~ -
(g, FVe— ht(ae™ + be* )W, Jy, L) (8)

et
(Q, (h*(acos(2r) + bsin(2r))w', J4, j_) 9)

sur M x R?, ot a, b et c sont des constantes.

Remarque 0.4.2.
Particulierement, la construction de structure Kdhlérienne généralisée qui fait par Kenichi
Sekiya dans ([58], 2012) est une cas particuliére de notre construction car :
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Lorsque :
a=—-1,b=0eth=r

c’est-a-dire équivalent a :

h(t) :=t, k(t):=1 et f(r):=+/sin(2r)

Alors d’apres le Théoréme (4.2.1), on obtient deuz structures Kdhlériennes généralisées,
définis comme suit :

(3 gmew, Ji ) (10)
g, —t2cos(2r)w', Jy, J_ (11)
( )

ot la deuziéme structure (11) est une structure de Kenichi Sekiya.

3 » Transformation de structure de contact généralisée :

Proposition 0.4.5.
Soit (G, ®, E+) une structure métrique presque de contact généralisée sur M*"*1, défini par :

ot
G=(qb), Ei=(ens) e &= < fb . ) (12)

Alors (G, ®, EL) est aussi une structure métrique presque contact généralisée sur M, telle
que :

_ _ _ 1
G = (f%g, D), E:I:—<%§:t7 fne) et q’—(};; f¢*>> (13)

ou f est une constante non nulle.

Remarque 0.4.3.

Soient Dy =T(TM) et Dy =T(T*M).

D’ou, nous remarquons que la transformation au-dessus (4.33) est Di-homothétique et Ds-
homothétique, parce que :

1
o = fApX 1+ f21XP7),

G(A,A) =< GA, A >= <ﬁ

DN | —

o A=X+aecl(TM&T*M), et| | signifie la norme sur M.
Si A € Dy, i.e. « =0, nous avons :

E(Av A) = fQG(Av A),
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et si A €Dy, i.e. X =0, nous avons :

G(AA) = %G(A, A),

o,
1
G(AA) =< GA A >= 5(\@\2 — [bX ]+ | X]?).
Donc, nous pouvons appeler cette transformation par déformation D-homothétique
avec D = {D;, Ds}.



chapter 1
Quelques structures sur la géométrie classique

En mathématique, la géométrie différentielle est 'application des outils du calcul diffé-
rentiel & I’étude de la géométrie. Les variétés différentielles ou variétés différentiables sont les
objets de base de la topologie différentielle et de la géométrie différentielle. Et une variété
différentielle se définit d’abord par la donnée d’une variété topologique, espace topologique
localement homéomorphe a I’espace R", ot les homéomorphismes locaux sont appelés cartes
et définissent des systémes de coordonnées locales. La structure différentielle est définie en
exigeant certaines propriétés de régularité des applications de transition entre les cartes. Cette
structure permet par exemple de donner une définition globale de la notion d’application dif-
férentiable.

Et une variété Riemannienne est une variété différentielle ayant une structure Rieman-
nienne (souvent appelée métrique Riemannienne) permettant de définir la longueur d’un
chemin entre deux points de la variété.

Considérons une variété différentiable M, munie d’une structure Riemannienne g, souvent
appelée métrique Riemannienne. Lorsqu’on définit une nouvelle structure géométrique com-
patible avec cette métrique, on arrive a une nouvelle variété Riemannienne. Cette nouvelle
variété conduit ainsi & une autre branche de la géométrie Riemannienne.

On présente la construction des différentes structures en géométrie Riemannienne. Ceci
montre comment naissent et se développent certaines branches de la géométrie différentielle.

Ce chapitre comprend les structures essentielles qui seront utilisées pour atteindre les

objectifs de cette thése, parmi ces structures, les suivantes : Structure presque Kéahlérienne,
structure presque contact, structure de Kenmotsu et structure trans-Sasakienne, puis la mé-
trique sur variété produit.
Ces structures, que nous appelons les structures classiques (ie : les structures géométriques
qui ont étudies sur le fibré tangent d’une variété différentiable M, qui noté T'M) par rapport
aux structures généralisées (ie :les structures qui ont étudies sur le fibré tangent généralisé
qui nous noterons par TM :=TM & T*M).
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1.1 Structures presque Kahlériennes

La structure Kéahlérienne est I'un des importants branches de la géométrie différentielle.
Elle est constaté de fagcon indépendante par Erich Kéhler en 1933. Et Maintenant cet variétés
Kahlériennes ont été largement étudiés et des nombreux résultats importants ont été obtenus.

En mathématiques, une variété Kéahlérienne ou variété de Kéhler est une variété diffé-
rentielle équipée d’une structure unitaire satisfaisant une condition d’intégrabilité. C’est en
particulier une variété Riemannienne, une variété symplectique et une variété complexe, ces
trois structures étant mutuellement compatibles. Les variétés Kahlériennes sont un objet
d’étude naturel en géométrie différentielle complexe.

Dans cette section, on va introduire quelques notions nécessaires ( variétés complexes |
variétés hermitiennes et variétés presque Kéhlériennes ) qui nous permettra de définir les
variétés Kéhlériennes généralisées.

Pour plus de détail, voir [43], [71] et]6].

1.1.1 Structure presque complexe

Définition 1.1.1. Soit M une variété différentiable de dimension 2n. Une structure presque
complexe J sur M est un endomorphisme sur T,M, ¥p € M tel que J* = —I, ou I dénote
la transformation identité. Si une telle structure J existe sur M, alors (M, J) est dite une
variété presque complexe.

Tenseur de Nijenhuis

Définition 1.1.2. Soit M une variété presque complere munie d’une structure presque com-
pleze J. Le tenseur de torsion complexe N est un tenseur de type (1,2) défini par :

N(X,Y)=2{[JX,JY] = JIX,JY] - JJX,Y] - [X,Y]}, VXY €X(M)

Théoréme 1.1.1. Soit M une variété presque complexe munie d’une structure presque com-
plexe J. M est dite variété complexe si et seulement si N =0

Pour la preuve voir (|71],p124)

Remarque 1.1.1. Pour toute structure presque complexe J définie sur une variété de di-
mension 2 on a, N(X,Y)=N(X,JX)=0.

Théoréme 1.1.2. [71] Soit M une variété presque compleze munie d’une structure presque
complexe J. M est dite variété complexe si et seulement st M admet une connexion linéaire
V de torsion T telle que VJ =0 et T =0

Théoréme 1.1.3. [71] Une structure presque-complexe J est intégrable si et seulement si
N =0. ( Théoréeme de Newlander-Nirenberg )
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1.1.2 Structures hermitienne

Définition 1.1.3. Soit M une variété presque complexre munie d’une structure presque com-
plexe J. On appelle métrique hermitienne toute métrique Riemannienne g qui vérifie :

g(JX,JY) =g(X,Y), VXY € X(M) (1.1)
et nous disons que J et g sont compatibles.

Proposition 1.1.1. Toute variété Riemannienne (M, g) admet une structure hermitienne

Preuve . Soit (M, g) une variété Riemannienne, on pose
h(X,Y)=g(JX,JY)+g(X,Y), VXY € X(M)

alors,

RJX,JY)=9g(X,Y)+g(JX,JY)=h(X,Y), VXY € X(M)
donc h est une métrique hermitienne. [

Définition 1.1.4. Toute variété M presque complexe munie d’une métrique hermitienne est
une variété presque hermitienne .
De plus, si M est une variété complexe alors, elle est hermitienne.

Définition 1.1.5. Soit M une variété presque hermitienne munie d’une structure presque
compleze J et une métrique hermitienne g . On appelle 2-forme fondamentale I’application €2
définie sur M par :

QX,Y)=g¢(X,JY) VXY € X(M)
Propriétés 1.1.1.
1. La 2-forme fondamentale Q2 est antisymétrique c.a.d QUX,Y) = —-Q(Y, X).
2. Q(JX,JY) = QX,Y).

Lemme 1.1.1. Soit M une variété presque hermitienne munie d’une structure presque com-
plexe J et une métrique hermitienne g alors, la connexion Riemannienne V | la deuzxiéme
forme fondamentale ) et la Torsion T satisfont la relation suivante :

pour tous X, Y, Z € X(M)

Pour la preuve voir ([43], p148).
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Théoréme 1.1.4.
Soit (M, g, J) une variété hermitienne et V la connexion de Levi-Cevita associé a g . Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) VJ=0
(b) V=0
(c) N=0 et dQ2=0
Preuve . Pour tous XY, Z € X(M), on a
i) (a) < (b)

(VY. Z) = XQY.Z) - VY. Z) — QY. Vi 2)
= Xg(Y,JZ) - g(VxY,JZ) - g(Y,J(VxZ))
9(VxY,JZ) +g(Y,Vx(JZ)) = g(VxY,JZ) — g(Y, J(Vx Z))
= g(Y.(VxJ)Z).
ii) (b) < ()

Supposons VQ = 0 d’aprés le lemme (1.1.1) ona dQ)=0et N =0
Inversement, si df2 =0 et N =0 d’aprés le lemme (1.1.1), VJ = 0 donc V2 =0

1.1.3 Structures Kahlériennes

Structures Presque Kihlériennes

Définition 1.1.6. Une variété presque hermitienne (M, g, J) est dite presque Kdhlérienne si
la 2-forme fondamentale Q) est fermée c.a.d. dQQ =0 .

Proposition 1.1.2. Pour tous X,Y,Z € X(M), on a
=0 <= g((Vx))Y,2) +g((VyJ))Z,X) +g((VzJ)X,Y) = 0.
pour la preuve utilisons la relation suivante
3dUX, Y, Z) = X(QUY, 2))+Y (QUZ, X))+ Z(Q(z,Y))—Q[X, Y], Z2)-Q([Y, Z], X)—Q([Z, X],Y)

Proposition 1.1.3. Une variété strictement presque Kahlérienne est une variété presque
Kdhlérienne dont la structure presque complexe n’est pas intégrable (c.a.d. N #0).
Structures Kahlériennes

Définition 1.1.7. Soit M une variété presque complere munie d’une structure presque com-
plexe J .
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La métrique hermitienne g est dite métrique Kdhlérienne si la 2-forme fondamentale Q) est
fermée c.a.d. d€) = 0.

Définition 1.1.8. Toute variété presque complexe M munie d’une métrique Kihlérienne est
dite variété presque Kdahlérienne.

De plus, Toute variété complexe M munie d’une métrique Kdahlérienne est dite variété Kdh-
lérienne .

Théoréme 1.1.5. Toute variété presque hermitienne est une variété Kahlérienne si et seule-
ment st VJ = 0.

Preuve . D’aprés théoréme (1.1.4) la preuve est directe. ]
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1.2 Structures presque de contact

La géométrie de contact est la partie de la géométrie différentielle qui étudie les formes
et les structures de contact. Elle entretient d’étroits liens avec la géométrie symplectique, la
géométrie complexe, la théorie des feuilletages de codimension un et les systémes dynamiques.
La géométrie de contact classique est née de I’étude de la thermodynamique et de I'optique
géométrique. Une structure de contact sur une variété est un champ d’hyperplan, c’est-a-dire
la donnée en tout point d’un hyperplan dans ’espace tangent.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques structures qui interviendront dans notre étude,
en donnant des exemples pour comprendre les notions et pour manipuler les différents calculs.

Pour plus de détail, voir [13], [5], [6],[71]...

Variétés de contact

Définition 1.2.1. [}/
Une variété différentiable M de dimension impair (2n + 1) est dite variété de contact si elle
existe une 1-forme n globale sur M telle que

A (dn)" # 0
On dit que M est une variété de contact munie d’une forme de contact 7.

Remarque 1.2.1. En particulier, n A (dn)™ # 0 est un élément de volume de M, de sorte
qu’une variété de contact est orientable. Aussi le rang de dn est 2n sur l’algeébre de Grassmann
TyM a chaque point p € M, et donc nous avons un sous-espace de dimension 1, {X €
T,M/dn(X,T,M) = 0}, dont n # 0 et qui est complémentaire au sous-espace défini par
n = 0. Par conséquent le choiz de &, dans ce sous-espace normalisée par n(€,) = 1, nous
avons un champ de vecteurs globale & satisfaisant

dn(§, X) =0, ¢ =1

& est appelé le champ de vecteur caractéristique ou le champ de Reeb de la structure de contact
n. Utilisant la dérivée de Lie on obtient immédiatement,

Eg’/] = O, ££d77 = 0.

On note D la distribution de contact ou sous-fibré défini par le sous-espace D, = {X € T,M :
n(X) = 0}. Grosso modo, le sens de la condition n A (dn)* # 0, est que le sous-fibré de
contact est aussi loin d’étre intégrable que possible, en particulier, D tourne comme un seul
mouvement sur la variété. Pour un sous-fibré défini par une 1-forme n d’étre intégrable, il
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faut et il suffit que n A (dn)™ = 0.

Théoréme 1.2.1. [4/

Soit w une 1-forme sur une variété différentiable M™ et supposons que w A (dw)P # 0

et (dw)P™ = 0 sur M". Ensuite, sur chaque point, il existe un systéme de coordonnées
(zt, ... 2Pyt y"P) de telle sorte que w = dyP™ — Y0 | y'dx'. Ainsi, sur chaque point d’une
variété de contact (M*"*1 ) il existe des coordonnées (z',y',2), i =1,...,n telle que
n=dz— Zy’dmi. (1.2)
=1

1.2.1 Variétés presque de contact

Définition 1.2.2. [5/
Soit M une variété différentiable de dimension impaire (2n+1). On appelle structure presque
de contact sur M la donnée d’un triplet (n,&, @) tel que
— @ un champ de tenseur de type (1,1)
— & un champ de vecteurs
— n une I-forme sur M
vérifiant les conditions suivantes

Définition 1.2.3. /5]
Une variété de dimension (2n+ 1) munie d’une structure presque de contact (p,&,n) est une
variéte presque de contact.

Théoréme 1.2.2. [}/
Soit (v, &,m) une structure presque de contact ,alors on a les propriétés suivantes :

e =
noy =
rangy = 2n
Preuve .
1- On a
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remplacent X par &, on trouve :

©* = =+ ()€ =0 = p(pf)

Ce qui implique : & = 0 ou @€ est un vecteur propre de ¢ qui correspond a la valeur 0.
Raisonnement par absurde :
Supposons que @& # 0 on trouve

0 = @?(p€) = —p€ + n(€)E

c’est-a-dire :
n(p€)& =

Donc :

n(p€)€ # 0
et :
n(p€)pt = *¢ =0

Contradiction, avec le fait que n(¢€) # 0 et & # 0,
donc

& =0
2- Maintenant prenant @& = 0,

n(eX)E = *X + X
P(P*X) + X
(= X +n(X)€) + X
n(X)eg
= 0

NeX)E=0 = n(eX)=0
— noyp=>0

3-Ona@é=0,£#0et rang(p) <2n+1
supposons qu’il existe € tel que @€ = 0

alors remplacer X par £ dans p?X = —X + n(X)¢,
on trouve

0=¢¢=—-E+ )= E=n(E)¢

£ est proportionnel par rapport a &
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donc on a
rangyp = 2n

1.2.2 Variétés métriques presque de contact

Métrique Riemannienne associée a une structure presque de contact

Théoréme 1.2.3. /6]
Toute variété presque de contact (M, ¢,&,n) admet une métrique Riemannienne g telle que,

9(X, &) = n(X).

Preuve . Soit (M, p, &, n) une variété presque de contact.
Pour tous X,Y € X(M), on pose

g(X,Y) =h(X —n(X)E,Y —n(Y)E) +n(X) -n(Y)

ot h est une métrique Riemannienne sur M?2"+!
On remplace Y par ¢ on aura

9(X. &) = h(X —n(X)E,€—n(6)E) +n(X)-n(&)
= n(X)

Proposition 1.2.1. /6]
Toute variété presque de contact (M, p,&,n) admet une métrique Riemannienne g telle que,

9(e X, ¢Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y), (1.3)

et g dans ce cas dite compatible avec la structure.

Preuve .

Soit h une application définie pour tous X,Y € X(M) par
hMX,Y) = I (*X, ¢%Y) + n(X)n(Y)
ol I/ est une métrique Riemannienne sur M/?"*!
Alors, on a
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on défini g par .
9(X,Y) = 5 (X, Y) + h(X, 9Y) + n(X)n(Y)).

Donc g est une métrique Riemannienne et :

90X, V) = 3 (heX, V) +h(~ X +9(X)E -V +n(V)E))

_ %(h(ng, PY) + h(X,Y) = 2p(X)n(Y) + n(X)n(Y))

= g(X,Y) —n(X)n(Y).

Variétés métriques presque de contact

Définition 1.2.4. /6]
On appelle une variété métrique presque de contact toute variété presque de contact (M, p, &, n)

munie d’une métrique Riemannienne g compatible avec la structure presque de contact sur
M.

Notation 1.2.1. Dans ce cas une variété métrique presque de contact est notée par
(M, ¢,&,n,9).
Définition 1.2.5. Pour chaque structure métrique presque de contact (p,&,m,9g) sur M

on définit la 2-forme fondamental ® par,
O(X,Y) = g(X, 9Y).

Proposition 1.2.2. [5/
On dit que M*"*! admet une structure métrique presque de contact si il existe une 1-forme
différentielle globale n et une 2-forme différentielle globale ® sur M tel que

nA®" #£0

Proposition 1.2.3. /5]
Si M2t une variété de contact avec la forme de contact n, alors il existe une structure
métrique presque de contact (¢,&,n, g) tel que la 2-forme fondamentale ® est définie par,

d = dn.
Preuve . voir( [5], page 26) "

Théoréme 1.2.4. /5]
Soit M une variété de contact de dimension (2n+1) munie d’une structure de contact n alors,
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il existe une structure métrique presque de contact (¢,&,n,g) telle que,
9(X,¢Y) = dn(X,Y).

Structure presque de contact normale

Définition 1.2.6. [60]

Soient (M*"1 @ & n) une variété presque de contact et M*"*' x R la variété produit ou
(X,f%) un champ de vecteurs sur M x R tel que X un champ de vecteurs sur M, f une
fonction sur M?"*t x R et t systéme de coordonnée sur R. On définit sur M** ™! x R une
structure presque complexe J par,

JX F9) = (X — jen(x) D)

Remarque 1.2.2.
Montrons que J est une structure presque complexe, ie : J* = —1I - on a

PG = J<J(X,f%))

dt
On sait que
P’X = X +n(X)§ = —X = ’X —n(X)¢
donc
d d
2 — P — —
F(X, ) ( X, fdt)
d
et — X e
d’ ot
J*=—1

Définition 1.2.7.
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Soit J une structure presque complexe sur M* T x R, J est intégrable si et seulement si
le tenseur de Nijenhuis Nj(X,Y) = 0. (voir théoré¢me 1.1.1 )

Définition 1.2.8. ( [5], page 80)
Soit (p,&,1n,9) une structure métrique presque de contact sur M. On dit que (p,&,n,q)
est normale si la structure presque complexe J est intégrable.

Remarque 1.2.3.
On va exprimer la condition de normalité en termes de N, le tenseur de Nijenhuis de ¢

avec !

N, (X,Y) = @[ X, Y]+ [pX, 0Y] — o[ X, Y] — ¢[pX,Y]

Puisque Ny est un tenseur de type (1,2), alors il suffit de calculer Ny ((X,0),(Y,0)) et

Ny ((X,0).(0, 5))-

On trouve :

N; ((X,0),(Y,0)) = J*[(X,0),(Y.0)] +[J (X,0), ] (Y,0)]
—J[(X,0), J(Y,0)] = J[J (X,0), (Y, 0)]

—([X,Y],0) + ([pX, Y], (pXn(Y) — oY (X)) )
_ — (¢ ([X,9Y]) = Xn(Y)E,n([X, oY ]) )

— (e ([pX,Y]) = Yn(X)E,n([pX, Y]) %)
—[X, Y]+ [pX, Y] — ¢ ([X, Y])

= = ([ X, Y]) = (Xn(Y) + V(X)) €,

(eXn(Y) = oY n(X) — n([X,¢Y]) — n([¢X,Y])) &
O [X, Y]+ [pX, oY ] — ¢ ([X, Y])

_ —p ([pX,Y]) — (Xn(Y) + Yn(X))&,

(Xn(Y) = n([pX,Y]) — oY n(X) — n([X,¢Y]) &

= (N (X,Y) +2dn(X,Y), (Loxn(Y) — Loyn(X ))i)

dt
= (N'(X,Y),N*(X,Y)).
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On a ausst,

Ny ((X,O),(O,%)) = J? {(X,O),(o,%ﬂ + [J(X,O),J(o,%ﬂ
_J [(X,O),J(O,%ﬂ _ [J(X,O), (o, %)]

c.oX], 1007 ) + (v (6 XD (e XD

= (leeX] - plle XD (), - n(l6 XD )
(16.0X1 = o (16 XD 603) ;= (& XD )

(Lew) X, (Len) X%)

d’ou
N (X)Y) = N, (X,Y)+2dn(X,Y)¢
NP(X,Y) = (Loxn)Y — (Loyn) X
NI(X) = (L)X
NO(X) = (Cm)X
Donc : La structure métrique presque de contact (p,&,1,9) est normale si

NO = vO@ = NO — y@ — .

Théoréme 1.2.5. [71]
Soit (M, p,&,m) une variété presque de contact si N' = 0 alors,

N®@ = NG = vy — ¢

Exemple 1.2.1.
Soit S3 C R* et X = (z,y,2,t) € R
Prenons la paramétrisation suivante :

cosa cosf cosy
cosa cosf3 siny
cosa sinf3

S
Il
SR SIS ]
I

sino
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et utilisons le produit scalaire

~Jox ax
gij = 8_@’8_% )

nous trouvons la matrice associée a la métrique Riemannienne g

1 0 0
(gij)1<ijes = | 0 cos*a 0
0 0 cos?acos?f

Nous pouvons définir la 1-forme n comme suit :
n= Zazidyi —y'das' < n = xdy — ydo + z2dt — tdz.
i=1

Awvec la paramétrisation ci-dessus on a
e : 2 2
n= (smﬁ, — cos asin v cos 3, cos” a cos 6) .
Remarquer que

n Adn = —2cos®acos fda AdB A dy #0

c.a.d. la variété est de contact.
Calculons le champ de vecteur £, Posons

§ = &100 + £205 + &30,

et sachons que g(X, &) =n(X) on peut avoir

sin 3
—tan a cos 3
1

§

et nous pouvons facilement voir que n(§) =1

Calculons maintenant l’endomorphisme o, nous avons

{g(XmoY) = dn(X,Y)
2dn(X,Y) = XnY)—Yn(X)—n(X,Y])
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c.a.d.

9(X, oY) = 3 (Xn(¥) = Yn(X) — (X, V)

localement [’équation précédente donne,

o = %g’“ (82- (n(9;)) — 0 (n(aj)))

d’ou la matrice associé a @ est donnée par

0 —cos’acosf —cosasinacos®f3
(¢ij)1<ij<s = | cos B 0 — cos Bsin ,
tan a tan 3 0

et on peut vérifier que
' =—-I+n®¢E
Done, (S3,0,€, n,q) est une variété métrique de contact et nous pouvons vérifier que

nop=0, w&=0,  g(eX,pY)=g(X,Y)—=n(X)nY).

Vérifions maintenant que la structure (p,&,n) est normale. on a
N(X,Y)=N,(X,Y)+2dn(X,Y)¢,
Uexpression locale du N(X,Y') peut s’écrire sous la forme,
N = or(Onps — 0504) — £} (Onk — Oeph) + mk(056") — 1 (OkE?)
et avec des calculs simples on peut vérifier que N,ij =0 pour tous i, j,k € {1,2,3}.

Lemme 1.2.1. ([6], p 82)
Pour une structure métrique presque de contact (p,&,n,q), la dérivée covariante de ¢ est
donnée par,

20((Vx)Y,Z) = 3d®(X,¢Y,¢pZ) —3d®(X,Y,Z) + g(N(Y, Z), pX)
+ NOY, 2)n(X) + 2dn(¢Y, X)n(Z) — 2dn(Z, X)n(Y)

Preuve . Rappelons que la connexion Riemannienne V de g donnée par

29(VxY.Z) = Xg(Y,Z)+Yg(X,Z) - Zg(X,Y)
+9([X, Y], 2) + (12, X],Y) = g([Y; 2], X)
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et que la formule de d sur la 2-forme ® est

do(X,Y,Z) = %(X@(Y, Z)+Y®(Z, X))+ ZH(X,Y)
—CI)([X,Y],Z)—CI)([Z,X],Y)—@([Y,Z],X)).

alors

20(Vx@)Y,Z) = 29(VxeY,Z)+29(VxY,0Z)
= Xg(pY,Z) +¢Yg(X,Z) — Zg(X,pY)
+9([X,¢Y], Z2) + 9([Z, X], oY) — g([¢Y, Z], X)
+Xg(Y,0Z) +Yg(X,0Z) — 0Zg(X,Y)
+9([X, Y], 02) + 9([0Z, X],Y) — g([Y, pZ], X)

sachant que

2dn(¢Y, X) = oY (n(X)) = X (n(eY)) —n(lpY, X])
N, Z) = Ny (Y,2Z)+2dn(Y,2)¢

= QY. Z]+ oY, 0Z] — ¢ ([Y,0Z]) — ¢ ([¢Y, Z]) + 2dn (Y, Z) &
NO(Y,Z2) = (Lon) Z— (Lozn)y

= (Y, 0Z]) + oY (Z) — Zn(¢Y) —n([¢Y, Z]) — pZn(Y)

donc

20(Vxp)Y,Z) = 3d0(X,¢Y,0Z) —3d®(X,Y,Z) + g(NV(Y, Z),pX)
+NOY, Z)n(X) + 2dn (Y, X)n(Z) = 2dn(pZ, X)n(Y).

1.2.3 Variétés cosymplectique et coKahler

Structure cosymplectique :

Les variétés cosymplectiques ont été introduits par Libermann (voir [44], [45]).

Définition 1.2.9. [18/

Une structure presque cosymplectique sur une variété M de dimension impaire 2n + 1
est une paire (n,w), ot n est une 1-forme et w est une 2-forme telle que n A w™ # 0 (i.e.
forme de volume) sur M. Cette structure est dite cosymplectique sin et w sont fermés.

Si (n,w) est une structure presque cosymplectique sur M, le triple (M, n,w) est considéré
comme une variété presque cosymplectique.
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Structure coKahler :

Historiquement, les variétés coKéhler ont été définies par Blair dans [4].

Définition 1.2.10. [18/

Une variété presque coKdhler est une variété métrique presque contact (M*" 1 p.€.n,9)
de telle sorte que la 2-forme fondamentale w et la 1-forme n sont fermés (i.e. dw =0 et
dn=10).

Si, en plus, la structure presque contact est normale, on dit que M est une variété coKdhler.

Remarque 1.2.4.

Soient (M* 1 £ n, g) une variété presque de contact métrique et w la 2-forme fondamen-
tale.

On peut distinguer les classes suivantes, on dit que :

o M est cosymplectique si dw = dn =0 (i.e, w et n sont fermées),

e M est coKdhler si elle est normale et cosymplectique.

Théoréme 1.2.6. [5//
Soient (M, p,&,m, g) une variété presque de contact de dimension (2n+1) et V la connezion
de Levi-Cevita sur M. Alors on a :

M est coKhler <= pour tous X,Y € X(M): (Vxe)Y =0

Preuve .
Supposons que M une variété coKahler (i.e. d® =0,dn =0, et (¢,&,n) est normale)

(p,€,m) est normale = NW =0
— NO_NB® =NWD _

suivant le lemme (1.2.1), pour tous X,Y € X(M) on a,

20((Vxp)Y,Z) = 3d®(X,¢Y,pZ) — 3d®(X,Y, Z)
+g(NO(Y, Z),0X) + NO(Y, Z)n(X)
+2dn(eY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y')
— (),

donc
(Vxp)Y =0
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Pour l'inverse, supposons (Vx¢)Y =0 on a,

3dD(X,Y, Z)

alors d® =0

XY, 2)+Y®(Z,X)+ ZO(X,Y) — ®([X,Y], Z) — ®([Z, X],Y) — (Y, Z], X)
9(VxY,0Z) + g(Y,VxpZ) + g(VyZ,oX) + 9(Z,VypX) + g(VzX,¢Y)
+9(X,VzoY) —g(VxY = Vv X, 0Z) — g(VzX —VxZ,0Y)

—g(VyZ = VY, 0X)

0

et [, 0](X,Y) =0 = NO(X,Y) = 2dn(X,Y)§

Maintenant

NO(Y,6) = (Lan)(€)
—n([Y,€])
—9(&, Vv — VepY)
= g(§¢VeY)
— O’

dans le lemme (1.2.1) posons Z = &, on obtient dn(pY, X) =0, VXY
d’ott dn = 0i.e. NU =0 donc M est coKéhler. "

Proposition 1.2.4.
Soit (M, p,&,m,g) une variété coKdhler.
Alors pour tous X,Y,Z € X(M), ona : (Vxw)(Y,Z)=0.

ot w 2-forme fondamentale.

Preuve . On a

(Vxw)(Y.Z) = Xw(Y,Z) —w(VxY,Z) —w(Y,VxZ)

d’ou

Xg(Y,9Z) — g(VxY,0Z) — g(Y,oVxZ)
9g(VxY,0Z) 4+ g(Y,VxpZ) — g(VxY,0Z) — g(Y,pVxZ)
9(Y, (Vxp)Z)

- 0.

(Vxw)(Y, Z) = 0.
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1.3 Structure de Kenmotsu

1.3.1 Variété Sasakienne

Définition 1.3.1. /6]
Soient (M, p,&,n) une variété presque de contact et ® la 2-forme fondamentale. On dit
que M est une variété Sasakienne si & = dn et la triplet (,&,n) est normale.

Théoréme 1.3.1. [6/
Soit (M, p,&,m,g) une variéré métrique presque de contact, M est une variété de Sasaki

st et seulement si
(Vxp)Y =g(X,)Y){—n(Y)X

pour tous champs de vecteurs X, Y € X(M).

Preuve .
(=)Soit (M, p,&,n,g) une variété de Sasaki alors

®=dy, NIH =0, N2=0
Utilisant le lemme (1.2.1) avec ® = dn on a

29((Vx)Y, Z) = g(NO(Y, Z), 0X) + 2dn (@Y, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y)
= g((Vxp)Y, Z) = dn(¢Y, X)n(Z) — dn(pZ, X)n(Y) car NW =0

puisque
dn (X,Y) =g (X,9Y)
alors
g(Vxp)Y,Z) = g(oY,0XIn(Z) — g(0Z, X )n(Y)
= gY, X)n(Z) — g(X, Z)n(Y)
9(g(Y. X)€,Z) = g(n(Y)X, Z)
= g9V, X) —n(YV)X, Z)
d’ou

(Vxp)Y =g(X,Y)E—n (V)X

(«<=)Soit (p,&,n, g) une structure métrique de contact avec

(Vxp)Y =g(X,Y){—n(Y)X
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remplacent Y par £ on obtient

(Vxp){=n(Y){-X <= Vxp{—pVx{=n{Y){-X
— Vx{=—pX.

on a

dn(X,Y) =5 (9(Vx&Y) —g(VyE, X)) =g (X, pY)

N | —

et on sait que

No(X,Y) = ¢*[X, Y]+ [pX, 9] — p[pX,Y] - o[ X, ¢Y]

= ¢ (VxY = VyX) + (Vox¢Y — VoypX)
—p(VexY = VypX) — p(VxpY — Voy X)

= (VY = VyX) + (Vox9)Y + oVexY — (Voyp) X — pVey X
—pVuxY + o(Vyp) X + @*Vy X — p(Vxp)Y — 0*(VxY) + pVoy X

= (Vox@)Y = (Voye) X + o(Vyp) X — o(Vxp)Y

= 9(pX,Y)§ —n(Y)pX — g(Y, X)§ +n(X)pY
+pg(Y, X)§ — on(X)Y — 0g(X,Y)§ + on(Y)X

= —29(X,pY)¢
= —2dn(X,Y)¢
donc
N(X,Y)=N,(X,Y)+2dn(X,Y){=0
alors la structure (¢, &, 7, g) est de Sasaki. n

Exemples 1.3.1.

(1) La sphere d’unité S*" ' munie de la structure canonique (p,&,n,9) est une variété
Sasakienne, (voir l'exemple 1.2.1). Ensuite, par la déformation de Tanno [61] on a la
structure :

1
n = an, ¢ ==¢, ¢ = o, ¢ =ag+ala—1)namn, a€RT.

a

Alors nous pouvons obtenir une variété Sasakienne (S**1 ¢/ &' ', "), ([5], p 99).
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(2) E.Blair [8] a donné un exemple important d’une variété Sasakienne sur R*"+.

L dutyy 0 =y 0 35 0
9 = 3 0 dij 0 ; =1 —09; 0 0],
—y’ 0 1 0 4 0

) 1 i

1.3.2 Variété de Kenmotsu

Définition 1.3.2. Soient (M, ¢,&,n) une variété presque de contact et ® la 2-forme fonda-
mentale. On dit que M est de Kenmotsu sin est fermée (c.a.d. dn =10), d® =20 An et la
triplet (v, &,m) est normale.

Théoréme 1.3.2. [41] Soient (M, p,&,n,g) une variété presque de contact de dimension
(2n + 1) et V la connezion de Levi-Cevita sur M. On dit que M est de Kenmotsu si et
seulement si pour tous X,Y € X(M),

(Vx@)Y = g(pX,Y)§ —n(Y)pX.

De plus, on a la notion la plus générale d’une structure S-Kenmotsu, qui peut étre définie
par
(Vxp)Y = B(9(¢X. Y)E = n(Y)pX),

ol [ est une constante non nulle.

Exemple 1.3.1. /8] Soit (z,y, z) les coordonnées cartésiennes sur R® on pose

n=dz, &= %, ® = —2e¥dx Ndy, g = e*(dz®+ dy?®) + dz*

Alors, la variété (R, ¢,n,&, g) est une variété de Kenmotsu.

1.4 Structure trans-Sasakienne

1.4.1 Variété trans-Sasakienne

Définition 1.4.1. [52/, [48],[49] Soient (M*"*1 p,£,n,g) une variété métrique presque de
contact et ® la 2-forme fondamentale. On dit que M est trans-Sasakienne si et seulement si
elle est normale et

dn=a®, do=25P An, (1.4)
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ol a = %5@(5) et B = %dz’vg sont des fonctions différentiables sur M et 6® est la codiffé-
rentielle de ® (la divergence)(voir [49], page 17) définie par :

2n

6(X) = = 3 ((Vei®)(ei, X) + (Vo @) 61, X) ) = (Ve (€, X),

i=1
avec {eq, ..., en, €1, ..., pen, £} une p-base locale d’un ouvert quelconque de M.

Théoréme 1.4.1. /6]
Soient (M, p,&,m, g) une variété presque de contact de dimension (2n+1) et V la connezion
de Levi-Cevita sur M. On dit que M est trans-Sasakienne si et seulement si pour tous X,Y €
xX(M),

(Vx)Y = a(g9(X,Y)§ = n(Y)X) + B(g(¢X,Y)§ = n(Y)pX)

ou « et B sont des fonctions différentiables sur M, et on dit aussi que la structure trans-
Sasakienne est de type (o, ).

En particulier, la structure est normale en plus,

—sia=1et =0, la structure est dite Sasakienne,

— sia € R* — {1} et 8 =0, la structure est dite a-Sasakienne,
— sia=0et =1, lastructure est dite de Kenmotsu,
—sia=0,et §€R*— {1} la structure est dite f-Kenmotsu,
— si o = [ =0, la structure est dite cosymplectique.

Proposition 1.4.1. [6] Soit (M, p,&,n,g) une variété trans-Sasakienne. Pour tous X,Y, Z €
xX(M),
Vi€ = —apX + B(X —n(X)E),

(Vxn)Y = —ag(pX,Y) + B(g(X,Y) = n(X)n(Y)),
(Vx®)(Y, Z) = a(g(X, Z)n(Y) = 9(X,Y)n(Z)) = B(9(X. 0Z)n(Y) — g(X, pY)n(Z)).
Remarque 1.4.1. D’aprés la proposition 1.4.1 on peut trouver :
(Vx®)(Y,§) = —a, (Vxn) X = —8.
Pour X orthogonal 6 & et g(X,X) =1, on a
0P(€) = 2na, on = —2np.

Exemple 1.4.1. [6] Soit (z,y,z) les coordonnées cartésiennes sur R® on pose

=5 n =dz — ydx
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-1 0 ee+y? 0 —y
p = 1 0 O , g = 0 ez 0
0 —y O -y 0 1
Utilisant
2n
6(X) = =D ((Ve®)(es, X) + (Vo )61, X) ) = (Ve@) (€, X)),
=1
et
2n
==y ((Vein)ei + (V¢ei77)90€i>7
i=1
on trouve
0P(&) = —e*, on = —1 et (R® p,&,n,9) est une variété trans-Sasakienne de type
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1.5 Meétriques sur variété Riemannienne produit

Dans ce chapitre, nous allons rappeler la notion d'une variété Riemannienne produit,
ainsi quelques types de métrique Riemannienne citons la métrique diagonale, la métrique
produit tordu et la métrique produit tordu D-homothetique.

Nous nous intéressons a une généralisation de tels dernier métrique produit appelé mé-
trique produits bi-tordu D-homothetique (D-homothetic bi-warping) (voir [11, §]).

1.5.1 Meétrique diagonale sur variété produit

Définition 1.5.1. Si (M, g1) et (M, g2) sont deux variétés Riemanniennes de dimension
ny et ng respectivement, alors le tenseur g = g1 + 7592 est une métrique Riemannienne
diagonale sur M; x M telle que

g<<X1>O)7(YI>O)) = gl(XbY’l)Oﬂ'l
9((0, X2),(0,Y2)) = g2(X2,Y2) 0m
g((XhO)v(OuXQ)) = 0

pour tout X1,Y) € X(M) et Xo,Ys € X(My).
avec les projections canoniques : mw @ My X My — My et o : My X My — Mo.

la matrice associé a g s’écrie sur cette forme,
(glij) : 0

0 (gQab)

Définition 1.5.2.
La variété Riemannienne (My x Ms, g) est dite variété Riemannienne produit.

Proposition 1.5.1. Soient M, et My deux variétés, alors pour tout (r1,x9) € My X My on
a:
T(xl,xz)Ml X M2 = Tlel X TIQMQ.

1.5.2 Meétrique tordu sur variété produit

Définition 1.5.3. Soient (M, g1) et (Ma, go) deux variétés Riemanniennes de dimensions
ny et ny respectivement, et f une fonction strictement positive sur M.

Le produit tordu noté M, x My est définie comme étant la variété produit My x My munie
de la métrique g, donné par :
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§=mig+ (f om)’m3g:, (1.5)

Le couple (My X ¢ M, §) s’appelle variété Riemannienne produit tordu et f s’appelle
la fonction de distorsion du produit tordu .

Autres types de métriques tordu

Définition 1.5.4.
Soient (M, g1) et (Ma,g2) deux variétés Riemanniennes. On défini sur la variété produit
M =M, ., X4, My la métrique par :

9= fiq1+ f{go

alors,

- Si fy € C®°(My) et fo =1 on dit que G est une métrique produit tordu.

-Si fi € C®(M) et fy =1 on dit que G est une métrique tordu généralisé.

- Si f1 € C®(My) et fo € C°(My) on dit que g est une métrique tordu doublé.
- Si f1, fo € C®(M) on dit que § est une métrique tordu doublée généralisée.

1.5.3 Meétrique tordu D-homothetique

En géométrie classique (Euclidien), une homothétie est une application ponctuelle carac-
térisée par un point invariant appelé centre et un réel appelé rapport. Par I'homothétie de

— R
centre O et de rapport k, le point M est transformé en un point M’ tel que OM = k.OM.

En d’autres termes, I'homothétie laisse O fixe et envoie le point M sur un point M’ si-
tué sur la droite (OM) par un agrandissement ou une réduction de rapport k. L’homothétie
correspond donc & un changement d’échelle des figures, c’est a dire L’homothétie est une
transformation géométrique qui permet d’agrandir ou de réduire une figure selon un rap-
port d’homothétie k£ et un centre O.

Dans cette section, nous donnons les définitions de la métrique tordu D-homothétique et
la métrique bi-tordu D-homothétique sur la variété produit M = M’ x M

Pour plus détails voir ([11],[8]).

1.5.4 Déformation D-homothetique
Définition 1.5.5. [61], [8]



1.5 Meétriques sur variété Riemannienne produit 46

La notion de la déformation D-homothétique ou déformation 2n-homothétique sur une
variété métrique de contact (M*" 1 0, € n,q) a été introduite par Tanno [61] ou D est la
distribution définie par n = 0. Donc pour une structure métrique de contact (p,&,n,g) et une
constante positive a, la déformation donnée par :

_ _ = 1 _
p=y,  m=ay, =& g=agtala—1nen, (1.6)
est aussi une structure métrique de contact, (g appelé métrique D-homothétique).

Par méme principe, pour une structure métrique presque de contact (¢, &, 7, g), la défor-
mation

_ _ - 1 _
P=w. M=, {=3& g=a’g+ Bnan,

est aussi une structure métrique presque de contact si \* = o + 32 (condition de compa-
tibilité) ou «, 5 et A sont des constantes non nulles.
Posons o? = a? et %2 = a*(b?* — 1) o A = ab # 0, on a la déformation

=y, q[=aby, E=— g=dg+a > —1nemn. (1.7)

Ce qui permet & G.Beldjilali et M.Belkhelfa de poser la définition suivante (voir [11]) :

1.5.5 Meétrique bi-tordu D-homothetique

Définition 1.5.6. [11]
Soient (M'™, g') une variété Riemannienne et (M*"T1 o, £, n, g) une variété métrique presque
de contact. La métrique bi-tordu D-homothétique sur M = M’ x M est définie par

g=g+ g+ (K= (1.8)

ot f et h sont deux fonctions différentiables sur M’ vérifiant fh # 0 partout.
De plus, le couple (M, §G) s’appelle variété Riemannienne produit bi-tordu D-homothétique.

Remarques 1.5.1.
e [n particulier, si h = £1 alors on a une métrique produit tordu et si h = £+ f nous obtenons
une métrique produit tordu D-homothétique de Blair [8] .
e Dans le cas ot M’ = T C R un intervalle ouvert et (M*" "' o & n,g) une variété mé-
trique presque de contact. On défini sur le produit M = 1 x M La métrique bi-tordu D-
homothétique g par,

g=di* + fPg+ fA(R* = )n 1. (1.9)

Les champs de vecteurs sur I x M?" ™! sont donnés par (ad;, X) ot X est un champs de vec-
teurs sur M*" t la coordonnée de T ( avec 0; = %) et f,h deux fonctions sur I telle que
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fh#0.



chapter 2
Géométrie Kahlérienne généralisée

En géométrie généralisée on travail non pas sur le fibré tangent d’'une variété différen-
tiable M, qui noté T'M mais plutot sur la somme du fibré tangent et du fibré cotangent,
que nous noterons par TM = TM & T*M, ce fibré est appelé le fibré de Pontryagin ou le
fibré tangent généralisé sur la variété M avec la somme de Whitney TM & T*M des fibrés
tangent et cotangent. En ce qui concerne la géométrie complexe généralisée est une partie de
la géométrie généralisée dont la variété différentiable M est de dimension 2n, ot nous allons
concentrer notre étude sur les structures Kahlériennes généralisées.

Les structures complexes généralisées ont été introduites par Nigel Hitchin, et ensuite dé-
veloppées par ses étudiants Marco Gualtieri (|28], 2003) et Gil Cavalcanti (|16], 2006). Ceci
nous conduit & une notion qui unifie les structures presque complexes et les formes symplec-
tiques classique.

Nous remarquons que les structures complexes généralisées sont en correspondance biuni-
voque avec les couples de structures de Dirac. Nous allons étudier aussi la transformation
de ces structures a travers d’une application exponentielle de transformation.

Dans ce chapitre, nous serons baser aussi sur la construction d’une structure Kéhlérienne
généralisée a partir d’'une structure bi-hermitienne classique suivant le Théoréme de
Marco Gualtieri (|28]).

Afin, nous arrivons a définie une métrique Riemannienne sur une variété Kéhlérienne
généralisée qui s’appelle métrique Riemannienne généralisée, avec plein des exemples
bien détaillés.

2.0.6 Introduction :

Soit M une variété différentiable de dimension n.
Nous considérons le fibré TM :=TM @& T*M muni de deux opérations suivantes :

1. ) Une pseudo-métrique naturelle bilinéaire symétrique et non dégénérée de signature
(n,n) définie par :



2.1 Structures presque complexes généralisées 49

1
<X+a,Y+p5>= §(ixﬁ+z’ya).

XY €T(TM) et o, B € D(T*M)

2. ) Un crochet de Courant qui définie par la formule suivante :

(X 4+, Y + Bl = [X, Y]+ £xf — Lya — %d(ixﬁ —iya).

Pour tous X + o, Y + 5 € I'(TM & T*M),
ol : £y est la dérivé de Lie dans la direction du champ de vecteur X, et ix est le produit
intérieur.

Remarques 2.0.2.

e Remarquons que sur les champs vectoriels, le crochet de Courant |[.,.]. se réduit au
crochet Lie [.,.], en d’autres termes, si, m: TM & T*M — TM est la projection naturelle :
m([A4, Ble) = [7(A),7(B)], (2.1)

pour tous A, B € I'(TM & T*M).
D’autre part, sur les 1-formes, le crochet de Courant est nul.
Le crochet de Courant n’est pas un crochet de Lie, puisqu’il ne satisfait pas l’identité de Jacobi.

o L’opération <,> n’est pas une métrique Riemannienne (voir la Remarque 4.3.1).

2.1 Structures presque complexes généralisées

les structures presque complexes généralisées sont des extensions naturelle des structures
presque complexes et symplectiques classiques. Elles ont introduites dans les travaux de : |
Nigel Hitchin, Marco Gualtieri ...

Définition 2.1.1. /28] Soit M une variété différentiable de dimension 2n.
Une structure presque complexe généralisée sur M est la donnée d’un endomorphisme J de
TM tel que :

) JP=—Id
ii) J préserve la pseudo-métrique < .,. > c’est a dire : (J*+ J =0).
tel que :

<JAB>=<A,J*B >, pour tout : A=X+a €l'(TM),et B=Y +nel'(TM)

Définition 2.1.2. [70]
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L’endomorphisme J T'M &T*M — TM & T*M peut étre représentée par une matrice
dont les quatre bloc carrés sont : o, 0, —p*, clest a dire

i
(e
“7_(9b —90*)

tels que ces applications sont définis comme suit :

1) o : TM — TM, champ de tenseur de type (1,1) tel que :

o T*M — T*M, avec : p*a= o p

(c’est a dire : (p*a)(X) = a(p(X)) VX € TM et Va € T*M.)
2) 7 un champ bivecteure sur M tel que :

atT*M — TM, avec : B(r*a) = 7(a, B), Vo, 8 € T*M.
3) 0 2-forme différentiable sur M tel que :

0 :TM — T*M,  avec : (°X)(Y)=0(X,Y), VX,Y € TM.

vérifiant des conditions suivante :
1. * +7f° = —Id
2. ort = 7l
3. 0p =y
Remarques 2.1.1.
- Les structures presque complexes généralisées va définie sur les variétés de dimension paire.

- Sur le fibré vectoriel complezifie (TM @& T*M)¢, On a pour J deuz valeurs propres 41, —i.
Nous allons définir des fibrés vectoriel complexes suivantes :

LT={X+ae(TMa&T*M)¢: J(X+a)=iX+a)}
L ={X4+ae(TMaT*M)c: T(X+a)=—i(X+a)}

tel que L™ est +i-fibré propre et L™ est —i-fibré propre.
Nous avons une décomposition naturelle :

(TM®TM)g:=L"® L~
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2.1.1 Application de transformation

Définition 2.1.3. /28]
Soit B € Q*(M) Une 2-forme.
L’application linéaire €® est définit par :

B TMeTM — TMOT*M
X+¢& — X+E&+4u0xB

tel que tx le produit intérieure.

. o ) 1 0
On peut définie cette application par une matrice : eB = ( B 1 )

Lemme 2.1.1. [9/

<X+EY+n>=<X+E+1xBY +n+1wyB >, VX, Y eTM  Vé&neT*M.

Preuve .
pour X, Y € TM et pour &,n € T*M

< X4E+ixBY 4+n+uB> — %(é(Y)nLLXB(Y)+n(X)+oyB(X))

_ %(g(y) + B(Y,X) +n(X) + B(X,Y))

- %(g(y) + B(Y, X) +n(X) - B(Y, X))

= ) + (X))

= < X+&EY +n>

2.1.2 Exemples

Exemple 2.1.1. [24]
Une structure presque complexe J sur M définit la structure presque complexe généralisée

J 0
Ji = ( 0 —J* )
ou J* est l'adjoint de J,

(te: J* : T*M — T*M avec : J*(a)(X) = aJ(X) VX € TM et VYa e T*M).
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Vérification

Premiére condition :

Ji=—1d?
On a
J: = TJy
B J 0 J 0
N0 —J 0 —J*
B J:2 0
B 0 (J%)?
—1d
= 0 car (J9)?(a) = J*J*(a) = J* (o)) = aJ? = —a
0 —Id
= —Id
Car :
J est une structure presque complexe (c’est a dire :J? = —T).

J* est une I'application adjoint de J (c’est a dire :(J*)? = —1).

Deuxiéme condition :

Jr+J; =07
Cherchons a J7 'adjoint de J;.
J 0
O : =
na ._7] (O —J*)
Soit A=X+&e€eTM, B=Y+4+neTM,

J;A:(g _?;*)(?)Z(—Jj*(s)

(JiA,B) = (JX =J°Y +n)
1

= S-TEY) (X))
= SE=TY)+ (X))

= <X+&E-JY +Tn >

(7 1)()-

= <A7t7jB>

tel que J; = ( _OJ 5)* ) =T
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Alors J;+J; =0.
Donc la structure presque complexe J sur M définit une structure presque complexe généra-
lisée J;.

Exemple 2.1.2. [24]
Une structure presque symplectique w sur M définit la structure presque complexe géné-
ralisée

Vérification
Premiere condition :

Ji}=—Id?
Rappelons que une structure presque symplectique w est non dégénérée,c’est a dire I'inverse
—1 .
w™ " existe .

On a

jﬁ - jij

- (e

Deuxiéme condition :

cherchons a J I’adjoint de 7.

1
Ona:jw:(o w )
w 0

Soit A=X+¢e€eTM, B=Y +necTM.
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' (0 —wt X\ [ —w
e ()5

<JAB> = <—wl'€+wX,Y+n>
1

= S@X(V) +n(—w1¢)

= WY (X) + €M)

= < X+&wlin—wY >

- <xve( 2 ) (V)>

= <A J,B>

-1
tel que J* = ( 0 wo ) - -7,
—Ww

Alors J, + J; = 0.
Donc la structure presque symplectique w sur M définit la structure presque complexe géné-
ralisée 7.

Exemple 2.1.3. [2/]
Toute 2-forme B sur M définit l’application orthogonale suivante :

B-TMeTM — TMOT M
X+4+¢6 — X+E+.0xB

Si J est une structure presque complexe généralisée sur M alors e B JeP est aussi.

Vérification

Soit J est une structure presque complexe généralisée i.e : J2 = —Id et J*+ J = 0.

Premiere condition :

(e BJeP)? = —id?
On a

(e—BjeB)Q — (B_B)2j2(63)2
(e7P)*(~1d)(e")

_2B2B
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deuxiéme condition :
(e BTeB) + (e BTeP) =07
cherchons a (e7BJeP)* I'adjoint de (e 2 JeP).

on trouve :

<eBIBX+E),Y+n> = <TP(X+6),e5(Y +n) >
<eB(X +6),TEY +1) >
<P (X +¢),-Te’(Y +n) >
<X +&—e BTl +1) >
= <X+ (BT (Y +n) >,

alors (e BJeP) + (e BJeP)* = 0.
Donc e B Je® est une structure presque complexe généralisée sur M.

Proposition 2.1.1. [28/
Une variété différentiable M admet une structure presque complexe généralisée si et seulement
st elle est de dimension pair.

Proposition 2.1.2. [28/
Une structure presque complexe généralisée J sur M équivalent a donner des sous-espaces
isotropes mazimaux LY, L~ C TM ® C tel que L™ N L™ = {0}.

Preuve . 28]
Si J est une structure presque complexe généralisée, alors soit Lt son +i-espace propre a
(TM & T*M).
siA,Be Lt < A B>=< JA,]B > par orthogonalité¢ et < JA,JB >=<1A,iB >= — <
A, B >, implique que < A, B >= 0.
Par conséquent, LT est isotrope et demi-dimensionnel, c’est & dire isotrope maximal.
Aussi LT est le +i-espace propre de J donc L™ N L~ = {0}.
Réciproquement : étant donné comme il suffit de définir 7 a la multiplication de i sur L™ et
par (—i) sur L™,
Cette transformation réel définit alors une structure presque complexe généralisée sur M. =

2.1.3 L’intégrabilité de structure presque complexe généralisée

Définition 2.1.4. /28]
Une structure presque complexe généralisée J sur M est intégrable si et seulement si ['une
des conditions sutvantes est vérifiée :

1. Le tenseur de Nijenhuis Ny définit par :

Ny(ey,eq) = [Ter, Teale+T?[er, ea)e—T[Ter, ea)e—T [e1, Tea]. Ver,ex € D(TM&T*M)
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est nul sur TM

2. L’une des sous-espace propre LT de J dans TM @ C associée a la valeur propre +i, est
stable par crochet de Courant.

Définition 2.1.5. /28]
Toute structure presque complexe généralisée intégrable sur M, alors elle est simplement ap-
pelée une structure complexe généralisée.

Définition 2.1.6. /28]

Toute structure presque complexe généralisée intégrable sur M dont les fibrés associent L™ et
L~ sont simultanément stable par le crochet de Courant. Alors, cette structure est appelée la
structure complexe généralisée forte.

Exemple 2.1.4.
Soit w une structure symplectique sur M. Alors :

.
jw:(o ‘(‘; ):TM@T*M—>TM@T*M
w

est une structure complexe généralisée, tel que :
L* = {X Fiuxw| X € TM¢}

Vérification
» Vérifiant que ’espace propre de J,, dans TM @ C associé a la valeur propre i est donné par :

LT ={X —itxw | X € TMc}

On a : 1 est une valeur propre de [J,, c’est a dire l’espace propre de [J,, dans TM @ C associé
a la valeur propre i est définie par :

LT={X+a)e TM | T,(X +a) =i(X +a)}

tel que X + « est une vecteurs propre de [J,, associée a la valeur propre i.

Lt = {<X+a>€TM’<B _%)(i)_(ij)}

_ {(X+a)eTM]<_Z);a):(Z£)}

= {(X+a)eTM | X =iw'a,a = —iwX}
= {X —iwX | X € TMc}
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» Vérifiant que LT est stable par le crochet de courant |.,.]|c.
Rappelons que : Lixyja = £xLya — LyLxa, et yxyja = Lxiya — iy Lxa.
Soit X —irxw, Y —ityw € LT ;

—

(X —ixw, Y —iywle =

|+ £x(—ityw) — £y (—itxw) — %d(bx(—ibyw) — 1y (—iLxw))

— ifx(Lyw> + ’ify(bxbd) + %d(bxbyw — LyLXw)

— i£XLyw + ’ifybxw + idbxbyw

— ifoyw + i(fybxw + dbxbyw)

— i€ xtyw +i(diytxw + tydixw + dixiyw)

— i£XLyw + ’ibydbxu)

— ifoyw + iLy(dLXw + Lyd(.x.))

— ’ifxbyw + iLnyw

— i(fxbyw — Lyfxw)

o le T T o T T T I B
N R oKX

— — — — — — — — —

- Z'L[X,y}w.

car w est fermé c’est a dire dw = 0 Alors pour toute X —itxw,Y —ityw € L, [X —itxw,Y —
itywle C L
donc J, est une structure complexe généralisée.

Exemple 2.1.5.
Une structure presque complexe généralisée

J 0
j‘]:(o —J*)

est intégrable si et seulement si la structure presque complexe J sur M est intégrable
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Vérification

NJJ(X—FOé,Y‘i‘?])

[(TH(X + ), T;(Y +0)]e + (T)?*[X + o, Y + 9], — Ty[TH(X +a),Y +1l.
T X +a, T5(Y + 1)l

() R () (i 2502,
(5 ()

X, IY] 4 Lyx(—Tn) — Lov(~Ja) = Zd(~Tn(IX) + J'a(JY)

X, Y]~ Lxn+ Lya+ Sdn(X) - a(Y)

TUX Y]+ T (Lyxn — Ly(=T'0) = sd(n(JX) + T*a(Y)

TIXIY] 4 T (Lx(—T*n) — Lave = Zd(~T'n(X) = a(JY)))

[JX,JY] = [X,Y] = J[X,JY] = J[X,JY] + Ljo(=T*n) + T Lx(=Jn) — Liyv(—
T Ly(=Ja) = (=0 (JX) + @l (JY) = 3d0(X) = a(Y) = Lxn+ J*Loxn -

T Lpva— Sd(n(TX) — Sd(Ta(Y)) ~ Sd(~Tn(X)) ~ Jd(a(IY)

2
— L dn(IX)) + d(@ (Y) + d(~nJ (X)) + d(a(JY)
0

D’ou une structure presque complexe généralisée Jj est intégrable ssi la structure presque

complexe J est intégrable, dans ce cas on dit que Jj est une structure complexe généralisée.

cas ;o Variétés symplectiques
Variétés complexes Variétés kahlériennes >

Variétés complexes généralisées

FIGURE 2.1 — Construction des variétés complexes généralisées [46].
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2.2 Structures de Dirac

2.2.1 Structures presque de Dirac

Définition 2.2.1. [68]
Une structure presque de Dirac sur M est un sous-fibré L du fibré vectoriel TM & T*M qui
est isotrope maximal par rapport a < .,. > ie :

1. dimL = dimM = 2n
2. <ep, e >=10 Vel,eg € F(L)

Définition 2.2.2. [68]
Une structure presque de Dirac L C TM @& T*M est appelé une structure de Dirac sur M si
Uespace T'(L) des sections différentiables est stable pour le crochet de Courant.

Le Jacobien (The Jacobiator) est un opérateur tri linéaire qui mesure le défaut (le non-
respect) de satisfaire I'identité de Jacobi :

Jac(A, B,C) = [[A, B, Cle + [[B, Cle, Ale + [[C, Ale, Bl (2.2)

ou A, B,C € C®(TM & T*M). Le Jacobien peut étre considéré comme la dérivée d'un
I'opérateur Nijenhuis :

Proposition 2.2.1. [28/

Jac(A, B,C) = d(Ny;(A, B, C))

ot N;; est l'opérateur Nijenhuis :
1
Ni;(A,B,C) = §(< A, B].,C >+ < [B,C|.,,A >+ < [C, A]., B >)

avec < .,. > le produit scalaire sur T'M @& T*M qui présenté dans la section précédente.

Preuve .
Pour prouver ce résultat, nous introduisons le crochet Dorfman par 'opération o sur TM qui
n’est pas antisymétrie, mais il est antisymétrie pour le crochet de Courant :
(X +a)o (Y +n) = [X,Y] + Lxn — tyda
La différence entre les deux crochet est donnée par :

[A,B]. = AoB—-d<A/B> (2.3)
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donc on obtient :

[A,B]. = AoB—-d< A B>
1
= [X,Y]+ Lxn — tyda — =(diya + dixn)

2
1
= 5(2[X, Y] +2Lxn — 2tyda — diya — duxnm)
1
= (X Y]+ Lxn = wyda = ([Y, X] + Lya = 1xdn))

- %(A oB— BoA)
L’avantage du crochet Dorfman est qu’il satisfait la régle Leibniz :
Ao(Bo(C)=(AoB)oC+ Bo(Ao()
qui est facilement prouvé, on pose : A=X+a, B=Y +n, C=2Z+€TM

(AoB)oC+Bo(Ao(C) = [[X,)Y]Z]+[Y,[X,Z]] + Lixv)8 — tzd(Lxn — tyda)
+ Ly(LxB — tzda) — ixy)dn
= [X,[Y,Z]| + LxLyB — Lxtzdn — Lytzda + tzdiyda
(XY, Z]) + Lx(Ly B — tzdn) — ty,zdo
= Ao(BoC()

On note maintenant que :

[A4,B].,C]. = [A,Bl.oC—d<[A,B].,C >
(AcB—d< A,B>)o(C—-d<]|AB],C >
= (AoB)o(C—-d< A, B, C>

ol nous pouvons utilisé le fait que p o C' = 0, lorsque p est une 1-forme fermée.
Enfin, nous exprimons le Jacobien (Jacobiator) comme suit (c.p. : indique les permutations
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cycliques) :

Jac(A,B,C) = [[A, Bl C].+ c.p.

= i((AoB)oC—C’o(AoB)—(BoA)oC+Co(BoA)+c.p.)

[(A0(BoC) = Bo(400)~Co(A0B)~Bo(AoC) + Ao (BoC)+Co(BoA)-
= ((Ao(Bo0)~Bo(40C) +cp)

- i([[A,B]cC]c +d < [A,B].,C > +cp.)

_ %(JGC(A, B,C) + 3d(Ny;(A, B,C)))

Ce qui implique que :
JCZC(A, B, C) = d(NU<A, B, C))

Proposition 2.2.2. [28/
Soit L un sous-fibrés vectoriel de TM qui est isotrope mazimale. Alors, les propriétés suivant
sont équivalent :

1. L est stable (involutive)
2. (Nij)\L =0
3. Jac,, =0

Preuve . Si L est stable alors il est claire que (V;;),, = 0, et puisque :
JCZC(A, B, C) = d(NZJ(A, B, O))
ce qui implique que Jac, = 0.
Reste a démontrer est que Jac,, = 0, implique que L est stable :
Supposons que Jac,, = 0, mais L n’est pas stable. Alors, 3A, B,C € I'(L) tel que :

< [A,B].,C >#0

Alors, Vf € C>®(M)

0= Jac(A, B, fC) = d(Ny;(A, B, fC)) = = < [A, B.,C > df

Ll —

est une contradiction, alors L est stable. [
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2.2.2 Exemples sur les structures de Dirac

Exemple 2.2.1.
Considérons 'automorphisme de T M & T*M définie par :

I 0
on(O —I)

Les fibrés propres correspond a les valeurs-propres X = F1 sont T M et T* M.
Vérification

Cherchons les fibrés propres correspond a les valeurs propres A = £1 :

LY ={X+a/J(X+a)=X+a}

={X+a/X—a=X+a}

— [X/X € TM}

— (T M)
L"={X+a/J(X+a)=—(X+a)}

={X+a/X—-—a=-X—a}

={a/a e T"M}
— I(T*M)
On a:
1. dimL*™ =2n

2. Vel, €2 € F<L+) < ep,69 >= 0

Alors, Lt est une structure presque de Dirac.
De plus :
le1, €] = [e1, 2] C T(TM)Vey,es € T(LT)

Donc, LT est une structure de Dirac (méme chose pour L~ ).

Exemple 2.2.2.
Considérons le fibré automorphisme de TM & T*M définie par :

0 w!
jw:(w 0 )

tel que :w est une structure symplectique, les sous-fibrés :
L* ={X +1xw/X € TM}

sont des structures de Dirac.

Vérification : cherchons les fibrés propres correspond a les valeurs propres A\ = +1 :
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LY ={X+aeTM/J(X +a)=X +a)
:{X+a€’]I‘M/<ww;(a):<§)}

:{(w);>/X€TM}

= {X + 1xw/X € TM}
L ={X+aeTM/T,(X +a)=—(X +a)}

:{X+04€’]I‘M/(ww;(a): < ji)}
:{( _fX)/XeTM}

={X —xw/X € TM}

1. On a :
(a) dimL*™ =2n
(b) Vei,eo € T'(LT)

<ene> = < X4 1xw, Y+ iyw >

= v x) rwx, )

2
1

= W X) —w(Y, X))

2
= 0

Alors, L™ est une structure presque de Dirac.
De plus :

(X +ixw, Y + yw], =

Donc, L est une structure de Dirac.
2. Ona:

(X, Y]+ Lxiyw — Lytxw+ %d(—wa(Y) + tyw(X))
(X, Y]+ Lxiyw — Lytxw — dixiyw

(X, Y]+ Lxiyw — diytxw — tydixw + dixtyw
(X,Y]+ Lxiyw — tydixw (car : dw =0)
(X, Y]+ Lxiyw — vy (dixw + txdw)

(X, Y]+ Lxiyw — 1y Lxw

(X, Y]

+ LX,Y|W c Lt
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(a) dimL~ =2n
(b) Vey,eo € I'(L7)

<ep,eg> = <X —ixw,Y —iyw >
1

= (Y, X) —w(X,Y))
1

= 5(W(X7Y)—W<X,Y>>
=0

Alors, L™ est une structure presque de Dirac.
De plus :

(X —ixw,Y —iyw]. = + Lx(—tyw) — Ly (—ixw) + %d(bxw(Y) — yw(X))
— Lxtyw + Lytxw + dixtyw

— Lxtyw +diyixw + tydixw + dixtyw

— Lxtyw + tydixw (car : dw =0)

— Lxtyw + ty(dixw + txdw)

— Lxtyw + ty Lxw

LSS R
o e

—x,y)w C L~

Donc, L™ est une structure de Dirac.

Exemple 2.2.3.
Considérons le fibré automorphisme de TM & T*M définie par :

P 0
]P:
(o )

tel que :P est une structure para-complexe (i.e. P TM — TM avec P* = Idry, P # +1d
et les deux espaces propres, Ker(Id £+ P) ont le méme rang et sont involutives )
le +1-sous-espace propre LT de P est donnée par :
L* = Ker(P F Id) © Ann(Ker(P F 1d))

sont des structures de Dirac.

Vérification

» Vérifiant que ’espace propre de P dans TM ® C associée a la valeur propre 1 est donné
par :
LT = Ker(P — Id) ® Ann(Ker(P — Id))
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On a : 1 est une valeur propre de P c¢’est a dire ’espace propre de P dans TM & C associé a
la valeur propre v est définie par :

L' ={X+acTMP(X +a)=X +a}

tel que X + « est une vecteurs propre de P associée a la valeur propre 1.

On a:

: { P= 1d
i.e

Pa= «
) P—-1Id= 0
i.e
(P—Id)a= 0

Donc l’espace propre de P dans TM ® C associé a la valeur propre +1 est donné par :
Lt = Ker(P — Id) ® Ann(Ker(P — Id))

est une structure de Dirac.

» Vérifiant que l’espace propre de P dans TM ® C associé a la valeur propre 1 est donné par :
L™ = Ker(P+ 1d) ® Ann(Ker(P + 1d))

On a : —1 est une valeur propre de P c’est a dire l’espace propre de P dans TM & C associé
a la valeur propre —1 est définie par :

L ={X+aecTMP(X +a)=-X —a}
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tel que X + a est une vecteurs propre de P associée a la valeur propre —1.

On a:

(5 50 - ()
() = ()

] = —Id
i.e
—aP = —a

ie P+ 1d= 0
' a(P+1d)= 0

Donc l’espace propre de P dans TM & C associé a la valeur propre —1 est donné par :
L™ = Ker(P+ Id) ® Ann(Ker(P + Id))

est une structure de Dirac.

2.3 Structures Kahlériennes généralisées

Soit Jj, J, les structures complexes généralisées issus d’une structure complexe J et
symplectique w (voir les exemples (2.1.1) et (2.1.2)). On voit que la condition que g :=
—w(., J.) soit symétrique est équivalente a J;7, = J.,Jy, et la condition g > 0 équivalente a
< —-TJ;Ts.,. > > 0. Ces observations ménent & la définition suivante due a M. Gualtieri.

Définition 2.3.1. /28]

Une structure (presque) Kdhlérienne généralisée sur M est une paire (Jy, J2) de struc-
tures (presque) complexes généralisées qui sont commutent (ie :J1Jo = JoJ1) et telles que
G = —N1J> est une métrique définie positive sur TM (ie : la forme bilinéaire < —J1Jo.,. >
est définie positive), qui appelé la métrique de Kdhler généralisée.

Exemple 2.3.1.

Soit (M, J,w, g) une structure kihlérienne classique, c’est-a-dire une structure complexe J,
une structure symplectique w et une métrique Riemannienne g telles qu’on ait le diagramme
commutatif :de telle sorte que le diagramme suivant commute
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La métrique Riemannienne g sur T'M s’étend en une métrique sur TM. En identifiant
TM et T*M grace a la pseudo-métrique < .,. >, la métrique g peut étre vue comme un

0 -1

endomorphisme : G = ( gO ) de TM. Comme J;T, = J.J; = —G, la paire (T;, T.)
g

est une structure Kdhlérienne généralisée sur T M

Vérification :

1. \7]\7&) - jij

J 0 0 —w!
Jrda = (0 —J*)(w 0 >
B 0 wltJ*
N wd 0

= jij

Alors (Jy, J.,) est une structure Kihlérienne généralisée sur TM
2. G ="

G = _ijw
B 0 Jwt
B Jw 0
_ (09
= g 0
Exemple 2.3.2.

De toute structure Kihlérienne généralisée(J1J2), et tout B 2—forme fermé :
(J)B(J2)B) = (eBJre B, eB Joe™B) est une structure Kihlérienne généralisée
Application :

(TINE(T)P) = (eBTje B, eBT,e B) est une structure Kihlérienne généralisée tel que :

J 0 0 —w!
jj:(o —J*)’ jw:(w 0 )

Vérification :
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1. (TP (J)" = (J.)°(T1)°

J 0 w B —w!
B B _

SORCOME ( BJ+JB —J* ) ( w+ Bw B —Buw! )
B Jw B —Jw™t
=~ \(BJ+ BB = J*(w + Bu'B) —(BJ + J*Blw~" + J*(Bw)
B Jw B —Jw™!
n BJw™'B + J*Bw™'B — J*w — J*(Bw™'B) —BJw™!
B Jw B —Jw™t
N BJw'B - J'w —BJw!
B —w lJ*B wtJ*
N wJ — Bw 'J*B Bwl'J*
B wlBJ —w'BJ —w'JB wtJ*
~ \wJ+ (Bwu'B)J — BuBJ)— Bwu'J*B BwlJ*
- W IBJ —w N (BJ + J*B) WL
B (w+ Bw™'B)J — Bw '(BJ + J*B) Bw 'J*
= (jw)B(j )B

2. GB =2
Ona:gl=Jow?! g=wold
GB — B

Jw™'B —Jw!
(BJ + J*B)w™'B — J*(w + Bw™'B) —(BJ+ J*B)w~! + J*(Bw™!)
Jw'B —Jw !
BJw B+ J*Bw™'B — J*w — J*Bw™'B —BJw™! — J*Bw! + J*Bw™!

B Jw B —Jw™ !
N BJw'B - J'w —BJw!
—g1

—wdJ —|— BJule —BJw™!

g 'B —g!
—g+Bg'B —Bg™!

_ -9—'B g
g—Bg™'B Bg!

Done : —GB = (7,)B(T.,)B = (J.,)B(T))P
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2.3.1 Propriétés sur la métrique de Kahler généralisée

Remarque 2.3.1. /28]
Le dernier exemple donne une indication de la forme générale d’une métrique Kdhler géné-
ralisée. Soit (J1, Ja) est une structure Kdhler généralisée avec la métrique G = —NJs :

) A gt
(5 %)
o A
ol g,0 sont des métrique Riemannienne sur la variété, et A est un endomorphisme de T'M .
St nous définissons la 2-forme B = —gA, nous pouvons écrire :

(o be ) (2 1) (5% ) (6 1)

" \¢g—Bg'B Bg') \ B 1 g 0 -B 1

On voit par cet argument que toute métrique Kdhler généralisée est uniquement déterminé par
une métrique Riemannienne g conjointement avec un 2—forme B. Nous pouvons également
voir g et B comme suit : Sur le +1-fibré propre C+ de G', le pseudo-métrique < .,. >
est définie positive, et puisque le fibré tangent est isotrope, CT peut étre exprimée comme le
graphique d’une application linéaire définie positive de TM & T M.

Proposition 2.3.1. [28/
C* est le graphe de B+ g:TM — T*M.

Preuve . On a :

ct = {(X,a)yG’(X+i):X+i}
= &0 ( 9—_%gﬁB gg‘l ) ( f ) - ( Zf )}

-1 -1
_¢"'BX + gl X
— (X _
{(X;0) ( gX—BngX+Bgla> ( o )}

(Id+ ¢ 'B)X =g 'a
- {(X
{(X;0) ( 0X — Bg'BX + Bg-ta )}

B (9+B)X =«
= {(X,q)] ( gX — B¢ 'BX + Bg~la >}
= {(X,(g+B)X)|X e TM}

De méme, on trouve : C~ = {(X + (B — ¢)X)|X € TM} =
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Relation avec la géométrie bi-hermitienne

Marco Gualtieri (|28], 2003), a conclu que ces structures Kéahlériennes généralisées (77, J2)
sont intimement liées & un autre type de structures qui sont les structures bi-hermitiennes
classiques (J4,J_,g), ou il a atteint un théoréme trés intéressant :

Théoréme 2.3.1. /28] [58]
Une structure Kdhlérienne généralisée (J1, J2) est équivalent a une structure bi-Hermitienne
(g,b, J1) qui satisfit la condition suivant :

dwy (Jo X, JL Y, J1 Z) = £db(X,Y, Z), (2.4)

ot wy = g(X, JLY), pour touts champs de vecteurs X,Y,Z., et g est une métrique Rieman-
nienne classique et b une 2-forme différentielle sur M.

Théoréme 2.3.2. ([28], p81)
Une structure Kdhlérienne généralisée (g,b, J,, JJ_) est intégrable si et seulement si les struc-
tures presque complexes Ji sont intégrables.

Proposition 2.3.2. /28]
Il existe une correspondance bijective autre une métrique Riemannienne généralisée G

sur M et la paire (g,b), ot g est une métrique Riemannienne classique et b une 2-forme
différentielle sur M.

Proposition 2.3.3.

1. (G)?=1Id

2. (GYy*=G'

3. (G'J)?=-1Id
4. G'J=JG
Preuve .

1.

Alors, (G')? = (eBGe B)? = Id
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2. On a:

<GX+a),Y+p)> = <(2 gol)<§)’(;)>
(W )(5)-
_ %(gX(YHB(gloz))
- %(g(Y)(X)—f-Oé(g_l/B))
- <(2)(%)
= < X+oGY+05) >

Dou: G =G~
3. GJ=JG?
On a :(G'J)? = —Id Alors :

GJ = —-(GJ)"
~JHG)!
_j*(G’)*

Donc: G' 7 = JG'

Définition 2.3.2. [65]

Soit ¢ un endomorphisme de TM donnée par : (¢),, = £Id, on définit une métrique
Riemannienne généralisée G par : G(ey,es) =< ¢eq, e >, cette métrique caractérisées
par les conditions : ¢* = Id, < ¢ei, ey >=< e1,e9 > .

Remarque 2.3.2. [63/
G est équivalent & un couple (g,b), ot g est une métrique Riemannienne habituelle sur M, et
be Q*(M). Cette équivalence donné :

Ve ={(X,(b+g)’X)/X € TM}
tel que : Gy, = & < .,. > Alors, il existe deux isomorphismes entre Vi et TM,
T+ - Vi — TM,

tel que : 7 (X, (b£ g)’X) = X.
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Définition 2.3.3. [63/
Soit J une structure sur une variété Riemannienne généralisée (M,G) est compatible avec
G si:

G(Ter, Tez) = Gler, e2)

c’est-a-dire : po J = T o ¢, ou ¢ est définit par :
G((X, ), (Y,n)) =< o(X,a),(Y,n) >

la paire (G, J) est une structure presque hermitienne généralisée.



chapter 3
Géomeétrie de contact généralisée

La géométrie de contact généralisée est une partie de la géométrie généralisée, dont la
variété différentiable M est de dimension (2n + 1). Le concept de structure presque contact
généralisée a été introduit par Aissa Wade et David Iglesias-Ponte ([37], 2005), puis par Aissa
Wade et Yat Sun Poon (|56], 2010) dans le but d’unifier les notions de structure presque
contact et de structure presque cosympléctique classique, et ensuite par Kenitchi Sekiya (|58],
2012).

Dans ce chapitre, nous avons étudiés la notion de la géométrie de contact généralisée ol

nous avons concentré notre étude sur les structures presque de contact généralisées,
avec des propriétés et des exemples, ensuite, I'intégrabilité et puis la construction a partir de
quelques structures classiques.
En fin de ce chapitre, nous avons donné une étude de la métrique Riemannienne généra-
lisée sur une variété presque de contact généralisée avec des propriétés, en plus la nation de
structure coKahler généralisée, en cours de préparation pour bien connaitre la transformation
homothétique sur la structure presque contact généralisée, qui nous avons fait dans le dernier
chapitre (résultats).

3.1 Structures presque de contact généralisées

les structures presque de contact généralisées sont des extensions naturelle des structures
presque de contact et cosymplectique classiques.

Définition 3.1.1. /58]

Une structure presque contact généralisée sur une variété différentielle M de dimension 1m-
pair, est une triplet (®, Ey, E_), ou ® est un endomorphisme de TM & T*M et EL sont des
sections de T'M & T*M qui satisfait :

d+ O =0, (3.1)

2<FE. E_>=1 ,<E. Ey>=0, (3.2)
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bod=—id+E,®E +E ®FE,. (3.3)

Soit EL = &4 4+ 1y ou &4 sont des champs de vecteurs et n sont 1-formes.
Alors nous avons :

bod=—id-+ ( N @& +n-®& &R+ & )

Ny @N-+n-Q@ny §Qn-+§ @4

L’endomorphisme fibré & :TM & T*M — TM & T*M peut étre représentée par une
matrice dont les quatre bloc carrés sont : ¢, 7%, 6, —¢*,

il
QO T
®:(9b—¢>

tels que ces applications sont définis comme suit :

c’est a dire

1.)p:TM — TM, (1,1)-tenseur.

2. )7t T*M — TM, avec : B(nfa) = w(a, B), Ya, B 1-formes et m un champ
bivecteur.

3.)0°:TM — T*M, avec : (0°X)(Y) = 0(X,Y), VX,Y € TM et § 2-forme
sur M.

4. ) ¢* : T"M — T*M, avec : aop = p'a (ie : (¢ a)(X) = a(e(X))

VX e TM et Voo € T*M.

Lemme 3.1.1. /58]
Soit (P, EL) une structure presque de contact généralisée.
Alors nous avons l'identité suivante :

O(EL) =0
Preuve . Comme ¢ + ®* = 0, nous avons :
< ®E+,E+ >=< E+, —®E+ >= — < (DE+,E+ >

donc < ®F,, E, >=0.
Alors nous obtenons :

(2)*(Ey) = (®od)(E)
= (mid+EL,@FE_+E_®FE.)(Ey)=0
0 = Po(Pod)(E)=(Pod)od(E,)
—OF, +2< E,,PFE, > F +2< FE_OFE, > E,
= —QFE, +2< E_®E, > F,.
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nous obtenons également :
0=0o(Pod®)o®(E,)=—P*E, +2<E_,PE, >PE, =2< E_,®E, > OE,.
D’apres qui precedent nous avons :
OE, =0

par la méme chose, nous obtenons :
PFE_ =0.

Lemme 3.1.2. [32/
Soit (P, EL) une structure presque de contact généralisée.
Alors nous avons l’identité suivante :

<E (X +a)>=0, pour V(X +a)eTMa&T"M

Preuve . Ona: &*+d=0 et PE,. =0
donc :
<PX+a),EL>=—-<(X+a),PEy) >=0

Lemme 3.1.3.
Soit (P, EL) une structure presque de contact généralisée.
Alors nous avons l'identité suivante :

PP+ P =0
Preuve . on a:

¢(A) = *(®(4))

car: < FE_ ®(A)>=0
Donc P+ P =0.

Lemme 3.1.4. [58/
Soit (¢, E1) une structure presque de contact généralisée et B une 2-forme.
Alors (®, Ey) = (eBde B eBEL) est une structure presque contact généralisée,

1 0
E == [J,'B:
avec By = &L +ny et e (B 1)
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Preuve . Comme (¢, F, F_) est une structure presque de contact généralisée alors les
conditions sont vérifiées :

1. 24+ 9* =0

2. (B Ey) = (€ 8 ) =04 (64) =0
(B_,E_) = (- +n-, & +n-) =0
(B, Ey) = +n & +n) = 5(n- (&) +ne(60) =

N =

3. 2=dod=-Id+E,@F +E_ ®E,

@2:<gp 7t )(gp et )I(goz—i—wﬁeb L i )
eb _(P* eb _90* eb(p_(p*eb ebﬂ.ﬁ_'_((p*)Q)

q)Q _ 802 + Wﬁeb 0
0 (") + Qo7

- ) [ +®E @&
E+®E——<77+7§+)®(77_) <n+®’l7_ §+®n—>

. 5+)_<71—®§+ 5—®§+>
E ®F, =(n ¢ _
®E =M ’£)®(77+ n-®n @

—Id+E,. ®E_+E_QFE, = < —ld+n. @ -8 LR+ >
77+®777+777®7]+ —[d+£+®77,+£,®7”]+

Nous obtenouns :

—ld+ny @& +n- @& =@* + 7t
(1) : §4QE+E®&L =0

Ny @n-+n-®n. =0

—Id+& @ +& @y = (¢7) + 0

Maintenant on va montrer que (9, E1) = (eB®e 5, ¢BE,) est une structure presque contact
généralisée.

1. 4 &* =0 <= (PA,B) = —(A, ®B)

(PA,B) = (PdePA B)

= (PeP A ePB)

—(eP A, ®eP B)

—(A, e PoePB)
(A, ®B)
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2. <E\—JHE:-> = <6BE+7GBE+> = <E+7E+> =0

(E_,E_)=(eBE_,ePE_.)=(E_,E_) =0

—~

et méme que (E:,E,) =3

3.2 =0od=—-I+E,QE +E_®E, ?
P2 =D od = (eBbeB) o (eBDeB) on a :

d =

o+ 7B L.
—~Bo+6"—Br*B — ¢*B —Brt — ¢*

32— o+ 7B h o+ 7B h
-\ —Byp+6® - BrtB—¢*B —Br! — ¢* —~By+0*— Br*B — p*B —Bnt — ¢*
~ A B
P? =
(¢p)
Calculons les termes A,B,C,D :

(A= (p+7*B)(p+7*B) + ¥ (—Byp + 6 — Br*B — ¢*B)

A=¢* + or*B + 1By + n*Br*B — By + 1%0® — n*Br'B — nf¢p*B

A=+ 7P

B = (p + 7*B)7! + 7 (= Bn* — *)

B = on* + 7' Br? — n¥ Brt — wip* =0

C=(—Bp+6"—Br'B—¢*B)(¢+7'B) + (—Br* — ¢*)(—Byp + 0" — Br*B — ¢*B) =0
D = (=By + 60" — Br*B — ¢*B)n* + (= Br* — ¢*)(—=Bn* — ¢*)

D = —Bpr? + °7* — Br*Br* — o*Br* + Br* B + Brfo* 4+ ¢* Bt + (p*)?

D = (p*)? + 0°x*

\

Donc :

6)2 . Q02+7Tﬁ8b 0
= 2, pbt
0 ©*+ 07

ona:E,,E. €TM®T*M
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telque: By =&, +ny et B =& +1n_

- o Lo f+ o f+
E+_GBE+_(BO><77+>_<B§++77+>
~ B B 1 0 & B &
bo=e E__(B 0><n—)_<35—+n—>

— (BEy +1:) ® & &R )
E+®E- ((B§++n+)®(35—+77—) & @ (BE+1-)
— (B¢ +n) @& &~ ® & )
E_®E, ((B§_+n_)®(35++m) £ @ (B& +14)

o o o _ A/ B/
Ona:—I+E+®E+E®E+:(C, D,>

Donc on obtient :
A= I+ (B& +m) @6+ (BE +n ) @& =@ + w60
B=6 @ +§ @8 =0

C" = (B&t +n4) ® (BE- +n-) + (BE- +1-) @ (BEy +14) =0
D'=—T+& @ (BE +n-) +& @ (BE +1m4) = (¢*) + 0'rt

Alors d’apres les conditions (7), on trouve que : P2 =]+ E: QE +E ® E+

Donc, la structure (eP®e=5 eBE.) est une structure presque de contact généralisée. [

3.1.1 Exemples

Exemple 3.1.1.
Soit (v, &,m) une structure presque contact.

Alors nous avons une structure presque contact généralisée, qui définie par suit :

@:((p 0*)7 E+:77> E_:f
0 —¢

ot (p*a)(X) := a(pX), pour touts X € TM, et a € T*M.

Vérification
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1.)) o+9*=0 & <PAB>=—-<A,oB>

<PA B> =

N
o6
< o
*
N—
VRS
o X
SN—
VR
= =
~

3.) ®*=00d=-Id+FE, QF_+FE_QFE, ?
o ()00 (7 ¢
0 —¢* 0 —¢* 0 (p)?

¥(4) = < ! (902)2 ) ( N ) B ( (5*2;2)8) >

Et par d’autre fagon :

—Id+E,®E_+E_®E, = ?

®E 0 0 O
tel que : EJr@)E_—(nog 0>et E_®E+—<O £®77)

1 0
;»—fd+E+®E_+E_®E+_< tned

(0 e ) () ()

Donc on obtient : ®*=—-Id+FE, QFE_+E_®E,

)

( —X +n(X)¢
—a+a(é)n

0 —I+&®n

)
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Exemple 3.1.2. [56]

Une variété M de dimension (2n+1) est une variété de contact s’il existe une I1-forme n tel
que : n A (dn)™ # 0, partout sur M,

une 1-forme n est appelé un forme de contact.

Alors, il existe un unique champ de vecteurs & satisfaisant les conditions :

Lfdn = 07 77(5) = 17

ce champ de vecteurs est appelé le champ de Reeb de forme de contact n.
Comme n est un forme de contact, l’application :

p(X) = u1xdn —n(X)n

est un isomorphisme du fibré tangent a fibré cotangent.
Nous définissons un bi-vecteurs @ par :

(e, B) == dn(p~" (@), p(8)),

alors nous avons une structure presque contact généralisée :

0 =
(p: E = E_:
(dT/ 0)7 + 7, 6

Lemme 3.1.5. [56]
Sip(X)=aet m*a)=—X—+n(X)¢ alors les équations suivantes sont vérifiées :

{ )= 0
m(ix0) = —X 4+ n(X)¢

comme p est isomorphisme alors : p~1(a) = —7*(a)

vérification :
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1.)2+d*=0, P*=-0 & <PAB>=—-<A,dB>

o = (5 9) ()

= (7(a) + dn(X),Y + B)
= %(Z.ﬂ-ﬂ(a)ﬂ + iY(dn(X))

= (67 (a) + (dn(X))Y)

2)

_ —%((dn(Y))X +a(r(8))

o)

- (2) (o T)

3.

P?=Pod=—-Jd+E, QFE_+E_®FE,?

P2 — 0 0t _( 7dnp 0
B dn 0 dn 0 B 0 dnrt

ona: Ey E.€eTM&T*M telque FE,=n FE_=¢

0 0

0 0
E®E*:(0 §®n>

—I+n®¢

—Id+E+®E_+E_®E+:< .

on va vérifier les équations suivantes :

0
—I+&®n

{wﬁdn:—Hn@g. (D)
dnrt = —I+&é@n . . .(2)

)
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Notons :  0%(X) =0(X)=dn(X) . . .(%)

on obtenons :
T = -T+n®¢
Ot =T+

Utilisons le lemme précédent :

(a) Montrons d’abord que :  7#* = - X + n(X)®¢ ?
Nous avons :

Donc (1) est vérifie.

(b) montrons la deuxiéme relation :

0" (rfa) = 0(—p~'(a)) (carf = dn)
—pp~ () +n(=p~H(a))n
= —a—n(—p~H(a))n
= —a—n(X)ny

on a :

Appliquant £ :

Donc :
O(rfa) = —a+a(f)n

d’ou la structure est une structure presque de contact généralisée.
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3.1.2 Fibrés vectoriels de structure presque de contact généralisée

Par définition d’une structure presque contact généralisée, nous avons :
)
@3 @ 0-

Ainsi, [58], ® a trois valeurs propres : 0, +v/—1, —/—1.
Le noyau de ¢ est donnée par :
Lg, & Lg_

ou Lg, sont des sous-fibrés généré par : £y = £, + ny, respectivement.
Nous définissons :

EM) =X ta—V-1®(X +a)/X € TM,a € T*M,< X + a, Ex >= 0}

EOD = (X +a+V-1®(X +a)/X € TM,a € T*M,< X + a, EL >= 0}
Alors EA9) est ++/—1-fibré propre et BV est —/—1-fibré propre.

Nous considérons les quatre fibrés vectoriels complexes, différentes, suivantes :
LY :=Lp, @B, LT :=Lp & E®
L =Ly @B,  IT-:=Lp o EM

Lemme 3.1.6. [56]  Les fibrés EX0 EOY [+ TE sont isotropes par rapport au pairing
symétrique < —, — >.

Preuve . Soit A, B sont des sections de EM0.
Par définition, nous avons < A, B, >= 0.
Il obtient par ® + ®* = 0, que :

<PA, OB >=<+v—-1A,vV—1B>=—< A, B >

< PA, OB >=< A, —P’B >=< A, B > .

Par conséquent E(M9 est isotrope.
De méme que, BV, L+ L* sont isotrope, car < Ey, Fy >=0.
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3.2 Structure presque de contact généralisée selon A.Wade
et Y.S.Poon :

Dons cette partie on veut voir la structure presque contact généralisée et quelque propriétés
selon Y.S.Poon et A.Wade, c’est-a-dire dons le cas o £y = F et E_ = n, avec F est un
champs de vecteurs et 7 est une 1-forme (voir [56]).

Définition 3.2.1. [56/

Une structure presque de contact généralisée sur une variété différentiable M de dimension
impair (2n + 1) se compose d’un endomorphisme fibré :

O TMST*M — TMBT*M, et une section F'+n e TM S T*M

telle que :

o &4 d* =0, (pour < PA, B >=< A, ®*B >, VA Bel(TM&T*M).)

(F) =
()
(n)
odb=—-1+F0On,

o (o F : champ de vecteur et n 1 — forme)

e S

L,
0,
0,

°
K

°
Sy

telle que pour tous (X +a) e TM & T*M, on a :
(Fon(X +a) :=n(X)F+o(F)n.

- La paire (&, F +n) est équivalente o une autre paire (', F* +1n') sl existe une fonction
f non nulle sur la variété M, tel que : ' =&, n' = fn, F' = %F, f#0.

Définition 3.2.2. [56/
L’endomorphisme fibré ® -TM ®&T*M — TM ®T*M peut étre représentée par une matrice
dont les quatre bloc carrés sont : @, w, 0°, —¢*,

il
QO T
@:(91’ —90*>

tels que ces applications sont définis comme suit :

c’est a dire

1. Jo:TM — TM, (1,1)-tenseur.

2. )t T*M — TM, avec : B(r*a) = w(a, B), Va, B 1-formes et © un champ
bivecteur.

3. )0 :TM — T*M, avec : (0°X)(Y) =0(X,Y), VX, Y € TM et 0 2-forme
sur M.

4. ) o T*M — T*M, avec : o = p'a  (ie : (¢*a)(X) = a(p(X))

VX € TM etVa € T*M.
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- Donc une structure presque contact généralisée n’est rien d’autre qu’une classe d’équi-
valence de quintuplet (o, 7,0, F,n),
vérifiant des conditions de compatibilité suivante :

1. 0o = p*0°

2. pmt = mho*

3. P+t =—-T+F®n
4. ()2 + 0t =—-T+n®F
5. nee=e¢n=_0

6. nont=rmfn =0

7. ip =0

8. i =0

9. ipn =1

3.2.1 Les fibrés vectoriels complexifier :
- Considérons une structure presque de contact généralisée sur M représentée par

(P, F +n).

Soit Lp et L, sont des fibrés vectoriel de rang 1 engendrés par F' et 7).
Sur le fibré vectoriel complexifie (T'M @ T*M )¢, on a pour ® trois valeurs propres : 0, +i,
—1, nous allons définir des fibrés vectoriel complexifier suivantes :

EMO = Lo — id(e)/e € kern @ kerF}

EOD = e+ id(e)/e € kern @ kerF}
tel que Ly @ L, est le 0-fibré propre (0-eigenbundle),
et E09) est +i-fibre propre, et E(1) est —i-fibré propre.
Nous avons une décomposition naturelle :
(TM&T*M)e = Lr@© L, ® EMY o EOV.
Cette décomposition ne dépend pas d’un choix de ses représentant d’une classe d’équiva-
lence de structure généralisée.
On définie quatre fibrés vectoriel complexes qui sont jouer des roles différents :
LT =LpeE",  IT¥:=LpoE®
L~ =L,oE®  I-:=L,&E"W
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3.3 L’intégrabilité de structure presque de contact géné-

ralisée :

Définition 3.3.1. [/56/

Toute structure presque de contact généralisée (9, EL) sur M dont l'une des sous fibrés as-
socies L* est intégrable (Courant involutive)(c’est a dire, l'une des espaces LT est stable
(fermé) par le crochet de Courant), alors (P, EL) est simplement appelée une structure de
contact généralisée.

De plus si les deux LT sont simultanément intégrables alors la structure de contact généralisée
(P, EL) est dite forte.

Lemme 3.3.1. [32]
Soit (M, (®, EL)) une structure presque de contact généralisée.
On dit que ® est forte si est seulement si [L*, B3], c EGO) et [L—, EA0)], ¢ E1O

Preuve . Supposons que ¢ est forte :
soit X +a+ 7 E, € LT tel que (X +a) € B0 et ry € C®(R).
Et soit (Y + ) € B0,
Lorsque @ est forte alors :

X +a+mE,Y +8l.=W +p+rE, pour (W +p) e EQO et ry € C°(R)

D’ou,

(X +a+nE,Y+[L) = OW+p+nkE,)
= V-1(W +p) € EIO

et

P X +a+rE,Y+p6).) = ®(—1(W+p))
= —(W+p)eEM

Mais nous avons aussi que :

P (X +a+rmE Y +8l) = - X+a+nmE Y +Bl.+E, QE_([X +a+rE.Y +p])
+ E_QE ([ X+a+mrE.Y +75])

Ce qui implique :
E,@E (X +a+rEY +p6l)=0
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et
—[X+a4+nE, Y +8l.+E_QF. (X +a+nE.Y +4) e EWY
Donc
~(W+p+rE)+{(E_, W +p+nrE)E, ¢ EMO
D’ou

1
—<W +p) — §T2E+ € E(I’O)

Donc :
ry=0, et [X+a+rE.Y+p]. BN

Ceci est exigé.
La méme chose pour [L~, EL0], ¢ F10)

Pour l'autre direction, les hypothéses [L*, E00], ¢ EWO et [L—, B, ¢ B0 = ¢
forte.

Exemple 3.3.1.

#
(R (0, 7,0, E,, E_)) est une structure de contact généralisée, avec ® = ( (;pb _720* ) ,
telle que :
- 0 =37 dx; N\dy; 2 — forme O(z,y) =dry ANdy, + ..... + dz, Ndy,  df =0.

- m(a, B) = 0(b7 (), b71(B)), Va,B € T*M.
avec : b(x) = i,0 — n(y)n un isomorphisme.
- p=0.
- E, = F = 0xy, telle que (o, 1, Y1, To, Y2, ey Tny Yn) coordonnés cartésiennes.
- E_=n=dx.

Vérification : Montrons que (R?*"™!, (E,, E_,®)) est une structure presque de contact
généralisée.
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1. 4+ & =0« (PA,B) = —(A,OB) ?

o = ()0

= LPOY) + Blrto)]

L) (X) — a(rtp)]

- _%[eb(y)(x) +a(n*B)]

- (2)(om)
— (A, 3B)

Donc :
O+ P*=0

2. ) <E+,E+> = (0x0,8m0> =0
(E_,E_) =0

<E+,E_> = <8[E0,dl‘0> =1

2

3. )02 =bod=—Id+E, RFE_ +E_ ®E.?

(0 0
S\ 0 Oxy® dxg

. dl’o & 8$0 0
N 0 0

o5
8
o

0
dlEo ®85L'0 0
—Id+ FE EFE_+F QF, =
* +® + ®© * 0 —]+a$0®d$0)
0 nt 0 nt S LA
PP=DPod = =
° (ebo (ebo) (0 ebwﬁ)
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Vérifiant les inégalités suivantes :

Wﬁeb =1+ dﬂfo & (91:0 .. (1)
Ot = —1 + 0o @dxy . . .(2)

Wﬁgb = —] + d.’L’O ®8x0 ?
Ona: @ :TM —T*M —TM et (70°)(X) = 7*(0*(X))

On pose :
(—I + dSL’(] & 8ZL’0)(X) = —Xlﬁa:z — Yzayl — X()&SL’(] + Xoal’o
b =7

Comme #°(X) € T*M donc on peut écrire :

(X)) = a'dr; + o'dy; + Bdxg

Calculons z* :

= 6°(X)(0x:)
0(X, 0x;)
0(X'0x; + Y'Oy; + XoO, 01;)
= 0(X'0x;,01;) + (Y Oy;, 0x;) + 0(X0x0, 0;)
= X'0(0z;, 0x;) + Y'0(Oy;, 0x;) + Xob(0x0, 0;)

Comme 6 =X dr; Ady; = 330, (do; ® dy; — dy; ® d;) alors :

24i=1
' = Y'O(0y;, 0x;)
1
- <§<— )
2

Calculons o' :
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o' = 0°(X)(9y:)
1 )
= XU(5)+Y(0) + Xo(0)
1

7 — _Xi
@ 2

Calculons (3 :

B = 6°(X)(0x)
= 9(X7 8950)
= X'0(0z;, 0xo) + Y'0(0y;, 0x0) + Xob(0x0, 0x0)
= 0

Donc : 0°(X) = —3Y'dx; + 1 X'dy;
Maintenant on calcule : 7#(6°(X))
comme 7¢(0°(X)) € TM on suppose que :
(0" (X)) = Z'0x; + Widy; + VOx,
calculons Z°
Z' = Omi(r*(0"(X)))
= 7(0°(X),0x;))
= (b~ (6°(X)), b Ox;)

Pour b= 17
ona:b:TM — T*M avec b(Y) =iy0 —n(y)n = 0(y) —n(Y)n

bYNZ) = 6(Y,Z)—n(Y)n(Z)
= —0(Z,Y) —n(Z)n(Y)

Comme {0z;, dy;, Oxy} base des champs, alors :
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b(0x;) = 0(0x;) —n(dz;)n
= 0(0x;) — dxo(Ox;)dxg

Et
{ b(9:)(dy;) = 0(0x;, Oy;) = 30y
Donc :

1

1
— dy
23/

Par méme méthode, on trouve :

b(axo) = —dIO
donc :

b<axi) = %dyi

b(aZL‘O) = —dZL'()
=

maintenant on continuer de calculer les composantes de 7%(6°(X)) :

(a) Z%7
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(b) Wi?

Donec :

n4(6(X)) =

Zi

WZ'

= 0

da; (m*0° (X))
m(0°(X), dx;)
O(b~1(0°(X)), b da;)
6’(—%Yib‘1(d:z:i) + %Xib‘l(dyi), b~ (dx;))
(Y'0y; + X'0x;, —20y;)

(—2)Y'0(dy;, Oy;) + (—2) X 0(0x;, Oy;)
X

= dyi(r*0"(X))

m(6°(X), dy;

= Yi)
= 0(b7'(0 ( ), 0" dy;)
(

o (— YZ de)Jrle(dyl))bl(dyi))

1
0(—§Y1b‘1dxi + §X7“b_1(dyi), b (dy;))

2Y'0(dy;, Ox;) + 2X'0(0x;, Ox;)
_yi

= dxo(70°(X))

7r(0b(X), dxo)

= 0007 (0"(X)), b~ (dxo))

O3+ X (), b (o)
0(Y'Oy; + X'0x;, —20y;)

—~Y'0(dy;, Oxg) — X'0(dx;, Do)

0

—X’(‘?xz — Y’@yz
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et d’autre part :

—Xzaﬂfl — Y’(‘?yz — Xoa.To + d.ﬁEo(Xoa.To)a.iEo
= —Xzﬁﬁz - YZE)yZ

D’ou :
70 = —T + dxy ® Oy

Maintenant on vérifiant que : 07 = I + E_®@ E, ?

(0°7%) (o) = 0" (7*(ar))

et
(—I+E_®FE)(a)=—a+ E_(a)E; = —a+ a(dzy)dzy

avec: ae€T*M
donc on pose :
o = Oéidilii + o‘zldyz + Oéodili'o

tel que : «;, a;, g sont les composantes de «

On a

(=1 + O0rg ®dxo)(a) = —a+ a(dxg)drg
—Oéidl'i — O_éldyl — Oéodl'o + Oéod.%o
= —adz; — a;dy;
d’autre part :
0° (7% () (0x;) = O(ex, Oy

Calculons 7fa :
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Ona 7 :T*M —>TMeta€T*M

da;(ma)

dyi(w’ja)

dzo(mia)

Donc :

0" (7 () =7

(e, dx;)

O(b~" (ar), b7 (day))

0(c;b ! (dw;) 4+ b (dy;) + b~ (dxg), b~ (dg))
0(a;(—20y;) + @;(20x;) + ap(—0x0), —20y;)
40,;0(0y;, 0y;) — 4a;0(0x;, Oy;) + 2010 (0, DY)
—9a;

m(a, dy;)

O(b~" (cr), 07 (dys))

0(c;b™* (d;) + b (dy:) + apb™ (dwo), b (dys))
—40;0(0y;, Ox;) + 40;0(0x;, Ox;) — 2000(0xo, O;)
20y

(e, dxg)

O(b~" (a), b~ (dzo))

0

7TﬁOé = —207181’1 + 2@163/1

Hb(wﬁ(a))(&ci) = H(Wﬁa,&ci)

Ob(ﬂﬁ(a))(ayi) = O(r*a, 0y,

0(—2a;0x; + 20,;0y;, 0y;)

0 (mfa)(0xg) = O(x*a),dx)

Donc :

|
o

Hb(wﬁa) = —q,dx; — audy;
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d’autre part :

(=1 4 0xg ® dxg)(a) = —a+ a(dxg)dxg

= —odr; — a;dy;

d’ou
0t = —I + Oz ® dug

Donc :
P?=—-I+E, ®@F +FE_QF,

Alors : (R*"™! (E,, E_, ®)) est une structure presque de contact généralisée

Reste & démontrer que cette structure est intégrable (i.e est une structure de contact généra-
lisée)
On sait que :

(TM & T*M), = Lg, & EM) o, ¢ EOY

avec :
LT =Ly, @YY et Lp =\E,
L =Lg @ EOY et Lp =)E_
et :
EM) = (A =X +a/PA=iA} = {e—iD(e)/ <e, B+ >=0}
LT =Lg, @ BEMY = {\E, +e—ig(e)/) € C,{e, E,) =0}
N 0 n X\  [iX N T [ iX
0 0 a ) \ia X))\ ia
() =iX —int(a) = X
.= )
0°(X) = ia —if"(X) = «
Donc :

EWY = (X —if*(X)/X € TM}

et d’aprés la formule de #°(X) on obtient :

) . 1. 1 . . .
) ) 1 . 1 _ . ) )

; 1 : 1 o
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Donc : ] 1
Alors :
LT = Lg, ©E"Y
1 1
1 1
Si on pose :

1 1

On veérifier que le crochet de Courant est stable par LT, il suffit de vérifier que : [E,, Al., [Ey, Bl., [Ey, Ey]e,
[A, A, [B, B|., [A, B]. sont stables dans LT

1
By, Al = [8I0,a$i—i§dyi]c

(00, Os — z’(%dyi)]c
[0z, Ox; — i0°dx;),

— [Om0, 0 — (i 0)].
00, 03] + Lo, (—i(ins.0)) — £0.0 — —d[( (i.0))(00) — 0(D0)]

1
= [83:0, 8;1:1] — Zf@xz(laxze) + éid(iaxo (zazﬁ))

1. )
Z"E@wz(lawz‘g) Qd(lazi(zawoe»
0o, 0x;] — iLos, (16:,0)

[ ] -
[ ]
[0z, Ox;] — ( i[0w0,00:)0 F 102, £ 5200)
= [0%0, 0%;) — 1i[ogg,02,]0
[0z, 0] — i6° ([0, Ox;])
= [0, 0x;] — i®[0xo, Ox;) € EMD c LT

et par méme méthode :

1
[Ey,B]. = [8$078yi+i§d$i}c

axo, 8@/1] - ’i@b([al‘o, (9yz])
8330, 8yl] — 2@[8350, 8yl] € E(l’o) C Lt
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ox; —i— dyl, y; + zzdazz]c

= |
= [0x; — z@b(amz) y; — z@b(ay,)]c
= [0x; —i(ipg,0), 0y — i(iay,0)].
[axm ayz] (i[axi,ayi]e) C L+

[E+,E+]C = [81’0,81‘0]0 CcL

(A Al = [0x; — i%dyi, ox; — i%dyi]c
= [0x; —i0°(0x;), 0x; — i0°(0xy)].
[0x; — i(ip2,0), 0x; — i(ige,0)]e
= [0y, 0] — i(ig;,000) C LT

Ay; + 1= d:cl, Oy + 22dxl]c

y; — z@b(f)yz) Ay; — wb(ayz)]c
ayz (23%9) ayl - (Zayze)]
Y, Oyi] — i(ifay; 0y10) C LT

[
[
[
[

Donc L™ est intégrable (i.e : LT stable par le crochet de Courant).

Alors  (R*™™ (0,7, ¢, E, E_)) est une structure de contact généralisée.

3.3.1 Structure métrique presque contact généralisée

Une structure métrique presque contact sur M est (g, ¢, &, n), ot (p, &, n) est une structure
presque contact et g est la métrique Riemannienne qui satisfaits :

9(pX,9Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y),

pour VXY € T'M.
Kenichi Sekiya ([58], 2012) a défini une structure métrique presque de contact généralisée,
comme suit :

Définition 3.3.2. [58/ Soit (O, EL) est une structure presque contact généralisée.
St G :TM&T*M — TM & T*M est une métrique Riemannienne généralisée qui
satisfait :

OGO =G-FE, ®FE, —E_®FE._ (3.4)
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alors (G, ®, EL) est une structure métrique presque contact généralisée.
On dit que G compatible avec P.

Exemple 3.3.2.
Soit (R3, (p,€,m,9)) une variété métrique presque de contact classique,

telle que :
0 10
(pij)=( -1 00
0 yv O
1+y?2 0 —y
-y 0 1
et
1 1 0
2

Nous montrons que (R3 (®, E1, GQ)) est une variété métrique presque de contact générali-
sée,
0 0 g!
telle que : o = ? .|, BEr=¢& E_=n, e G= I
0 —op g 0

(voir lexemple (3.1.1)).

e b+ P*=0 7

Premiérement, on calcul ¢p* = 7
on sait que ¢* définie par :

(¢ @) (X) = a(p(X)) (3.5)

Supposons que {0z, dy, dz} (resp. {dx,dy,dz}) est une base locale (resp. base dual) sur R3,

posons,
a b c
= d e f
g h k
Et d’aprés 1’égalité (3.5), on conclure que :
(¢*dx)(0x) = dw(pdx)
a b c 1
cest a dire : (¢*dz)(0x)=| d e f 0 | (0z)=(adxr+ddy+ gdz)(0z)=a
g h k 0
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et
0 10 1 0
dr(pdz) =dez | —1 0 0 0 | =dz| -1 | =0
0 y 0 0 0
Donc, a = 0.

On applique la méme méthode sur :

(
(p7dz)(0z)
(¢"dx)(0y) = dx(pdy)
(p*dx)(0z) = dx(pdz)
(¢7dy)(0x) = dy(pdx)
(p"dy)(9z) = dy(p0z)
(¢7dz)(0x) = dz(pdx)
(¢*dz)(0y) = dz(0y)
0 -1 0
finalement, on trouve les composantes de p*: ¢*=1 1 0 vy
0 0 0
Donc :
0O 1.0 0 0 O
-1 00 0O 0 O
o — 0O vy 0O 0 0 O
0O 00 0 1 O
0 00 -1 0 —y
0O 00 0 0 O
adx sOx
boy toy
Maintenant, supposons que : < X ) = c0z et < Y ) = v0z
’ a edr |’ I6; hdzx
fdy ldy
kdz ndz
0O 1.0 0 0 O adx boy
-1 00 0 0 O boy —adx
.. 0O vy 0O 0 0 O c0z ybOy
dot, ®(X.a) =1 o 55 0 1 o edr |~ Fdy
0 00 -1 0 —y fdy —edx — kydz
0O 00 0O 0 O kdz 0
la méme chose pour ®(Y, §) =7

Aprés les calcules on trouve : < &(X, ), (Y, ) >= — < (X, ), ®(Y,5) >
Donc
d 4+ " =0.
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1
. <Py BEy>=0et < B B >:§
e Montrons que ®*=—-JT+FE, FE +E QFE, ?
-1 0 0 0 0 O
0 -1 0 0 0 O
s | =¥y 0 0 0 0 O
On trouve ORES 0 0 0 -1 0 —y
0 0 0 0 -1 0
0O 0 0 0 0 O
000O0O0 O 0 00 0O
000O0O0 O 0 00 0O
d’autre part, on trouve FE,QF_ = 000000 et B_QF, = —y 0100
00000 —y 0 00 0O
000O0O0 O 0 00 0O
000O0O0 1 0 00 0O
-1 0 0 0 0 O
-1 0 0 0 O
Dot, [+E,@FE +E @B, =| 7 8 8 _01 8 _Oy
0 0 0 -1 0
0 00 0 0

Donc,

P?=—JI+E, ®@F +FE_®F,

Alors (R3 (@, E1)) est une variété presque contact généralisée.

e Maintenant on cherche la métrique Riemannienne généralisée G :

0 -1
G := ( g ) telle que ¢! la métrique inverse de g.

g 0

Supposons que :

S O O o O O
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Donc, on trouve ’endomorphisme G, défini par :

0 0 0 4 0 4y
0O 0 0 0 4 0
0 0 0 4y 0 49*+4
1+ 2 —
G=| ¥ o Z¥ 9 0 o
4 L4
;7 0 00 0
—Z 0 1 0 0 0
4

2 _

Y Vg 0 o
8 1 8

0 -0 0 O 0
Y >

H= —Z2 0 = 0 0 0
8 8

O 0 0 20 2

0 0O 0 0 2 0

0 0 0 2y 0 202+1)
ou H;=H(0;,0;) :=<G(0;),0; > avec 0; € {0z,0y,0z,dz,dy,dz},

par exemple :

1 1

0 0

0 0
= <G o L1 o >

0 0

0 0

0

0 1

0 0 )
_ < 1+y2 ’ 0 >:1+y

1 0 8

0 0

-y 0
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Alors (R3,(®, E1, H)) est une variété métrique presque de contact généralisée.

Lemme 3.3.2. [31] Soit (P, Ex, G) est une structure métrique presque contact générali-
sée dans M alors les conditions suivantes sont vérifiées :

1. G(EL) = B+
2. Go = oG
3. G(EW0)) = p0)

4. (eB@e*B, ePE,, eBGe*B) est une structure métrique presque contact généralisée
tel que B est une 2-forme différentielle.

Preuve . Si (¢, F1, G) est une structure métrique presque de contact généralisée.

1. ) Montrons que G(E.) = Ex on a :

_BGI(E,) = 0
—0GO(Ey) = G(BE}) - EL®EL(EL) - E_®E_(E,)
— G(B,) - E.

d'ot  G(E;)= E_, la méme chose pour G(F_) = F,.
2. ) GO =G 7

-0G® = G-E,QFE, - E ®F_
—-’Gd = DG
GO —FE,QFE_ 0GP —E_®@FE,0Gd = oG
Go — (E.,GO)E_ — (E_,G®)E, = &G

Ona:PoE, =0 et (A, PEL) =0 et G"=G
alors :

GO = oG
3.) GEM) = g0 7
vérifiant que : E(10) ¢ G(E(LO))

Soit Y + € EM) =Y +8=X+a—/-10(X +«)
pour (X + o) € TM & T*M tel que (X + o, Ey) = 0.
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Par (i) et G* = G on obtient :
(G(X+a),EL) =0
donc :
G(X 4 a) — V-10G(X 4 a) € EMO,

Par I'application de G? = Id et ®G = G :
on trouve que :

Y + 3 e GEMY)

Vérifiant que : G(EM?) ¢ B0
Soit Y + 8 € G(EMY) alors Y + 8= G(X +a — V/—1®(X +a))
pour (X +«) € TM & T*M tel que

<X+a7Ei> =0

on pose
0= (X +a, B = (X +a,G(E:)) = (G(X +a), B<)

comme G = G*, alors :
G(X +a—V-10G(X +a)) € EMO
et comme ®G = GP, on a :
d’ou
G(E(I’O)) — g0

4. ) (eB®e B eBEL, eBGe™P) est une structure métrique presque de contact généralisée ?

(a) (ePPe B eBEL) est une structure presque de contact généralisée (voir le Lemme

(3.1.4)).

(b) Maintenant, on montrons que e?Ge™? est une métrique Riemannienne généralisée
compatible avec e®?®e et les sections e®F., c.a.d montrons que :

—eBoGPe ™8 = ePBGe P —ePE @ ePE, —ePE_®PE_
BGe ™ —eP(B, @E e —eB(E_@E_)e? = PGe® -~ ePE,®ePE, —ePE_®ePE_

donc on doit vérifier que :

eB(E+ ® E+)€_B = GBE+ ® €BE+
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Soit AcTM ®T*M d’ou :

(PE.®@ePE)(A) = (PEL,A)PE, . . (1)
(e®(By @ Ep)eP)(A) = P(By @ Ey)e PA
= BB, e PAE,
= PPE, AE,
= (PE L A)PE,. . . (2)

Donc de (1) et (2) on obtient :
—eBoGPe™ 8 = PGe ™ —ePE, ®PE, —ePE_®PE_

d’ot, la structure (ePde~P eBE, ePGe™?) est une structure métrique presque de contact

généralisée

Proposition 3.3.1. [58/
Si (G,®,EL) est une structure métrique presque contact généralisée alors nous avons que

(G,G® = ®G,GE, = Ex) est également une structure métrique presque contact généralisée.

Preuve .
1. Montrons que (G® = ®G,GE, = E-) est une structure presque de contact généralisée

(a) Montrons que G® + G*®* =0
onaG=G" et &=—-0*
d’out
Gd = -G'o*
GP+Gd* = 0

(b) <GE+7GE+> = <E*7E*> =0
<GE+7GE*> = <E*7E+> = %
(¢) (GP)?=GPoGP=GPodG =—Id+E, QE_ +E_ ®E,?
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D’aprés le Lamme (3.3.2), on a :

(G®)? = GPoGP
GP o G
= GP°G
G(-ld+FE,®FE_+E_®E,)(G)
~G?+2(E,,G)GE_+2(E_,G\GE,
—Id+2(GE,,Id)E, + 2(GE_,Id)E_ car G*=1d
= —[d+E_QE,+E,QFE_

Donc : (GP)2 = GO oGP = GDodG = —Id+E, ®FE_+E_® E,.

D’ot la structure (G® = ®G, GEy = E5) est une structure presque de contact généra-
lisée

2. vérifions que G est une métrique Riemannienne généralisée qui compatible avec cette
structure :

c.a.d

~Gd G Gd=G-FE,®9E, —E_®E_?

-G G GO = -G car G® = oG
— G—E+®E+—E,®E,

donc (G,G® = ®G,GE, = E-) est une structure métrique presque de contact généra-
lisée.

3.4 Structure coKahler généralisée

Rappelons qu’une structure presque contact (¢,&,7n) sur une variété M de dimension
impair est appelée normale si la structure presque complexe associée sur M xR est intégrable.
Ralph R. Gomez et Janet Talvacchia dans [32], ils ont prouvé que le produit de deux structures
presque contact généralisées (M;, @;, %), i = 1,2 est une structure complexe généralisée si
et seulement si chaque ®; est forte (strong) (i.e. L™ et L~ sont stables par le crochet de
Courant) et [EZ, EﬁF]C = 0, ainsi, conformément a la notion classique de structure presque
contact normale.

Définition 3.4.1. [32/
Une structure presque contact généralisée (M, ®, EL) est une structure de contact généralisée
normale si O est forte et [E,, E_]. = 0.
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Si nous prenons M pour avoir une structure de contact généralisée normale et pour que
R ait la structure de contact généralisée normale trivial (& = 0, E, = dt, E_ = 0t), alors le
come M x R admet une structure complexe généralisée (voir [32]).

Une structure métrique presque contact sur M?"*! est une structure presque de contact
(p,&,m) avec une métrique Riemannienne g qui satisfait g(p X, pY) = g(X,Y) — n(X)nY).
Kenichi Sekiya [58] a défini une structure métrique presque de contact généralisée comme une
structure presque de contact généralisée (P, ) avec une métrique Riemannienne généralisée
G qui satisfait

—-Gd=G-FE,Q®FE, -E_®FE_

Lemme 3.4.1. [32/

Soit (P, B+, G) une structure métrique presque de contact généralisée sur M2+t

Alors (eP®e B eBE,, ePGe™B) est une structure métrique presque de contact généralisée
tel que B est une 2-forme différentielle. De plus, cette structure est forte si (9, EL) est forte.

Rappelons qu’une structure presque coKihler sur M?"*! classique est une structure
métrique presque de contact (¢,&,n,g) sur M, tel que la 2-forme fondamentale w(X,Y) :=
g(X,pY) et la 1-forme 7 sont fermeés (i.e. dw = dn = 0) [18]. Si en plus, la structure métrique
presque de contact est normale, alors (p, &, 7, g) est une structure coKéahler sur M, (voir
la Définition 1.2.10).

Définition 3.4.2. [31]
Une structure coKdihler généralisée est une structure métrique de contact généralisée
normale (P, By, G) tel que G est également forte (strong).

Remarque 3.4.1. [31]

¢ Les sections associées a GP sont GEy = E¢ et donc automatiquement on obtient que
[[E+x, Ex]] = 0 pour la structure métrique de contact généralisée associée o GP.

Par conséquent, nous aurions pu définir une structure coKdhler comme une structure métrique
de contact généralisée (M, ®, Ey, G) telle que les deux (M, ®, Ey,G) et (M,G®, Ex,G) sont
nOTMAUL.

¢ Si (D, EL, G) est une structure métrique de contact généralisée normale alors par définition,
D est forte.

Rappelons qu'une structure de Kéhler sur M induite une structure de Kéhler généralisée
sur M.

Proposition 3.4.1. [31]
Toute variété coKdhler est une variété coKdahler généralisée.

Preuve . Voir [31] p 8. =
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Lemme 3.4.2. [32]
Soit (P, Ey) une structure presque contact généralisée, alors ® est fort si et seulement si
[L+, EA0], € EAO) et [L=, ELO], € 1O,

Théoréme 3.4.1. [31]
Produit de deux variétés coKdhler généralisées admet une variété de Kahler généralisée.

Preuve . Voir [31] p 9. =



chapter 4

Résultats

Dans ce chapitre qui est la partie principale de ce travail, nous présentons les résultats
que nous avons obtenu, d’ol1, nous nous adressons a les points suivants :

Premiérement, la construction des variétés Kahlériennes généralisées a partir des variétés
presque contact métrique classiques (précisément, a partir des variétés trans-Sasakiennes),
par 'utilisation une fois le produit des variétés, passant par le Théoréme (2.3.1) de Marco
Gualtieri [28], ou on peut construire une structure Kéahlérienne généralisée a partir d’une
structure bi-hermitienne classique.

Deuzxiemement, la construction des variétés Kahlériennes généralisées a partir des variétés
presque Kahlériennes classiques, par I'utilisation deux fois le produit des variétés, passant
aussi par le Théoréme (2.3.1) de Marco Gualtieri [28].

Troisieémement, nous avons fait, 'extension de la notion de transformation (précisément, la
déformation homothétique) sur les variétés Riemanniennes classiques (voir,Tanno [61], 1968)
a la géométrie généralisée (précisément, sur les variétés presque contact généralisées).

Quatriemement, nous avons adressé quelques propriétés sur les métriques généralisées, ol
nous somme arrivé a définie une nouvelle métrique Riemannienne classique g — bg~'b sur une
variété Riemannienne (M, g), ou b une 2-forme, et g=! est la métrique inverse de g.

4.0.1 Introduction sur la construction des variétés Kahlériennes gé-
néralisées

Soit M une variété différentiable de dimension paire avec son fibré tangent généralisé
TM & T*M. La structure de Kéahler généralisée sur M est une paire de structures complexes
généralisées qui sont compatibles, en ce sens qu’ils définissent une métrique définie positif sur
TM®T*M. Une telle structure peut également étre définie de maniére équivalente comme un
quadruple (g, b, J;, J_), oil g est une métrique Riemannienne, b est un deux-forme et J. sont
des structures presque hermitiennes sur (M, g) satisfaisant une certaine condition de torsion.
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En d’autres termes, une structure de Kahler généralisée sur M peut étre considérée comme
une structure bi-hermitien satisfaisant une certaine condition de torsion. Les structures de
Kahler généralisées ont été introduits et étudiés par Gualtieri dans [28]. L’un des objectifs de
ce travail est d’explorer d’autres fagons de construire des structures de Kéhler généralisées.

Dans ce cadre les résultats de notre étude peuvent étre divisés en deux parties. Dans la
premiére partie, nous construisons des structures de Kéahler généralisées & partir des varié-
tés métriques de contact classique de dimension impaire (précisément, a partir des variétés
trans-Sasakiennes), et en utilisant la construction (métrique) de bi-tordu D-homothetique
(D-homothetic bi-warping) (voir [11, 8|). Le premier résultat, nous le démontrons dans le
Théoréme (4.1.1), ce résultat nous permet de construire des variétés Kéahlériennes généra-
lisées & partir d’une variété S-Kenmotsu. Dans la deuxiéme partie, nous construisons des
structures de Kahler généralisées a partir des variétés presque Kéhlériennes de dimension
paire, par 'utilisation deux fois le produit des variétés, avec les métriques : tordu (1.5) et
bi-tordu D-homothetique (1.8), successivement, passant par le Théoréme (2.3.1) de Marco
Gualtieri [28], on obtient deux familles de structures Ké&hlériennes généralisées.
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4.1 Structure Kahlérienne généralisée a partir de struc-

ture trans-Sasakienne
Soit (M?™t1 p, €, m, g) une variété trans-Sasakienne de type (a, 3) et T un intervalle ouvert

de R, alors nous obtenons deux structures presque complexes et une métrique Riemannienne
sur le produit M?"*2 = M x I, qui sont défini par :

=9+ [P(K* = )n@n+dt* (4.1)
i 1
Jo=tp+ fhn @0t~ L dt O (4.2)

ou f et h sont deux fonctions sur R avec fh # 0, et § une métrique bi-tordu D-homothétique
(voir (1.9)). Les champs de vecteurs sur I x M?" ! sont donnés par (ad;, X) ott X est un
champs de vecteurs sur M***1 ¢ la coordonnée de I ( avec 9, = %). Donc, nous obtenons la
Proposition suivante :

Proposition 4.1.1.
Soit (M"Y 0, €, m, g) une variété trans-Sasakienne de type (o, B) et T un intervalle ouvert de

R, alors nous obtenons une structure bi-hermitienne (g, ji) sur la variété produit M2+2 =
M x 1, défini par :

g=rg+ AW =nen+d (4.3)
- 1
Ji:icp%—fhn@@t—ﬁdt@{. (4.4)

ot f et h sont deuzx fonctions sur R avec fh # 0

Preuve . La structure (§,.J;) est hermitienne si elle vérifier les conditions suivantes
(utilisant (1.1)) :
PX=-X o §ULX,JLY)=§X7)
avec X = (adt, X) et Y = (adt,Y) deux champs de vecteurs sur I x M
et J, s’écrie sur l'espace tangent de M?" ™! x I par :
= 0 0 a
Jilaze, X) = (fan(X) 5, X = 26, 45
o, X) = (fln(X) 5, @ e (4.5)
Aprés les calcules, ces deux conditions sont satisfait, donc on peut avoir que les deux structures
(g,J+) et (g, J-) sont hermitiennes. =
Maintenant, notre objectif principal dans cette construction est de trouver une paire (f, h)
des fonctions définies sur certains intervalle fixe I C R pour laquelle, il existe une 2-forme b
tel que (g,b, Jy, J_) définit une structure Kéhlérienne généralisée suivant le Théoréme
(2.3.1) de Marco Gualtieri, avec 'utilisation du produit sur les variétés une fois.
Nous devons écrire les 2-formes fondamentales wy de structure bi-hermitienne (g, J1), par
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définition suivante :

0
“ot

20y} = g((%.a ). L0,

pour tous (X, aat) (Y, bat) champs de vecteurs sur M2+2 = M x L.

o ((X,a

D’ou,

(Di((X7aat)7(Y7bat>> = §<<X7aat)aji<y7bat))

fh
— Py(x, ti—ﬁﬁ)ﬂ“z( Dn(X)n (ti—ﬁﬁHdt(a@t)dt(fhn( )01))
= [P(X, oY) + fPg(X, —ﬁ£)+f2< 1)n(X)n (—E@mfhn(Y)
= EPW(XY) ~ F9(X8) + P — DnlX)(= 7)) + efhn(Y)
= EPUXY) — Fon(X) — (R )n(X) + afhm(Y)
= +fw(X,Y) - fhbn( )+afh77(Y)
+/2w(X,Y) + fh(an(Y) — bn(X))
j:wi(X, Y) + fh(2dt An)((X,ady), (Y,00;))
= :|:f2w(X,Y)+2fh (dt An)((X,ady), (Y, bd,))

Donc, on obtient les 2-forme fondamentales w1 de (g, ji) en fonction de la 2-forme fon-
damentale w de (¢,&,7,9) :
Oy = +f2w+2fh dt An. (4.6)
d’ou,
doy = £2f f'dt Aw £ fPdw — 2fh dt A dn. (4.7)
En utilisant la définition (1.4.1) de structure trans-Sasakienne de type («a, ), précisément les

conditions (1.4) (c’est-a-dire pour, dn = aw et dw = 28(w A n) ol a et § sont des fonctions
différentiables sur M), nous obtenons :

divoy = £2f f'dt Aw £+ 28f%w An —2afh dt Aw (4.8)
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done, pour J = (£p — fihdt@)ﬁ ,fhn®0t), on a :

d(:)i(ji., ji., j:l:) = :|:2ff/dt(ji) VAN w(ji, j:l:) + 2ﬁf2w(ji, j:i:) VAN n(j:t> - 20th dt(j:t) N w(ji, ji)
= £2ff'(fhn) Nw £ 28f*w A (- %dt) —2afh(fhn) Aw

= j:2f<ff’h77—§dt> Aw =20 f?h*n A w.

car w(Jy, Jy) = w.

Nous remarquons que pour « = 0, nous avons :

dd}i(ji., ji., ji) = :|:2f (ff/hﬁ — % dt) N w,
Supposons que :
dog(Jx., Jx., JL.) = +db(., ., ") (4.9)
ot b est une 2-forme sur M x L.
c’est-a-dire, on a :
dé-2f(ffhn——é(ﬁ>/\w (4.10)
h
I'équation (4.10) ¢a donne :
E:lﬂfhw
B

de telle sorte que le systéme suivant doit étre satisfait :

{ (f2f1h>/ =28 (4.11)
ds = 0.

Maintenant, supposons que [ est une constante non nulle, alors la derniére condition est
triviale.
Si en plus, nous fixons la fonction bornée f telle que f2f’ # 0 alors il existe deux fonctions h
satisfaisant le systéme (4.11), plus précisément, on obtient :

h(t) = i—VC_BZfA‘
f2f/ ’

ol ¢ est une constante suffisamment grande de telle sorte que ¢ — 8%2f* > 0 sur I'intervalle 1.

(4.12)
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Ainsi, aprés avoir utilisé I'expression (4.12), la 2-forme b devient :

Ezi%\/c—BQf‘l w. (4.13)

Donc, nous pouvons obtenir la Proposition suivante :

Proposition 4.1.2.

Soit (M* ¢ € n,g) une variété B-Kenmotsu ou 3 est constante.

Nous considérons la structure bi-hermitienne (g, j+, j_) sur M = M?>*. x R donnée dans
(4.1) et (4.2), alors il existe une famille des 2-formes b qui sont vérifié la condition (4.9),

définies par :
~ 1
b=+—+c—[F2f*w.

B
A/ c—pB2f4
avec h(t) = icﬂ—?,f, ou ¢ est une constante.

Puis, utilisons le Théoréme (2.3.1) de Marco Gualtieri, nous obtenons le premier théoréme
principal suivant :

Théoréme 4.1.1.

Soit (M"Y 0, &, n,g) une variété -Kenmotsu ou 3 est constante. Pour toute structure bi-
hermitienne (§, J.) et 2-forme b données dans (4.1), (4.2) et (4.13).

Alors (§,b, Jo, J_) définit une famille de structures Kdhlérienne généralisées sur M x R,
ot ¢ est une constante et f et h sont deux fonctions sur R avec fh # 0 et ff' # 0.

Remarques 4.1.1.

1. Dans la Proposition (4.1.1) nous pouvons aussi choisir la fonction h négative qui défini
dans 'équation (4.12) alors le signe du 2-forme b change.
2. Pour les conditions complémentaire de structure trans-Sasakienne, on a utilisé dans

cette these que dn = aw et  dw = 2B(wAn), mais dans notre Article [12] on a utilisé
dn=aw et dw=pwAn).

Rappelons la Proposition suivante de Gomez et Talvacchia ([31], 2015) :

Proposition 4.1.3. [31]

Soient (M, J1, Ja, Gar) est une variété Kihlérienne généralisée, et (N, ®, EY Gy) est une
variété coKdhler généralisée.

Alors M x N admet une structure coKdahler généralisée.

Donc, cette Proposition, nous permet de présenter le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.1.

Soit (M* 1 p &, n, g) une variété -Kenmotsu ot 3 est une constante, alors il existe une
famille & deux-parametres de structures coKdhler généralisées sur M x R?
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Preuve .
Appliquer le Théoréme (4.1.1), nous obtenons une structure de Kéhler généralisée (1, J2)
sur M = M x R, et nous identifions G = —J; o J, avec sa paire correspondante (g,b), ou g
est une métrique de Riemann et b une 2-forme, on utilisons la structure presque de contact
standard classique (pr = 0, 0t, dt) sur R (i.e. est une structure coKéhler sur R), et d’aprés la
Proposition (3.4.1) ¢a devient une structure coKéhler généralisée sur R, donc par Eszplication

du Proposition (4.1.3), on obtient une structure coKihler généralisée sur M = M x R, avec
O =7 et G=(g+dt?b), Ey = (0,dt) et E_ = (£,0). ]

Rappelons la Proposition suivante de Juan Carlos Marrero [48], ou il a donné une classi-
fication de structure trans-Sasakienne sur une variété de dimension > 5 :

Proposition 4.1.4. [/8/
Une variété trans-Sasakienne de dimension > 5 est soit une variété a-Sasakienne, B-Kenmotsu
ou cosymplectique.

D’aprés les Propositions (1) et (2) de Zbigniew Olszak dans ([53], 1986), il a conclu que,
pour toute variété métrique presque contact normale de 3-dimensionnelle (M, ¢, &, 7, g), on
obtient :

(Vxp)Y = %trg(sové) (g(X, V)¢ — n(Y)X> + %divé(g(saX, Y)E - n(Y)sz>,

ot V est la connexion de Levi-Civita sur M.

C’est a dire (suivant le Théoréme 1.4.1) :

toute variété métrique presque contact normale (M3, ¢, £, 7, g) est une variété trans-Sasakienne
de type (a, ), ot « et 3 sont les fonctions donnés par :

o= 1t@(ngf) et fB= %divﬁ = %trg(VQ“)

2
pour plus détail voir [6], [35], [53].
En utilisant le Théoréme (4.1.1,) nous obtenons la Proposition suivante :

Proposition 4.1.5.

Toute variété métrique presque contact normale (M3, ,&,n, g), telle que, try,(pVE) = 0 et
divé est une constante, donne une famille des structures Kdahlerienne généralisées de
multi-parametres sur M3 x R,

o V est la connexion de Levi-Civita sur M?3.
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Structure Kahlerienne généralisée a partir de structure Trans-Sasakienne :
> Quelques Calculs par logiciel Maple :

IFlchler Edit View Insert Format Table Drawing Plot Spreadsheet Tools Window Help

DBBSS Xal S¢ TP EE €= M/ O%® & F&& 2 @
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20) (A | we S0 [ fm]hw 107 [ 570 ) [ 5
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4.2 Structure Kahlerienne généralisée a partir de struc-
ture Kahlerienne

Soit (M"™", J' ¢’ ') une variété presque Kéihlerienne.
Nous définissons une structure métrique presque de contact (p,7n,&, g) sur M = M'xR,,
donnée par :
0
(p:‘]/7 77:0«'7“7 Sza_a g:fzg/_l_d?gv (414)
r

ou f = f(r) est une fonction sur R,.

Ensuite, nous définissons deux structures presque complexes (J+, J_ ) et une métrique
Riemannienne g sur M M2+2 = M x R, = M’ x R, x R;, comme suit :
0 8

G = Rg+hrE -1Dnen+d?
= 2R + h2dr? + B2K*dr? — h2dr® + dt?
= f*h%¢ + WK 4 dt?

C’est-a-dire,

G = f°h%g + h2K*dr* + dt? (4.16)
ou h = h(t) et k = k(t) sont deux fonctions sur R, avec hk # 0, et § une métrique bi-tordu
D-homothétique sur M2"+2 (voir (1.9)).

Alors (§, J1) est une structure bi-hermitienne sur M2M+2,
Donc, nous obtenons la Proposition suivante :

Proposition 4.2.1.
Soit (M, J', ¢’ ,w') une variété presque Kihlerienne, alors nous obtenons une structure bi-
hermitienne (§, J+) sur la variété produit M27+2 = 20 R x R, défini par :

G = 212 + h2K2dr? + di?, (4.17)
Joctortkdrol - Laed (4.18)
S TS T P o '

ou k , h et f sont des fonctions sur R avec hk # 0

Notre objectif dans cette construction est de trouver (f,h, k) des fonctions définies sur R
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pour laquelle, il existe une 2-forme b tel que (g, l~), j+, j,) définit une structure Kahlé-

rienne généralisée suivant le Théoréme (2.3.1) de Marco Gualtieri par 'utilisation deux

fois le produit sur les variétés.

Donc, nous devons écrire les 2-formes fondamentales @i de structure bi-hermitienne

(§,J+), par définition suivante :

2 0

or

oy ((X, s
Ainsi,

s ((X, adr, Bot), (Y, adr, b8t)> _

Donc, on obtient :

Wy =

Ainsi, nous trouvons :

o) (Vag)

0

N ) .9 0
) a))_g((Xa(IE?ba)aJi(Yvaara at))a

j ((X, adr, Bot), Jo(Y, adr, bat))
~ / b
g((X, adr, Bot), (£J'Y, —%87’, ahk@t))

) b
2 —_——
h g((X, adr), (£J'Y, hk@r))

h2(k* — 1)n(X, adr)n(J'Y, —h—bkﬁr) + dt(pot)dt(ahkot)

R2[f2g (X, +JY) + dr(a@r)dt(—h—bk@r)]

b
h?(k* — D{@)(=72) + (B)(ahk)

9 9 7 hab hadb
+h*fw (X,Y) — = —abhk%—T + Bahk
+h2 20 (X,Y) + hk(af — ab)

12 2 (X, Y) + 20k di A dr((aar, 30t), (adr, b@t))
( + 202 — 2hk dr A dt) ((X, adr, Bot), (Y, adr, b@t))

+ 2h%W" — 2hk dr A dt.

dioy = £2f?hHdt Nw' £ 2f f'Rdr AW
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Et pour Jy = (i ©; —ﬁ% ® %; hk% ® %), on obtient :

dog (Jio, Jey Ji) = F2f2h0 dt(Je) A (Jo, Jo) £ 2f fh2 dr(Je) A (Jx., Jy.)

—1
= 42f%hh!(hkdr) AW’ £+ 2f f’hQ(%dt) Aw'

- (i 212020k dr fo'% dt> A
Donc,
~ T T 2712711/ /h /
e ( Ty Joy Jo) :i(Zf h hk:dr—2ffzdt) Aw (4.19)

Posons que :

Aoy (Ja., Iy, Ji) = xd b(.,.,.) (4.20)

ou b est une 2-forme sur M?"+2,
c’est-a-dire, on a :

db = (2f*h*h'k dr — 2ff’% dt) A’ (4.21)
maintenant, on va voir, Uexistence de b.

Directement, nous voyons que db est exacte si et seulement si :

i =2 [dfp =2
(*) : { d(th/k) — _9h ou (**) : { d(h2h/]€) _ 2%. (4.22)

k?
Premiérement, d’aprés () on obtient les deux équations différentielles ordinaires (EDO)
sulvantes :

fPHffr=2f2=0, (4.23)
2k*h* + hh'K* + K'kh'h + 2 = 0. (4.24)
La solution f(r) de la premiére EDO (4.23) est :

ol a et b sont deux constantes.
Pour la deuxiéme EDO, nous observons que pour toute fonction k(t) qui vérifie :

k() = +
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est une solution de 'équation différentielle (4.24), ot ¢ > 0 (suffisamment grand).
Dans ces conditions, I’équation (4.21) donne :

db = d(%”(ae_% + be%)w’)
C’est-a-dire :
dwy(Je., Iy, Ji.) = id(%ﬂ(ae_% + beQT)w'>.
Dong, elle existe la 2-forme b qui vérifie P'équation 4.20, définit par :
b= =Vec— hi(ae™ + be* )

Deuziémement, a partir de (%), on obtient les deux équations différentielles ordinaires
(EDO) suivantes :
P2t =0, (4.25)

2k*h + hh'k* + K'kh'h — 2 = 0. (4.26)
La solution f(r) de la premiére EDO (4.25) est :

f(r) = £+/—asin(2r) + bcos(2r),
ol a et b sont deux constantes.

Pour la deuxiéme EDO, nous observons que chaque fonction k(t) qui vérifie :

1
R (¢)

k(t) = +

est une solution de I'équation différentielle (4.26).
Dans ces conditions, I’équation (4.19) donne :

db = d(h2 (acos(2r) + bsin(27"))w/>.
C’est-a-dire :
dws(Js., Jo., Ji.) = ﬂ:al(h2 (acos(2r) + bsin(2r))w’).
Donc, elle existe autre 2-forme b qui vérifie équation 4.20, donné par :
b= h*(acos(2r) + bsin(2r))w’

Alors, d’apres le Théoréeme (2.3.1) de Marco Gualtieri, on obtient deux structures Kahlé-
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riennes généralisées :
1 -~
(f], 5\/0 — h4(ae™ + be*" )W, J,, J_> (4.27)
(f], (h*(acos(2r) + bsin(2r))w’, J4, j,> (4.28)

Finalement, on peut énoncer le Théoréme suivant :

Théoréme 4.2.1.

Soient (M, J', ¢',u') une variété (presque) Kihlerienne, et toute structure bi-hermitienne
(g, J+) sur M™" x R? donnée dans (4.16) et (4.15).

Alors il existe deux familles de structures Kdahlériennes généralisées de multi-parametres :

1 ~ -
(Q, FVer ht(ae™ + be* )W, J,, J,> (4.29)

et
(Q, (h*(acos(2r) + bsin(2r))w', 5, j_) (4.30)

sur M x R?, ot a, b et c sont des constantes.

Remarque 4.2.1.
Particulierement, la construction de structure Kdhlérienne généralisée qui fait par Kenichi
Sekiya dans ([58], 2012) est une cas particuliére de notre construction car :
Lorsque :
a=—-1,b=0eth=t

c’est-a-dire équivalent a :
h(t) :==t, k(t):=1 et f(r):=+/sin(2r)

Alors d’apres le Théoréme (4.2.1), on obtient deuz structures Kdhlériennes généralisées,
définis comme suit :

1 .
(g, 5 Ve—rie ], J_> (4.31)

<§, —t? cos(2r)', Js, j_> (4.32)

ot la deuxieme structure (4.32) est une structure de Kenichi Sekiya.
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Calculs Maple pour la deuxieme construction (Systeme (*))
# Résolusion du systéeme (1), f=?
restart,
E = (diff (f(r),r))? + diff (diff (£ (r),7),7)-f (r) = 2:f(r)* =0
d

2 d2 5
E=(4s0] + (?f(r)]f(r) —2/(1?=0

VVVVYV

> dsolve (E.f(r))

~ 21 ( 4r _
f(r):_% J -2 (e ¢l C2) )

€

12 (- @)
B 2 2r

# Résolusion du systeme (1), k=2
restart,

F =2k () (diff (h(2), 1)) + diff (diff (h(2),1),1)-
+ diff (k(2),t)-k(2)-diff (h(2),¢)-h(t) +2=0

VVVYV

¥ (% k(t)) k(1) (% h(t)) h(f) +2=0

> dsolve (F, k(1))

k(1) = J -h()* + cI k(t) = - J -h()*+ cI
h(1)? [% h(t)) h(1)? (% h(t)j

> # Résolusion du systéeme (1), B =72

Structure Kahlerienne généralisée a partir de structure presque Kahlérienne :

4
> . R S B X 2, . k=t—- c — h(2) fi=r—

X = — . _b' ; k .

restart; f(r) G a-e e (1) h(t)z( q h(t)] >

> G = diff (B(t,r),r) =2 h(e)*-diff (h(1),1)-f(r)* k(1)
G :=i B(t,r) = —(a e 2" — b ezr) c— h(t)4

or
> H=diff (B(t,r),1) = 2- h(1) 'f(r)]jtl?’(f(r),r)'l
h(ep (—2ae2" —2be27) (% h(t))
H =EB(I,;’)=— ;
c—h(1)
> pdsolve ([G,H],B(t,7))
ﬁ(t,r)*%(ae vt ) Je—hn)t + Cl}



4.2 Structure Kéahlerienne généralisée & partir de structure Kihlerienne 122

Structure Kahlerienne généralisée a partir de structure presque Kahlérienne:
Calculs Maple pour la deuxieme construction (Systeme (*¥*))

#' ‘Résolusion du systéeme (2), f=?
restart;

E = (diff (f(r),r))* + diff (diff (f(r),r),r)-f(r) + 2:/(r)* =0
2 2
E:=[%f(r)) + [—;rz f(r)]f(r) +20(r)2=0

VVYV VY

> dsolve (E,f(r))

f(r)=y - _Clsin(2r) + C2cos(2r),f(r) =
-J - Clsin(27) + C2cos(2r)

> #° ‘Résolusion du systéeme (2), k= ?

v

restart,

> Fi= 24k () (diff (h(2),0)* + diff (diff (h(2),2),0)h(2) k(2)?
+ diff (k(t),t)-k(2)-diff (h(2),t)-h(t)-2=0

> dsolve (F, k(1))

k(t) = h(t)4+ CI k(1) = - /’l(f)4+ Cl
h(1)? (% h(t)j h(1)? (% h(t))

> # ‘Résolusion du systeme (2), =7

restart; f(r) ==+ —a- sin(2- r) + b- cos(2- r) ; k(t)
1

&)

f=r—y -asin(2r) + b cos(2r)

k=t—
d
E h(t)
> G = diff (B(t,r).r) =2 h(0)>diff (h(1),1)-/(r)* k(1)
G :=% B(z,r)=2 h(t)2 (=asin(2r) + bcos(27))

> H = diff (Bt,r),1) === h(t)'f(r)k'zltij)ﬁ"(f(r),r)-l

H:=% B(t,7)=-h(t) (-2acos(2r) —2bsin(2r)) (% h(’))

> pdsolve ([G,H),B(t, 7))

{B(t,r) =h(t)* acos(2r) + h(t)* bsin(2r) + CI}
> ...........................................................................................................
C’est-a-dire : (0. h%(a cos(2r)+ b sin(2r)w’. J.. J.) est une structure Kahlérienne généralisée.
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> # Structure Kahlerienne généralisée a partir de structure Kahlérienne:

># Calculs Maple pour la deuxieme construction ou on peut voir le cas
de Kenichi Sekiya (le cas particulier de notre travail)

>

> vrestart; h(t) = t,f(r) ==/ sin(2-r) ; k(¢) =

h=t—t
f=r—+sin(2r)
k=t—1
> G = diff (B(t,r),r) =2 h(e)>diff (h(2),2)-f(r)* k(1)
G :=% B(t,r) =2 sin(27)

> H = diff (Blt,r), 1) = 2L ([ {r).r) ]

H:=—B(t,r)=-2tcos(2r)

> pdsolve ([G,H])
{B(t,r)=-Fcos(2r) + CI}

C’est-a-dire :

(g,—t2 cos(2r)w , J., J.) est une Structure Kihlérienne généralisée.
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4.3 Transformation de variété presque contact généralisée

Soit (M*1 G, ®, E.) une variété métrique presque de contact généralisée.
On peut identifier une métrique Riemannienne généralisée G avec la paire (g, b) d’une métrique
Riemannienne classique g et 2-forme b sur M.
On écrit : ﬁ
Ey = (§4.m4) et ‘I>=<S0b W*>,
W =y
pour plus détails voir la Définition (3.1.1).
Supposons que b # 0, on peut transformer la structure métrique presque contact générali-
sée (G, ®, Ey) a une structure de méme nature (e®Ge™" e*®e ¢’EL) sur M, (voir Lemme
(3.3.2)).
Et aussi a une structure (G, G® = &G, GEL = E+) qu’est également une structures métrique
presque de contact généralisée sur M (voir la Proposition 3.3.1).

Maintenant, nous donnerons une nouvelle définition de transformation sur les structures
métriques presque contact généralisée, alors selon les notations ci-dessus, une transformation
de structure métrique presque contact généralisée (G, ®, E1) sur M est donnée par :

1

G=(f’9.f%), Ei= (f

_ Lt
Eov f1s) et <I>=< o f_Z) (4:33)

ou f est une constante non nulle.

Remarque 4.3.1.

Soient Dy =T(TM) et Dy =T'(T*M).

D’ou, nous remarquons que la transformation au-dessus (4.33) est Di-homothétique et Ds-
homothétique, parce que :

_ — 1
G(AA) =< GA A >= 5 (ol = PIDXF + FXP).

N | —

o A=X+aecl(TM&T*M), et| | signifie la norme sur M.
St A € Dy, i.e. « =0, nous avons :

E(A’ A) = fZG(A’ A),

et si A € Dy, i.e. X =0, nous avons :

G(A, A) = %G(A, ),

o,



4.3 Transformation de variété presque contact généralisée 125

1
G(AA) =< GA A >= 5(|04|2 — bX]* + | X]?).

Donc, nous pouvons appeler cette transformation par déformation D-homothétique
avec D = {D;,Ds}.

Finalement, on peut annoncer la Proposition suivante :

Proposition 4.3.1.
Soit (G, ®, E+) une structure métrique presque de contact généralisée sur M*" ', défini par :

#

T

G=(9,b), Er=(&ns) et 2= < spb . > : (4.34)
who=p

Alors (G, ®,Ey) est aussi une structure métrique presque contact généralisée sur M, telle

que :

1

G=(f’9.f%), Ep= (f

_ Lt
fbf%>et®=<f%bf;>, (4:35)

ou f est une constante non nulle.

Preuve .
Soit (M, G, ®, E) une variété presque contact métrique généralisée, qui satisfait les conditions
(3.5), (3.3) et (3.2).
Par des calculs simples, nous avons :

< Ei, Ei >= Ui(fi) = O, (436)
1 1
< by E_>= 5[77+(57) +n-(&4)] = > (4.37)
P+ W) =T+ ®E +1-®&,
b * b
Dod— JLE.QF LE QF W(p) = (W) =0y @n-+n- @y, 438
( FEOEAEOB) 2 o e =6 me +e ok, (4.38)

() + () =T+ & @0+ & @y
Par définition de la structure de transformation dans (4.33), nous avons :

<P(X+a)Y+5> = %[(f%"(X) — ¢ (@) (Y) + Ble(X) + ()]

_ _71[( P2l (YV)(X) = 0 B(X) + a(p(Y) + —a((B))]

ot X +a,Y +Bel(TM&T*M), alors d+ & = 0.
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D’aprés (4.36) et (4.37) on obtient :

—_ _ 1
< FEi EL >=0, and < E+,E_ >= 5,

de plus, nous avons :

o ©? + (W) f%so(ﬂﬁ) - #Wﬁ(%‘?*)
5= ( Tk ZI)

et

—_— T o T+, Q6+ ® Sl @+ ®
It EeE +E b= LTHOSTI-04 _f][§+£ SIS
S e @ -+ n- @ n] +E @+ @

En utilisant (4.38), nous obtenons :
®od=-]+FE,®E +E QF,.

Donc (®, E1) est une structure presque contact généralisée sur M.
Comme (M, G, ®, E.) est une structure presque contact métrique généralisée, et d’apres (3.4),

nous avons :
9GP =G-E, ®FE, —E_®E_ (4.39)

Aprés des calcules, on obtient :

(g bp — g~ W’ — g + Tihgbp — mibg~lw
=—gb—n @ —n-®E
W g o — W g W + ot g — o*bg o + o by lw
=g—bgtb—ny @0y —n-@n- (4.40)
0g bt 4 pglo* — whgmt 4+ wibg T bt 4 wihg T p* '
=9 -6 R - R
W g1t + WPl + gt — obg—lbrt — byl
=bg ' =& @y — & @

\

Une métrique Riemannienne généralisée GG de structure de transformation est donnée par :

o (AR )
2 1 g 0 —f?b 1

N —g~'b 79
—fPbg~o+ f2g bgTh )



4.3 Transformation de variété presque contact généralisée 127

Ainsi,
_ _ _ (A B
. - 4.41
3G 3 (CD), (4.41)

ot

A= g by — g W’ + mhhg by — whgp — wihg W’

B = lpg™or* + g~ o* + mhbg T ont — whgnt + whhg T o
C'= g by — Wy 'w’ — @by~ bp + 9 gp + @by
D =g 'brt + W gt — *bgTlbrt + gt — *bg T e*

W’

D’un autre coté :
G-E,®FE, —-E_®FE_=

A\ Plby g me@n —n- @] byt =& @n — & @n-
En utilisant (4.40), nous obtenons :

—g - @&~ @ f—la[gl—§+®€+—€—®§—]>.

-® ¢ ®=G-FE,®E,-FE_ ®FE_ and G(Ei)=F-:.

Donc, (M, G, ®, E4) est une variété métrique presque contact généralisée. ]
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4.3.1 Propriétés sur les métriques généralisées

Remarques 4.3.1.

1. » L’opération g :==< .,. > n’est pas une métrique Riemannienne (i.e. n’est pas définie
positif ). Et on peut écrire cette pseudo métrique g sur cette forme :

g :=dx; ® Ox;

telle que : {0x;} (resp. {dz;}) une base locale (resp. base dual) sur M,
et 1
dr; ® 0x; = 5[(1:@ ® Ox; + Ox; ® dx;)

2. » ¢ :=<G.,.> est une métrique Riemannienne généralisée, tel que :

o ( (g) 9; > (4.42)

. . P . . . L L . 12
Et on peut écrire cette métrique Riemannienne généralisée g par une autre formule
sutvante, pour €vité les calcules sur les matrices :

/ 1 1

N S |
g - 29"‘29

ot : g une métrique Riemannienne classique et g~ la métrique inverse de g.

3. » < G'.,. > est une métrique Riemannienne généralisée tel que (transformation de

G) :
G =¢’Ge™ (4.43)

ot b est une 2-forme différentielle et g est une métrique Riemannienne classique sur M.

Vérification :
(1) » (I) Soient X +a,Y +3,Z+ne TM

1. < .,. > symétrique :

cX+4aY+B> = %(Q(Y)W(X))

= L(B(X) + (V)

= <Y+5X+a>
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2. < .,.> bilinéaire : soit k € C

cHX4a)+ (Y +8), 247> = %((ka+5)(Z)+n(kX+Y))

_ %(k;a(Z) +B(Z) + nkX +n(Y))

= Sa(2) (X)) + 5(5(2) +n(¥))
= k< X+a,Z+n>+<Y+5,Z2+n>

X+a=0
3. <.,.>n'est pas définie: < X + o, X +a>=a(X)=0=¢ X =0,a#0
a=0,X #0.
4. < .,. > n’est pas positive :
< .,.> est positive ssi ;< X +a, X +a>>0
Contre-exemple :

< 20x — dx,20x — dx >= %(—dz(%?x) —dz(201)) = -2<0

5. < .,. > non dégénérée : V(Y +5) €e TM < X +,Y + 3 >= %(a(Y)+5(X)) =0=
X+a=0

Donc < .,. > est une pseudo-métrique.

(I) Soient A=X+a, B=Y+p5€TM
localement, X = X0x; , Y =Y0x;, a =d'dx; , = Bidx;

g(A,B) = (dz; ©0z;)) (X + o, Y + B) = = [B(X) + aY)] =< X + o, Y + 3 >

N —

(2) » (I) Soient X + o, Y + 3, Z+n € TM
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a) < G.,.> symétrique :

<GX+a),Y+5>

b) < G.,. > bilinéaire : soit k € C

<Gk(X+a)+ (Y +8),Z+n>

c) <G.,.> est définie :

<GX+a),X+a>=0 =

d) < G.,.> est positif :

)0
<(99X&)’(E>>
L9 a4 g(X, 1)

Sag™ B+ g(X,Y))
(W) (5)
(% )(5)(2)>

<GY+P),X+a>

(o % )Cats )(5)>
g ka+pB )7\ n

g Y ka + ) A
(v )(7)>

kg~ la+g71B) Z
<( koX+gv) )\ n )~
<kGX4+a)+GY +5),Z+n>
k<GX+a),Z+n>+<GY+p),Z+n>

1
<GX+a),X+a>= E(ag_la%—g(X,X)) >0

avec X +a # 0
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e) <G.,.> non dégénéré : VY + € TM,
1
<GX+a),Y+p >:0:>§(ﬁg_1a+g(X,Y)):O:>X+a:0

/ . . . . s . . .
Donc : g :=< (.,. > est une métrique Riemannienne généralisée.

(IT) Soient A=X+ao, B=Y +5€TM
localement, X = X0x; , Y =Y0x;, a = d'dx; , = idx;
apres des calcules simples on trouve :

g(A,B) == <GA B>

_ ! L
— S9XY) 4+ 507 B)

(3) » Montrons que < G'.,. > est une métrique Riemannienne généralisée tel que :

/

G = 'Ge™?
(10 0 g 1 0
-GS
(oo i)
g—0bg~'b byt

% Méthode 1 :
1. < G'.,. > symétrique :

<G (X+a),Y+8> = <efGe (X +a),Y+5>
= <Ge (X +a)e?Y+8) >
= <e (X +a),Ge (Y48 >
= <X +a,dGe (Y +5) >
= <G (Y +8),X+a>

2. < G'.,. > bilinéaire : soit k € R

<GUhX+a)+ Y +p8),Z4+n> = <kG(X+a)+G (Y +8),Z+n>
= k<G (X +a),Z4+n>+<G Y +8),Z+n>

— s e / _ o, e
car : G, ¥ et e~ sont linéaires, donc G = e’Ge" est linéaire.
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3. < G'.,.> est défini :

<GX+a),X+a>=0 = <Ge X +a),X+a>=0
= <Ge (X +a)e’X+a)>=0
= X+a=0

ar : < GG.,. > est une métrique Riemannienne (voir (4.42)).

4. < G'.,. > positive : pour V (X +a) # 0

<G(X+a),X+a> = <efGe (X +a),X+a>
= <Ge (X +a)e?X+a)>>0

5. < G'.,.> non dégénéré : VY + 3 € TM

, 1
<GX+a),Y+8>=0 = E(ﬁg_laﬁLg(X,Y)):O
= X+a=0

% Méthode 2 :

1. < G'.,. > symétrique :
/ —g % gt X Y
<GX+a),Y+5> = < (g—bg_lb by ) ( N ),( 3 ) >
_ <( —g X + gl ) (Y)>
gX —bg WX +bgla )\ B
= %(g(X, Y) —bg 'bXY +bg taY — Bg hX + Bg )

= 1g(YX)—bg WY X +bg 18X —ag 'bY +ag 'B)
1
- <(gY—gbgb$ibgﬁlﬁ> <§)>
=< () (5)(0)-
—bg~ 1b bg! B )\ «a
= <G Y +8),X+a>

car :g — bg™'b est une métrique Riemannienne (voir le Lemme (4.3.1)).

2. < G'.,. > bilinéaire :soit k € C

<GEX+a)+ Y +8).Z+n> = <kG(X+a)+G (Y +p),Z+n>
= k<G X +a),Z4+n>+<G Y +8),Z+n>
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— s ! _ o, .
car : G, e’ et e7® sont linéaires, donc G = e*Ge™? est linéaire.

3. < G'.,.> défini :

. -1
<G X+a),X+a>=0 = <( b g )(X>,(X)>:O

g—bg b bg! o a
= %(g(X,X) —bg XX +bg aX —ag b X +agta) =0
= %(g(X, X)—bg b XX +ag'a)=0
= %(g —bg b)) (X, X)+ag la=0
= X+a=0

car : g — bg~1b est une métrique Riemannienne et g—! la métrique inverse de g (voir le
Lemme (4.3.1)).

4. < G'.,. > positive :
/ 1
<G (X +a), X +a>=7(g—bg )X, X)+aga) >0

5. < G'.,. > non dégénéré : pour VY + € TM

-1 -1
/ gb g X Y
<GX+4+a),Y+5>=0 = <(g bg~1b bgl)< ),( )>_—O

_ - —g WX + g Y N
gX —bg X +bg e )7\ B N

—g X +g7la=0

= {gX—bgfle—i—bgflaz()
{bX:a
gX =0
= X+a=0

’ . o . . P s .
Donc : < G .,. > est une métrique Riemannienne généralisée.

/ . ~ L . . . . .
Nous avons conclu que, pour que < G .,. > doit étre une métrique Riemannienne géné-
ralisée, il faut que g — bg~'b soit une métrique Riemannienne classique.

Donc, nous obtenons le Lemme suivant :

Lemme 4.3.1.
Soit (M, g) une variété Riemannienne, et b une 2-forme différentielle sur M.
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Alors

est une métrique Riemannienne, ot g~

Preuve . Soient b 2-forme et g une métrique Riemannienne classique sur M.

Localement, on a :

(bg™'b)(X,Y)

g—bg~'b

est la métrique tnverse de g.

(bz'j)(gkl)(b ) (X, Y)
X (bij)(g™) (byg) Y
—" X" (bis) (™) (bpg) Y
(( i1)X)(g™) (bpg) Y

(b)) X (bpg)Y)

“H(0(, X), (b, Y))

(4.44)

ici, (by)X = 32,5 b X'dx? = b(., X) avec (by;) (resp. (g*)) est la matrice associe & b (resp.

agh).
D’ou :

(9 —bg 'H)(X,Y)

Avec :

Q

<

Q

Q

Q
T T T T T T

Q

Q

<

Q

Q

<

O M e e ) e o= =

Q

—bg (XY
— ((bg~'D)X)Y
— (bg'b(., X))Y

|
~
=N
—~~

=)
L
~—
\.O“‘
/.—\
=
~
~

T N N N~ N N N

[

S
e X

e «

L

—~~

0‘“@‘

—~~
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(g —bg~D)(X,Y) = g(X,Y) + g7 (b, X),b(., Y))
1. bilinéaire, car g, g~* et b sont bilinéaires.
2. symétrique, car g, g~! sont symétriques.

3. définie positive, car :
9(X, X) > 0 et g (b(., X),b(, X)) > 0 = g(X, X) + g~ (b(, X),b(-, X)) > 0
et
9(X, X) + g7 (b(, X),b(, X)) = 0= g(X, X) =0 = X =0

Donc : g — bg~'b est une métrique Riemannienne.
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4.4 Conclusion et perspective

Dans les exemples usuelles J; et J, des structures complexes généralisées issus d’'une
structure complexe J et d’une structure symplectique w, respectivement (voir les exemples
(2.1.1) et (2.1.2)). On voit que la condition de g := —w(., J.) soit symétrique est équivalente
a JrJ, = J.J, et la condition g > 0 équivalente & < —7;7,.,. > > 0. Ces observations
meénent & la définition (2.3.1) de structure Kéhlérienne généralisée qui a été due par Marco
Gualtieri |28], cette définition représente par une paire de structures complexes généralisées
(J1, J2) telles que J1.Jo = JoJy et la forme bilinéaire < — 71 J5.,. > est définie positive.
Puis, Gualtieri & conclu que ces structures Kéhlériennes généralisées sont intimement liées a
un autre type de structures qui sont les structures bi-hermitiennes classiques (J5, J_, g), ou
il a atteint un théoréme trés intéressant (2.3.1), ce théoréme représente le passage entre les
structures bi-hermitiennes classiques (J.,J_,g) et les structures Ké&hlériennes généralisées,
par l'existence d’une 2-forme b qui satisfait la condition (2.4) dans ce théoréme, c’est-a-dire,
une structure Kéhlérienne généralisée peut étre définie de maniére équivalente comme un qua-
druple (g,b,J4,J_), ou g est une métrique Riemannienne, b est une deux-forme et Ji sont
des structures presque hermitiennes sur (M, g) satisfaisant une certaine condition de torsion.

Donc pour notre travail, nous sommes arrivé a plus loin que cela, ot notre théorémes
(4.1.1) et (4.2.1) représentes le passage entre les structures classiques sur une variété différen-
tiable M de quelle que soit la dimension (géométrie classique) vers une structure Kéhlérienne
généralisée sur une variété de dimension paire (géométrie généralisée), avec 'utilisation le
produit des variétés.

La continuité de notre travail (perspective) est représente dans ce qui suit :

1 » Nous pouvons aussi continue de la méme maniére a construire une famille des
structures Sasakiennes généralisées par I'utilisation de la correspondance antre ces structures
et les structures Kahlériennes généralisées selon Kinichi Sekiya ([58], 2012).

2 » Construction et classification de structure de contact généralisées sur des groupes
de Lie :

(a) Si nous avons un groupe de Lie G de dimension 2n munie d’une structure complexe
généralisée dont l'algébre de Lie g admet un centre Z(g) qui est de dimension 1, avec une
extension centrale d’algébre de Lie. Alors nous pouvons construire une structure de contact
généralisée sur g x R.

(b) Nous allons étudié la classification des structures de contact généralisées invariantes
sur les groupes de Lie de dimension petit (i.e. 3 et 5).

(c) Nous pouvons voir aussi, s’il existe une correspondance bi-univoque entre les structures
de contact généralisées invariantes sur un groupe de Lie G d’algeébre de Lie g de dimension
impaire et les couples ([,w) dits g-admissibles.
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Résumé. Le concept de la géométrie généralisée est dii & Nigel Hitchin, et elle est
intéressante dans la théorie de la physique. En géométrie généralisée on étudie non pas le
fibré tangent d’une variété différentiable, mais plut6t la somme du fibré tangent et du fibré
cotangent, ce qu’on appel le fibré de Pontryagin (ou le fibré tangent généralisé) avec la
somme de Whitney. La géométrie Kahlérienne généralisée est une partie de la géométrie
généralisée. L un des objectifs de ce travail est d’explorer d’autres fagons de construire des
variétés de Kahler généralisées, dans ce contexte, nous avons construit ce type de structures
par deux facons différentes. Dans la premiere, nous construisons ces variétés a partir des
variétés beta—Kenmotsu classiques, de dimension impaire, par l'utilisation une fois le produit
des variétés, passant par un Théoréme de Marco Gualtieri. Dans la deuxieéme, nous avons
construit des variétés de Kahler généralisées a partir des variétés presque de Kahler classiques
de dimension paire, utilisant deux fois le produit des variétés, on obtient deux familles des
structures Kahlériennes généralisées. Nous remarquons que, la construction de cette structure
selon Kenichi Sekiya est une cas particuliére de notre construction. D’autre résultats
concernant la construction de structure presque contact généralisée, peut étre obtenus par
I’utilisation de transformation de cette structure suivant la technique de Tanno (1968).

Mots clés. Structure presque de contact généralisée, structure presque kahlérienne
généralisée, déformation homothétique, structure trans-sasakienne.

Abstract. The concept of generalized geometry is due to Nigel Hitchin, and it is interesting
in the theory of physics. In generalized geometry we study not on the tangent bundle of a
differentiable manifold, but on the sum of the tangent bundle and the cotangent bundle, what
we call the bundle of Pontryagin (or the generalized tangent bundle) with the sum of Whitney.
Generalized Kahlerian geometry is a part of generalized geometry, one of the objectives of
this work is to explore other ways of constructing generalized Ké&hler manifold, in this case,
our results can be divided into two parts. In the first, we build these manifolds from the beta-
Kenmotsu manifolds (classical), and using the product of the manifolds one time, let us go
through a Marco Gualtieri Theorem. In the second part, we constructed generalized Kahler
manifolds from the almost Kahler manifolds (classical), using the product of the manifolds
two times, which gives us two families of generalized Kahler manifolds. We note that the
construction of this structure according to Kenichi Sekiya is a special case of our construction.
Other results concerning the construction of generalized almost contact structure by the use of
transformation of this structure following Tanno (1968).

Key Words. Generalized almost contact structure, generalized almost Kéhlerian structure,
homothetic transformation, trans-Sasakian structure.



