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INTRODUCTION

LES équations différentielles fonctionnelles mixtes ont deux types d’arguments :
argument retardé et argument avancé, qui ont un comportement différent.
Comparativement a I’équation différentielle fonctionnelle a retard, I'équation diffé-
rentielle fonctionnelle mixte EDFM, n’a pas fait l'objet de beaucoup de recherches
mathématiques.

Ces équations ont la caractéristique importante que 1'histoire et le statut futur
du systeme ont tous deux influé sur son taux de variation a l'instant présent.

Ce type d’équations possede différentes applications dans différents domaines
tel que la physique, la biologie, I"économie, etc...

Dans ce mémoire on présente une introduction concernant les équations diffé-
rentielles fonctionnelles mixtes EDFM du type suivant

u'(t) = f(t,u(t),u(t —h),u(t+h)), te(t,t).

Mon travail est divisé en deux chapitres.

Le premier chapitre est introductif. Il porte sur des préliminaires et des rappels
concernant les équations différentielles fonctionnelles a retard [6], [9].

Dans le deuxieme chapitre, on va s’intéresser a I’étude de l'existence et 1'unicité de
solution d’une équation différentielle fonctionnelle mixte EDFM [2], I'intégration
par la méthode des pas [4], [5], ainsi que 1"équation caractéristique de I'EDFM.



PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles pour la
suite de ce mémoire.
Pour plus de détails concernant les résultats cités dans ce chapitre, on peut se
référer aux [1], [3], [6] et [9].

1.1 Espaces de Banach

Soit (X, d) un espace mérique, (x,),cN une suite de X.

Définition 1.1 On dit que la suite (x,),eN est une suite de Cauchy si
Ve >0,IN € N,V(p,n) eIN*> (p>N et n>N)=|x,— x| <e.

Proposition 1.1 Toute suite convergente est évidemment de Cauchy.
La réciproque est fausse.

Définition 1.2 Un espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy dans X est
convergente.

Définition 1.3 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Soit (E, ||.||) un espace de Banach.

Définition 1.4 — On dit qu’une fonction f : E — E, est lipschitzienne s'il existe
k > 0 tel que

£ () = fFW)I < Kllx = yll,

pour tout x,y € E.

La plus petite valeur k satisfaisant cette propriété pour la fonction f est appelée
la constante de Lipschitz.

— Si k <1, la fonction f est dite non-expansive .
— Sik < 1, la fonction f est dite contraction.
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Définition 1.5 On dit que la fonction f est localement lipschitzienne, si pour tout point
xo de E il existe un voisinage de xo dans lequel f est lipschitzienne dans ce voisinage
autrement dit k dépend de x.

Proposition 1.2 Une fonction lipschitzienne est continue.

1.1.1 Le principe de contraction de Banach

Théoréme 1.1 [1] Soient (E, ||.||) un espace de Banach, f : E — E une contraction,
alors f admet un point fixe unique.

preuve.
i) Existence

Soit k une constante de contraction de la fonction f, et soit xg un élément
arbitraire mais fixe dans E. On construit une suite (x,),cn dans E par

Xy = f(xy—1), pour tout n>1. (1.1)

On doit prouver que (x,) est une suite de Cauchy dans E.
Comme f est une contraction, on a

X041 — xnl| = [|f(xn) = fxn-2)[| < kllxp —xp-1ll, pour tout n>1.
(1.2)
Ainsi, on obtient
|Xps1 — xn|| < K'||x1 — x0l|, pour tout n>1. (1.3)

Par conséquent, pour tout m > n, on utilise 1'inégalité triangulaire

X0 —xmll = [|xn — Xng1 + X1 — X2 + X2 — oo + X1 — Xt
< lxn = xnsall + llxnar = 2ol 4o+ llxm—1 — xml
< (K'+ K" Y |lx — x|
< KK+ = xo
le
< |x1 — xo|| — 0 quand n — +oo,

1—k

et donc la suite (x,) est de Cauchy. Comme E est un espace de Banach, elle
converge donc vers une limite p € E, p = limy; 00 Xy, .
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En utilisant la continuité de f, on obtient

p= lim x, = lim f(x,_1) = f(lim x, 1) = f(p),

n—-:oo n—-o0 n—aoo

alors f admet un ponit fixe.

ii) Unicité
Supposons qu'il existe deux points fixes p et q de f, alors on a

lp—all=1lf(p) = fl@)|l <kl[[p—al,

et comme k < 1, ceci n’est possible que si p = g.

1.2 Rappels sur les équations différentielles fonction-
nelles a retard

Dans cette partie, nous rappelons quelques définitions et résultats sur les équa-
tions différentielles fonctionnelles a retard, le théoréme d’existence et d’unicité des
solutions, la méthode des pas, ainsi que quelques propriétés de ces équations.
Pour plus de détails nous nous référons aux livres [6], [9].

1.2.1  Un apercu historique sur les équations différentielles fonc-
tionnelles a retard

Apres la Premiere Guerre Mondiale, 'utilisation de systemes de contrdle a
conduit a étudier une classe completement différente de celle des équations dif-
férentielle ordinaire, ces équations sont appelées équations différentielles a retard
(EDR).

Ces équations décrivent 1’évolution (x") d’un phénomene en fonction de son états
dans le passé x(t —r), ( r un nombre réel strictement positif que, l'on appelle le
retard).

Les équations a retard ont été introduites pour modéliser des phénomenes dans
lesquels il y’a un décalage temporel entre I'action sur le systéme et la réponse du
systeme a cette action.

Le retard est rencontré naturellement en biologie, physiologie, économie, dyna-
mique des populations, chimie, etc...

Les équations a retard interviennent dans de nombreux domaines d’applications
des mathématiques, et en particulier en biologie.
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L'ensemble de solutions d'une équation différentielle linéaire a retard sont
de dimension infinie, contrairement aux équations différentielles ordinaires sans
retard. La condition initiale d'une équation a retard est définie sur un intervalle,
de longueur dépendant du retard .

1.2.2 Définitions

Soit r > 0, un réel donné, ty € R. On note par C := C([ty — 1, tp];R) 1'espace de
Banach des fonctions continues définies sur l'intervalle [ty — 7, to] & valeurs dans R,
muni de la norme de la convergence uniforme ||.||, fp € R.

Définition 1.6 On appelle équation différentielle a retard, une équation de la forme
x'(t) = f(t,x(t),x(t—71)), t>to, (1.4)

oit f:R® — R, une fonction continue.

Remarque 1.1 Sir = o0, l'"équation (1.4) devient
X'(t) = f(t,x(t),x(t), t>t,
Qui est une équation différentielle ordinaire.

Remarque 1.2 :

Connaissant la fonction x(t) sur [t — 1, to], on peut déterminer la fonction x(t) sur
Uintervalle [to, to + ].

En effet
six(t) = o(t), t € [to—71,t0], ¢ € C, I'équation (1.4)
x'(t) = f(t,x(t),x(t—71)), t>to,
s’écrit
X(8) = flt,x(D), 9(t— 1)), tE [toto+7],
et cette derniére n’est rien d’autre qu’une équation différentielle ordinaire.

Définition 1.7 Une condition initiale pour I'équation (1.4) est donné par la fonction
x(t) = @(t), te€[to—r,to,

o ¢ € C.
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Définition 1.8 On dit que x est une solution de I'équation (1.4) s'il existe « > 0 tels que
i) x définie et continue sur [tg — 7, to + «|.

i) x dérivable sur [to, to + «[ et satisfait I'équation (1.4) sur l'intervalle [to, to + «].

Définition 1.9 x est dite solution du probleme de Cauchy,

{ X (t) = f(tx(t),x(t—7)), t>t,

x(t) = o(t), Le [t -1, to), (.5)

s'il existe w > 0 tel que x soit solution de I'équation (1.4) sur [to, to + ], et

x(t) = o(t), t€to—r,to].

Définition 1.10 On dit que I'équation (1.4) est autonome si la fonction f ne dépend pas
de t. On note dans ce cas f(x) au lieu de f(t,x).

Proposition 1.3 Soit tg € R, ¢ € C donnéet f : R® — R, une fonction continue.
Une fonction x est solution du probleme (1.5) si et seulement si elle est solution du probléme
suivant

x(t) = (p(to)—l—/t:f(s,x(s),x(s—r))ds, E> to.

x(t) = (1), t € [to—r,to]-

(1.6)

1.2.3 Théoréme d’existence et d’unicité de solution
Considérons le probleme de Cauchy (1.5),

{ X () = f(t,x(t),x(E—7)), > t.

x(t) = (1), t e [to—r,to].

Théoréme 1.2 Si f : R® — R est continue, alors le probleme (1.5) admet au moins une
solution, si de plus f est localement lipschitzienne par rapport aux deux derniéres variables,
alors cette solution est unique.
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Soit x une solution de 1’équation (1.4), définie sur l'intervalle [ty — 7, a[, & > 0.

Définition 1.11 On dit que X est un prolongement de x, s’il existe p > w tel que % est
définie sur [to — r, B|, coincide avec x sur [ty — r, a[ et vérifie I'équation (1.4) sur [t —r, B].

Définition 1.12 La solution x est dite maximale, si elle n’admet pas de prolongement, i.e.

que U'intervalle [ty — r, a| est l'intervalle maximal d’existence de la solution x.

1.2.4 Propriétés

i) Pour résoudre 'équation différentielle a retard (1.4)

x'(t) = f(t,x(t),x(t—71)), t>t,

il faut connaitre x(t) sur un intervalle [ty — 7, ty], de longueur r.

ii) Une équation différentielle a retard linéaire et homogene, peut avoir des
solutions oscillantes non triviales, c’est-a-dire des solutions qui s’annulent

plusieurs fois, mais elles ne sont pas identiquement nulles.

iii) Deux solutions, d'une équation différentielle a retard peuvent se rencontrer

en plusieurs points, sans qu’elles soient égales.

Exemple 1.1 Soit I'équation différentielle a retard suivante

X (t) = —x(t — g),

qui admet comme solutions

x(t) = cos(t) et y(t) =sin(t).

On remarque que x(%§) = y(§) ;mais x # y.
1.2.5 Intégration par la méthode des pas
Pour simplifier les calculs nous considérons ty = 0.

Alors le probleme de Cauchy (1.5) devient

{x’(t) = f(t,x(t),x(t—71)), t>0.
x(t) = @(t), t € [—r,0].

(1.7)
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i) La résolution sur [0,7];
Soit t € [0,7], alors t —r € [—7,0] et de la on a
X(t—1) = ot —1),
et le probleme de Cauchy (1.7) devient

X'(t) = f(t,x(t), (t—7)), te0,r],
x(0) = ¢(0),

d’aprés la proposition (1.3) l'équation x'(t) = f(t,x(¢t),¢(t — 1)), t€[0,7],
s’écrit sous la forme intégrale suivante

x(t) = ¢(0) + /Otf(s,x(s),go(s —r))ds, te]0,r],

dong, la solution sur [0, 7], qu’on notera x; () est donnée par

t
x1(1) = 9(0) + [ f(s,x(s), pls—r))ds, te [or] (1.8)
ii) La résolution sur [r,2r];

On refait 1'opération sur [r,2r|, en considérant comme condition initiale
x(t) = x1(t) sur [0, 7].

Soit t € [r,2r], alors t —r € [0,7] etde laon a
x(t—r)=x1(t—r),

et le probleme de Cauchy (1.7) devient

{ X(8) = ft,x (D), x(t =), te[r2r],

x(r) = xl(r),,

I'équation x'(t) = f(t,x(t),x1(t — 7)), t€ [r,27],
s’écrit sous la forme intégrale suivante

x(t) =x1(r) + /rtf(s,x(s),xl(s —r))ds, te|r2r], (1.9)
dong, la solution sur [r, 2r], qu’on notera x, () est donnée par
xa(t) = x1(r) + /rtf(s,x(s),xl(s —r))ds, t€]r2r], (1.10)
et ainsi de suite.

Cette méthode s’appelle la méthode des pas.
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Exemple 1.2 On propose I'exemple suivant, sur lequel on va appliquer l'intégration par
la méthode des pas.

Soit le probleme de Cauchy suivant

x'(t) =ax(t—r), t>0, (1)
x(t) =1, te[-r0], (2)

(1.11)
avec a € RR.
Intégrons I'équation (1) sur [0, 3r];
i) La résolution sur [0,r];
soit t € [0,7], alors t —r € [—r,0], et delaon a
x(t—r)=1,

et le probleme de Cauchy (1.11) devient

X'(t)=a, tel0,r],
x(0) =1,

I'équation x'(t) = a, s"écrit pour t € [0, 7] sous la forme intégrale suivante
t
x(t) = x(0) +/ ads, (1.12)
0
il s’en suit que

t
x(t) = 1+/adu
0
= 1+at,

donc la solution sur [0,r], qu’on notera x1(t) est donnée par

x1(t) =1+at, tel0,r].

ii) La résolution sur [r,2r];

On refait I'opération sur |[r,2r], en considérant comme condition initiale
x(t) = x1(t) sur [0,7].
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Soit t € [r,2r], alorst —r € [0,r] et delaona
x(t—r)=x1(t—r),

et le probleme de Cauchy (1.11) devient

X'(t) =ax (t—r), te]r2r],
x(r) = x1(r),

I'équation x'(t) = axy(t —r), s’écrit pour t € [r,2r] sous la forme intégrale
suivante

x(t) = +/ axy(s —r)d (1.13)

en posant u = s — r; on obtient
t—r
x(f) =1 —|—ar—|—/ axy(u)du
0
t—r
= 1+ar—|—/ a(1+ au)du
0

u2 t—r
= 1+ar+a[u+a?]0

t— 2
= 1—|—ar—|—a[t—r+a( 21’)]
t2 —2rt + 12
= 1+ar+a[t—r—|—a++r]
= 1—|—ar+E[2t—2r+at2—2art+ar2]

2
_ a2 _ 2 _
= 1+ar+2[at +2(1 —ar)t + ar® — 2r]

2
[at? +2(1 — ar)t 4 ar? — 2r + ~+2r]

NI NI

2
[at? +2(1 — ar)t + ar® + e

la solution sur [r,2r], qu’on notera x(t) est donnée par

2
= a2 +2(1 — ar)t +ar®* + E]' t e [r,2r].

x(t) = 5|

iii) La résolution sur [2r, 37];

On considere, comme condition initiale x(t) = xp(t) sur [r,2r].

10
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Soit t € [2r,3r], alorst —r € [r,2r] et delaon a
x(t—r) =axy(t—r),
et le probleme de Cauchy (1.11) devient

x'(t) = axp(t—7), te€ [2r,37],
x(2r) = x2(2r),

I'équation x'(t) = axy(t —r), s’écrit pour t € [2r,3r] sous la forme intégrale
suivante

t
x(t) = x2(2r) +/ axy(s —r)ds, (1.14)
2r
en posant u = s — r; on obtient
t—r
x(£) = x(2r)+ / axy(u)du
T

t—r
= x(2r) +/ a[g[auz—i—Z(l—ar)u—l—arz—i—%]]du
r

t—r 42 2
= x(2r) +/ i[au2+2(1 —ar)u+ar2+5]du
r

a?, ud u? 5 20 i,

= x2(2r)+3[a?+2(1—ar)7+(ar —I—E)u]r
2 (43

= @)+ TS @ s 2 )

2 .3
—%[a% + (1 —ar)r* + (ar* + %)r]

2 3 a2 2; .3

= x2(2r)+%[at Srt ~:|3—3rt ! + (1 —ar) (> = 2rt +1?)

2 a’ 2
+ (ar® + E)(t —7)] — E[ag + (1 —ar)r® + (ar* + E)r]

= x(2r) + g[at3 5t : 3t + (1 —ar)t?
+ (ar? —2r + % + 2ar?)t]
a* 5 3 3 P, 3 3
+E[r —ar —ar’ ——r —am =1 far’ —ar —Er],

11
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Ceci nous donne

2 3 _ a2 2, .3 )
x(t) = x2(2r)—|—%[at 51t —;—3rt ! +(1—ar)t2+(3ar2—2r+a)t]
2 4 3
+%[—2ar3 - T a%]
3
_ PR SRS N
= x(2r) + 6[t +(a 3r —3r)t° 4 (3r- +9r ar+a2)t
12
—r3—6r3—a—2r—r3]
a 3 6 6 12
= x(2r) + =[P+ (= —6r)t2 + (12r2 —ort )t—83——21’]
6 a a
a 2
= 5[ a(2r)* 4+ 4(1 — ar)r + ar* + ]
3
B o, 1 ) , 11 , 12

la solution sur [2r,3r], qu’on notera x3(t) est donnée par

a 2, a 1
x3(t) = E[a(Zr)z +4(1 —ar)r +ar* + —] + g[tz’ + 3(5 —2r)#?
1 1 12
+6(2r — ot — )t —8r 3 a—zr], t € [2r,3r].

Donc par la méthode des pas l’équation (1) admet les solutions suivantes sur les diffé-
rents intervalles.

1, € [-r,0],

) ox(), te [0 r],
=900, e
]

x3(t), tE€ [Zr 3r],

ot x1(t),x2(t), x3(t) sont les solutions trouvées ci-dessus.

1.2.6 L'équation caractéristique

Considérons I'équation différentielle fonctionnelle linéaire a retard suivante
x'(t) = Ax(t) + Bx(t — ), (1.15)
o A,B € R.
La fonction x(t) = e est solution de (1.15) si et seulement si on a
AeM — AeM — BT = 0.

Ceci implique que
A—A—Be V=0

12
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Définition 1.13 i) La fonction h donnée par
W(A)=A—A—Be ™, (1.16)

est appelée fonction caractéristique de I'équation différentielle linéaire a retard

(1.15); c’est un quasi-polyndme, c’est-a-dire un polynome en A, et en e=".

ii) L'équation
WA)=A—A—Be ™M =0, (1.17)

est nommée 1'équation caractéristique associée a I'équation différentielle linéaire a
retard (1.15).

Remarques

i) L'équation caractéristique (1.17) peut étre aussi définie comme 1’équation
obtenue a partir de I'équation différentielle fonctionnelle linéaire a retard
(1.15) en recherchant une solution non triviale de la forme e*c , oil c est une
constante.

ii) Les valeurs A sont connues sous le nom de valeurs caractéristiques, ou
valeurs propres, de (1.15).

Exemple 1.3 Soit I'équation différentielle fonctionnelle linéaire a retard suivante
x'(t) = 2x(t) +4x(t —1).
La fonction caractéristique est donnée par

BA) = A —2—de

Le Lemme suivant donne l’existence de solutions de I'équation (1.15).

Lemme 1.1 [6] S'il existe une suite (A;) de solutions de I'équation (1.15) tel que |Aj| — oo,
quand j — oo, alors
Re()\]) — — 090,

il existe un nombre réel w tel que toute solution de (1.15) satisfait Re(A) > « et il existe
un nombre fini de solutions tel que a < |A| < b.

13



INTRODUCTION AUX EQUATIONS
DIFFERENTIELLES FONCTIONNELLES

MIXTES EDFM

Dans ce chapitre on s’intéresse a I'étude de 1’existence et 1'unicité de solution
d’une équation différentielle fonctionnelle mixte EDFM, l'intégration par la mé-
thode des pas, ainsi que 1’équation caractéristique de cette équation.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [2], [4], [5], [7] et [8].

2.1 Théoreme d’existence et d’unicité de solutions

Soit I’équation différentielle fonctionnelle mixte EDFM suivante
ul(t) :f(t/u(t)/u<t_h)/u(t+h))/ te (tll tZ); (2'1)
avec f € C([ty,t2] x R3%;R) (I'espace de Banach des fonctions continues en

[t1,t2] x R3 a valeurs dans R ) , t{,to € R, h > 0.
Premiérement, on clarifie ce que signifie une solution d’une équation différentielle

fonctionnelle mixte EDFM.

Définition 2.1 Une solution de I'équation (2.1) est une fonction

i) continue sur [ty — h, tp, + h.

ii) dérivable sur [t1,t;] et satisfait I"équation (2.1) sur l'intervalle [t1, t5].

Soit le probleme a valeur initiale suivant
u'(t) = f(t,u(t),u(t —h),u(t+h)), te(t,t),

u(t) = 1(t), telt—ht],
u(t) = a(t), t € [ty ta + H],

(2.2)
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Chapitre 2. Introduction aux équations différentielles fonctionnelles mixtes EDFM

avec Y1 € C([tl —h, tl];IR) NS C([tz, tr + h],]R)
Définition 2.2 u est dite solution du probleme a valeur initiale (2.2), si u solution de
I'équation (2.1) sur [t; — h, tp + h] et vérifie
u(t) = lpl(t), t e [tl — ]’l, tl]' (23)
M(i’) = l/Jz(i'), t € [tz, tr + h] (24)

Le but de cette section est de trouver les conditions d’existence et d’unicité de
solution du probléme (2.2).

Soit u une solution du probleme (2.2) qui s’écrit sous la forme intégrale suivante

¢1(t)r t e [tl —h, tl]-
u(t) =< P1(t1) + /ttf(s,u(s),u(s —h),u(s+h))ds, telt,t). (2.5)
le(t), t e [tz, tr + ]’l]

On définit I'opérateur A par

A:C[lh —h,tp+h] — Clt; — h, tr + }]

u— Au),
lljl(t)/ t e [tl —h, i’l],
Au)(t) = { P1(t1) + fttl f(s,u(s),u(s —h),u(s+h))ds, t € [ty, 1],
Pa(t), tE [ty ta 4+ H],

et C[t; — h,tp + h] I'espace de Banach muni de la norme de la convergence uni-
forme, ||.|.

Remarque 2.1 On remarque que si A admet un point fixe alors ce point est solution du
probleme (2.2).

Théoréme 2.1 [§] Supposons que

1. Il existe Ly > O telle que

£ (8 x1,y1,21) = f(8 22, y2,22) [| < Lg([[x1 = 22l + [ly2 = wall + |21 = 221),

pour tout t € [t1,t2], x;,y;,zi € R,i=1,2.
2. 6Lf(i'2 — tl) < 1.

Alors le probleme (2.2) admet une solution unique.
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preuve. Pour monter l'existence et 1'unicité de solution, on applique "le principe
de contraction de Banach" (voir le théoreme (1.1) ).

On a pour f € [t1,t7]

t—t

ty— 1t /f1 [f(s,u(s),u(s—h),u(s+h))
—f(s, U() ( —h),v(s +h))]ds|

[A(u)(t) = A@) (] = |

< [ — ), u(s + 1))
—fsv() ( — ), 0(s +1))ds

< [ Lyl ol + =0l + 1 = ol ds

< 3Lf/t1tHu—des

< BLylu—oll(t—t)

< BLsllu—0l|(ts — 1),

Alors
| A() = Al < 3L |lu ~oll(t2 ~ 1), (26

avec Ly constante de Lipschitz de la fonction f.

On a aussi pour t € [ty — h, t1] U [to, ta + 1], |A(u)(t) — A(v)(¢)| = 0.

Alors A est Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz L4 = 3Lf(t2 — t1).
Comme 3L¢(to —t;) <1, 'opérateur A est contractant.

Par le principe de contraction de Banach l'opérateur A admet un point fixe

unique, et par la remarque (2.1) ce point fixe est une solution du probleme (2.2).
O

Exemple 2.1 On considere les fonctions f, {1 et P, définies par
fltu(t),u(t—h),u(t+h) =u(t) +u(t—1)+u(t+1),t €I =[t;,t] CR,
() =1, telh—1H]

Pa(t) =t, te€[ty,tr+1].
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On obtient donc le probleme suivant

u(t)=u(t)+u(t—1)4u(t+1), tel=[H t]CR,
u(t) =1, te [t —1,t4], (2.7)
u(t) =t t € [t tr+1],

Soit u une solution du probléeme (2.7), qui s’écrit sous la forme intégrale suivante

1, t e [tl—l,tl].
u(t) =« 1+ /tt[u(s) +u(s—1)+u(s+1)ds, te [ty ] (2.8)
£, t e [tz,t2+1].

On définit I'opérateur A par

A C([tl — 1,t2—|—1]) — C([i’l — 1,t2+1])
u— A(u),

avec
teth—1,1)],

A(u)(t) = 1+/ )+u(s—1)+u(s+1)|ds, tety,ta],

t e [tz,tz—{—l],

et C([t1 —1,tp + 1]) I'espace de Banach muni de la norme de la convergence uniforme, ||.||.
On a d’apres le théoreme (2.1)

i) f(tu(t),u(t—nh),u(t+h)) =u(t)+u(t —1)+u(t+ 1) est lipschitzienne, avec
L¢ = 1 constante de Lipschitz.

En effet,

Vie [, b, x,v,zi€R, i=1,20na

|(x1 +y1+21) — (x2+y2+22)|
[(x1 —x2) + (y1 — y2) + (21 — 22) ||
1 — 22l + |ly1 — vzl + [|z1 — z2]|.

1£ (8 21,91, 21) = f(E %2, 42,22 |

IN

ii) A est lipschitzienne .
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En effet
[Aw)(t) = A@)®)] = |/ u(s) +u(s = 1) +u(s +1))
s)+ (s—1)+v(s+1))]ds|
- \/ u(s) —0(s)) + (u(s = 1) = o(s ~ 1))
<s+1>)—v<s+1>>]ds|
< /| + (u(s=1) —o(s — 1))
+ (u <s+1>>—v<s+1>>|ds
< [ ()=o) + lu(s = 1) ~o(s = D)
+u(s+1)) —ov(s+1)|)ds
< ol fhe ol + e = ol
< 3u—of(t—t)
< 3llu—oll(t2—h),
donc

[A(u) = Av)[| < 3[lu —o[[(t2 = t1).

On a aussi pour t € [t — 1,41 U [t, t2 + 1], |A(u)(t) — A(v)(t)| = 0.
Alors A est Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz Ly = 3(tp — t1).

Donc on a

1. llexiste L > 0 (Ly = 1) tel que

|f(t x1,y1,21) — f(t x2,y2,22) || < Le([[x1 — 22l + llyr — vall + [lz1 — z2]]),
pour tout t € [t1,t2], x;,y;,z; € R,i=1,2.

2. Sion suppose que 3(tr —t1) < 1,

alors d’apres le théoreme (2.1) le probleme (2.7) admet une solution unique.
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2.2 Intégration par la méthode des pas

Dans cette section on construit la solution d’une équation différentielle fonc-
tionnelle mixte EDFM, en utilisant la méthode des pas, qui fournit une formule
itérative, on peut se référer aux [4],[5] et [7].

Considérons 1'équation différentielle fonctionnelle linéaire mixte EDFM sui-
vante
u'(t) =au(t) +bu(t—1)+cu(t+1), tel=[h,t] CR, (2.9)

avec a,b,c € R.

Remarque 2.2 On remarque que

— pour ¢ = 0 on obtient une équation différentielle a retard
u'(t) = au(t) + bu(t — 1),
— pour b = 0 on obtient une équation différentielle a argument avancé
u'(t) = au(t) + cu(t+1),
— pour b = ¢ = 0 on obtient une équation différentielle ordinaire
u'(t) = au(t).
Proposition 2.1 Pour la transformation
x(t) = e "u(t), (2.10)
I"équation différentielle fonctionnelle mixte EDFM (2.9) s’écrit
x'(t) = Ax(t+1) + Bx(t — 1), (2.11)
avec A =ce?, B =be "
Preuve. on a

X(t)

—ae”"u(t) +e "' (t)

—ae”Mu(t) + e "au(t) + bu(t — 1) + cu(t +1)]
—ae” " u(t) +ae "u(t) + be"u(t — 1)+ ce u(t +1)
ce”™u(t+1) +be "u(t —1)

ce™ e x(f 4 1) + be~ eV (t — 1)
ce”x(t+1)+be “x(t—1)

Ax(t+1) + Bx(t —1).
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Alors par la substitution (2.10), on a transformée (2.9) en une équation de la
forme

x'(t) = Ax(t+1) +Bx(t —1), tE€ [ty ta)

Cette équation s’écrit sous la forme

Ax(t+1) = x'(t) — Bx(t — 1),

alors
1, B

x(t+1) = 7% (t) — Zx(t —1),

et donc , B
1y P

x(t) = Zx (t—1) Ax(t 2),

c’est-a-dire
x(t) =ax'(t—1)+Bx(t—2), te[ti+1,t+1], (2.12)

avec & = ,8:’7}3, et A#0.

=

Pour simplifier les calculs on prend t; =0,t, =T —1, avec T € IN.
L’équation (2.12) devient

x(t) =ax'(t—1)+Bx(t—2), te]1,T]. (2.13)

Remarque 2.3 I résulte de cette équation que pour trouver la solution x(t) sur l'intervalle
[m, m + 1] il faut connaitre sa valeur sur l'intervalle [m — 2, m], avec m un entier positif.

Contrairement aux équations différentielles ordinaires, la donnée d'un point caractéri-
sant les conditions initiales ne suffit donc pas pour trouver une solution, il faut y ajouter
une infinité de points appartenant au segment [m — 2, m|.

C’est-a-dire qu'il est nécessaire de spécifier une condition initiale de la forme x(t) = ¢(t)
pour t € [m —2,m]|, oit ¢(t) est une fonction continue .

La méthode est dite "Méthode des pas”.

Donc pour déterminer la solution sur l'intervalle [1,2], il est nécessaire de le
connaitre sur l'intervalle [—1,1].
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On définie alors x(t) pour t € [—1,1] par

. . 4)1(t)/ te [_1/0]/
x(t) = g(t) = { M (2.14)

avec la fonction ¢ est prise initialement dans 1’espace C([—1,1]).

Prenant (2.13) comme un probleme de Cauchy avec les conditions initiales
x(t) = @(t),t € [-1,1], 'est-a-dire

x(t) =ax'(t—1)+ Bx(t—2), te[1,T].
{ x(t) = ¢(t) = { (’)1(2 o

i) La résolution sur [1,2];

Pour t € [1,2], on a

ax'(t—1) + Bx(t —2)

xgh(t—1) + Per(t—2)

xg'(t 1) + Bo(t — 2),

pour que cette équation soit correcte, il faut que ¢ soit de classe C!([—1,1]),
donc la solution sur [1,2], qu’on notera x1(t) est donnée par

x1(t) =ag'(t—1)+ Be(t—2), tell,2]. (2.15)

x(t)

On refait 'opération sur[2, 3], et d’apreés la remarque (2.3), il faut connaitre
x sur [0,2].

ii) La résolution sur [2,3];
Pour t € [2,3],0on a
x(t) = ax'(t—1)+ Bx(t—2)
d
= ar(agy(t—2) + Boi(t = 3)) + Bga(t - 2)

= o’ (t—2) + aB@i(t —3) + Poa(t —2)
o’ (t—2) + apg/(t —3) + Bo(t — 2),

de méme, pour que cette équation soit correcte, il faut que ¢ soit de classe
CZ%([—1,1]), et la solution sur [2,3], qu’on notera x,(t) est donnée par

x(t) = a?@" (t —2) + Bop(t —2) +aBg’(t —3), te[2,3]. (2.16)
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iii) La résolution sur [3,4];

Pour t € [3,4],ona
x(t) = ax'(t—1)+ Bx(t—2)
=« (@ (t-3) + Balt —3) + apgi(t — 4)

+ Blagy(t —3) + B (t —4))

@y’ (t—3) + aPey(t —3) + &’ (t —4) + apgh(t —3) + Bo1(t — 4)
@y (t—3) +20pgs(t — 3) + a’Bey (t —4) + B2 (t — 4)

2" (t—3) +2aBg' (t —3) + a*Bo" (t — 4) + BPo(t — 4),

pour que cette équation soit correcte, il faut que @ soit de classe C3([—1,1]),
et la solution sur [3,4], qu’on notera x3(t) est donnée par

x3(t) = a2 (t — 3) +2aBg’ (t — 3) + a?Be” (t —4) + BPo(t —4), tc [3,4].
(2.17)

iv) La résolution sur [4,5];

Pour t € [4,5],0n a
x(t) = ax'(t—1)+ Bx(t—2)

= @l (@ (1~ 4) + 2upahlt —4) + 2Bl (t ~5) + Fgn(t ~5))
+ B(a® 5 (t —4) + Ba(t — 4) + aBei(t —5))

= ooV (t—4) +20°Bo (t — 4) + 2Bl (t — 5) + apgi (t —5)
+a’Boy (t—4) + Boa(t —4) + ap ¢! (t - 5)

= wgl") (t—4) +302Be} (t — 4) + aB{’ (t —5)
+ 2079 (t = 5) + BPa(t — 4)

= atoW(t—4) +3a’Bg" (t — 4) + aBg”" (t - 5)
+ 202/ (t — 5) + B (t — 4),

pour que cette équation soit correcte, il faut que ¢ soit de classe C*([—1,1]),
et la solution sur [4, 5], qu’on notera x4(t) est donnée par

x4(t) = at@@W (t —4) +302Bo" (t — 4) +a®Bo” (t — 5) + 209/ (t —5) + Bro(t —4),
(2.18)
t € [4,5]. o

et ainsi de suite.

Du fait que, dans chaque intervalle, la solution x(t) est exprimée par des déri-
vées d’ordre croissant de la fonction ¢, il faut prendre ¢ dans C*([—1,1]).
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A partir des expressions ci-dessus pour la solution x(t), il s’ensuit que cette
solution s’écrit sous les formules itératives suivantes, ot [ est un nombre entier

— Sur l'intervalle [2] — 1, 21],

1-1 -1
x(t) =Y T B F QPR (t—21) + Y. Y1 B @D (¢ — (21— 1)).

k=0 k=0

(2.19)
— Sur l'intervalle [21,2] + 1],

l -1
x(t) _ Z (SZ,Zk‘XZk,BZ_k(P(Zk)(t . Zl) + Z 51,2k+1“2k+1,31_k¢(2k+1)(t . (21 + 1))’

k=0 k=0
(2.20)

oll Yo, et 8y ,v,w € IN sont défini pour I > 1 et v < 2] — 1 comme suit
k k—1
Yigk = ) Viek—1+i2i T ) Ol—k—1+i2i+1- (2.21)
i=0 i=0
k k—1
Viokt1 = Y Viek-14i2i + Y Ol—k—1+4i2i+1- (2.22)
i=0 i=0
010k = Vi41,2k- (2.23)
O12k+1 = V1,2k+1- (2.24)
On peut montrer que y;0 =1,720-1 =1, 71202 =100 =1,
01011 = 1,61 = 1, et établir les relations suivantes

Yi2k—1 T Y12k = Vi+1,2k- (2.25)
Yi+12k T V12k+1 = Vit1,2k+1- (2.26)

On note que Yy = by = 0 pour v < 0 et que 7, = 64 = 0 pour w > 2 -1,
(voir [4],[5] et [7]).

En utilise la substitution (2.10) on trouve les solutions de (2.9),

— Sur l'intervalle [2] — 1, 2]],

-1 -1
u(t) =e"1y) T B R e (t—21) + Y. Y102 B GBD ( — (21 — 1)),

k=0 k=0
(2.27)
— Sur l'intervalle [2],2] + 1],
l -1
u(t) _ eat[z 51’2ka2k1317kq0(2k) (t . 21) + Z 51’2k+1“2k+1ﬁ17k90(2k+1) (t . (21 + 1))]
k=0 k=0
(2.28)
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preuve. On démontre les expressions (2.19) et (2.20) par récurrence.

Etape 1) | =1, c'est-a-dire, t € [1,2] et t € [2,3].

Pour t € [1,2] on a trouvé
x(t) = x1(t) = ag'(t —1) + o(t —2),
et d’aprés la formule (2.19) on a
! 2k p1—k (2k $ 2k+1 -k, (2k+1
Yy B R QPR (—2) + Y g g0 TR (1 - 1)
k=0 k=0

= Y1,0B9(t —2) + 71,109 (t — 1),

en utilise 19 = 71,1 = 1 on obtient

T0BP(t—2) + maag'(t—1) = Bo(t—2) +ag'(t-1)

Pour t € [2,3] on a trouvé
x(t) = x2(t) = a?¢" (t = 2) + Bo(t —2) + apg/(t - 3),
et d’apres la formule (2.20) on a

1 0
Z 51,2k0c2k,31*kq0(2k) (t . 2) + Z (51,2k+1“2k+1ﬁ17k¢(2k+1) (t B 3) _
k=0 k=0

S51,0Bp(t — 2) + d100%¢" (£ — 2) + b1,1aB¢’ (t — 3),

en utilise J1 9 = J1 2 = J11 = 1 on obtient

51,0Bp(t —2) + 6100%¢" (t = 2) + 6110Bg (t—3) = Po(t—2) +a®¢"(t—2)
+aBg’(t —3)
= x(¢),

donc les formules (2.19) et (2.20) sont vérifiée pour | = 1.
Etape 2) Supposons que les formules (2.19) et (2.20) sont vrai a l'ordre [,
C'est-a-dire x(t) est donnée par (2.19) sur [2] — 1,2I], et par (2.20) sur

[21,2] 4+ 1] , et montrons qu’elles sont vrai a ’ordre [ + 1 grace a 'hypothese
de récurrence, c’est-a-dire pour t € [21 41,21 4 2] et pour t € [2] +2,2] + 3].
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D’abord, on montre la formule (2.19) dans l'intervalle [2] + 1,21 + 2], ¢’est-a-
dire on montre que

I
x(t) = Y v F @ (1 — (214 2))
k=0
!
+ Y k@ RN — (21 + 1)), (2.29)

k=0

te[2041,21+2).
Or (2.12) donne x(t) = ax/(t — 1) + Bx(t — 2).
Ainsi pour t € [21+1,2] +2],0na:

t—1€ [21,21 4+ 1], et la formule (2.20) donne

I
x(t—1) = Y o B Fe@(t—1-21)
k=0
-1
+ Y o0 B (-1 — (21 41)).
=0

t—2 e [21 —1,2I] et la formule (2.19) donne

-1
x(t—=2) = Y maua®pF et —2-20)
k=0
-1

k=0

il s’ensuit que

x(t) = ax'(t—1)+ Bx(t—2)
d { ~
“5[2 (SZ,ZkocZk,Bl kgo(zk)(t —1-2I)
k=0
= 2k+1 pl—k (2k+1
O k1021 KRR (1 — 21 — 2))]
k=0

-1
+BLY ke B o) (+ —2 —21)
k=0

+

-1
+ Z ,)/ZIZk—i_l(XZkJrl’Blfkfl(P(ZkJrl) (t _9] — 1)],
k=0
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alors

)

k=0
-1
+ ) O 1072 RO (1 — 21 — 2))
k=0
-1
+ Z ,Yl,zk[xﬂ{‘Bl—k-i—lq)(Zk) (t —2_ 21)
k=0

-1
+ ,Yl,2k+1m2k+1131—kq)(2k+1) (t —2] — 1)
k=0

En utilise 7, 5741 = 0 et les équations (2.23) et (2.24)

012k = Yi4+1,2ks 01 2k+1 = V12k+1,

on obtient

I
x(t) _ Z’)’l+1,2k0‘2k+1,31_k§0(2k+1)(t_1_21)
k=0
= 242 pl—k (2k+2
+ Y ka0 2B R P2 (21 — 2)
k=0

-1
+ Z ,Yl’zleZk‘Bl—k-‘rlq)(Zk) (t —2_ 21)
k=0
-1
7[,2k+1“2k+1ﬁl_k¢(2k+1) (t —92] — 1)
k=0

I
= ) (mna+ Yipes1) B TR QT (1 — (21 + 1))
k=0

_|_

-1
— Y210? TP (= (21 4+ 1)) + Yy pa® B P (8 — (21 4 2))
k=0
= 242 pl—k (2k+2
+ Y k10 2R P2 (1 (21 - 2)),
k=0

en utilisant les relations (2.25) et (2.26)

Yigk—1 Tt Y12k = Yi+12k  €F Yit12k T Vi2k+1 = Vi+1,2k+1
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et le changement de variable k + 1 = r, on trouve

I
x(t) = Y miigea® R (1 — (21 4 1))
k=0

I
+ Y Y6 B e (t — (21 + 2))
r=1

-1
+ Y mae®™ BP0 (¢ — (21 +2))
k=0
!
= Y Vg™ T FeE (= (21 4+1)) — 1B (- (2 +2))
k=0

— e B (t — (21 +2))
I
+ Y (k-1 + mak)a® B0 (t— (21 + 2)),
k=0
or v = 71,—1 = 0, donc
I

x(t) = ’Yl+1,2k0‘2k51+1_k(/)(2k)(t —(21+2))
k=0
I
+ 2 ’Yl+1,2k+10¢2k+1ﬁlfk90(2"“)(t —(2141)).
k=0

Cela montre la formule (2.29) a l'ordre [ + 1, donc l'expression (2.19) est
vérifiées pour t € 2] —1,21].

On refait le méme travail sur l'intervalle [2] + 2,2] + 3], pour trouver 1'expression
(2.20) a l'ordre [ 4 1, c’est-a-dire on montre que

I+1

x(t) = 841,060 B RO (+ — 2(1 + 1))
k=0
I
+) 51+1,2k+1‘XZkH.BlH_k(P(ZkH)(1L —2(I+1)+1)),
k=0

te[21+2,21+3].

O

Remarque 2.4 x(t) peut étre étendue vers la gauche d’une maniere similaire en réécrire
(2.11) comme suit

x(t) = ax'(t+1) + Bx(t +2),

dans ce cas, on obtient des expressions pour x(t) analogue i (2.19) et (2.20).
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Exemple 2.2 On présente l'exemple de I'équation différentielle mixte EDFM suivant

W'(t) =u(t—1)+u(t+1). (2.30)

Intégrons cette équation sur [1,4].

L’équation (2.30) s’écrit sous la forme
u(t+1) =u'(t) —u(t—1),

alors
u(t) =u'(t—1) —u(t—2). (2.31)

Prenant (2.31) comme un probleme de Cauchy avec les conditions initiales u(t) = ¢(t),
t € [—1,1] c'est-a-dire
ult)=u'(t—1)+u(t—2), te]l,4]
p1(t) =t, te[-1,0]
(t) =2t3, tec]o,1].

1
¢2
u(t) = ga(t=1)+p(t—2)
4(t—1) + (t—2)
5t — 6,
la solution sur [1,2], qu’on notera uy (t) est donnée par

ur(t) =5t—6, te[l,2].

ii) Pourt € [2,3], ona

u(e) = ui(t=1)+ ol -2)
= S6(=1)=6) + 2l -2)

54+2(t—2)>
21> — 8t + 13,

la solution sur [2,3], qu’on notera uy(t) est donnée par
up(t) =2t> —8t+13, te[2,3].
iii) Pourt € [3,4], 0ona
u(t) = uh(t—1)+u(t—2)

_ %(Z(t—l)z—S(t—l)+13)+(5(t—2)—6)
= %(2t2—12t+23)—|—5t—16
= 4t—12+5t—16

9t — 28,
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la solution sur [3,4], qu’on notera uz(t) est donnée par
us(t) =9t—28, te€[3,4].

Donc par la méthode des pas I'équation (2.30) admet les solutions suivantes sur les
différents intervalles.

'fpl()— te[-1,0]
P2(t) = te[0,1]
uy (t) = 5t — 6. € [1,2]
up(t) = 21> —8t+13.  t € [2,3]

| us(t) =9t —28. € [3,4].

2.3 L’équation caractéristique
On considere 1’équation différentielle fonctionnelle linéaire mixte (2.9)
u'(t) =au(t) +bu(t—1)+cu(t+1), tel=[H,t] CR,

aveca,betc e R.

La fonction u(t) = e est solution de (2.9) si et seulement si

Ae“ _ ae/\t _ be)\(tfl) _ Ce/\(tJrl) —0.

Ceci implique que
A—a—be* —cet =0.
Définition 2.3 i) La fonction h donnée par

h(A) = A —a—be ™ —ce, (2.32)

est appelée fonction caractéristique de I'équation différentielle linéaire mixte (2.9);
c’est un quasi-polynome, c’est-a-dire un polynome en A, e~ et en e*.

ii) L'équation
W(A) =A—a—be* —ce! =0, (2.33)

est nommée l'équation caractéristique associée a l'équation différentielle linéaire
mixte EDFM (2.9).
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Remarques

— L’équation caractéristique (2.33) peut étre aussi définie comme 1'équation
obtenue a partir de I'équation différentielle fonctionnelle linéaire mixte (2.9)

en recherchant une solution non triviale de la forme ec

constante.

, oll ¢ est une

— Les valeurs A sont connues sous le nom de valeurs caractéristiques, ou

valeurs propres, de (2.9).

Exemples

1) Soit I’équation différentielle fonctionnelle linéaire mixte suivante

u'(t) =2u(t) +4u(t —1) —u(t+1).
La fonction caractéristique est donnée par

hA) =A—2—4de 4ot

2) Soit I’équation différentielle fonctionnelle linéaire mixte suivante

W (F) = Zu(t) S Tu(t—1) — 2u(t+1).

La fonction caractéristique est donnée par

h(A) = A — Z +7e M 42",
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