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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a la stabilité de certains systémes différentiels dis-
continus par rapport a x. En utilisant la théorie de Filippov 1'étude d'une equation
différentielle se ramene a une étude d’une inclusion différentielle. Cette inclusion
permet de définir une hypersurface de discontinuité. Selon la nature du systeme
cette hypersurface est une section transversale ou un régime glissant.

Mots clés : Probleme de Cauchy, méthodes numériques d’approximation, in-
clusion différentielle, multifonction, régime glissant.

Abstract

In this work, we are interested to the stability of some discontinuous differential
systems with respect to x. Using the Filippov’s theory the study of a differential
equation is reduced to the study of a differential inclusion. This inclusion allows us
to define an hypersurface of the points of discontinuity. Depending on the nature
of the system this hypersurface is a cross section or a sliding mode.

Key words : Cauchy’s problem, numerical approximation methods, differential
inclusion, set-valued function, sliding mode.



INTRODUCTION

PARMI les problémes de la théorie des équations différentielles ceux qui sont a
second membre discontinu. Ces systémes représentent un grand intérét dans
différents domaines comme la mécanique et 1'électronique et 'automatique. La
théorie de Cauchy-Lipschitz qui garantie I’existence et 1'unicité de la solution n’est
pas applicable dans ce cas. En effet, elle conduit a des résultats faux, voir[16]. Des
recherches différentes sont effectuées pour pouvoir obtenir I'existence et 1'unicité
de la solution dans ce cas, suivant la nature de la discontinuité, par exemple si elle
est par rapport a t en utilisant la théorie de Carathéodory et si elle est par rapport
a x en utilisant la théorie de Filippov [11].
Dans ce mémoire on s’intéresse a la résolution de systémes différentiels avec se-
cond membre discontinu par rapport a x.
Le premier chapitre est consacré aux équations différentielles scalaires, on rappelle
quelques notions de base concernant le probleme de Cauchy et le théoreme d’exis-
tence et 'unicité de Cauchy Lipschitz, puis on donne quelques méthodes numé-
riques pour l'approximation des solutions comme la méthode d’Euler et les mé-
thodes de Runge Kutta d’ordre 2 et 4 [7, 9].
Dans le deuxieme chapitre on s’intéresse aux systemes différentiels. Ce chapitre est
subdivisé en deux parties. Dans la premiere ot le second membre est continu,
nous étudions l'existence et l'unicité d’une solution dans R", puis on donne la mé-
thode de la résolution analytique dans le cas ou le systeme est linéaire. On passe
a I'étude qualitative d’un systeme différentiel ot on donne quelques notions im-
portantes comme la définition d’un point d’équilibre et la stabilité de 1’origine au
sens de Lyapounov [12, 22], la classification des points d’équilibre dans le plan et
les deux méthodes permettant de déduire la stabilité de ces points (la méthode de
linéarisation et la méthode de Lyapounov), a la fin de cette partie on va rappeler la
notion de la bifurcation [2, 21].
Dans l'autre partie on va entamer 1’étude de systemes a second membre discontinu
au sens de Filippov. On ramene 1'étude de ce probleme & une étude d"une inclu-
sion différentielle grace a la méthode convexe de Filippov. Apres, on explique le
comportement des solutions au voisinage d'un point de discontinuité (phénomene
d’un régime glissant). On discute les propriétés d’existence et d"unicité donner par
Filippov [11, 1, 19]. Finalement, on étudie un probléme discontinu ott on observe
un paradoxe qui est un résultat de fausse application de la théorie de Cauchy en
un point de discontinuité.



RESOLUTION D'UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE ORDINAIRE

1.1 Introduction

Une équation différentielle est une relation entre une fonction inconnue d’une
seule variable et ses dérivées x’, x”, ..., x(P) et elle est d’ordre de plus haut degré de
dérivation p.

Dans ce chapitre, on considere seulement des équations différentielles ordinaires
du premier ordre, également notée EDO de la forme :

x (t) = f(t,x(t)) (1.1)

car, toute équation différentielle d’ordre supérieur a 1 peut se mettre sous la forme
d’un systeme d’équation différentielle ordinaire du premier ordre. Cette équation
est autonome si f ne dépend pas explicitement de t.

Soit U un ouvert de R x RR.

uUu — R
(tx) — f(tx)

Une équation qui est définie sur un certain intervalle ouvert I C R et dérivable,
vérifiant I'équation différentielle (1.1) sur I est appelée une solution de 1’équation

(1.1).

1.2 Probleme de Cauchy

Une EDO admet généralement une infinité de solutions. Pour choisir entre les
différentes solutions celle qui décrit le probleme, il faut considérer d’autres données
et d’autre conditions qui dépendent de la valeur de la solution en instant initiale £
notée x(fp). Cette condition est appelée la condition initiale.

Un probleme de Cauchy est la donnée d'une équation (1.1) est d'une condition

initiale :
¥ (1) = £(t,2) 1
{X(to) = X0 ( -2)

Résoudre un probleme de Cauchy, c’est chercher toutes les fonctions définies sur
un intervalle I, qui satisfont I’équation (1.1) et qui vérifient la condition initiale.



Chapitre 1. Resolution d"une equation differentielle ordinaire

Proposition 1.1 Pour tout (to,x9) € U, le probleme (1.2) est équivalent a I'équation

intégrale :

x(t) = xo + t:f(s,x(s))ds

1.2.1  Exemples

Exemple 1.1 Soit le probleme suivant :

{j((t)) :jx(t) -3t R

Sa solution est définie sur toute R. Elle est donnée par :

1 1
x(t) =t— §e3t +3+ wet,

Remarque 1.1 La solution dans cet exemple existe et elle est unique sur R.

Exemple 1.2

La solution est donnée par :

Qui n'est définie que pour t € [0, %[

(1.3)

Remarque 1.2 Cet exemple montre qu'un probleme de Cauchy n’a pas toujours de solu-

tions globales. Elle n’existe pas sur t € [%, +o0l.
En effet, la solution explose en t = % et on a :limt_>% x(t) = +oo.

Exemple 1.3

X (t) = I/x(t)
{x(o) _q VvVt >0

On observe que x1(t) = 0 est une solution.

De plus x5(t) = 1/ % et x3(t) = —1/ % sont deux autres solutions du probleme.

Remarque 1.3 Le probleme admet trois solutions. Ceci montre qu'un probléme de Cauchy

n’a pas nécessairement une solution unique.

Remarque 1.4 Les exemples ci-dessus montrent que la condition de la continuité de f(t,x)

ne suffit pas pour assurer 'unicité de la solution.

Dans le paragraphe suivant on va donner des conditions pour que le probleme

de Cauchy admet une solution unique.



Chapitre 1. Resolution d"une equation differentielle ordinaire

1.3 Théoréme de Cauchy -Lipschitz

Dans la théorie des équations différentielles ordinaires les propriétés d’existence
et d'unicité de la solution sont essentielles car dans la modélisation un systeme il
faut qu’il admet une solution unique.
On dit qu'un probleme de type de Cauchy est valable pour modéliser un phé-
nomene physique ou biologique si on va répéter l'expérience exactement une
deuxiéme fois sous les mémes conditions on vas obtenir exactement le méme
résultat et la méme situation a la fin.
Pour pouvoir prédire 1'état future du systéme a partir de son état actuel il faut que
le probleme admet une solution unique.
Un moyen qui permet d’assurer que le probléme admet une unique solution c’est
d’imposer la condition de Lipschitz sur le second membre f(t, x).

Définition 1.1 "Fonction lipschitzienne"
Soit une fonction définie par :

f: [ab)xR — R
(tx) — f(tx)

On dit que f est c-lipschitzienne en x s'il existe un c tel que pour tout t :
| f(t,x1) — f(t,x2) |<c|xg—x2 | V(x,x0) € RXxR

Remarque 1.5 Si f est définie et de classe C' dans [a,b] x R et Im € R tel que :
’%’Sm V(t, x) € [a,b] xR

alors, f satisfait la condition de Lipschitz par rapport a x sur [a,b] x R.

Théoreme 1.1 [6] "Théoreme de Cauchy Lipschitz"

Si f est continue dans [a,b] x R et si f est lipschitzienne par rapport a la deuxieme
variable uniformément par rapport i la premiére alors le probléme (1.2) admet une unique
solution x. On dit que le probleme est bien posé.

Remarque 1.6 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz garantit I'unicité des solutions des équa-
tions différentielles pour une condition initiale donnée. Autrement dit, a deux conditions
initiales différentes, correspondent deux solutions différentes “les trajectoires partant de
deux points initiaux différents ne peuvent se couper ou méme se toucher”.

Pour la démonstration du théoreme on a besoin des rappels suivants :

Définition 1.2 "Une contraction"
Soient E C Ret f : E — E.On dit que f est contractante si :

Sk e 10,1, V(x,y) € ExE,| f(x)— f(y) |<k|x—y].



Chapitre 1. Resolution d"une equation differentielle ordinaire

Théoreme 1.2 [6] "Théoreme du point fixe de Picard"
Soient E C R et f une fonction contractante. Alors f admet un unique point fixe x*
solution de I'équation f(x) = x.

Proposition 1.2 Soit f : E — E tel que I'une de ces itérées f" est contractante alors, f
admet un seul point fixe dans E.

Démonstration. (Théoréme 1) On remarque que le probleme (1.2) est équivalent a
I’équation (1.3), Autrement dit, une solution de notre équation différentielle est un
point fixe de 1’application A de Cy([a,b],R) dans lui-méme, qui a associe A(y) :

t

E— Aly) = yo+ J! f(5,y(s))ds.

Il semble donc naturel de chercher a montrer que A est contractante.
Notons L tel que f soit L-lipschitzienne en y :

AW = A0 | =l o+ [ Flsmn(s)ds =y [ fsa(6))ds
< [ 1A m) - Flsva(s)) | o
< L/tt | y1(s) —ya(s) | ds car, f est lipschitzienne on y.

<Lt —to) | y1 —v2 lle

Avec:| f llo= sup [ f(t) |-
te(a,b]

On obtient ainsi :

A1) (8) = A(y2) (8) llw< LB —a) [[ y1 = y2 [loo -

Ce n’est pas forcément contractante.
En itérant A une nouvelle fois on trouve :

| A2)(0) = 222)(0) = Lo+ [ £ls, Alm)6)ds =0~ [ f(s, AGy2)(5))ds |
< [ 1 Al E) = £ AE) | ds
<L 1AWE - A | ds
<2 [ (s t0) [y = va [

t—t)>
<2820l gy

Donc :
_ 2
I A20) () — A22)(0) o 220 1y~



Chapitre 1. Resolution d"une equation differentielle ordinaire

En itérant n fois, on obtient par récurrence sur n :

| A" ()(®) = A2 () oo < "1 gy

. (b
<LL—¥4wrmww

Le terme L”( 1" tend vers 0 quand 7 tend vers +oco car c’est le terme général
d’une série convergente

Dong, il existe un n* assez grand tel que : L”( O < 1Vn > n

Pour n = n* :A" est contractante. On peut apphquer le theoreme de point fixe a
A",

Soit y* ce point solution de A"(y) = y. D’apres la proposition1.2 un point fixe de
A" est un point fixe de A.

Conclusion :

A admet un seul point fixe. D’oti I'existence et 1'unicité de la solution du probleme
de Cauchy. O

1.3.1 Applications

Exemple 1.4 Considérons le probléeme de Cauchy suivant :

{x’(t) = B et 12
x(0) =1

2
f(t,x) = —x3(t) + e~ 7 est continue dans R x [1,2] car : c’est la somme d'une expo-
nentielle et d’un polynome.
f(t,x) est lipschitzienne par rapport a x car :

U _ gy — | of |=3x% < 12
0x ox

d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz il existe une seule solution x dans R x [1,2].

Exemple 1.5 Soit le probleme de Cauchy suivant :

/ . _£
x (t) =[x(t) [ +sin(x(t)) +e"z 1,2] (1.4)
x(0) =1
2
f(t,x) =| x | +sin(x) + e~ est continue comme somme des fonctions continues sur

R x [1,2].
f(t,x) est lipschitzienne sur R x [1,2] par rapport a la variable x car :

| of |—| 1+ cos(x) |< 1+ | cos(x) |<2

Conclusion : D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz il existe une seule solution x sur
R x [1,2].



Chapitre 1. Resolution d"une equation differentielle ordinaire

1.4 Meéthodes numériques pour résoudre des équa-
tions différentielles ordinaires du premier ordre :

Résoudre une EDO explicitement n’est pas toujours facile sauf pour des cas
simples.
Des méthodes numériques permettent de résoudre le probleme de Cauchy (1.2) par
des approximations de la solution exacte sur un intervalle [, b].
Le principe de ces méthodes est de discrétiser l'intervalle [a,b] en choisissant un
pas de discrétisation h.
On pose :t, = ty + nh, avec, n = 0,1, ......N, ou Nj, est le plus grand entier tel que
tn, < b et t; une suite de noeuds de 1.
On trouve des approximations de la solution exacte z(t) pour chaque nceud ¢, par
une valeur y, (t,).
En utilisant les méthodes d’intégration numérique on peut trouver la valeur y, (t,)
de chaque nceud. Cette classe des méthodes est appelée la classe des méthodes a
un pas (ot a pas séparés). Elle est caractérisée par le fait que, pour tout n > 0, la
valeur approchée v, 11 de la solution au nceud ¢, 1 ne dépend que de la valeur y,
calculée a I'étape précédente.

1.4.1 Meéthodes de quadrature interpolatrice

Soit l'intégrale I(f), = |, ttn“ﬂ f(t,y(t))dt. On appelle la formule permettant
de calculer 'approximation de I(f) par la formule de Quadrature.

Définition 1.3 "Formule du rectangle a gauche"
La formule du rectangle a gauche est obtenue en remplacant f par une constante égale a
sa valeur en la borne gauche de l'intervalle [a, b), ce qui donne :

I(f)ap) = (b—a)f(a).
Définition 1.4 "Formule du rectangle a droite"

La formule du rectangle a droite est obtenue en remplacant f par une constante égale a
sa valeur en la borne droite de l'intervalle [a, b] :

I(f)ap) = (b—a)f(b).

Définition 1.5 "Formule du rectangle ou point milieu "
La formule du rectangle ou du point milieu est obtenue en remplagant f par une
constante égale a la valeur de f au milieu de [a, b]
a+b
I(Hapy = (b= a)f(=5—)
Définition 1.6 "Formule du trapeze"

La formule du trapeéze est obtenue en remplagant f par le segment qui relie (a, f(a))
a (b, f(b)) ce qui donne
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Définition 1.7 "Formule du Simpson"
la formule est donnée par :

(s = 1 (@) + 47 (F52) + F(0)]

1.4.2 Méthode d’Euler

On considére le probleme :

{y/(t) =SV s o€ o)
y(0) = vo B ’

avec : f continue et lipschitzienne par rapport a y. Commencgant par subdiviser
l'intervalle [a,b] en N sous intervalles de méme longueur h.

Soit (f4)yen : les points de subdivision.

h="Y2ty 1 =ty +h n=0..N

En intégrant les deux membres de I'équation de t,, a t,, 41 :

tat1 ti+1 tat1
[ vmat= [T A ym)dt =yt —y(t) = [ fltye)dt = 1)y

En approchant I(f), par la formule des rectangles a gauche.

On trouve :
Y(tny1) —y(tn) = (tngr — tu) f(tn, y(tn)).

On pose 1y, = Y(tn).
on obtient la formule :

Ynt1 = Yn + hf(tn, yn).

Ce qui permet de définir le processus d'Euler explicite :

{]/rH—l =Yn+ hf(tn/yn)

Yo donné (1:5)

Si on utilise la formule des rectangles a droite pour approcher I(f), on obtient :

Y1 — Yn = Bf (L1, Yng1)-

Ce qui permet de définir le processus d’Euler implicite car il ne permet pas d’ex-
pliciter directement v, 1.

{yn+1 = Yn +hf(tns1, Yni1) (1.6)

Yo donné
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Exemple numérique

On donne le probleme de Cauchy :

y(t) =ysin(t)
{y( y—o3 =02

f(ty) = y?sin(t).

1. f(t,y) est continue sur L.
2. % = 2y sin(t) = % < 2 | y |< 2b < 4. Donc f est lipschitzienne par
rapport a X uniformément par rapport a t.

Alors, d’apres le théoréme de Cauchy- Lipschitz il existe une seule solution. Le
probleme est bien posé.
La solution exacte z est donnée par :

2(t) = 0.3
~ 0.3cos(t)+0.7

On va donner quatre valeurs de N ce qui donne des pas de discrétisation h dif-
férents et puis on va comparer les résultats obtenus et on détermine le pas h qui
donne la bonne approximation.

Les données initiales sont données sur le tableau suivant :

a=tminl | D="tmax1 | Yo | N1 | N2 | N3 | Ny
0 2 0.3 | 10 | 20 | 30 | 60

En scilab, on peut programmer la méthode d’Euler avec les fonctions suivantes :
La fonction f(t,y) = y?sin(t) est définie dans le fichier “fonc.sci”

function z=fonc(v,x)//définition de la fonction de notre
exemple
z=x"2xsin (v);
endfunction

fonc.sci

7

La solution exacte z(t) est placée dans le fichier “solution exacte.sci”.

function u= solution_exacte(t)
u=0.3./(0.3.xcos(t)+0.7)
endfunction

solution_exacte.sci

La méthode numérique d’Euler est définie dans le fichier “Méthode d” Euler.sci”.

10




Chapitre 1. Resolution d"une equation differentielle ordinaire

exec('fonc.sci’)// appeler la fonction
function [t,y,h]=Methode_de_Euler (N, tmin ,tmax) // Méthode d’

Euler
h=(tmax—tmin) /N ;//N nombre des intervalles
//tmin — instant initial a
//tmax — instant final b

//h valeur du pas de discrétisation

t=linspace (tmin,tmax,N);// t vecteur obtenue en discrétisant
l"intervalle [a,b] en N sous intervalles

y(1)=0.3;//y(1) contient la valeur initiale t(o0))

for n=2:N//début d’itération
p=fonc(t(n—1),y(n—1));//fonc est une fonction dépend de t
et y:f(t,y(t))

y(n)=y(n—1)+hxp

end//fin de la boucle for

endfunction//fin de la fonction Méthode d’ Euler

Methode_de_Euler.sci

L’exécution de la méthode sera dans le fichier “Méthode d’ Euler.sce”.

La methode de Euler

0.54

1 + + +h=02
0.52 - h=0.1

h=0.06666666666666667
h=0.03333333333333333

0.5

* % % solution exacte

0.48

0.46
0.44

0.42

solution

0.4
0.38 —-
0.36 —-
0.34 —-

0.32 o

0.3

FIGURE 1.1 — Méthode d’Euler

Remarque 1.7 Suivant le graphe obtenu on peut dire que :
A chaque fois que le nombre N augmente en d’autre terme le pas h diminue, la solution
numeérique obtenue converge rapidement vers la solution exacte z.

11




Chapitre 1. Resolution d"une equation differentielle ordinaire

1.4.3 Meéthode de Runge-Kutta d’ordre 2

C’est le méme principe que la méthode d’Euler. on cherche a approximer la
solution exacte en utilisant la formule du point milieu pour l'approximation de
l'intégrale I(f)[,p au lieu de la formule des rectangles a droite, on trouve :

tn+1 h h
£ty ()t = hf (+ 3yt + 3))

tn

Le probleme c’est qu'on n ‘a pas une valeur disponible y(t, + %) pour calculer
I'intégrale.

Une idée est de remplacer la valeur y(t, + %) par la méthode d’Euler sur l'inter-
valle [t,, t,11] avec le pas i = £. On trouve :

Y(tn+h) = y(t) + hf (tn + y(ta))
En remplagant /1 par g on obtient :

Ylta+5) = y(tn) + 2 f (b, y(0)

Donc : I I
Ynt1 = Yn+hf(tn + Er]/(tn) + Ef(tnrt(tn)))

Si on pose :

ki = hf(tn,y(tn))
ko= hf(ts + 5, y(tn) + 3k1)

On peut donner 1'algorithme de Runge-Kutta d’ordre 2 comme :

Yn+1 =Yn + ko (1.7)

Exemple numérique

Le méme exemple pour la méthode d’Euler, la méthode sera placée dans un
tichier “Méthode RK2 .sci ”.

exec(’fonc.sci’)// appeler la fonction

function [t,y,h] = Methode_RK2(N, tmin,tmax)//Méthode de Runge
Kutta d’ordre 2

//N nombre des intervalles

//tmin instant initial a

//tmax instant finale b

//fonc est une fonction dépend de t et y : f(t,y(t))

//y(1) contient la valeur initiale t(o))

h = (tmax—tmin)/N ;//h valeur du pas de discrétisation

t = linspace (tmin,tmax,N) ;//t vecteur obtenue en discré
tisant 1’intervalle [a,b] en N sous intervalles
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y(1) =0.3;//y contient les solutions de y(t(n))n = 1, ... , N +
1

for n=2:N //le début de la boucle pour calculer les N ité
rations de 1’ algorithme

ki1 = hxfonc(t(n—1),y(n—1));

k2 =hxfonc(t(n—1)+h=*(1/2),y(n—1)+ki*(1/2));

y(n)=y(n—1)+k2;

end// fin de la boucle for

endfunction//fin de la fonction Méthode RK2

Methode_RK2.sci

L’exécution sera dans le fichier “Méthode RK2 .sce ” .

exec ('Methode_RK2.sci”)//appeler la méthode de RK2

exec(’solution_exacte.sci’)//appeler la solution exacte pour
la comparer avec celle de RK2

exec(’fonc.sci’)//appeler la fonction fonc

tmini=o;
tmaxi1=2;
[t1,y1,h1]= Methode_RK2(10,tmin1,tmax1);
[t2,y2,h2]= Methode_RK2(20,tmin1 ,tmax1);
[t3,y3,h3]= Methode_RK2(30,tmin1,tmax1);

[t4,v4,hq]= Methode_RK2(60,tmini1,tmax1);

ui=solution_exacte(t4);//u1r c’est la solution exacte calculée
aux points de vecteur tg4

plot(tr,y1, "« ,t2,y2,'b’",t3,y3, v’ ,t4,y4,’g’)//tracer les
courbes obtenues pour les différents pas de discrétisation

plot(tg ,u1, ’+’)//tracer la solution exacte

m=legend ([ "h="+string (h1)+""; "h="+string (h2)+"’; "h="+string (
h3)+"’; "h="+string (hg)+"’; "solution exacte’])

title ('La methode de RK2")

xlabel ("Temps”); // 1 axe des abscisses

ylabel (“solution ");//1”axe des ordonnées

Methode_RK2.sce
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La methode de RK2
0.54

A * % %h=0.2
0.52 + h=0.1

h=0.06666666666666667
h=0.03333333333333333
+ + + solution exacte 9

0.5 4

0.48

0.46
0.44

0.42

solution

04:
038:
036:
034:

0.32

0.3

Temps

FIGURE 1.2 — Méthode de Rung Kutta 2

1.4.4 Méthode de Runge -Kutta d’ordre 4

Le principe de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est de remplacer 'intégrale
I(f)[a,) par la formule de Simpson.

tp+1 h h h
| A y)at > G (1) + 4 f (bt 5yt 5)) f by (ot )

S

-~

A
(1.8)
On va décomposer la valeur A en deux termes, ce qui donne :
bu+1 h h h
| Fy®)dt =2 (b y(t) + 2 (b + 5, (t+ 3))
B
h h
2 f(tn + 5, y(tn + 3)) +f (bn + b, y(tn + 1))
<
On pose :
ky = hf(tn, y(tn)).
Calculons B :
Cherchons la valeur de y(t, + %) par la formule d’Euler explicite :
h h 1
y(tn + E) = y(tn) + Ef(tnry(tn)) = y(tn) + Ekl (1.9)
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h 1
B = f(ty + E,y(tn) + Ekl)
On pose :
h 1
ko = hf(tn + Efy(tn) + Ekl)
Calculons C par la méthode d’Euler implicite :

Yt +0) = (o) + (bt 2yt + )

En remplacant la valeur y(t + %) par la formule (1.9), on trouve :

Yt +3) = y(tn) + 2 f (b + 2 y(ta) + 2k0)

Donc : ] .
C=f(ta+ Erl/(tn) + ikz)
On pose :
h 1
k3 = hf(tn + E/y(tn) + EkZ)

Calculons f(t, +h,y(t, +h)).
En remplagant f(t, + h,y(t, + h)) par la méthode du point milieu.
On trouve :

(b +h) = y(t) +Rf(E+ ()

En remplagant y(t + ) par la formule : y(t + %) = y(t,) + 2 k

ko

Fltn+ oyt +1) = Fltn + Roy(tn) +hf (64 5 y(6n) +2))

On pose :
ko =hf(tn+hy(ta) +k3)

On peut définir la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 par :

(kl = hf(tn, y(tn))
ky = hf(tn+ 5, y(tn) + 5k1)
ks = hf(ta + 5,y(tn) + 3k2)
ke = hf(t, + h,y(tn) +k3)
| Yns1 = Yn + ¢k + 2kz + 2k + k4]

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Dongc, on peut dire que la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 est une dépendance

entre les intégrales calculées a chaque fois.
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Exemple numérique

Le méme exemple pour la méthode d’Euler ,Ja méthode sera placée dans un
fichier “Méthode RK4 .sci ”.

exec(’fonc.sci”)

function [t,y,h] =Methode_RK4 (N, tmin, tmax) //Méthode de Runge
Kutta d’ordre 4

//N:nombre des intervalles

//tmin:instant initial a

//tmax:instant final b

//fonc est une fonction de t et y : f(t,y(t))

h
t

(tmax—tmin) /N ;//valeur du pas de discrétisation

linspace (tmin,tmax,N) ;//t:vecteur obtenue on discré

tisant 1’ intervalle t=[tmin, tmax]

y(1)=0.3; //y(1) contient la condition initiale y(to)

for n =2:N

ki=hxfonc(t(n—1),y(n—1));

k2=hsfonc(t(n—1)+1/2xh,y(n—1)+1/2%k1)

k3z=hxfonc(t(n—1)+1/2%h,y(n—1)+1/2%k2)

kg=hxfonc(t(n—1)+h,y(n—1)+k3)

y(n) = y(n—1)+1/6x(k1+2xk2+2xk3+kq);//y contient les
solutions de y(tn)n = 1, ... N+ 1

end

endfunction

Methode_RK4.sci

L’exécution sera dans le fichier “Méthode RK4 .sce ”.

exec('Methode_RKy4.sci”)//appeler la fonction de RKy

exec(’solution_exacte.sci’)//appeler la solution exacte pour
la comparer avec celle de RKy

exec('fonc.sci’)//appeler la fonction fonc

tmini=o;
tmaxi=2;
[t1,y1,h1]= Methode_RK4(10,tmin1,tmax1);
[t2 ,y2,h2]= Methode_RK4(20,tmin1,tmax1);
[t3,y3,h3]= Methode_RK4(30,tmin1,tmax1);

[t4,y4,hgq]= Methode_RK4(60,tmin1,tmax1);

ui=solution_exacte(tg);//ur c’est la solution exacte calculée
aux points du vecteur tg

plot(t1,y1, =’ ,t2,y2,'b" ,t3,y3, v’ ,t4,y4,’g’)//tracer les
courbes obtenues pour les différents pas de discritisation

plot(tg ,ur, '+7) //tracer la
solution exacte

m=legend ([ "h="+string (h1)+""; "h="+string (h2)+"’; "h="+string (
h3)+"’"; "h="+string (hg)+"’; "solution exacte’])

7
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title ("la méthode de RK4")
xlabel ("Temps”); // 17axe des abscisses
ylabel (’solution”); //1’axe des ordonnées

Methode_RK4g.sce

la méthode de RK4
0.54

* * *xh=02
h=0.1
—— h=0.06666666666666667
h=0.03333333333333333
0.48 + + + solution exacte 9

0.52

0.5 4

0.46
0.44

0.42 A

solution

04:
038:
036:
034:

0.32 H

0.3

Temps

FIGURE 1.3 — Méthode de Rung Kutta 4

Pour voir la différence entre les trois méthodes avec la solution exacte on va
écrire un nouveau programme “Comparaison des méthodes.sce ”.

//appeler les fonctions d’Euler et RKz2 et RK4 et la solution
exacte

exec('Methode_de_Euler.sci”)

exec ( "Methode_RK2.sci ")

exec ("Methode_RK4.sci )

exec(’solution_exacte.sci’)

exec('fonc.sci’)

tmini=o;

tmaxi1=2;

//comparaisan des methodes pour N=60

[t1,y1,h1]= Methode_de_Euler(60,tmini1,tmax1);

[t2 ,y2,h2]= Methode_RK2(60,tmin1,tmax1);

[t3,y3,h3]= Methode_RK4(60,tmin1,tmax1);

ui=solution_exacte(t3);

plot(t1,y1,'r’ ,t2,y2,’b");

plot(t3,y3,’g’)//tracer les graphes de toutes les solutions

title ("Comparaison des methodes ”)

plot(t3,ur, ’+’)//tracer le graphe de la solution exacte
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m=legend ([ "Methode_de_Euler’; "Methode_RK2"; "Methode_RKy4 " ; ’
solution_exacte "])

xlabel ("Temps”) ;

ylabel (“solution”);

comparaison_des_methodes.sce

Comparaison des methodes
0.54

] Methode_de_Euler
0.52 Methode_RK2
4 Methode_RK4
0.5 4 + + + solution_exacte
0.48
0.46
0.44
c ]
o
E 0.42
8 B
0.4 -
0.38
0.36
0.34
0.32
0.3 +
0

Temps

FIGURE 1.4 — Comparaison des méthodes

Remarque 1.8 Les méthodes de Runge Kutta d’ordre deux et quatre convergent vers la
solution exacte plus vite que la méthode d’Euler.
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SYSTEME DIFFERENTIEL ORDINAIRE

2.1 Introduction

Un systeme différentiel ordinaire est une équation différentielle ordinaire mais

dans le cas vectoriel.
Soit U un ouvert de R x R" et f : U —— R".
Un systeme différentiel est défini par :

X = f(t,X) (2.1)

ouXeR"ett eR.

2.2 Systéme différentiel a second membre continu

Soit f : U —— R" une fonction continue et lipschitzienne par rapport a x. Dans
ce cas l’existence et 1'unicité sont assurés par le théoréeme de Cauchy- Lipschitz.

2.2.1 Existence et unicité de la solution

Pour résoudre 1'équation différentielle (2.1), on va construire un domaine dans
lequel une solution passant par un point (tg, X°) € U ne peut s’éloigner trop vite
de X? et qu’elle reste bornée, avec X” la condition initiale donnée par :

.
X0 = : (2.2)
x,
On note || . || une norme quelconque sur R" et B(X?, Ry) la boule fermée de centre

X0 et de rayon Ry. Comme U est supposé un ouvert, il existe un cylindre
C=[to—T,to+ T] x B(X% Rg) C U.
L’ensemble C est fermé borné donc compact par conséquent f est bornée sur C.

dAMeR: M= sup | f(tX)|< oo
(t,X)eC

On dit que C est un cylindre de sécurité pour I'équation (2.1) si toute solution
X : I — R" du probléeme de Cauchy avec la condition (2.2) et I C [to — T, to + T]
reste contenue dans B(X?, Ry).
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Théoréme 2.1 [9] Si f : U —— IR" est localement lipschitzienne en X, alors pour tout
cylindre de sécurité C = [tg — T, to + T] x B(X% Ro) C U. Le probléme de Cauchy (2.1)
avec la condition initiale (2.2) admet une unique solution exacte

X:fto—T,to+T] — U.

Démonstration. Pour la preuve de ce théoreme il suffit juste de répéter la méme
méthode du point fixe vu dans le paragraphe 3 dans le chapitre 1 pour 'ensemble
CO([to — T, to + T], B(XY, Rp)).

O]
2.2.2 Systémes différentiels linéaires
Soit I un intervalle de RR.
Dans cette partie on s’intéresse au systéme différentiel linéaire de type :
X (1) = A()X(t) (23)
il
X1 a1,1 a1,n
Xn Ap1 An,n

L’ensemble des solutions {X!, ..., X"} du probléme de Cauchy associé a 1'équation
(2.3) et la condition initiale (2.2) est un espace vectoriel de dimension n.

Si {X!,...,X"} sont n solutions indépendantes on dit qu’elles forment un ensemble
fondamental des solutions de ce probleme. On définit la matrice R(t) de (n x n) :

R(t) = (X}(t) | .| X"(8)) (2.4

la matrice R(t) est appelée une résolvante du systéeme différentiel. On dit égale-
ment que R est une matrice fondamentale.
Pour que les solutions soient indépendantes il suffit de vérifier que le déterminant
de la matrice résolvante en ty est non nul .
Le déterminant de la matrice (2.4) est appelé Wronskien et on le note W(t)
W:I— R
Une solution X de (2.3) a la forme suivante :

X(t) = R(t).C (2.5)
€1
ou, C = : € R" est déterminé a l'aide de la condition initiale (2.2), en
Cn
résolvant le systeme :
R(ty).C = X" (2.6)
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Exemple de résolution avec A a coefficients constants et diagonali-
sable

Dans ce cas les solutions ont la forme :X/ = ¢’ vj j=1l.n

les A; sont les valeurs propres de la matrice A est les v; sont les vecteurs propres
associés aux valeurs propres A;.
La résolvante a la forme suivante :

R(t) = (eMoy | ... | eMoy)

Exemple 2.1 Soit A = ( % ; ) avec condition initiale X(0) = ( g )

Les valeurs propres de A sont Ay = 1 associe au vecteur propre v =

: 1
et Ay = 3 associe au vecteur propre vy, = ( 1 )

la solution donc est donnée par :
1/ e & a—p
xt =3 ( 0 o) (578)

2.2.3 Ftude qualitative d’un systeme différentiel

En général on ne sait pas résoudre I'équation différentielle (2.1) méme si le
probleme a l'air simple il y a trées peu de cas ot nous savons trouver des solu-
tions explicites. Il est donc intéressant de faire une analyse qualitative des solutions
pour donner une idée sur le comportement de ces dernieres autour des solutions
"spéciales” . Dans cette partie on s’intéresse au systeme différentiel non linéaire
autonome :

x = f(x) (2.7)

ou x € R".

les Points d’équilibre d’un systeme différentiel

Les solutions de "équation :

f(x)=0 (2.8)

sont des points particuliers pour lesquels x” = 0. Les solutions qui passent par ces
points n’évoluent pas avec t. On dit que ce sont les points d’équilibre. L'importance
de l’analyse locale des solutions au voisinage de ces points tient au fait qu’elle
permet de comprendre le comportement global des solutions dans les cas les plus
simples.

Stabilité des points d’équilibre

Une fois les équilibres du systeme sont trouvés, il est intéressant de savoir s’ils
sont stables ou non dans le sens o, si une petite perturbation de 1" équilibre, est-ce
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que la solution perturbée reviendra vers I'équilibre ou elle s’éloigne ?

Dans la suite on donne la définition de la stabilité au sens de Lyapounov a l'origine.
On peut toujours ramener un équilibre x* a I'origine en posant un changement de
variable y = x — x*.

Définition 2.1 L'origine est dit stable pour le systeme (2.7) si :
Ve>0,3n >0:Vxsolutionde (2.7) [| x(0) [<n = x(t) [[< & vVt > 0.

En d’autre terme toute solution partant de la petite boule B, reste dans la
grande boule B,.

Définition 2.2 L'origine est dit instable si :
de >0,V 5 > 0,il existe au moins une solution de (2.7) tel que :

| x(0) |[<netIt>0:]x(t)||> e

Définition 2.3 ['origine est dit attractif sil existe r > 0 tel que pour toute solution x on
a:
| x(0) |<r= t lim x(f) =0

—>+00
l'origine est dit globalement attractif si pour toute solution x on a :

tgrglroo x(t) = 0.

Définition 2.4 L'origine est dit asymptotiquement stable s'il est stable et attractif. Il est
dit globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement attractif.

Stabilité des systemes différentiels linéaires

L'origine joue un role particulier pour les systemes linéaires. En effet c’est le
seul point d’équilibre de 1’équation différentielle :

X = Ax (2.9)

Avec, det(A) # 0.

Pour que l'origine soit asymptotiquement stable il faut que toutes les valeurs
propres A; de A sont a partie réelle strictement négative. On dit dans ce cas que A
est Hurwitz.

Classification des points d’équilibre dans le plan

-Si A1 et A, sont deux valeurs propres négatives et différentes, (0,0) est un
nceud asymptotiquement stable.
-Si A1 et A, sont toutes les deux positives et différentes, (0,0) est un nceud (in-
stable).
- Si une des valeurs propres est positive et I'autre négative, il existe au moins une
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direction instable et on parle d'un point selle.

-Si les valeurs propres sont identiques et il n’y a qu’un seul vecteur propre. On
parle d"un nceud impropre (stable ou instable).

- Dans le cas des valeurs propres conjuguées, les trajectoires sont des spirales
(stable ou instable) lorsque la partie réelle des valeurs propres R(A;) # 0.

- Dans le cas ott 3R(A;) = 0 les trajectoires sont périodiques, il s’agit d’un centre.

Stabilité des systémes différentiels non linéaires

Une premiére approche pour prédire la nature des points d’équilibre du sys-
teme non linéaire (2.7) consiste a faire une linéarisation autour de point d’équilibre
x* en utilisant un développement de Taylor et en négligeant les terme supérieur
a un, on obtient le systéme linéarisé suivant :

y/ = Ay (2.10)

o:y=x—x"avec: A = % |x=x+ est la matrice jacobienne au voisinage de x*.
On ramene 'étude d’un systeme non linéaire a un systeme linéaire.

La question qui se pose est : est-ce-que 1’étude de la stabilité de systéme linéarisé

(2.10) nous renseigne sur la stabilité de systeme non-linéaires (2.7) ?

La réponse est oui, sauf dans le cas ou il existe une valeur propre a partie réelle

R(A) =0.

En d’autre terme si l’origine du systéme linéaire est stable (respectivement instable)

cela implique que le point d’équilibre du systéme non linéaire est stable ( respecti-

vement instable).

Pour voir pourquoi le cas ott R(A;) = 0 ne donne pas le méme comportement

qualitatif entre les deux systémes, on considere 1’exemple suivant :

X' = —y+ax(x® +y?)

aeR (2.11)

y'=x+ay(x® +y?)
La linéarisation montre que 'origine est toujours un centre mais I'étude de systeme
(2.11) par passage aux coordonnées polaires montre que (0.0) est stable si a < 0 et
instable si a > 0.

\\\\\\\\\\\
,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,

vanafsassen e

,,,,,,,,,,

\\\\\\\\\\\\\\\

Ko s S [y

\\\\\\\\\\

a=0 a>0
FIGURE 2.1 — Perturbation d'un centre linéaire.

Conclusion : la perturbation d"un centre de systeme linéaire ne donne pas un centre
pour le systéme non linéaire.
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Remarque 2.1 La linéarisation ne donne pas des résultats de stabilité globale car I'étude
est faite que pour un voisinage de I'équilibre .

Une deuxieme approche contrairement a la linéarisation permet de donner des résultats de
stabilité globale ou d’au moins d’estimer le bassin d’attraction de I'équilibre c’est la méthode
directe de Lyapounov.

Méthode directe de Lyapounov

Soient D C R" et x € D et V(x) : D — R de classe C", une fonction de
Lyapounov définit comme :

V(0)=0 et V(x)>0 Vx € D — {0} (2.12)
V(x) <0 VxeD (2.13)

Alors, x* = 0 est stable.
Si de plus :
V(x)<0  VxeD-{0} (2.14)

Alors, x* = 0 est asymptotiquement stable. Dans ce cas on veut estimer quel est
I’ensemble des solutions qui tendent vers cet équilibre quand t tend vers l'infini ?
cet ensemble est appelé bassin d’attraction.

Par la méthode de Lyapounov 1’ensemble D est une estimation de son bassin d’at-
traction.

Si de plus D = R" et V(x) est radialement non bornée c’est-a-dire :

lim V(x) =+ (2.15)

)| —>e0

Alors, x* = 0 est globalement asymptotiquement stable, par contre si V(0) = 0 et
3 x tel que V' (xg) > 0.
alors, x* = 0 est instable.

Exemple 2.2
X =—x3
y =-y
On donne la fonction de Lyapounov suivante :
1
V(xy) =5+ (2.16)

(0,0) est le seul point d’équilibre .
Cette fonction vérifie les conditions (2.12) et (2.14) et (2.15) donc :(0,0) est globalement
asymptotiquement stable.

Remarque 2.2 La méthode de linéarisation dans cet exemple ne donne rien. D’autre part
la méthode de Lyapounov nous donne méme la stabilité globale.
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Cycle limite

Dans le cas d'un systéme non linéaire il existe d’autre solution intéressante que

la solution triviale, c’est le cas ou la solution est une trajectoire fermée isolée. Cette
solution est appelée un cycle limite.
Fermée veut dire qu’il existe une période notée T telle que : x(f + T) = x(t). Isolée
veut dire que dans un trés petit voisinage autour de cette solution il n’existe pas
une autre solution fermée. En d’autre terme toutes les trajectoires spiralent autour
de celle ci .

(a) (b) (c)

FIGURE 2.2 — (a) :cycle limite stable. (b) :cycle limite instable. (c) :cycle limite semi-stable.

Remarque 2.3 Un cycle limite est un phénomene qui ne produit que pour les systémes
non linéaires. Un systeme linéaires peut avoir une solution fermée (le cas d'un centre) mais
cette solution ne peut jamais étre isolée.

En effet, si une solution x est fermée alors par linéarité toute autre solution c.x, ¢ # 0 est
aussi fermée donc au voisinage de x il existe d’autre solution fermée.

Notion de bifurcation

Le phénomene de bifurcation se produit si le systeme dépend d’un parametre
noté r tel que s’il traverse une valeur critique r* il peut produire un changement
qualitatif dans le portrait de phase. Par exemple, un changement dans le nombre
des points d’équilibre et les cycles limites (disparition ou naissance ) ou bien un
changement de stabilité. Une étude de bifurcation consiste donc a rechercher com-
ment le portrait de phase de ce systéme se modifie lorsque 1’on fait varier le para-
metre 7.

Exemple 2.3 (Bifurcation nceud-selle) soit le systeme suivant :

x =71+ 2

y =y
Sir < 0 il existe deux points d'équilibre : (—+/—r,0) qui est stable et (/—r,0) qui est un
point selle.

Sir = 0 le seul point d’équilibre est (0,0) qui est instable.
Sir > 0 le systeme n’admet aucun point d’équilibre.
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2.3 Systeme différentiel a second membre discontinu

Pour le systeme différentiel de type :

x'(t) = f(£,x) (2.17)

avec f(t,x) est discontinue par rapport a x le théoréme de Cauchy Lipschitz
pour 'existence et I'unicité n’est pas applicable.
Dans cette partie on introduit une autre théorie pour étudier ce cas c’est la théorie
de Filippov.
L'idée de Filippov est de transformer 1’étude de 1'équation différentielle (2.17) a
une inclusion différentielle.
En d’autre terme, au lieu de chercher une fonction x telle que sa dérivée coincide
avec f(t,x) on cherche une fonction telle que la dérivée en t appartient & un en t
ensemble F(f,x) :

x'(t) € F(t, x). (2.18)

La relation (2.18) est appelée une inclusion différentielle et I’ensemble F(t, x) est le
plus petit convexe fermé qui contient toutes les limites de f(t, x). Il est appelé une
multifonction ou une fonction multivoque.

Une multifonction est une application qui a un point associe un ensemble de points.

Exemple 2.4 Soit I'équation différentielle suivante, discontinue par rapport a x :

3 x<0
x'(t) =1—2sgn(x) = 1 x=0 (2.19)
-1 x>0

L'inclusion différentielle correspondante a I'équation (2.19) est :
x'(t) € 1—2Sgn(x)

avec la condition initiale x(ty) = 0 et :

{-1} x<0
Sgn(x) =<¢ [-1,1] x=0
{1} x>0

2.3.1 La méthode convexe de Filippov

Soit x* un point de discontinuité de I'équation (2.17), Ce dernier définie une
hypersurface . qui divise I'ensemble IR"” en deux sous espaces V_ et V. de sorte
que :

R"=V_UXZUVy.

I'hypersurface X est défini par une fonction scalaire :

h: RxR — R
(£ x) — h(x(t))
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x* est dans X si h(x*) = 0.

Le vecteur normale 7 qui est perpendiculaire a I'hypersurface X est donné par :
= grad(h(x(t))).

Une fonction h(x(t)) qui définit X n’est pas nécessairement unique pour cela en
choisissant h(x(t)) de sorte que grad(h(x(t))) # 0.

On peut définir les sous espaces V_ et V. a l'aide de la fonction h(x(t)) comme :

Vo ={xeR"|h(x(t)) <0}
Y ={xeR"| h(x(t)) =0} (2.20)
Vi ={xeR"|h(x(t)) >0}

Remarque 2.4 La fonction f est supposé vérifier les conditions d’existence et d’unicité
pour tout x ¢ 3. Donc pour tout x € V_ ou x € V4 la solution du probleme (2.17) existe
et elle est unique (d’apres le théoréme de Cauchy - Lipschitz).

Si x € X, la multifonction F(,x) est définie comme le plus petit ensemble
convexe fermée contenant toutes les limites de f(t,z) quand z tend vers x et z ¢ .

F(t,x) =co{y e R" |y = Zlignxf(f,z),z e R"\X}

avec : co{ A} est le plus petit ensemble convexe fermée qui contient A.
On peut maintenant définir I'inclusion différentielle associe a 1'équation (2.17) avec
la condition initiale x(fp) = xo par :

f-(t,x(t)) xeV_
x'(t) € F(t,x(t)) = { co{f—(t,x(t)), f+(t,x(t))} x€X (2.21)
Fltx(t) xev.

avec: co{f-, f+} = 1(1 —q)f- +aqf+, Vg € [0,1]}.

la méthode de transformation d’une équation différentielle & second membre dis-
continu (2.17) a une inclusion différentielle (2.21) s’appelle la méthode convexe de
Filippov.

2.3.2 Comportement des solutions au voisinage d'un point de dis-
continuité

Quand une solution x devient proche d’un point de discontinuité x* € X
’ensemble F(t, x) devient un segment linéaire reliant les deux points d’extrémités
des vecteurs f_ et f.. Le comportement de la solution x au voisinage de x* est
déterminé par ce segment.

Deux situations peuvent apparaitre :

1. Sile segment obtenue ne coupe pas 'hyperplan X et il est dans I'un des deux
cotés V. ou V_ alors une solution x passant d’un coté a l’autre en traversant
I'hypersurface X.. Cette intersection est appelée une intersection transversale.
Soient n' (x)f et n' (x)f- les projections de f. (x) et f_(x) (respectivement)
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sur 'hypersurface 2.
On dit qu’il s’agit d"une intersection transversale si :

[ () f-(0).fn " (x) f (x)] > 0.
Exemple 2.5 On considere le systeme différentiel discontinu suivant :

{x'l =4+ 2sgn(xy —c)

Xy = —4+2sgn(xy —c) (2.22)

X2

A

FIGURE 2.3 — Une intersection transversale.

Le point de la discontinuité est x, = c.
On prend la fonction h(x) = c — xp qui permet de définir par la relation (2.20)
I'hypersurface de discontinuité ©. = {x, = c} et les deux sous espaces V_ et V.
par :

Vi ={x <c}

V_ = {XQ >C}

On obtient I'inclusion différentielle associe a (2.22) définie par :

x; € 442 Sgn(x; —c)
Xy € —4+2Sgn(xs —c)

Le vecteur normale n est donné par :n = { 0 }, donc :

-1

(5} e
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(B} e

Sixp € V_UV, alors:
x/1>0
x’2<0

les deux vecteurs f_ et fy sont diriges vers le bas et le segment qui décrit F(t,x) ne
coupe pas Y. et il est dans V., le portrait de phase correspondant est dans

la figure 2.3.

Une solution x(t) avec une condition initiale xo € V_ va arriver 4 ¥. et puis elle va
passer transversalement vers V.

. 51l ya une intersection entre ce segment et X alors le point d’intersection est
le point final d’un vecteur f qui décrit la valeur : x'(t) = fO(t,x), x € X.

_ n'f
B nt(f- —f+)

2 est définie un régime glissant. La condition d’existence d"un régime glissant

est:
[ (x) 1 (x)].[n " (x) f= (x)] < 0.

Exemple 2.6 On considere le systeme différentiel discontinu suivant :

=afi+(1—-a)f, Q

X, =4+2sgn(x; —c)
X, =2 —4sgn(x; —c)

L’hypersurface X et V., V_ sont les mémes que pour I'exemple 2.5.

f_:{(—62)} Si:xp €V_
2 :
f+:{(6)} si:xp € Vy
x’1>0
x’2<0
x/1>0
x/2>0

Ici, il ya une intersection entre le segment et X, le portrait de phase est illustré dans
la figure 2.4.

Sixp, € V_,alors :

Sixy € Vi alors :
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X2

A

FIGURE 2.4 — Un régime glissant attractif.

Dans ce cas, toute solution qui est dans V. ou V_ se ramene a 2. et elle ne peut pas
quitter cette surface.

C’est un régime glissant de plus puisque X est attractive on dit qu'il est un régime
glissant attractif.

Un régime glissant est dit attractif si :

{ n'(x)f_(x) >0
n'(x)fe(x) <0

Exemple 2.7 On considere le systeme différentiel discontinu suivant :

x/1 = —4—2sgn(xy —c)
Xy = —2+4sgn(xy —c)

Le portrait de phase est représenté dans la figure 2.5 ci-dessous.

Cet exemple montre qu’'une solution qui est dans X reste toujours sur cette hyper-
surface mais une solution qui est au voisinage de % elle peut rester sur X ou elle va
s’éloigner vers V1 ou V.. Ici, ¥ n'est pas attractive et on appelle un régime glissant
répulsif.

Un régime glissant est répulsif si :
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X2

A

FIGURE 2.5 — Un régime glissant répulsif.

2.3.3 Théoremes d’existence et d'unicité d’une solution au sens de
Filippov

Pour donner les théorémes d’existence et d’unicité on a besoin des rappels
suivants :

Définition 2.5 (Fonction équicontinue). Soit (f,)une suite de fonctions définie sur un
intervalle I a valeur dans R. On dit que la suite (f,) est équicontinue si :

Vuel,Ve<0,3y>0VneIN,Voel:|lu—v|<d=]fu(u)— fu(v) |<e

Théoréme 2.2 [5]( Théoreme d’Ascoli Arzeld). De toute suite de fonctions uniformément
bornée et equicontinue sur un intervalle compact, on peut extraire une sous suite de fonc-
tions uniformément convergente.

Définition 2.6 [1](Une fonction semi-continue supérieurement). Soit (X; || . ||) un espace
de Banach, et F : X — p(X) une multifonction, p(X) désigne toutes les parties de X.
F(x) est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) en xo, si pour tout ouvert W C p(X) tel
que F(xg) est dans W, il existe un voisinage V (xg) dans X, tel que pour tout x € V(xp),
onaF(x) CW.

Exemple 2.8 Soit F : R — p(IR) définie par :
E(x) = [—1,1] sz‘ x=0
0 si x #0

Fest (s.c.s)en x = 0car, VW € p(R) : F(0) C W, W =] —1+4¢,1+¢|, Ve > 0. Avec
W est le plus petit ouvert contient F(0), 3V (0) C R tel que Vx € V(0) ona F(x) C W.
On peut choisir V(0) =] —1,1], on aura : Vx €] —1,1[= F(x) C (] —1—¢,1+¢])
donc :F(]—1,1]) = [-1,1] Cc W.
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Définition 2.7 (-solution). Une fonction y est dite y- solution (solution approximative
avec précision vy ) de l'inclusion (2.18) avec F(t,x) est s.c.s en t et x si y est absolument
continue et vérifie presque partout

v (1) € By (t)
avec : F,(t,x) est un -y - voisinage de F(t, x).

Lemme 2.1 [11] Soit F(t,x) un ensemble non vide, s.c.s, fermée, convexe et borné. Si une
suite xi(t) qui est une 7yy-solution de l'inclusion (2.18) converge uniformément alors sa
limite notée x(t) est une solution de (2.18).

Théoreme 2.3 [11] Soit F une multifonction non vide ,semi- continue supérieurement,
fermée, convexe et borné pour tout x € D.

Alors :¥(x9,y0) € G, il existe une solution du probleme (2.21) avec la condition initiale
x(tg) = xo, si le domaine G contient un cylindre :

Z(t0§t§t0—|—a,|x—x0|§b)

la solution existe au moins sur l'intervalle

b
o <t<t d, d=mi ,—f, = F(t,
oS t<ty+ min{a m} m (t,xS)GZup| (t,x) |

Démonstration. On fait la preuve par construction de la solution.
On prend :

hy =

=R

, tki=to+ih, i=0,1,....,k k=1,2,.... (2.23)

On pose : xi(ty;) = Xk, si pour i > 0 la valeur xi(#;) est supposé déja connue et
satisfait :

| Xk —xo |[< m |t — to | (2.24)
Alors, pour une vy; € F(ty, xy;) quelconque on définie xi(t) pour ty; < t < tyiiq
par :

Xk (t) = xgi + (f — i) vxi (2.25)
Ona:ty =ty+ih < tog+kh < i’o—i—k% <tg+a.
D’autre part d’apres (2.24) :

|xk1~—x0|§m|tki—t0|§mkhk§md§b;

Donc :(ty;, xx;) € Z, ce qui implique que : | vy |< F(fg, xxi) |< m et par (2.24) et
(2.25),0ona:
| xk(t) —xo [<m[t—to| (tri <t < trig1) (2.26)

La suite x(t;11) = Xi ;41 est définie et vérifie I'inégalité (2.24), en remplagant i par
i+ 1.
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Par conséquent la suite x; est construite successivement sur les intervalles [f, 1]
et par I"équation (2.25), xx(t) est continue eton a :
Xy (t) — Xgi .
| (1) |=] ?kl |=|ogi |[Sm tF# b, i=12... (2.27)
1
Donc xi(t) est absolument continue.
Puisque :

X (1) = v € Fbri Xpi), 0 <t —tg <hg, | xe(t) — x5 | < g
alors, x(t) est une J; solution de I'inclusion (2.21) avec :
O = max{hy, mhi} — 0,k — oo.

d’apres (2.26) et 'inégalité (2.27), x;/(t) est uniformément bornée et équicontinue.
Par le théoreme d’Ascoli Arzeld il existe une sous-suite de x;/(t) qui converge, sa
limite est notée par x(t).
Par le lemme 1 la limite x(t) est une solution de l'inclusion (2.21).
Puisque xx(ty) = xp, alors x(tp) = xo.

O

Remarque 2.5 La méthode convexe de Filippov avec le théoreme d’existence (2.3) défi-
nissent la solution au sens de Filippov pour les équations différentielles a second membre
discontinu.

Définition 2.8 Une fonction absolument continue x(t) : [0,T] —> R" est dite une
solution de I'équation différentielle (2.17) au sens de Filippov si pour presque tout t € [0, T|
la fonction x est une solution de l'inclusion différentielle (2.21).

Une solution d"une inclusion différentielle n’est pas nécessairement unique.

Condition suffisante pour 1'unicité de la solution

P

Théoreme 2.4 [11]"condition d’unicité
Soit f une fonction continue dans D presque par partout. S'il existe une fonction som-
mable 1(t) telle que pour presque tout (t,x) et (t,y) dans D on a :

T [ f(tx) < 1(8);
2. Si ey > 0 tel que pour | x —y |< €p,0n a
(x=y)-(f(t,x) = f(t,y) <1(E) [ x—y [
ici le (.) veut dire le produit scalaire.
Par la définition 2.8 I'équation différentielle 2.17 admet une unique solution dans D.

Démonstration. Soient x(t) et y(t) deux solutions de 1’équation (2.17), on pose
z(t) = x(t) —y(t), to < t < h.

Puisque | z |>= z.z

ce qui donne :

Z 2 z
2P0 axmy(fltn) — ) <200 [x—y P (229
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On obtient une inégalité différentielle :

d|z]? 2
< . .
=L <21 2| (229
On pose : u(t) =| z |2
I'inégalité (2.29) devient :
dl;—gt) —21(H)u(t) <0 (2.30)

Le facteur intégrant y(t) est donné par :

u(t) = & 21098 (2.31)

Multiplions les deux membres de 1’équation (2.30) par y(t), on trouve :

t t t
o OB 1ol Oy () <0 = Ty <0 (232)

On pose :
t
L(t):/ I(s)ds
fo

L(t) est décroissante et puisque z(tg) = 0 on trouve :

D’oti :la fonction | z |? e~

z=0=x—-y=0=x=1y (2.33)

Donc la solution est unique .
0

2.3.4 FEtude d’un probléme a second membre discontinu

Sur un exemple concret [16], on démontre 'ambivalence de certains modéles
différentiels présentant des discontinuités dans le second membre.

Position du probleme

On considere le probleme suivant :

X = AXf(X) 4+ BX(1— f(X))
(fo 2 S

avec :
A— ( 0.0175  —31.5978 )

—31.5978 —90.0175

B— 0.0175  31.5978
~\ 31.5978 —90.0175
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1 siy>0
f(x) = {0 o
siy<0
x(t) ) 2
X(t) = c R~
& ( y(t)
L'étude de comportement du systeme (2.34) se fait sur les trois variétés y > 0,y < 0
ety =0.

e Etude sur la variété y > 0:
siy > 0 alors f =1, le systéme (2.34) devient :

dX
= = AX
dt t>0 2.
{X(O) _x, 7 (2.35)
e Etude surla variété y < 0:
siy < 0alors f =0, le systeme (2.34) devient :
ax
X _ gx
at t>0 (2.36)
X(0) = Xo

Pour déterminer la nature de l'origine des deux systémes (2.35) et (2.36) qui sont
de systémes linéaires autonomes on a besoin de calculer les valeurs propres des
matrice A et B.

Le calcule se fait a partir d"un programme en scilab suivant :

A=[0.0175,—31.5978; —31.5978,—90.0175];//définition de la
matrice A

B=[0.0175,31.5978;31.5978, —90.0175];//définition de la
matrice B

C=0.5%(A+B)//définition de la matrice C obtenue par la symé
trie

//spec() c’est la commande de scilab qui donne les valeurs et
les vecteurs propres

[vctA ,virA]=spec(A)//vctA sont les vecteurs propres de A et
vlrA sont les valeurs propres de A

[vctB, vIirB]=spec(B)

[vctC, vIrC]=spec(C)

calcule.sce

On obtient les résultats suivants :
les valeurs propres de A et B :

A=10, p=—100.

Les vecteurs propres de A :
_( —0.9535 ; _( 0.3012
17 03012 1271 09535
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les vecteurs propres de B :
o1 — —0.9535 of 7= 0.3012
=\ —03012 27\ -09535
Puisque il existe une valeur propre positive A = 10 donc l'origine des deux sys-

temes (2.35) et (2.36) est un point selle .
le portrait de phase de A et B est donné par la figure 2.6.

Yy

FIGURE 2.6 — Portraits de phase de A et B

Remarque 2.6 On remarque qu’il existe une symétrie par rapport a I’axe horizontal. Cette
symétrie conduit a penser que la matrice C = %(A + B) peut donner des renseignements
pour étudier le comportement du systeme (2.34) sur la ligne de discontinuité y = 0 (cas

f=
Sif= %, le systeme (2.34) devient :

ax

2 =CX

dt t>0 2.

{X(O):XO > (237)
Les valeurs propres de C sont :
Ae = 0.0175 He = —90.0175

Les vecteurs propres de C sont :

e (3) @ e (2)
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Ae = 0.0175 > 0 donc le systeme (2.37) est instable.

e Etude sur la ligne de discontinuité y = 0 :

La ligne y = 0 définit un régime glissant attractif.

Question :

Est-ce que ce régime glissant correspond au systéme instable (2.37) ou a un com-
portement oscillant infiniment vite autour de cette ligne ?

L

FIGURE 2.7 — Comportement instable

Dans le premier cas :
On peut voir le systeme (2.34) comme un systeme linéaire. La fonction f est une
multifonction de graphe continue verticale en y = 0, f(x,0) = [0, 1].
Les trajectoires convergent vers la ligne y = 0 mais elles s’éloignent de 1'origine car
dans cette ligne les trajectoires correspondantes au systéme (2.37) qui est instable,
voir figure 2.7.
Dans le deuxiéme cas : Au voisinage de ligney = 0, f(x,0) = {0, 1}, une trajectoire
va remonter vers cette ligne d’une part en suivant le comportement de systeme
(2.36) et puis elle va descendre d’autre part en suivant le comportement de systéeme
(2.35).
Dans ce cas le systéme est stable, c’est un comportement hystérétique au voisinage
de y = 0, figure 2.8.
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Us

/I \\f:0

N \
o) ~———Condition intiale

FIGURE 2.8 — Comportement stable

Interprétation physique

Dans la physique et plus précisément en électronique le systeme (2.34) modélise
le circuit illustré par la figure 2.9.

A — f(y)

FIGURE 2.9 — Réalisation physique de f au moyen d'un amplificateur opérationnel

Si f est réalisée par un comparateur A sans hystérésis, alors la contre réaction
définit par ¢ = — ;7% < 0 impose un régime linéaire au voisinage de y = 0
voir figure 2.10,1. Si A est un comparateur avec hystérésis, alors la réaction € > 0
impose un fonctionnement en commutation, voir figure2.10,2.
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FIGURE 2.10 — Zoom au voisinage de la ligne de discontinuité de f,(1) :régime linéaireR > 0,
(2) :cycle d’hystérésis R < 0.

Remarque 2.7 L'expérience montre qu'un simple changement d’un comparateur sans hys-
térésis par un comparateur avec hystérésis (f = 0 ou f = 1) change la nature du systeme
(stable ou instable).

Approximations numérique

Pour l'approximation de la solution du probléme (2.34), on considére la mé-
thode d’Euler vue dans le chapitre 1, avec régularisation de la fonction f par la
famille de fonctions continues :

1 si y> %
f(X)=<ry si O<y<l (2.38)
0 si y<O

On considere le systeme régularisé suivant :

t>0 (2.39)

{% = AXf(X) + BX(1 - £(X))
X(0) = Xo

Dans ce cas l'algorithme d’Euler est :

{X,m = X+ AAX fr(Xn) + BXu(1 = f(Xu))] (2.40)

X(0) = Xo

Le systeme (2.40) converge vers le systeme (2.34) si ¥ — 400, de plus la solution
numérique obtenue par la méthode d’Euler converge vers la solution exacte si

h = At — 0.

Ces deux conditions donnent au moins deux situations différentes :

rAt — 0. (2.41)
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rAt — o0, (2.42)

La situation (2.41) correspond au cas d’instabilité, At est suffisamment petit pour
pouvoir suivre la pente de f;.

Elle est vu comme une fonction continue avec f(x,0) = [0, 1], voir figure2.11,3.

La situation (2.42) correspond au cas de stabilité, car r est assez grand, donc la

fr(y) 4 fry) 4

@)
~N—_]
<
o
R
<

(3) (4)
FIGURE 2.11 — (3) :cas de rAt — 0 (4) : cas de rAt —> +o0 .
fonction est vue comme une fonction discontinue, voir figure2.11,4.

les simulations ont été effectuées a partir du programme scilab avec At = 10~% et
la condition initiale Xy = (1,0) .

A=zeros(2,2);

B=zeros(2,2);

D=zeros(2,2);

A=[0.0175,—31.5978; —31.5978, —90.0175];

B=[0.0175,31.5978;31.5978, —90.0175];

T=10000;//nombres d’échantillons

X=zeros(2,1);

X(1)=1;//condition initiale

X(2)=o0;

y=zeros (T,2);

dt=0.0001;//le pas de discrétisation

k=100;//k=r la pente de f

for n=1:T;//boucle sur le temps
y(n,1)=X(1);y(n,2)=X(2);
f=max(o,min(1,k*X(2)));//calcul de f
X=X+dt*(fxAxX+(1—f)*BxX);// évolution de X
end ;

plot(y(:,1));pause;

plot(y(:,2),”.");pause;

plot(y(:,1),y(:,2),".7);
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m=legend ([ "k="+string (k)" "]);
xlabel ('x_n");
ylabel("t_n");

simnum.sce

On peut distinguer trois cas différents selon la valeur de r.

Cas rAt < valeur critique :

Pour ces valeurs de 7, il ya un petit changement dans 1’évolution de x par rap-
port au temps voir figure(2.12). Par contre I'évolution de y est tres rapide au début

1.02

1 k=100
1.018 - k=150 ¢
E k=200
1.016 k=250
1.014 -
1.012
1.01
c
| .
x
1.008
1.006
1.004 —
1.002
1
0.998 4+—————————————————————
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Temps

FIGURE 2.12 — Evolution de x, par rapport au temps.

mais elle se stabilise sur zéro, voir figure 2.13.

cas rAt > valeur critique :

la méme observation du premier cas il ya une quasi invariance de x par rapport
ar, voir figure 2.14.
Pour y : le systeme admet des oscillations autour de zéro, f, représente un cycle
d’hystérésis qui se stabilise en zéro, le systeme est stable, voir figure 2.15 .
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FIGURE 2.13 — Evolution de v, par rapport au temps.
1.005
] k=350
k=500
s k=2000
] N k=10000
™
] .
0.995 ™
0.99
<) 0.985
x 4
0.98 -
0.975
0.97 4
0.965 +———F—-"+"—"T—"—F—"—""F—"—F—"—F—"—TF—"—T——T1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Temps

FIGURE 2.14 — Evolution de x, par rapport au temps.

Zone critique et cycles limites : € [310, 350]

Pour cette zone le systéme est tres sensible aux variations de r. les figures
2.16,2.17 présentent des cycles limites de faible amplitude. Le portrait de phase
voir figure 2.18.
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FIGURE 2.15 — Evolution de Yn par rapport au temps.
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FIGURE 2.16 — Composantes x,, d'un cycle limite pour r = 315.

Résultat et conclusion

D’aprés 1'étude qu’on a fait sur le systeme et la simulation numérique avec la
fonction f, on est arrivé a un paradoxe. Une utilisation abusive du résultat d’exis-
tence et d"unicité de Cauchy Lipschitz dans un contexte ou il n’est pas utilisable
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FIGURE 2.17 — Composantes y,, d'un cycle limite r = 315.
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FIGURE 2.18 — Cycle limite pour r = 315.

est 'origine de conclusions erronées .

La fonction f qui est discontinue engendre des phénomenes dynamiques qualitati-
vement différents de ceux obtenus au moyen de la fonction régularisée f,.

Le modele est insuffisant pour étudier numériquement le cas quand r est dans la
zone critique car il ya une naissance d’une bifurcation due au changement de la
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nature du systeme, dans ce cas I'étude reste floue ce qui nous impose d’utiliser
d’autres outils mathématiques par exemple augmentation de l'état (ajouter une
autre variable au systéme) ou introduire un élément permettant de mettre un lien
entre le comportement stable et instable (notion d’observabilité).
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CONCLUSION

Dans ce travail, on s’est intéressé a 1’étude qualitative d’une classe de systémes
différentiels a second membre discontinu par rapport a x. On a rappelé quelques
notions concernant les systemes différentiels continus comme le théoreme de Cau-
chy Lipschitz et la notion de la stabilité des points d’équilibre. On a utilisé quelques
méthodes numériques pour donner une approximation de la solution exacte.

On a expliqué le comportement de systemes au voisinage d'un point de disconti-
nuité et on a démontré 'existence et 1'unicité de la solution au sens de Filippov.

A la fin on a illustré notre étude par un contre exemple qui montre que les pro-
priétés d'un systeme différentiel continu n’est pas applicable pour un systéme dif-
térentiel discontinu.
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