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Introduction

Dans l’étude de la dynamique des populations, l’utilisation d’équations diffé-
rentielles pour étudier les populations d’espèces est bien établie. Les modèles

de croissance exponentielle et logistique sont les plus courants. Nous nous sommes
fixé comme objectif dans ce mémoire de présenter une étude sur une classe de mo-
dèles d’équations différentielles pour une seule espèce qui implique un temps de
retard.

Les systèmes d’équations différentielles à retard occupent désormais une place
de première importance dans tous les domaines de la science, en particulier dans la
modélisation de phénomènes biologiques telle que la dynamique de la population,
l’épidémiologie, etc.

L’objectif de ce mémoire est de déterminer si l’introduction d’un retard peut
enrichir la dynamique des modèles considérés, ou si leur comportement est es-
sentiellement le même que celui des modèles d’équations différentielles ordinaires
qu’il modifie. En particulier, nous y sommes intéressés à étudier l’existence de so-
lutions périodiques pour ces modèles.

Ce mémoire se compose de deux chapitres et d’une bibliographie. Dans le pre-
mier chapitre, on donne des définitions et quelques propriétés des équations diffé-
rentielles à retard et quelques outils dont on a besoin dans le chapitre suivant. Le
deuxième chapitre est consacré à l’étude de quelques types d’équations différen-
tielles à retard scalaires.

Il est à souligner que ce travail est basé essentiellement sur le Chapitre 3 de la
thèse : "Delay Differential Equation Models in Mathematical Biology" par "Jonathan
Erwin Forde [6].
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1Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire des notations, définitions et résultats
qui seront utilisés dans le chapitre suivant (voir [5, 6, 8, 9]).

1.1 Complète continuité et lemme de comparaison

Définition 1.1 Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E à
valeurs dans F. On dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme
tout borné de E en un ensemble relativement compact dans F.

Lemme 1.1 (Lemme de comparaison) On considère le problème à valeur initiale suivant,
associé à une équation différentielle scalaire,

x′(t) = f (t, x), x(t0) = x0, (1.1)

où f : R× J → R, J ⊂ R, est une fonction continue en t et localement lipschitzienne
en x. Soit [t0, T[ (T peut être infini) le demi-intervalle maximal d’existence de la solution
x de (1.1), et soit y une fonction continue dont la dérivée supérieure droite D+y satisfait
l’inégalité différentielle

D+y ≤ f (t, y), y(t0) ≤ x0

avec y(t) ∈ J ∀t ∈ [t0, T[, alors

y(t) ≤ x(t), ∀t ∈ [t0, T[.

1.2 Equations différentielles à retard : Stabilité et os-
cillation

Soit τ ≥ 0. On note par C([−τ, 0], R+) l’espace de Banach des fonctions conti-
nues définies sur [−τ, 0] et à valeurs dans R+ muni de la topologie de la conver-
gence uniforme

‖ φ ‖= sup{φ(θ) : −r ≤ θ ≤ 0}.
Soit φ ∈ C([−τ, 0], R+), f : R×R → R donnée et soit le problème à valeur

initiale suivant

x′(t) = f (x(t), x(t− τ)), t > 0; x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0] (1.2)

2



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.2 Un équilibre x = x̄ de (1.2) est dit stable si pour tout ε > 0 il existe
δ > 0 tel que | φ(t)− x̄ |≤ δ pour t ∈ [−τ, 0] implique que toutes solutions x de (1.2), de
condition initiale φ, satisfait l’inégalité | x(t)− x̄ |< ε pour tout t ≥ 0.

Si de plus il existe δ0 > 0 tel que | φ(t) − x̄ |≤ δ0 pour t ∈ [−τ, 0] implique que
lim
t→∞

x(t) = x̄, alors x̄ est dit asymptotiquement stable.

Définition 1.3 On dit qu’un équilibre est linéairement stable s’il est stable pour le linéarisé
au voisinage de cet équilibre.

Définition 1.4 On dit qu’une solution x de (1.2) est oscillatoire par rapport à une certaine
valeur x̄, s’il existe une suite (tn) avec tn ≥ 0 et tn → +∞ lorsque n → +∞, telle que
x(tn) = x̄. Sinon on dit qu’elle est non oscillatoire.

Dans le cas où x̄ = 0, on dit simplement que x est oscillatoire ou non oscillatoire,
respectivement.

1.3 Équation différentielle linéaire à retards et à coef-
ficient constants

On considère l’équation différentielle à retards du premier ordre suivante

x′(t) =
m

∑
i=1

Aix(t− τi), (1.3)

où Ai est une matrice constante n× n pour tout i, et 0 ≤ τi ≤ τ pour tout i, avec
τ > 0 fixé. L’équation caractéristique associée à (1.3) est

det(λI −
m

∑
i=1

Aie−λτi) = 0. (1.4)

On a les deux résultats suivants.

Théorème 1.1 Soit ρ un nombre réel donné. L’équation caractéristique (1.4) admet au plus
un nombre fini de racines λ tel que Re(λ) ≥ ρ.

En conséquence, pour ρ = 0, ce résultat affirme que "la plupart" des racines de
l’équation (1.4) ont une partie réelle strictement négative.

Théorème 1.2 Soit ρ un nombre réel donné. Si Re(λ) < ρ, où λ est une racine de
l’équation caractéristique (1.4), alors il existe une constante M > 0 telle que, pour tout
φ ∈ C([−τ, 0], R+), la solution x de (1.3) satisfait l’inégalité suivante

‖x(t; φ)‖ ≤ M‖φ‖eρt, ∀t ≥ 0.

En combinant ces deux résultats, on arrive au résultat suivant.

Corollaire 1.1 Si Re(λ) < 0, pour tout λ solution de l’équation caractéristique (1.4), alors
il existe des constantes M, δ > 0 telles que, pour tout φ ∈ C([−τ, 0], R+), la solution x
de (1.3) satisfait

‖x(t; φ)‖ ≤ M‖φ‖e−δt, ∀t ≥ 0.

3



Chapitre 1. Préliminaires

En d’autre terme, si toutes les racines de l’équation caractéristique (1.4) ont
une partie réelle strictement négative, les solutions de l’équation de (1.3) décroient
exponentiellement vers 0, de la même manière que dans le cas les équations diffé-
rentielles ordinaires (τ = 0).

Sur l’équation à retard z′(t) = az(t− τ)− bz(t)

Nous rencontrerons souvent l’équation différentielle linéaire à retard suivante

z′(t) = az(t− τ)− bz(t) (1.5)

où a, b ∈ R, avec b > 0.

Lemme 1.2 Si | a |< b, alors toutes les solutions de l’équation (1.5) tendent vers 0 lorsque
t→ ∞.

Démonstration. En cherchant une solution de la forme eλt, on obtient l’équation
caractéristique associée (1.5),

λ = ae−λτ − b. (1.6)

On commence par monter que la partie réelle de toute solution de cette équation
caractéristique est négative. Posons λ = µ + i σ. Alors on a

µ + i σ = ae−µτe−iστ − b

= ae−µτ(cos(στ) + i sin(στ))− b.

En considérant la partie réelle de cette équation, on obtient

µ + b = ae−µτ cos(στ). (1.7)

Si µ ≥ 0, alors on a

b ≤ µ + b = ae−µτ cos(στ) ≤ ae−µτ ≤ a,

e qui est en contradiction avec l’hypothèse | a |< b.
Ainsi, toutes les racines ont une partie réelle strictement négative. C’est alors

une simple application du Corollaire 1.1 qui permet de déduire que toutes les
solutions z de l’équation (1.5) ont une borne de forme

| z(t) |≤ Me−δt, avec δ > 0.

Alors, on voit que les solutions s’approchent de 0 lorsque t→ ∞ .

1.4 Suite de Sturm et stabilité linéaire

Une certaine méthode permettant d’analyser la stabilité de l’équilibre d’une
équation différentielle à retard est présentée dans cette partie. L’introduction d’un
retard augmente la difficulté de localiser les racines de l’équation caractéristique.
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Chapitre 1. Préliminaires

Une fois qu’un retard intervient dans un modèle, il est souvent intéressant de dé-
terminer si la longueur du retard peut changer ou non les caractéristiques de la
stabilité d’un équilibre. Un équilibre stable peut devenir instable si, en fait, en aug-
mentant le retard, la partie réelle d’une racine caractéristique passe d’une valeur
strictement négative à une valeur strictement positive, et cela ne se produit que si
cette racine traverse l’axe imaginaire.

1.4.1 Existence du retard critique

A l’équilibre, l’équation caractéristique associée à l’équation différentielle à re-
tard considérée aura la forme

P(λ, τ) ≡ P1(λ) + e−λτP2(λ) = 0, (1.8)

où P1 et P2 sont des polynômes. On peut réécrire (1.8) comme ceci

N

∑
j=0

ajλ
j + e−λτ

M

∑
j=0

bjλ
j = 0.

On suppose que l’équilibre en lequel on a linéarisé est stable en l’absence du
retard (i.e., lorsque τ = 0). Alors, pour τ = 0 toutes les racines du polynôme ca-
ractéristique ont une partie réelle strictement négative. Comme τ varie, ces racines
changent. On est intéressé par toutes les valeurs critiques de τ pour lesquelles la
partie réelle d’une racine de l’équation caractéristique transite d’une valeur stricte-
ment négative à une valeur strictement positive. Si cela se produit, il doit y avoir
une limite, une valeur critique de τ, de sorte que l’équation caractéristique ait une
racine purement imaginaire (voir [8]).

On considère alors le cas d’une racine purement imaginaire, i.e, λ = iσ, σ ∈ R.
Alors on a

P1(iσ) + P2(iσ)e−iστ = 0.

On sépare les parties réelle et imaginaire du polynôme (1.8), en écrivant l’exponen-
tielle sous sa forme trigonométrique, pour obtenir

R1(σ) + iQ(σ) + (R2(σ) + iQ2(σ))(cos(στ)− i sin(στ)) = 0 (1.9)

avec

R1(σ) = ∑
j
(−1)j+1a2jσ

2j,

Q1(σ) = ∑
j
(−1)ja2j+1σ2j+1,

R2(σ) = ∑
j
(−1)j+1b2jσ

2j,

Q2(σ) = ∑
j
(−1)jb2j+1σ2j+1.

5



Chapitre 1. Préliminaires

On note que puisque iσ est purement imaginaire, R1 et R2 sont des polynômes
paires de σ, tandis que Q1 et Q2 sont des polynômes impaires.

Afin que (1.9) soit vraie, les parties réelle et imaginaire de son membre à gauche
doivent être nulles. On obtient alors les deux équations suivantes

R1(σ) + R2(σ) cos(στ) + Q2(σ) sin(στ) = 0,

Q1(σ)− R2(σ) sin(στ) + Q2(σ) cos(στ) = 0,

qui donnent
− R1(σ) = R2(σ) cos(στ) + Q2(στ), (1.10)

Q1(σ) = R2(σ) sin(στ)−Q2(σ) cos(στ), (1.11)

avec
R1(σ)

2 + Q1(σ)
2 = R2(σ)

2 + Q2(σ)
2. (1.12)

On remarque deux propriétés dans l’équation (1.12). Premièrement, c’est une
équation polynomiale. Les termes trigonométriques disparaissent, et le retard, τ, a
été éliminé. Deuxièmement, c’est une égalité de polynômes pairs.

On définit une nouvelle variable µ = σ2 ∈ R+. Alors l’équation (1.11) peut être
écrite en termes de µ comme

S(µ) = 0. (1.13)

où S est un polynôme. Noter que l’on s’intéresse uniquement à σ réel, et donc si
toutes les racines réelles de S sont négatives, il n’y a pas de solution σ∗ commune
à (1.11) et à (1.12). Si au contraire, S admet une racine réelle strictement positive,
alors il existe une racine réelle strictement positive σ∗ = ±

√
µ∗, commune aux deux

équations (1.11) et (1.12). Pour voir cela, on suppose qu’on a trouvé σ∗ tel que

R1(σ
∗)2 + Q1(σ

∗)2 = R2(σ
∗)2 + Q2(σ

∗)2. (1.14)

Soit C =
√

R2(σ∗)2 + Q2(σ∗)2. L’équation (1.14) peut être interprété comme l’équa-
tion d’un cercle de rayon C et le point (−R1(σ

∗), Q1(σ
∗)) se trouve sur ce cercle.

Maintenant, on revient aux équations pour les parties réelle et imaginaire de l’équa-
tion caractéristique. Celles-ci peuvent maintenant être écrit comme suit

−R1(σ
∗) = C

(
R2(σ

∗)
C cos(σ∗τ) + Q2(σ

∗)
C sin(σ∗τ)

)
,

Q1(σ
∗) = C

(
R2(σ

∗)
C sin(σ∗τ)− Q2(σ

∗)
C sin(σ∗τ)

)
.

On peut écrire alors R2(σ
∗)

C = cos α et Q2(σ
∗)

C = sin α, et de là

R1(σ
∗) = C cos(σ∗τ − α),

Q1(σ
∗) = C sin(σ∗τ − α).

Puisque le point (−R1(σ
∗), Q1(σ

∗)) se trouve sur le cercle de rayon C, alors il
existe une valeur positive τ = τ∗ qui satisfait simultanément les deux équations.

Lorsque le polynôme (1.13) possède plus d’une racine réelle strictement posi-
tive, on s’intéresse alors à étudier celle associée au plus petit retard, τ∗.
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Chapitre 1. Préliminaires

1.4.2 Racines réelles strictement positives et suite de Sturm

Une fois l’équation polynomiale (1.13) obtenue, à la lumière de l’analyse pré-
sentée au Paragraphe 1.4.1, on s’intéresse alors à la détermination de ses racines
réelles positives. Une approche générale pour résoudre ce problème est l’approche
par la suite de Sturm que nous rappelons ici.

On suppose que le polynôme P, de degré s et à coefficients réels, n ?admet que
des racines distinctes. On pose P = S0 et P′ = S1. On obtient alors la suite finie
suivante, de polynômes, par l’algorithme de division

S0 = q0 S1 − S2,

S1 = q1 S2 − S3,

...
Ss−2 = qs−2 Ss−1 − C,

où C est une constante.
La suite des polynômes de Sturm, S0, S1, . . . , Ss−1, Ss(= C), est appelé chaine de

Sturm. On peut déterminer le nombre de racines réelles positives du polynôme P
dans n’importe quel intervalle de la manière suivante : Evaluer la chaine de Sturm
à chaque extrémité de l’intervalle, et obtenir une suite de signes. Le nombre de
racines réelles dans l’intervalle est la différence entre le nombre de changements
de signes dans la suite à chaque extrémité (voir [14]).

Exemple 1.1 Soit P(x) = x2 − 1. Dans ce cas P′(x) = 2x. Alors la division euclidienne
donne

x2 − 1 =
x
2
(2x)− 1.

La chaine de Sturm est ici : P0(x) = x2 − 1, P1(x) = 2x et P2(x) = 1. Si on s’intéresse à
l’intervalle [0, ∞[, alors la chaine des signes est

en 0 : −, 0, +

et
en ∞ : +, +, +.

Il y a un changement de signe dans la première suite et il n’y a pas dans la dernière.
On conclu qu’il existe une seule racine réelle strictement positive pour P dans l’inter-
valle [0, ∞[.

1.5 Point éjectif et point fixe

L’outil principal pour prouver l’existence de solutions périodiques est le théo-
rème ci-dessous à partir d’une analyse fonctionnelle non linéaire. Avant d’énoncer
le théorème, nous rappelons la définition d’un point éjectif pour une fonction don-
née.

7
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Définition 1.5 Soit X un espace de Banach, K un sous ensemble de X, et x0 ∈ K. Le
point x0 est dit point éjectif de l’application A : X/{x0} → X s’il existe un voisinage
G ⊂ X de x0 tel que, si y ∈ G ∩ K, y 6= x0, il existe un entier m = m(y) > 0 tel que
A(m)(y) /∈ G ∩ K.

Intuitivement, un point est éjectif s’il est entouré d’un voisinage de points, que
l’application enverra à l’extérieur du voisinage.

Nous énonçons maintenant le théorème de point fixe suivant, qui sera utilisé
dans le chapitre suivant.

Théorème 1.3 [14]. Si K est un sous espace fermé, bornée, convexe et de dimension infinie
d’un espace de Banach X, et A : K/{x0} → K est une application complètement continue,
et x0 ∈ K est éjectif, alors il existe un point fixe de A dans K/{x0}.

Dans l’application du Théorème 1.3 à une équation différentielle à retard, l’ap-
plication A est l’équivalence de l’application de Poincaré pour les équation diffé-
rentielle ordinaire. Plus précisément, on considère un sous espace K tel que toute
solution x = x(φ) de l’équation différentielle à retard, de condition initial φ ∈ K,
revient à K au bout d’un certain temps τ(φ) > 0 ; c’est-à-dire, xτ(φ)(φ) ∈ K si φ ∈ K.
L’application A : K → K est définie par Aφ = xτ(φ)(φ). K est choisi fermé, convexe
et borné (généralement de dimension infinie), et A doit être complètement conti-
nue. Alors il existe φ tel que Aφ = φ, ce qui implique que xτ(φ)(φ) = φ, et xt(φ) est
une solution périodique, de période τ, de l’équation différentielle à retard consi-
dérée. Si de plus, on montre que tous les solution constantes dans K sont éjectives,
alors cette solution périodique est non constante.

Il est donc important de déterminer une méthode pour vérifier qu’une solution
constante d’une équation différentielle à retard est éjective.

Il existe deux méthodes souvent utilisées dans la littérature. La première a
été utilisé par Nussbaum [14], qui prouve l’ejectivité à partir de la définition. La
deuxième a été introduite par Chow et Hale [3]. Elle repose sur une certaine dé-
composition de l’espace de Banach C([−τ, 0], R). Nous la décrivons dans ce qui
suit.

On considère l’équation différentielle fonctionnelle à retard suivante

x′(t) = Lxt + f (xt), (1.15)

avec L : C([−τ, 0], R) → R linéaire et continue, et f : C([−τ, 0], R) → R telle que
f (0) = 0 et f ′(0) = 0.

L’équation linéarisée associée à l’équation (1.15) en xt = 0 est

y′(t) = Lyt (1.16)

Pour toute valeur propre λ de l’équation caractéristique correspond à l’équation
(1.16), il existe une décomposition de C([−τ, 0], R) de sorte que C([−τ, 0], R) =
Pλ ⊕Qλ, où Pλ et Qλ sont invariants par l’opérateur solution de l’équation (1.15).

Soit πλ et I − πλ les opérateurs de projection définis par cette décomposition.
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Chapitre 1. Préliminaires

Théorème 1.4 On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Il existe une valeur propre λ de l’équation caractéristique correspond à (1.16) telle
que Re(λ) > 0.

2. Il existe un ensemble convexe et fermé K ⊆ C([−τ, 0], R), 0 ∈ K, et δ > 0 tels que

σ = σ(δ) ≡ inf{‖ πλφ ‖: φ ∈ K, ‖ φ ‖= δ} > 0.

3. Il existe une fonction complètement continue τ : \{0} → [α, ∞[, α ≥ 0, telle que
l’application A définie par

Aφ = xτ(φ)(φ), φ ∈ K \ {0},

envoie K \ {0} dans K et est complètement continue.

Alors 0 est un point éjectif de A.
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2Modèles à une seule espèce

2.1 Introduction

Dans la première partie de ce chapitre sera exploré un modèle d’équations dif-
férentielles à retard du type

x′(t) = b(x(t− τ))x(t− τ)− d(x(t))x(t), (2.1)

dont les propriétés de base seront déterminées, en incluant les types de fonctions b
et d qui pourraient conduire à l’existence de solutions périodiques.

Le modèle (2.1) dans le cas où b(x) = be−ax et d est constante, sera alors étudié
en détail au Paragraphe 2.2.1.

Au Paragraphe 2.2.2, des termes dépendant du retard sont ajoutés au para-
mètres b dans le modèle traité au paragraphe précédent. Les effets de ce rajout
sont explorés, et des conditions sont données pour l’existence et l’instabilité li-
néaire de l’équilibre positif.

Dans la deuxième partie du chapitre sera considéré le modèle suivant

x′(t) = [b(x(t− τ))− d(x(t))]x(t). (2.2)

Dans le Paragraphe 2.3.1, le modèle (2.2) dans le cas où le taux de mortalité par
habitant est constant (d(x) = d = cte) est exploré en détail.

Enfin, dans le Paragraphe 2.3.2 le modèle considéré au paragraphe précédent
est repris en remplaçant la fonction b par le terme be−aτ, qui exprime l’introduction
d’une dépendance au retard d’un des paramètres de l’équation (2.2).

Le présent chapitre s’appuie, principalement, sur le Chapitre 3 de la thèse :
"Delay Differential Equation Models in Mathematical Biology" par "Jonathan Erwin
Forde [6].

2.2 Modèle général de population pour une seule es-
pèce avec retard

La première classe de modèles que nous examinons est du type

x′(t) = b(x(t− τ))x(t− τ)− d(x(t))x(t) (2.3)

10



Chapitre 2. Modèles à une seule espèce

où b est une fonction continue, strictement positive et strictement décroissante, qui
représente le taux de croissance par habitant de la population, qui décroit lorsque
la population augmente. C’est un exemple de croissance limitée en densité, dont le
modèle logistique est un autre exemple. Le retard dans ce cas peut représenter une
période de gestation ou de maturation, donc le nombre d’individus pouvant être
comptabilisé dans la population dépend des niveaux de la population à un moment
précédent. d est une fonction croissante et strictement positive. Elle représente le
taux de mortalité par habitant qui peut croitre par compétition intraspécifique.

Les modèles de ce type ont été largement utilisés dans la littérature de biologie
mathématique, surtout lorsqu’on s’intéresse à la modélisation de phénomènes
oscillatoires. En dynamique de populations, par exemple, Blythe dans [2] et Wan-
gorsky et Cunnigham dans [17], explorent le modèle général, tandis que Taylor
et Sokal dans [16] considère un modèle spécifique à la population de mouches
domestiques. Ces modèles sont également utilisés dans d’autre domaines de la
biologie telle que la physiologie [10]. Tandis que les phénomènes oscillatoires sont
considérés, peu de résultats sur l’existence de solutions périodiques existent pour
ces modèles. Un tel résultat est prouvé par Kuang dans [9], par exemple.

Maintenant, en considérant l’équation (2.3) on a le résultat de base suivant.

Lemme 2.1 Pour des conditions initiales strictement positives, les solutions de (2.3), où b
est une fonction strictement positive, restent strictement positives pour tout t.

Démonstration. On fait un raisonnement par intervalle de temps de longueur le
retard. Par hypothèse x(t) > 0 pour tout t ∈ [−τ, 0] . Pour t ∈ [0, τ], on a t− τ ∈
[−τ, 0] et donc x(t− τ) > 0. Par suite on a

x′(t) > −d(x(t))x(t).

D’après le Lemme 1.1 (Lemme de comparaison), on obtient

x(t) > e
−
∫ t

0
d(x(s))ds

.

Donc si T ∈ [0, τ] est le premier instant pour lequel x(t) = 0, alors on a x′(T) > 0.
D’autre part, x(t) > 0 pour t ∈ [−τ, 0] donc pour que x(T) = 0 il faut que
x′(T) < 0 ; ce qui est une contradiction. Ainsi, on a x(t) > 0 dans cet intervalle.

On réitère le procédés ci-dessus pour montrer que x(t) > 0 pour tout t ∈ [τ, 2τ],
et ainsi de suite. Donc, en définitif, pour tout t ≥ 0, les solutions sont strictement
positives.

Remarque 2.1 La condition de positivité de b est nécessaire, malgré l’analogie avec,
par exemple, le modèle logistique habituel (élaboré dans le cadre des équations différen-
tielles ordinaires). S’il existe un x̃ tel que b(x̃) < 0, alors il y a des passées (comme
conditions initiales) positives qui produisent un futur négatif. On pourrait simplement
définir le passée en tant que condition initiale pour être x̃ sur [−τ,−ε] pour un cer-
tain ε > 0, et le rendre continue sur [−ε, 0] afin que x(0) soit suffisamment petit ; di-
sons x(0) = −b(x̃)(τ − ε)x̃/2. On voit alors que la solution sera négative dans l’inter-
valle [0, τ].

11
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En effet, si x(t) ≥ 0 sur [0, τ − ε], alors

x(τ − ε) ≤ x(0) +
∫ τ−ε

0
b(x(s− τ))x(s− τ)ds

= x(0) +
∫ τ−ε

0
b(x̃)x̃ds

= −b(x̃)
2

(τ − ε)x̃ + b(x̃)(τ − ε)x̃

=
b(x̃)

2
(τ − ε)x̃ < 0,

ce qui est en contradiction avec la positivité de x sur l’intervalle [0, τ − ε[.

On va maintenant présenter trois résultats qui décrient la répartition la plus
générale des comportements possibles des équations différentielles à retard (2.3).
Ces résultats sont plus généraux en ce sens que la condition que b est décroissante
et d est croissante, est abandonnée. Il est utile de souligner que le premier cas que
nous allons considérer en détail et qui sera couvert par le Théorème 2.1 est le seul
à avoir une dynamique intéressante à long terme.

Théorème 2.1 Si dans (2.3), b est une fonction strictement positive, vérifiant

sup
x>0

(b(x)) < inf
x>0

(d(x)),

alors l’équilibre nul est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Soit B = sup
x>0

(b(x)) et D = inf
x>0

(d(x)). On a alors

x′(t) < Bx(t− τ)− Dx(t).

Donc on compare la dynamique de l’équation (2.3) avec celle de l’équation

y′(t) = By(t− τ)− Dy(t).

On suppose que x(t) = y(t) pour t ∈ [−τ, 0]. On définit les nouvelles variables
x1(t) = eDtx(t) et y1(t) = eDty(t). Avec un simple calcul on obtient

x′1(t) = eDt[x(t)(D− d(x(t))) + b(x(t− τ))x(t− τ)],

y′(t) = BeDty(t− τ).

12
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Maintenant on examine la différence w1(t) = y1(t)− x1(t). On a alors

w′1(t) = y′1(t)− x′1(t)

= BeDty(t− τ)

−eDt[x(t)(D− d(x(t))) + b(x(t))x(t− τ)]

≥ BeDty(t− τ)− eDtb(x(t− τ))x(t− τ)

≥ eDt[By(t− τ)− Bx(t− τ)]

= Bw1(t− τ).

On a par hypothèse w1(t) = 0 pour t ∈ [−τ, 0]. Alors pour t ∈ [0, τ], w1(t− τ) = 0.
D’après la dernière inégalité on constate que w1 est croissante sur [0, τ] et alors
w1(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, τ].

En réitérant le raisonnement ci-dessus, on obtient que : w1 ≥ 0 pour tout t ≥ 0,
et donc y(t) ≥ x(t) pour tout t ≥ 0. Or d’après le Lemme 1.2, en tenant compte
des hypothèses du Théorème 2.1, toutes les solutions de y′(t) = By(t− τ)− Dy(t)
convergent vers 0 lorsque t → ∞. Donc toutes les solutions de (2.3) convergent
vers 0 lorsque t→ ∞.

Théorème 2.2 On suppose dans (2.3) que les fonctions b et d sont strictement positives.
On suppose qu’il existe x̄ tel que sign(b(x)− d(x)) = −sign(x − x̄) et b′(x̄) < d′(x̄),
alors x̄ est un équilibre positive de l’équation (2.3) et l’équilibre triviale est instable. Si de
plus

b′(x̄)x̄ > −2d(x̄)− d′(x̄)x̄ (2.4)

alors x̄ est linéairement stable pour tout τ. Sinon, il existe τc > 0 tel que x̄ est stable pour
τ < τc et instable pour τ > τc.

Démonstration. Pour commencer, x̄ est le seul point d’équilibre positif, puisque
b(x) − d(x) = 0 si et seulement si x = x̄. La linéarisation au voisinage de cet
équilibre donne l’équation

x′(t) = (d(x̄) + b′(x̄)x̄)x(t− τ)− (d(x̄) + d′(x̄)x̄)x(t), (2.5)

qui a comme équation caractéristique

λ = αx(t− τ)− βx(t),

où α = d(x̄) + b′(x̄)x̄ et β = d(x̄) + d′(x̄)x̄.
On a par hypothèse b′(x̄) < d′(x̄) et donc α < β. Or, on sait que si | α |<| β |= β,

alors toutes les racines de l’équation caractéristique ont une partie réelle négative.
Comme la condition (2.4) entraine que α > −β, cela implique, au final, que | α |< β.

Si ce n’est pas le cas, i.e., α < −β, on applique la méthode présentée au chapitre
précédent au Paragraphe 1.4.
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Pour τ = 0, la seule racine caractéristique est λ = α− β < 0. D’où, par conti-
nuité des racines caractéristiques par arpport à τ, on déduit que pour des retards
petits la racine λ = α − β reste négative et donc le système reste stable. Le po-
lynôme correspond à l’équation caractéristique est σ − α2 − β2, qui a une racine
réelle strictement positive. Il y a donc un τc pour lequel l’équation caractéristique a
une racine purement imaginaire. Comme τ augmente après τc, les racines traverse
l’axe imaginaire pour aller vers le demi-plan droit. La suite de Sturm associée est
λ− α + β, 1, −α + β. On s’intéresse à l’intervalle [0,+∞]. La chaine de signes cor-
respondant est :

en 0 : +, +, +,

en ∞ : +, +, +.

Il n’y a pas de changement de signe ; ce qui montre que cette racine n’existe pas.
Ainsi pour τ > τc, l’état stationnaire est instable.

Cooke, Drissche et Zou dans [4], montre que si (b(x)x)′ > 0 pour tout x, alors
l’équilibre positif est asymptotiquement stable. Des résultats plus généraux concer-
nant la stabilité linéaire de l’équation (2.3) sont également obtenus dans [4]. Ces
résultats sont contenus dans le Théorème 2.2. La seule situation qui n’est pas cou-
verte par ce dernier théorème est lorsque b(x) ≥ d(x) pour tout x. Dans ce cas, il
n’existe pas d’équilibre positif, mais l’équilibre trivial est toujours instable. Cette
situation est couverte par le théorème suivant.

Théorème 2.3 Si
lim
x→∞

b(x) ≥ lim
x→∞

d(x) (2.6)

alors toute solution de (2.3), de condition initiale strictement positive, est non bornée.

Remarque 2.2 En particulier, il n’existe pas de solutions périodiques dans les conditions
du Théorème 2.3.

La preuve du Théorème 2.3 se fait via une paire de lemmes.

Lemme 2.2 Sous la condition (2.6), une solution x de l’équation (2.3), de condition initiale
strictement positive, est bornée si et seulement si lim

t→∞
x(t) = 0.

Démonstration. Soit x une solution de l’équation (2.3), de condition initiale stricte-
ment positive. Puisque x est continue, si x(t) → 0, lorsque t → ∞, alors elle est
bornée.

Maintenant on suppose que x est bornée, i.e., il existe M > 0 tel que : x(t) <
M, ∀t > 0. Dans ce cas on définit N = b(M) − d(M). Comme b est strictement
décroissante et d est strictement croissante, on a b(x(t))− d(x(t)) ≥ N, ∀t.
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La forme intégrale de l’équation (2.3), avec comme condition initiale x(0), donne

x(t) = x(0) +
∫ t

0
[b(x(s− τ))x(s− τ)− d(x(s))x(s)]ds

= x(0) +
∫ 0

−τ
b(x(s))x(s)ds +

∫ t−τ

0
(b(x(s))− d(x(s)))x(s)ds

−
∫ t

t−τ
d(x(s))x(s)ds

= A +
∫ t−τ

0
(b(x(s))− d(x(s)))x(s)ds−

∫ t

t−τ
d(x(s))x(s)ds

≥ A +
∫ t−τ

0
Nx(s)ds−

∫ t

t−τ
d(M)Mds

= A− d(M)Mτ +
∫ t−τ

0
Nx(s)ds

(2.7)

où A = x(0) +
∫ 0

−τ
b(x(s))x(s)ds. Cette borne inférieure de x doit être bornée

pour tout t. En particulier, l’intégral
∫ ∞

0
Nx(s)ds doit être fini, ce qui implique

que x(t)→ 0 lorsque t→ ∞ car x est toujours positive.

Lemme 2.3 Sous les conditions du Théorème 2.3, l’équation différentielle à retard (2.3)
n’admet pas de solutions qui tendent vers 0 lorsque t→ ∞.

Démonstration. Reprenons l’expression suivante de x, déduite de (2.7) rencontrée
dans la preuve du Théorème 2.2 :

x(t) = x(0) +
∫ 0

−τ
b(x(s))x(s)ds +

∫ t−τ

0
(b(x(s))− d(x(s)))x(s)ds

−
∫ t

t−τ
d(x(s))x(s)ds.

Les 3 premiers termes de cette expression sont positifs et le dernier terme est né-
gatif.

On pose B =
∫ 0

−τ
b(x(s))x(s)ds et on suppose que x(t) → 0, lorsque t → ∞. Il

existe alors T > 0 tel que ∀t > T, x(t) <
B

2d(M)τ
= ε où M est la limite supérieure

de x(t).
Maintenant pour t > T, on a∫ t

t−τ
d(x(s))x(s)ds ≤

∫ t

t−τ
d(M)

B
2d(M)τ

ds =
B
2

.
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Donc, pour t > T, x(t) > B
2 ; ce qui contredit le fait que x(t) tend vers 0 lorsque

t→ ∞.

Les Lemmes 2.2 et 2.3 montrent qu’une solution de (2.3), de condition initiale
strictement positive, sous la condition (2.6) doit être non bornée, et donc le Théo-
rème 2.3 est prouvé.

2.2.1 Modèle spécifique

On va maintenant s’intéresser aux équations du type

x′(t) = bx(t− τ)eax(t−τ) − dx(t). (2.8)

Ce type d’équations est un cas particulier de (2.3) avec b(x) = beax. On suppose
que b et d sont des constantes strictement positives avec b > d. Donc on est dans le
cas du Théorème 2.2 où l’équilibre non triviale existe.

Il est à noter que cette forme particulière du modèle plus générale, avec un
taux de mortalité constant par habitant et un taux de natalité exponentiellement
décroissant par habitant a fait l’objet de plusieurs études comme, par exemple,
dans [2, 7, 12, 13].

Commençons par examiner les détails de ce cas. L’équilibre positif x̄ existe si

be−ax̄ = d, i.e., x̄ =
1
a

ln
b
d

. D’après le Théorème 2.2, x̄ est stable pour tout τ si et
seulement si

b′(x̄)x̄ > −2d(x̄)− d′(x̄)x̄.

Ce qui se traduit ici par
d

dx
be−ax |x=x̄> −2

d
x̄

.

Cela équivaut à la condition b < de2.

Maintenant on suppose que b > de2, et on pose α = ln
b
d
− 1. Alors α > 1 et

l’équation caractéristique est donnée par

λ = −dαe−λτ − d.

Si τ = 0, alors λ = −dα− d.
On suppose que τ > 0 et que λ = iσ, σ > 0, est une racine purement imaginaire

et on la remplace dans l’équation caractéristique

iσ = −dαe−iστ − d = −d α cos(στ)− d− i d α sin(στ).

Les parties réelles et imaginaires de cette équation sont

d = −d α cos(στ), σ = d α sin(στ).

Après sommation des carrées, on obtient σ2 + d2 = d2α2, i.e. σ = d(α2 − 1)
1
2 . On

réécrit les parties réelle et imaginaire de l’équation caractéristique, pour obtenir

cos(στ) = −1
α
< 0, sin(στ) =

(α2 − 1)
1
2

α
> 0.
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Donc pour τc, le retard critique pour lequel une valeur propre traverse vers le
demi-plan droit, στc ∈]π

2 , π[, et le retard critique est

τc =
1

d(α2 − 1)
1
2

cos−1
(
−1

α

)
. (2.9)

Pour τ > τc l’équilibre positif est instable.

Dans la suite, on supposera que b > de2.

a) Solutions oscillantes

Nous allons considérer comme ensemble des conditions initiales, l’ensemble

K = {φ ∈ C([−τ, 0], R+) : φ(−τ) = x̄, φ(t) > x̄, ∀t ∈]− τ, 0]}

et soit b(x) = be−ax.
Pour x(t) > x̄, une solution de (2.8), de condition initiale dans K, sera stricte-

ment décroissante. En effet, le graphe de b(x)x se trouve en dessous de celle de dx
quand x > x̄ (voir figure 2.1).

On définit aussi une nouvelle valeur xm < x̄ tel que xmb(xm) = dxm. Dans la
région ]xm, x̄[, le graphe de xb(x) se trouve au-dessus de dx, et si une solution reste
dans cette région, elle doit être croissante.

On va vérifier maintenant que toute solution de (2.8), de condition initiale dans
K \ {x̄}, doit osciller autour de x̄ indéfiniment.

Figure 2.1 – La fonction de croissance, b(x)x, et la fonction de décroissance, dx
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Lemme 2.4 Si φ ∈ K, alors il existe 0 < t1 < t2 tels que si x est une solution de (2.8), de
condition initiale φ, alors x(t1) = x(t2) = x̄, x′(t1) < 0 et x′(t2) > 0 et x(t) 6= x̄ pour
tout t ∈]t1, t2[.

Démonstration. On suppose que x(t) > x̄ pour tout t. Alors x est une fonction dé-
croissante et bornée inférieurement. Ainsi, x a une limite, et on a x′ doit s’approcher
de 0 lorsque x s’approche de cette limite. Donc, d’après l’équation différentielle, on
a : x(t)→ x̄.

Pour prouver que les solutions, de conditions initiales dans K, ne peuvent pas
rester au-dessus de x̄ et avoir x̄ comme limite, on doit maintenant examiner la
longueur du retard τc de manière précise. On sait que l’équilibre non trivial est
instable si et seulement si τ > τc et on a vu que στc ∈]π

2 , π[. Rappelons que la
partie imaginaire de l’équation caractéristique quand τ = τc, est σ = d α sin(στ).
On obtient les inégalités suivantes, puisque l’équilibre non trivial est instable on
obtient

στ > στc >
π

2
⇒ τ >

π

2
1

dα sin(στ)
>

π

2
1

dα
>

1
dα

.

La forme de l’inégalité que l’on va choisir est

−dα < −1
τ

.

Maintenant on considère la fonction B(x) = xb(x). Prenons la dérivée au point
x = x̄, on obtient B′(x̄) = −dα < 0. Notons, en particulier, que B est décroissante
au voisinage de x̄. Pour toute pente s ∈]B′(x̄), 0[, il existe δ > 0 tel que, pour

0 < x− x̄ ≤ δ, B(x)− B(x̄) < s(x− x̄). En particulier, on prend s = −1
τ

. Soit T > τ

tel que x(T) = x̄ + δ. Alors pour t ∈ [T, T + τ] on a

x′(t) = B(x(t− τ))− d(x(t)) < B(x(t− τ))− dx̄ < B(x(T))− B(x̄)

en tenant compte du fait que x est strictement décroissante pour t > 0 et que B est
strictement décroissante dans un voisinage de x̄. Comme B(x̄) = dx̄, alors

x′(t) < −1
τ
(x(τ)− x̄) = − δ

τ
.

Mais si x′(t) < − δ

τ
dans l’intervalle [T, T + τ], alors d’après le Théorème des va-

leurs intermédiaires, on a : x(T + τ) < x(T)− τ
δ

τ
= x̄ ; ce qui contredit l’hypothèse

que x reste au-dessus de x̄. On est amené à la conclusion qu’il existe t1 tel que
x(t1) = x̄, x(t) > x̄ pour t ∈]0, t1[, et x′(t1) < 0, comme voulu.

Pour t ∈]t1, t1 + τ[, x(t) ≤ x̄. Pour voir ceci, on suppose que x(t) = x̄, alors

x′(t) = x(t− τ)b(x(t− τ))− dx̄ ≥ 0.

Ce qui implique que x(t − τ)b(x(t − τ)) ≥ dx̄. Mais cela n’est pas possible, car
pour le temps t− τ, xb(x) est inférieur à dx̄ comme le montre la figure 2.1.
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On suppose maintenant que x(t) < x̄ pour tout t > t1. Intégrons (2.8) pour
obtenir

x(t)− x̄ =
∫ t

t1−τ
b(x(s))x(s)ds +

∫ t−τ

t1

(b(x(s))− d)x(s)ds−
∫ t

t−τ
dx(s)ds

≥
∫ t−τ

t1

(b(x(s))− d)x(s)ds + A− dτx̄,

(2.10)

où A =
∫ t1

t1−τ
b(x(s))x(s)ds, qui est fixé par la valeur de la solution avant d’entrer

dans la région x < x̄.

Si l’intégrale
∫ t1−τ

t1

(b(x(s)) − d)x(s)ds ne converge pas alors x(t) → ∞, car

l’intégrant est positif. Comme cela contredit l’hypothèse que x(t) < x̄, on doit
avoir que l’intégrale converge. En particulier, l’intégrant doit s’approcher de zéro,
cela peut se produite si et seulement si x s’approche de 0 ou x̄. On peut écarter le

cas de x(t) → 0 eu égard de l’inégalité (2.10). En effet, si x(t) → 0,
∫ t

t−τ
dx(s)ds

devient arbitrairement petit et ainsi x(t)− x̄ > 0 ; ce qui contredit l’hypothèse que
x(t)→ 0.

On conclue que si x(t) < x̄ alors x(t)→ x̄. Si c’est le cas, alors il existe un temps
T de sorte que x(t) > x̄ pour tout t > T, et pour ces temps x est croissante.

La preuve de l’existence de t2 tel que la solution x doit croitre en traversant la
valeur x̄ à l’instant t2 est analogue à la preuve de l’existence de t1, ci-dessus, et est
donc omise.

Corollaire 2.1 Toute solution de l’équation différentielle à retard (2.8), de condition initiale
strictement positive, rencontre la valeur x̄ un nombre infinie de fois.

Démonstration. Si on suppose que la solution x satisfait x(t) > x̄ pour tout t > T
ou x(t) < x̄ pour t > T, alors l’argumentaire utilisé dans la preuve du Lemme 2.4
nous donne une contradiction.

b) Extension des résultats

Kunag, dans [9], montre l’existence de solutions périodiques pour certaines
équations à retard du type

x′(t) = B(x(t− τ))− D(x(t)). (2.11)

On suppose que x̄ est le seul point d’équilibre strictement positif, et xM est le
maximum de B avec x̄ > xM.

Pour le cas de l’équation (2.11) on suppose que les conditions suivantes sont
vérifiées :

A1) B est strictement décroissante, B(0) > 0, lim
x→∞

B(x) = 0.

A2) Il existe x ∈ [xM, x̄] tel que B(x∗) > D(x) où x∗ = D−1(B(x)).
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Lemme 2.5 On suppose que B dans (2.11) vérifie les conditions (A1) et (A2) et x(s) ∈
[x, x∗] pour s ∈ [t0 − τ, t0] alors x(t) ∈ [x, x∗] pour t > t0.

Démonstration. Soit 0 ≤ x̃ ≤ x tel que pour x ∈ [x̃, x], on a B(D−1(B(x))) > D(x).
Si le lemme n’est pas vrai alors il existe deux cas à considérer :

i) il existe t̄ > 0, x̃ < x(t̄) < x, x(t̄) < x(t) < x∗ pour t0− τ < t < t̄, et x′(t̄) < 0.
ii) il existe t̄ > 0, x(t̄) > x∗, x ≤ x(t) ≤ x(t̄) pour t0 − τ < t < t̄, et x′(t̄) > 0.
Si on considère le cas i), alors du fait que x(t̄) < x et x′(t̄) < 0, on a

B(x(t̄− τ)) < D(x(t̄)). (2.12)

Puisque que B(x) ≥ D(x) pour x ∈ [0, x̄], et D est strictement croissante, (2.12)
implique que x(t̄− τ) > x̄. Si x̄ < x(t̄− τ) ≤ x∗, alors la monotonie de f avec la
condition (A2) implique que

B(x(t̄− τ)) > B(x∗) > D(x).

La monotonie de D entraine que

B(x(t̄− τ)) > D(x) > D(x(t̄)),

ce qui est en contradiction avec (2.12).
On suppose maintenant que ii) est vérifié. x′(t̄) > 0 implique que

B(x(t̄− τ)) > D(x(t̄)).

La monotonie de D implique que

B(x(t̄− τ)) > D(x∗) = D(D−1(B(x))) = B(x).

Maintenant la monotonie de B entraine que

x(t̄− τ) < x,

ce qui contredit l’hypothèse x < x(t) < x(t̄) pour t0 − τ < t < t̄.

Dans le reste de ce paragraphe on suppose que la condition initiale pour (2.11)
satisfait

x(s) = φ(s), s ∈ [−τ, 0], x ≤ φ(s) ≤ x∗,

où φ ∈ C([−τ, 0], R). Le Lemme 2.5 implique que x ≤ x(t) ≤ x∗ pour t ≥ 0. Dans
l’intervalle [x, x∗], −B(x) et D(x) sont toutes les deux strictement croissante. Sans
perte de généralité, on suppose que B satisfait la condition (A1). De plus, pour
simplifier, on suppose que τ = 1. L’équation (2.11) se réduit ainsi à

x′(t) = B(x(t− 1))− D(x(t)). (2.13)

Soit α = −B′(x̄) et β = D′(x̄). Alors, le linéarisé de l’équation (2.13) autour de
l’équilibre à la forme

x′(t) = −αx(t− 1)− βx(t), (2.14)

qui a comme équation caractéristique

λ + β + αe−λ = 0. (2.15)

On note que α > 0 et β > 0.
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Lemme 2.6 Soit α > αβ, où αβ est la plus petite solution strictement positive de

β + αcos
√

α2 − β2 = 0.

Alors l’équation (2.15) admet une solution λ avec Re(λ) > 0 et
π

2
< Im(λ) < π.

Pour présenter les résultats principaux de ce paragraphe, on a besoin d’intro-
duire les notations suivantes

ν = max{D′(x) : x ∈ [x, x∗]};

K =
{

φ(s) : φ ∈ C([−1, 0], R), φ(−1) = x̄, x ≤ φ(s) ≤ x∗, (φ(s)− x̄)eνs

est une fonction croissante pour s ∈ [−1, 0]
}

;

K1 = K \ {x̄},

Théorème 2.4 On suppose que les conditions (A1) et (A2) sont vérifiées, et α >
max{1, αβ}. Alors l’équation (2.13) admet une solution périodique non constante x avec
une période supérieure à 2. De plus, on a x ≤ x(t) ≤ x∗.

Le lemme suivant est nécessaire pour montrer qu’il existe un opérateur A qui
envoi K dans lui même.

Lemme 2.7 [9] On suppose que les hypothèses du Théorème 2.4 sont satisfaites. Soit
x = x(·, φ), φ ∈ K1, la solution de (2.13). Alors :

1. Il existe une suite {zi}∞
i=1, 0 < z1 < z2 < . . . , telle que : x′(z2k−1) < 0, x′(z2k) > 0,

pour k = 1, 2, . . . .
2. La fonction eνt(x(t)− x̄) est décroissante sur l’intervalle ]z2k, z2k−1 + 1][ et crois-

sante sur l’intervalle ]z2k, z2k + 1[, k = 1, 2, 3, . . . .
3. Il existe une constante q > 0 tel que, pour φ ∈ K, z2 ≤ q.

Maintenant on définit l’opérateur A par

A(φ(s)) = x(z2(φ) + x̄ + s, φ), s ∈ [−1, 0], φ ∈ K1,

A(x̄) = x̄.

Lemme 2.8 [9] L’application z2 : K1 →]1, ∞[ et A : K → K sont complètement continues.

Lemme 2.9 Soit ᾱ = max{1, αβ}, δ = min{x∗ − x̄, x̄− x}, et J un compact de ]ᾱ, ∞[.
Alors

µ = inf{πλ(φ)φ : φ ∈ K, ‖ φ− x̄ ‖= δ, α ∈ J} > 0.

Démonstration. Soit λ = λ(α) une solution de (2.15) donnée par le Lemme 2.6,

φ(θ) =
eλθ

1 + λ + β
, θ ∈ [−1, 0], ψ(s) = e−λs, s ∈ [0, 1], Φ = (φ, φ̄), Ψ = (ψ, ψ̄). La

forme bilinéaire de (2.14) est

(ψ, φ) = ψ(0)φ(0)− α
∫ 0

−1
ψ(z + 1)φ(ξ)dξ. (2.16)
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Alors on a

(ψ, φ) =
1

1 + λ + β

[
1− α

∫ 0

−1
e−λ(ξ+1)eλξdξ

]

=
1

1 + λ + β

[
1− α

∫ 0

−1
e−λdξ

]

=
1− αe−λ

1 + λ + β
= 1,

car λ + β = −αe−λ. De plus

(ψ̄, φ) =
1

1 + λ + β

[
1− α

∫ 0

−1
e−λ̄(ξ+1)eλξdξ

]
et

1− α
∫ 0

−1
e−λ̄(ξ+1)eλξdξ = 1− α

∫ 0

−1
eλ̄eξ(λ−λ̄)dξ

= 1− α

λ− λ̄
e−λ̄(1− eλ̄−λ)

=
1

λ− λ̄
(λ− λ̄− αe−λ̄ + αe−λ)

=
1

λ− λ̄
(−β + β) = 0.

Par conséquent (ψ̄, φ̄) = 1, (ψ, φ̄) = 0. Donc la forme bilinéaire (Ψ, Φ) est l’identité.
Par conséquent, pour tout φ ∈ C([−1, 0], R), πλφ = Φ(Ψ, φ). Pour montrer que la
conclusion du lemme est vraie, on montre que

inf{| (Ψ, Φ− x̄) |: φ ∈ K, ‖ φ− x̄ ‖= δ, α ∈ J} > 0.

Si φ ∈ K, ‖ φ− x̄ ‖= δ, alors φ(0)− x̄ ≥ δe−1 et

(ψ, φ− x̄, α) ≡ (ψ, φ− x̄) = Re(φ) + i Im(φ),

Re(φ) = φ(0)− x̄− α
∫ 0

−1
(φ(θ)− x̄)e−γ(θ+1) cos σ(θ + 1)dθ,

Im(φ) = α
∫ 0

−1
(φ(θ)− x̄)e−γ(θ+1) sin σ(θ + 1)dθ,

où λ = γ + iσ, γ > 0, σ ∈]π
2

, π[. Puisque J est compact, il existe ε > 0 tel que

ε < σ = σ(α) < π − ε pour α ∈ J. Maintenant on suppose qu’il existe une suite
φn ∈ K, φn(0), αn ∈ J telle que (ψ, φn − x̄, αn) → 0 lorsque n → +∞. On peut
supposer que αn → α, φn(0)− x̄ → η ≥ δe−1 lorsque n → ∞, car J est un compact
et δe−1 ≤ φn(0) − x̄ ≤ δ. Comme Im(φn) → 0, on doit avoir φn(θ) − x̄ → 0,
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−1 ≤ θ < 0. Ainsi, Re(φn) → η quand n → +∞. C’est une contradiction avec
Re(φn)→ 0 quand n→ +∞, et donc le lemme est prouvé.

Finalement, on arrive à la démonstration du Théorème 2.4.

Démonstration Théorème 2.4. K est un ensemble fermée, bornée et convexe de di-
mension infinie. A est un opérateur complètement continu, d’après le Lemme 2.8,
et x̄ est un point fixe ejectif de A d’après le Théoréme 1.4 et le Lemme 2.9. Alors,
d’après le Théorème 1.3, on conclut que A admet un point fixe φ dans K1, qui cor-
respond à une solution périodique non constante x = x(·, φ) de période supérieure
à 2.

2.2.2 Paramètres dépendant du retard

Dans le modèle considéré précédemment, nous allons examiner l’effet de la
dépendance de l’un des paramètres de la longueur du retard τ. Plus précisément,
soit l’équation différentielle à retard suivante

x′(t) = be−µτx(t− τ)e−ax(t−τ) − dx(t). (2.17)

Le premier terme de cette équation représente le taux de recrutement ou de natalité,
la modification de ses paramètres peut représenter la diminution de la survie au
cours d’une période d’incubation ou de maturation. On va examiner l’effet de cette
dépendance du retard sur l’existence et la stabilité de l’équilibre non trivial.

La difficulté mathématique imposée par cette dépendance par rapport au retard
est double. Tout d’abord, l’emplacement de l’équilibre va maintenant varier avec
la longueur du retard. Ensuite la forme de l’équation caractéristique va changer en
raison de l’introduction direct du retard dans les paramètres, et les changements
indirectes résultant de la localisation variable de l’état stationnaire.

On commence par la recherche de l’équilibre du modèle (2.17) par la résolution
de l’équation x′(t) = 0, ce qui implique

be−µτe−ax̄ x̄− dx̄ = 0.

Cette relation donne l’équilibre trivial qui existe toujours et l’équilibre non trivial
qui est donné par

x̄ =
1
a

ln
(

b
deµτ

)
.

On peut voir que x̄ existe si et seulement τ <
1
µ

ln
(

b
d

)
.

En particulier, si τ >
1
µ

ln
(

b
d

)
, l’équilibre trivial est le seul point d’équilibre.

Dans ce cas, on a
x′(t) ≤ be−µτx(t− τ)− dx(t)

avec beµτ < d, et donc les solutions tendent vers 0, faisant de l’équilibre identique-
ment nul, un équilibre globalement asymptotiquement stable.
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Maintenant, on examine l’équation caractéristique pour l’équilibre non nul, qui

existe lorsque τ <
1
µ

ln
(

b
d

)
.

On linéarise l’équation (2.17) et on introduit une solution exponentielle pour
obtenir l’équation caractéristique

λ = −dα(τ)e−λτ − d (2.18)

où α(τ) = 1− ln
(

b
deµτ

)
.

Notons que cette équation caractéristique est essentiellement la même que pour
le cas qui ne dépend pas du retard, seul le coefficient α(τ) est concerné par la
dépendante au retard. Dans le cas où les paramètres sont indépendants du retard,
on trouve un retard critique τc, donnée par l’équation (2.9), telle que l’équation
caractéristique

λ = −dαe−λτ − d

admet des racines à partie réelle positive si et seulement si τ > τc. Grâce à ces
résultats, on déduit une condition impliquant l’instabilité de l’équilibre non trivial
de (2.17).

Théorème 2.5 L’équilibre non trivial de l’équation différentielle à retard (2.17) est instable
si et seulement si

τ >
1

d(α(τ)2 − 1)
1
2

cos−1
(
− 1

α(τ)

)
. (2.19)

Remarque 1 On remarque en particulier que α(τ)2 − 1 > 0, qui devrait être satisfaite
pour qu’un changement de stabilité se produise dans le cas sans dépendance par rapport au
retard.

Alors on a

Théorème 2.6 L’équilibre non trivial de (2.17) existe et est instable si et seulement si

τ <
1
µ

ln
(

b
d

)
, et l’inégalité (2.19) est satisfaite. Dans ce cas, toute solution de (2.17), de

condition initiale positive, oscille autour de cette équilibre.

2.3 Un autre modèle général

Nous nous intéressons ici au modèle suivant

x′(t) = (b(x(t− τ))− d(x(t)))x(t), (2.20)

où b et d sont strictement décroissante et strictement croissante, respectivement.
Contrairement au modèle (2.3), dans ce modèle, seules les composantes non li-
néaires du terme de naissance sont retardées. Le modèle logistique retardé est un
cas particulier de l’équation (2.20). La dynamique de cette forme intègre le modèle
proie-prédateur et celui de la chaine alimentaire (voir, par exemple [11]).

24



Chapitre 2. Modèles à une seule espèce

La condition de l’existence de l’équilibre non trivial est la même que celle asso-
ciée à l’équation (2.3), mais la linéarisation est différente. Comme auparavant, on a
les deux résultats suivants.

Théorème 2.7 Si b(0) < d(0), alors l’équation (2.20) n’admet pas d’équilibre positif, et
l’équilibre trivial est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. On a x′(t) ≤ (b(0) − d(0))x(t) entraine, d’après le Lemme 1.1
(lemme de comparaison), que toutes les solutions de (2.20) sont bornées par
x(0)e(b(0)−d(0))t qui tend vers 0 lorsque t→ ∞, puisque b(0) < d(0).

Théorème 2.8 Si
lim
x→∞

b(x) > lim
x→∞

d(x) (2.21)

dans l’équation (2.20), alors toute solution de (2.20), de condition initiale strictement posi-
tive, tend vers ∞ lorsque t→ ∞.

Démonstration. Soit x une solution de (2.20), de condition initiale positive. Les fonc-
tions b et d étant strictement décroissante et strictement croissante, respectivement,
moyennant la condition (2.21), on déduit que maxx≥0 d(x) < minx≥0 b(x), et donc
on a : x′(t) est positive pour tout t. Si x était bornée, alors elle admettrait une limite
L > 0, mais cela impliquerait

0 = lim
t→∞

x′(t) = (b(L)− d(L))L;

ce qui est impossible. Alors x est non bornée.

Le cas le plus général de ce modèle est toutefois lorsque les graphes de b et d se
coupent, i.e., quand l’équilibre positif existe.

Soit x ≡ x̄ le seul point d’équilibre de l’équation (2.20), i.e. b(x̄) = d(x̄). Alors
le linéarisé de l’équation (2.20) au voisinage de cet équilibre est donné par

x′(t) = b′(x̄)x̄x(t− τ)− d′(x̄)x̄x(t).

En remplaçant la solution x(t) par eλt, on obtient l’équation caractéristique

λ = −ae−λτ − c, (2.22)

où
a = −b′(x̄)x̄ > 0 et c = d′(x̄)x̄.

Lorsque le retard τ est suffisamment petit, l’équation (2.22) admet uniquement
des racines avec partie réelle négative, et l’équilibre est stable. Ces résultats sont
résumés dans le théorème suivant.

Théorème 2.9 Si d′(x̄) > −b′(x̄), alors l’équilibre non trivial x̄ est linéairement stable
pour tout τ. Pour d′(x̄) < −b′(x̄), il existe un τc tel que pour τ < τc, x̄ est stable, et pour
τ > τc, il est instable.
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Démonstration. Dans l’équation caractéristique (2.22), on pose λ = µ + iσ, puis on
sépare les parties réelle et imaginaire de cette équation pour obtenir

µ + c = −ae−µτ cos(στ) (2.23)

σ = ae−µτ sin(στ). (2.24)

Si c > a et µ ≥ 0, alors la valeur absolue du membre de gauche de la partie réelle
de (2.23) est supérieure à la valeur absolue du membre de droite. Donc seules les
racines à partie réelle négative existent pour tout τ. Ceci prouve la première partie
du théorème.

Si a > c, on utilise le raisonnement élaboré dans le Paragraphe 1.4. Pour τ = 0,
l’équilibre est stable (λ = −a− c < 0). L’équation polynomiale dérivée dans ce cas
est σ2 + c2 − a2 = 0. Elle a une solution si et seulement si a > c. En effet, il n’y
a que des racines imaginaires possible. Comme τ augmente après τc, les racines
traversent l’axe imaginaire en allant vers le demi-plan droit, et donc l’équilibre est
instable pour tout τ > τc ; ce qui complète la preuve de la deuxième partie du
théorème.

2.3.1 Cas du taux de mortalité constant

Nous allons supposer ici que d(x) = d = cte et considérer l’équation différen-
tielle à retard correspondante

x′(t) = (b(x(t− τ))− d)x(t). (2.25)

On se concentre sur le cas intéressant où b(0) > d, b est décroissante et où il existe
un seul x̄ tel que b(x̄) = d. Dans ce cas, on présente des résultat montrant que (2.25)
admet des solutions périodiques dans le cas où l’équilibre trivial est instable.

On commence par l’analyse de la stabilité linéaire. L’équilibre non trivial x̄ existe
et le linéarisé en ce point est

x′(t) = b′(x̄)x̄x(t− τ) (2.26)

qui conduit à l’équation caractéristique

λ = −βe−λτ , (2.27)

où β = −b′(x̄)x̄ > 0.
On remarque que pour τ = 0, l’équilibre est table, puisque l’équation caracté-

ristique admet une seule racine qui est négative.
Si on sépare les composantes de la valeur propre λ = µ + iσ, alors les parties

réelle et imaginaire de l’équation caractéristique sont

µ = −βe−µτ cos(στ), (2.28)

σ = βe−µτ sin(στ). (2.29)
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Maintenant, si on suppose que (2.27) admet une racine purement imaginaire, les
équations (2.28) et (2.29) deviennent

0 = −β cos(στ), (2.30)

σ = β sin(στ). (2.31)

On cherche alors la plus petite valeur positive de τ telle qu’il existe une solution

σ > 0. D’après l’équation (2.30), on voit que στ =
π

2
est la plus petite valeur pour

ce produit. On utilise cette valeur dans l’équation (2.31), pour trouver σ = β =
−b′(x̄)x̄. Donc on voit que la valeur critique τc correspondant à la première valeur

propre avec partie réelle positive est τc =
π

2σ
, i.e.

τc =
−π

2b′(x̄)x̄
,

et pour τ > τc, l’équilibre non triviale x̄ est instable.
Toute racine caractéristique de (2.27) avec partie réelle positive est également

simple. Sinon nous devons avoir

λ = −βe−λτ

et
1 = βτe−λτ.

On remplace la première formule dans la deuxième pour obtenir

1 = −τλ. (2.32)

Si Re(λ) > 0 alors (2.32) est impossible.

Présentons maintenant quelques caractéristiques auxquelles il sera fait référence
dans les preuves des résultats présentés par la suite.

Si on choisit un retard τ tel que l’équilibre x̄ est instable alors b′(x̄) < − π

2x̄τ
. En

outre, si µ > 0 alors cos(στ) < 0 (d’après l’équation (2.28)) et sin(στ) > 0. Donc
στ ∈]π

2 , π[.

Lemme 2.10 Soit x une solution de l’équation (2.25), avec x(t0) = x̄ et x(t) < x̄ pour
tout t ∈ [t0 − τ, t0]. Alors pour tout t > t0, x(t) < x̄e(b(0)−d)τ = M.

Démonstration. La solution x est strictement croissante sur l’intervalle [t0, t0 + τ],
car b(x(t − τ)) > d sur cet intervalle. Comme b est une fonction strictement dé-
croissante, on a : x′(t) ≤ (b(0)− d)x(t), et donc x(t0 + τ) ≤ M.

Pour t ∈ [t0 + τ, t0 + 2τ], on a b(x(t − τ)) < d, et donc x est strictement dé-
croissante sur cet intervalle. Si x reste au dessus de x̄ pour tout t ≥ t0, alors elle est
toujours décroissante et x(t) < M, pour tout t ≥ t0.
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On considère maintenant comme ensemble des conditions initiales, associé à
l’équation (2.25), l’ensemble

K = {φ ∈ C([−τ, 0], R+) : φ(−τ) = x̄, φ croissante et φ(0) ≤ M}.

On va vérifier que pour toute solution x de (2.25), de condition initiale φ ∈ K1 =
K \ {x̄}, il existe un instant t̃ = t̃(φ) tel que x(t̃ + s) soit dans K1.

Théorème 2.10 Soit x une solution de (2.25), de condition initiale φ ∈ K1. Alors il existe
un instant t1 tel que x(t1) = x̄ et x′(t1) < 0. D’autre part, il existe un instant t2 > t1 + τ
tel que x(t2) = x̄ et x′(t2) > 0. Si t̃ = t2 + τ, alors la fonction définie par x(t̃ + s) pour
−τ ≤ s ≤ 0 est dans K1.

Démonstration. Supposons que t1 n’existe pas, alors pour les t > 0, x est strictement
décroissante et bornée inférieurement par x̄. Il s’ensuit que x(t) s’approche d’une
limite L quand t → ∞ ; ce qui n’est possible que si L = x̄. En effet, comme b′(x̄) <
−π

2x̄τ
, alors pour tout α <

π

2
et pour tout x tel que | x− x̄ |< δ′ = δ′(α), on a

b(x)− b(x̄) ≤ − α

τx̄
(x− x̄).

En particulier, cela reste vrai pour α = 1 (Voir Figure 2.2). Choisissons δ <
min{x(τ), δ′(1)}. Pour x− x̄ > δ, on a

b(x)− d < b(x̄ + δ)− d < − δ

τx̄
,

en tenant compte du fait que b(x̄) = d.

b(x)

1
τ x∗(x− x∗) + d

1
2τ x∗(x− x∗) + d

Figure 2.2 – La fonction b(x), sa tangente, et une ligne de pente supérieure à la tangente

Maintenant, soit T un instant tel que x(T) = x̄ + δ. Par définition de δ, on a :
T > τ et x(t) > x̄ + δ pour t ∈ [T − τ, T[. D’où, pour t ∈ [T, T + τ], on a

x′(t) = (b(x(t− τ))− d)x(t) ≤ (b(x(t− τ))− d)x̄ ≤ − 1
τx̄

δx̄ = − δ

τ
.
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D’où l’on déduit que : x(T + τ) < x(T)− δ

τ
τ = x̄ ; ce qui est une contradiction.

On vient, ainsi, de vérifier que toute solution de (2.25), de condition initiale
dans K1, doit passer à travers l’équilibre non trivial a un certain instant t1. Au delà
de ce temps de croisement, la solution continue à décroitre pendant une durée de
temps de longueur τ, et alors elle commence à croitre. On vérifie maintenant que
la solution doit atteindre l’équilibre non trivial à nouveau. On a

b(x)− b(x̄) ≥ − 1
τx̄

(x− x̄) =
1

τx̄(x− x̄)
.

A partir de là, pour montrer l’existence de t2, la démonstration suit le même che-
minement que plus haut, et donc, elle est omise.

L’étape suivante consiste à montrer que l’équilibre x̄ est un point éjectif de
l’opérateur solution. Pour cela, nous allons utiliser une méthode décrite par Kuang
dans [9] et prouver par Chow et Hale dans [3]. Si l’on considère l’équation linéaire

x′(t) = −βx(t− τ),

alors pour toute valeur propre λ, il existe une décomposition de l’espace des condi-
tions initiales C([−τ, 0], R+) = Pλ ⊕ Qλ en sous-ensemble invariants sous l’opéra-
teur de solution, où Pλ est un sous espace vectoriel généralisé engendré par la
valeur propre λ. Soit πλ la projection de φ sur Pλ.

Le théorème suivant sera utilisé pour montrer que l’équilibre x̄ est éjectif.

Théorème 2.11 On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :
1. Il existe une racine caractéristique λ avec Re(λ) > 0.
2. Il existe un ensemble fermé convexe K contenant x̄ et il existe δ > 0 tels que

inf{‖ πλ(φ) ‖: φ ∈ K, ‖ φ ‖= δ} > 0.

3. Il existe une fonction complètement continue τ : K \ {x̄} −→ [α, ∞[, α ≥ 0, telle
que l’application définie par

Aφ = xτ(φ)(φ), φ ∈ K \ {x̄}, avec xτ(φ)(φ) = x(τ(φ) + φ),

envoie K \ {x̄} dans K et est complètement continue.
Alors x̄ est un point éjectif.

Démonstration. Comme la valeur propre λ est simple, Pλ est un espace unidimen-
sionnel. On définit

φ1(θ) =
1

(1 + λτ)
eλθ , pour θ ∈ [−τ, 0],

ψ(s) = e−λs, pour s ∈ [0, τ],

et les formes bilinéaires Φ1 et Ψ par

Φ1 = (φ1, φ̄1) et Ψ = (ψ, ψ̄).
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Pour l’opérateur linéaire L défini par (2.26) et φ ∈ K1 on définit une mesure η(θ),
par

L(φ) = −βφ(−τ) =
∫ 0

−τ
dη(θ)φ(θ)

η(−τ) = 0, η(θ) = −β, pour θ ∈]− τ, 0].

On calcule maintenant la forme bilinéaire

(ψ, φ1) = ψ(0)φ1(0)−
∫ 0

−τ

∫ θ

0
ψ(ξ − θ)φ1(ξ)dξdη(θ)

= γ +
∫ 0

−τ

∫ ξ

−τ
ψ(ξ − θ)φ1(ξ)dη(θ)dξ où γ = ψ(0)φ1(0)

= γ−
∫ 0

−τ
βψ(ξ + τ)φ1(ξ)dξ

= γ− γβ
∫ 0

−τ
e−(ξ+τ)λeλξdξ

= γ(1− βτe−λτ) = γ(1 + λτ) = 1.

On a aussi
1
γ
(ψ̄, φ1) = 1− β

∫ 0

−τ
e−λ̄(ξ+τ)eλξdξ

= 1− βeλ̄τ[
1

λ− λ̄
e(λ−λ̄)ξ ]0−τ

= 1− β
1

λ− λ̄
(e−λ̄τe−λτ)

=
1

λ̄− λ
(λ + βe−λτ − (λ̄ + βe−λ̄τ) = 0.

Des calculs précédents on déduit que : (ψ, φ̄1) = 0 et (ψ̄, φ̄1) = 1.
Ainsi la forme bilinéaire (Ψ, Φ1) est l’identité, et donc pour tout φ ∈

C([−τ, 0], R+), on a : πλφ = Φ1(Ψ, φ) .
Nous devons donc vérifier que

inf{‖ (ψ, φ− x̄) ‖: φ ∈ K1, ‖ φ− x̄ ‖= δ} > 0.

Soit λ = µ + iσ et rappelons que pour µ > 0, on a : σ ∈]π
2 , π[. On peut calculer les

coefficients (ψ, φ− x̄), et séparer les parties réelle et imaginaire comme ceci :

Patrie réelle : φ(0)− x̄− β
∫ 0

−τ
e−µ(ξ+τ)(φ(ξ)− x̄) cos(ξ + τ)σdξ (2.33)

et

Partie imaginaire : β
∫ 0

−τ
e−µ(ξ+τ)(φ(ξ)− x̄) sin(ξ + τ)σdξ. (2.34)
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Si la borne inférieur est 0, alors il existe une suite φn ∈ K1 avec ‖ φn − x̄ ‖= δ,
et alors, les deux parties réelle et imaginaire ci-dessus s’annulent. Pour les valeurs
considérées de σ et ξ, sin(ξ + τ)σ > 0 et borné loin de 0 quand ξ est prés de 0.
D’autre part, φn − x̄ est croissante, et donc l’intégral dans (2.34) ne peut être zéro
que si ‖ φn − x̄ ‖−→ 0 ; ce qui est une contradiction.

En conclusion, le point fixe x̄ est éjectif, et on peut alors appliquer le Théo-
rème 1.3, et ainsi conclure que le modèle (2.25) admet des solutions périodiques
quand l’équilibre est instable.

2.3.2 Paramètres dépendant du retard

Figure 2.3 – Solutions de l’équation x′(t) = (be−ax(t−τ) − d)x(t), avec a = 0.1, b = 10, d = 1,
de condition initiale x̄ + 10t dans [−τ, 0] avec τc = 0.6822. Le graphe supérieur est pour τ = 0.5,
et celui, inférieur, pour τ = 1.

Comme au Paragraphe 2.2.2, nous allons maintenant examiner les effets de
l’introduction d’une dépendance du retard τ dans l’un des paramètres de l’équa-
tion (2.25). Ca sera le même type de dépendance que celui considéré dans le pa-
ragraphe cité plus haut, de sorte qu’on est intéressé par l’équation différentielle à
retard du type

x′(t) = (e−µτb(x(t− τ))− d)x(t). (2.35)

Cette forme du modèle permet d’obtenir des résultats beaucoup plus explicites que
dans le Paragraphe 2.2.2. L’équilibre non trivial est maintenant la valeur de x̄ pour
laquelle

b(x̄) = deµτ ,

et puisque b est décroissante, l’équilibre x̄ existe si b(0) > deµτ. Ainsi, en faisant
croitre le retard τ, on fait disparaître l’équilibre non trivial.

L’équation caractéristique associée à (2.35) est

λ = e−µτb′(x̄)x̄e−λτ ,
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qui a la même forme que l’équation caractéristique (2.27) pour le cas indépendant
du retard. On peut procéder comme au paragraphe précédent pour prouver le
résultat suivant.

Théorème 2.12 Si
πeµτ

−2b′(x̄)x̄
< τ <

1
µ

ln
b(0)

d
, (2.36)

alors l’équilibre non trivial de (2.35) existe et est instable. En outre, (2.35) admet des solu-
tions périodiques.

Il faut rappeler que x̄ est une fonction décroissante de τ. La première inégalité
en (2.36) est la condition de l’instabilité, obtenue du calcul du retard critique, τc,
dans le cas indépendant du retard. La deuxième inégalité est la condition pour la
positivité de l’équilibre non trivial.

Si on considère le cas où b(x) = be−ax, alors on a : b(0) = b et x̄ =
1
a

ln
(

b
deµτ

)
.

Dans ce cas la condition de l’instabilité de l’équilibre (2.36) devient

τ >
−π

−2adx̄
=

π

2d ln
(

b
de−µτ

) =
π

2d
1

ln
(

b
d

)
− µτ

qui s’écrit encore

µτ2 − τ ln
(

b
d

)
+

π

2d
< 0,

et qui est satisfaite si et seulement si

1
2µ

ln
b
d
−

√(
ln

b
d

)2

− 2πµ

d

 < τ <
1

2µ

ln
b
d
+

√(
ln

b
d

)2

− 2πµ

d

 . (2.37)

Si
(

ln
b
d

)2

<
2πµ

d
, alors aucun changement de stabilité ne se produit.

En suite, on applique la deuxième inégalité de (2.36), qui garantit l’existence de

l’équilibre positif dans (2.35). On a τ <
1
µ

ln
b
d

. Notez que cette borne se situe dans

les bornes prévues dans (2.37). En fait, c’est exactement le point médian des bornes
gauche et droite. En rassemblant ces faits, on arrive au théorème suivant.

Théorème 2.13 On considère l’équation différentielle à retard

x′(t) = (be−µτe−ax(t−τ) − d)x(t), (2.38)

avec b > d. Si (
ln

b
d

)2

<
2πµ

d
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alors l’équilibre non trivial est stable pour tout τ pour lesquels il existe. Autrement, pour

1
2µ

ln
b
d
−

√(
ln

b
d

)2

− 2πµ

d

 < τ <
1
µ

ln
b
d

,

l’équilibre non trivial est instable, et il existe des solutions positives périodiques. Pour τ
petit, l’équilibre non trivial est stable, et pour τ grand, l’équilibre n’est pas positif, et l’équi-
libre nul est globalement stable.

Figure 2.4 – Solutions de l’équation (2.35) avec a = 0.1, b = 10, d = 1, µ = 0.7, de condition
initiale constante, identiquement égale à 5, sur [−τ, 0]. Les graphes sont pour τ = 2, τ = 0.7 et
τ = 4, respectivement
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Résumé

Le principal objectif de ce mémoire est l’étude de l’existence de solu-
tions périodiques dans diverses variantes d’un modèle mathématique, avec
retard, de dynamiques de populations dans le cas d’une espèce. D’autres
propriétés sont également étudiées comme la positivité des solutions et la
stabilité des points d’équilibre.

Dans un premier chapitre sont rappelés certaines notions et proprié-
tés des équations différentielles à retard et quelques autres outils qui
seront utilisés dans le chapitre principal. Le deuxième chapitre est consa-
cré à l’étude de quelques types d’équations différentielles à retard scalaires.

Mots clés : Equations différentielles scalaires à retard, périodicité, stabilité.

Abstract

The main purpose of this text is the study of the existence of periodic
solutions for different retarded mathematical models in population dyna-
mics in the case of one species. Other properties are also considered as the
positivity of solutions and the stability of equilibrium points.

In chapter one we recall some definitions and properties of delay
differential equations, together with some usuful tools needed in the main
chapter. The second chapter is devoted to the study of some types of scalar
retarded differential equations.

Keywords : Scalar differential equations with delay, periodicity, stability.
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