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Notations

R : Ensemble des nombres réels.

Rn : R� R� :::� R n fois.

R+ : Ensemble des nombres réels positifs.

2 : Appartient.

� : Inclus.

x0 : Dérivée de la variable x par rapport au temps t:


 : Ensemble ouvert de Rn:

@
 : Frontière de 
:

det : Détèrminant d�une matrice.

Tr : Ttrace d�une matrice.

max : Maximum.

min : Minimum.

Ker (A) : Noyau d�un opérateur linéaire A:

Im(A) : Image d�un opérateur linéaire A.
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INTRODUCTION

Comprendre le fonctionnement d�un écosystème est un enjeu majeur pour la gestion des

ressources et de l�environnement. Cependant ce but reste di¢ cile à atteindre vue la complexité

des systèmes naturels, en particulier dans le milieu aquatique où de très nombreux processus

de toutes natures interagissent avec des organismes vivants. Plusieurs questions intéressantes

peuvent être posées à propos des écosystèmes, notamment :

- Quels sont les facteurs qui in�uencent la stabilité d�un écosystème ?

- Quels sont les facteurs contrôlant la variabilité des abondances de di¤érentes composantes

de l�écosystème et notamment sur sa structure?

- Quel est l�impact de l�hétérogénéité spatiale sur les interactions entre populations et sur

le comportement de l�écosystème?

- Quelles sont les variations d�abondance dues aux changements naturels ou anthropiques

du milieu ?

Pour répondre à ces questions, di¤érentes approches méthodologiques existent. On peut

citer l�observation directe du milieu, l�expérimentation in vitro et in situ, la modélisation math-

ématique et informatique. Mon travail se situe dans cette dernière direction et consiste en

l�élaboration et l�étude, essentiellement théorique, de modèles mathématiques.

La modélisation mathématique est avant tout, l�expression d�une démarche visant à expli-

quer des relations: dans des phénomènes mettant en jeu des relations entre les abondances

de plusieurs populations, elle fournit un système théorique capable de combiner ces quantités

suivant des mécanismes connus ou supposés provenant de problèmes écologiques.

Dans la première partie de cette thèse, nous allons étudier l�existence des solutions péri-

odiques pour un système proie-prédateur à retard qui décrit l�interaction entre les espèces
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de deux populations de poissons dans le lac de Pareloup dans le sud de la France. Le lac

de Pareloup est l�un des cinq plus gros lacs arti�ciels en France, situé entre Rodez et Millau

(1260ha; 168� 106m3). Sa profondeur maximale est de 37m, et la profondeur moyenne est de

12; 5m, ce qui permet de stocker l�eau pendant les saisons de forte demande d�électricité.

Figure 1: Le lac de Pareloup

La gestion de ce lac est d�une importance écologique considérable. Des variations signi�ca-

tives du niveau des eaux du lac peuvent avoir un fort impact sur la persistance de certaines

espèces. En fait, l�augmentation du volume d�eau empêche la capture de la proie par le préda-

teur. Le même raisonnement est appliqué quand il y a une diminution du volume d�eau, ce qui

favorise la capture des proies par le prédateur.

A�n d�être plus réaliste, nous devons prendre en compte ces variations des niveaux des eaux

du lac dans les modèles proie-predateur classiques. Nous proposons un modèle proie-prédateur à

retard qui tient compte de ces variations des niveaux des eaux, les résultats obtenus con�rment

qu�il existe un seuil pour les niveaux des eaux bas et un seuil pour les niveaux des eaux élevés;

8



entre ces deux seuils, les espèces peuvent coexister, ces deux seuils dépendent des paramètres

biologiques du modèle.

Dans la deuxième partie de cette thèse, contrairement à la première partie où nous avons

utilisé comme taux de prédation une fonction continue périodique de période annuelle, nous

faisons l�hypothèse qu�il y a seulement deux périodes chaque année. Par conséquent, on obtient

un système à commutation qui modélise les deux situations avec des niveaux d�eau élevé et

faibles. Le taux le plus grand, correspondant au niveau d�eau faible survient au cours de

l�automne et l�hiver, alors que le plus petit, correspondant au niveau d�eau élevé résulte à la

fois pendant le printemps et l�été. Ainsi, nous considérons que la périodicité se produit dans

les taux de prédation qui dépend des niveaux des eaux.

Notre travail est réparti de la manière suivante :

Dans le premier chapitre de cette thèse intitulé : Quelques modèles de la dynamique des pop-

ulations, nous rappelons quelques modèles classiques de la dynamique des populations: modèle

de dynamique d�une seule population, modèles avec deux populations sur lesquels on s�est basé

pour la construction de notre modèle.

Le deuxième chapitre intitulé : Préliminaires, est consacré aux outils mathématiques util-

isés dans notre thèse, on donne un rappel sur quelques notions fondamentales des équations

di¤érentielles ordinaires et les équations di¤érentielles à retard et on cite le théorème de

continuation de Mawhin basé sur le degré topologie de Brower.

Le troixième chapitre intitulé : E¤ets des variations des niveaux d�eau d�un lac arti�ciel sur

les intéractions des espèces, nous allons étudier l�existence des solutions périodiques pour un

système proie-prédateur à retard qui décrit l�interaction entre deux espèces de poissons dans

le lac de Pareloup : le Brochet (prédateur) et le Gardon (proie) qui sont les principales éspèces

peuplant ce lac, nous montrons que sous certaines conditions, ce système est persistant. De

plus, il admet au moins une solution 1- périodique. Ensuite, en construisant une fonction de

Lyapunov appropriée, nous obtenons des conditions su¢ santes pour la stabilité globale de cette

solution.

Dans le dernier chapitre intitulé : Étude mathématique d�un modèle proie-prédateur avec

�uctuation, nous considérons le cas où la périodicité se produit dans les taux de prédation en
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commutant entre deux niveaux comme suit :

r(t) =

8<: r+ = r(1 + �) saison haute;

r� = r(1� �) saison basse;

où r est le taux de prédation moyen, et 0 < � < 1 représente la résistance de la saison de

forçage. En tant que premier pas, nous considérons un modèle avec � = 0, nous ignorons ainsi

les variations de niveau d�eau. Le modèle qui en résulte est un système d�équations di¤érentielles

ordinaires, pour lesquel nous étudions la persistance, l�extinction des prédateurs et la stabilité

des équilibres. Dans le second modèle, nous prenons en compte les variations du niveau d�eau

dans le lac (� 6= 0) qui conduit à adapter le premier modèle à cette situation plus réaliste,

pour lesquel l�existence d�un domaine invariant, qui contient toutes les solutions périodiques

annuelles du système à commutation, est prouvée.
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Chapitre 1

QUELQUES MODÈLES DE

DYNAMIQUE DES

POPULATIONS

Dans ce chapitre, on se propose d�étudier quelques modèles classiques utilisés en biomathéma-

tique pour modéliser l�évolution de populations d�espèce animales. Ces modèles sont élémen-

taires mais permettent de mettre en évidence quelque phénomènes intéressants. Nous désignons

par N(t) la population d�une espèce animale donnée à l�instant t:

La loi d�évolution de la population considérée sera toujours décrite par une équation dif-

férentielle (ou aux dérivées partielles) qui exprime une loi de conservation :

dN(t)

dt
= naissance� d�ec�es+migrations:

Le processus dit de modélisation consiste à donner un sens au second membre de l�équation

précédente.

1.1 Modèle de dynamique d�une seule population

De nombreux modèles de dynamique d�une seule population ont été développés. Cette section

présente une revue des modèles les plus classiques. Dans le cas d�une population isolée, la
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variable d�état est l�e¤ectif de la population, c�est- à-dire le nombre d�individus N(t) de cette

population a un instant t. Parfois, la variable utilisée est la densité d�individus qui représente

le nombre d�individus par unité de surface. La forme générale de la loi de croissance de la

population est la suivante :
dN

dt
= f(N);

avec la condition initiale N(t0) = N0.

1.1.1 Modèle de croissance linéaire (Le modèle de Malthus)

La façon la plus simple de décrire les variations du nombre d�individus dans une population

N(t) au cours du temps est sans doute :

V ariation| {z }
N 0(t)

= nombre de naissances| {z }
Nn

� nombre de morts| {z }
Nm

:

A la �n du XVIIIè siècle, Malthus prédisait que les populations évoluaient de façon exponen-

tielle. Son analyse consistait à dire que le nombre de naissances ainsi que le nombre de déçés

sont proportionnels au nombre d�individus dans la population, ainsi :

Nn = � N(t); Nm = � N(t);

où � et � représentent respectivement le taux de natalité et le taux de mortalité. Ceci se

traduit par l�équation di¤érentielle très simple :

N 0(t) = a N(t),

où a = �� � est le taux d�accroissement naturel,

ou encore :

N(t) = N(t0) e
a(t � t0) .

Ce modèle se traduit par trois types de comportement possibles selon les valeurs des taux de

natalité et mortalité. En e¤et, si le taux d�accroissement naturel est positif � > �, on observera

une croissance exponentielle aboutissant à un développement in�ni. S�il est nul, � = �, on
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verra une stagnation à N(t) = N0. S�il est négatif � < �, il se produira un décroissement

exponentiel jusqu�à extinction d�espèce.

Figure 1.1 : Les �evolutions possibles du mod�ele lin�eaire

1.1.2 Modèle de croissance logistique

En 1836, Verhulst proposa de modi�er le modèle précédent de manière à modérer la croissance

de la population décrite par le modèle de Malthus. Il proposa alors l�équation di¤érentielle

suivante :
d N

d t
= r N(1� N

K
) = f(N):

r et K désignant deux constantes strictement positives.

Ce modèle est dit de croissance logistique. La constanteK est la charge utile de l�environnement

(elle est fonction de la capacité du milieu en nouriture de soutien). Ce modèle présente deux

points d�équilibre: l�origine et K: Pour déterminer la stabilité des équilibres, calculons la dérivée

de la fonction f(N) :
d f

d N
= r � 2 r N

K
:

La valeur de cette dérivée à l�origine est r, et � r en K. Par conséquent, l�origine est instable
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et K est un équilibre stable. Pour toute condition initiale strictement positive, nous avons :

lim
t!1

(N(t)) = K:

Figure 1.2 : Repr�esentation des solutions de l��equation logistique

1.1.3 Modèle de Gompertz

L�équation de croissance de Gompertz s�écrit de la manière suivante :

dN

dt
= a N ln(

K

N
) = f(N);

où a et K sont des constantes strictement positives, a est le taux de croissance intrinsèque et

K est la capacité limite du milieu. Cette équation possède également deux équilibres, l�origine

et la capacité limite K. La dérivée de la fonction f(N) s�écrit dans ce cas :

df

dN
= a(ln(

K

N
)� 1):

14



La dérivée vaut �a en K, ce qui montre que K est stable. Par contre, la dérivée n�est pas

dé�nie à l�origine. Dans ce cas, il est utile d�étudier la fonction f(N). Cette fonction est

strictement positive pour 0 < N < K et tend vers +1 lorsque N ! 0+. Par conséquent,

la population croit pour toute valeur, 0 < N < K. La vitesse de croissance devient in�nie à

l�origine. Il est clair que l�origine est instable car toute condition initiale proche de l�origine

et positive donne lieu à une augmentation de l�e¤ectif et donc à une solution qui s�éloigne de

0. L�équation de Gompertz possède un comportement dynamique qualitativement équivalent à

celui de l�équation logistique.

Figure 1.3 : Comparaison des chroniques de l��equations de Gompertz et de

l��equation logistique

1.1.4 Modèle de croissance avec "E¤et Allee"

Le modèle est exprimé par l�équation di¤érentielle suivante :

dN

dt
= r N (N �M)(K �N) = f(N);
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avec 0 < M < K . Cette équation admet trois points d�équilibre, l�origine, M et K. La dérivée

de la fonction f(N) est la suivante :

df

dN
= r(�3N2 + 2(M +K)N �M K):

A l�origine, cette dérivée vaut �rMK < 0. Elle prend les valeurs rM(K � M) > 0 en M

et rK(M � K) < 0 en K. En conséquence, l�origine et K sont stables, alors que l�équilibre

intermédiaire M est instable.

Figure 1.4 : Chroniques de l��equation de croissance d�une

population avec "E¤et Allee"

1.2 Modèles avec deux populations

D�une manière générale, la structure d�un modèle écologique qui dépend continûment du temps

et qui décrit les interactions entre un prédateur et sa proie en tenant compte du fait que

l�évolution des espèces par unité de temps, est la di¤érence entre le nombre de naissances et le
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nombre de décès, est la suivante :

8>>><>>>:
dN
dt = F1(N) N � F (N;P ) P;

dP
dt = e F (N;P ) P � F2(P ) P;

(1.1)

où N , représente la densité de la population des proies et P , la densité de celle des prédateurs.

F1(N) est le taux de croissance de la proie en l�absence du prédateur. F (N;P ) représente la

réponse fonctionnelle du prédateur à la proie, quand elle �gure dans l�équation de la proie,

i.e. le nombre de proies consommées par un prédateur par unité de temps. F (N;P ) modélise la

réponse numérique du prédateur, i.e. le taux de croissance du prédateur quand elle est dans

l�équation de ce dernier. Dans la première équation, F (N;P ) décrit comment varie le taux de

consommation du prédateur en fonction de la densité des proies et dans la seconde, comment

le taux de reproduction de ce dernier change en fonction de la densité des proies. e est un taux

de conversion: il mesure le nombre de proies consommées nécessaires pour avoir un nouveau

prédateur, F2(P ) est le taux de mortalité du prédateur en absence de la proie.

1.2.1 Modèle de Lotka-Volterra

La première tentative majeure pour modéliser l�existence et l�évolution des espèces est due au

physico-chimiste américain Lotka (1925) et indépendamment, au mathématicien italien Volterra

(1926). Ces modèles, connus sous le nom de Lotka- Volterra, constituent le thème dominant de la

théorie de la dynamique des populations en biomathématiques, et, restent toujours d�actualité.

Le système classique de Lotka-Volterra qui traduit la dynamique de l�interaction entre une

population de proies N et celle des prédateurs P , est un cas particulier du système (1.1). Il se

présente comme suit : 8>>><>>>:
dN
dt = r N � a N P;

dP
dt = b N P �m P;

(B1)

Les di¤érents termes de l�équation (B1) ont les dé�nitions suivantes :

� rN mesure le taux de croissance de la population des proies en l�absence du prédateur, r

représente le taux instantané de croissance net par individu au sein de la population des proies.

17



� aNP représente le taux de consommation des proies, ou le taux de mortalité de celles-ci

dû à l�attaque des prédateurs; a > 0, qui a un e¤et négatif sur la croissance de la population

des proies, est le taux instantané de consommation des prédateurs.

� bNP est le taux de régénérescence de la progéniture des prédateurs; il est directement

proportionnel au nombre de proies consommées (où b = ea et e est la constante qui mesure la

conversion des proies consommées en nouveaux prédateurs).

� mP représente le taux de mortalité des prédateurs en l�absence des proies; m est le taux

instantané de mortalité des prédateurs en l�absence des proies.

L�analyse mathématique permet de démontrer que le système (B1) admet deux points

d�équilibres: l�origine (0; 0) et l�équilibre intérieur (mb ;
r
a):

Il a été expliqué dans plusieurs ouvrages (Murray [36], Auger [2] ) que l�origine (0; 0) est

instable et que touts les solutions strictement positives sont périodiques; (voir �gures 1.5, 1.6).

Figure 1.5 : Champs de vitesse pour le mod�ele de Lotka-Volterra
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Figure 1.6 : Les trajectoires des solutions pour le mod�ele de

Lotka-Volterra

1.2.2 Di¤érentes formulations de la fonction réponse du prédateur

Depuis le modèle de Lotka-Volterra, de nombreuses études ont contribué à exprimer de dif-

férentes manières les taux de croissance des populations et leurs interactions. Les systèmes

prédateur-proie ainsi générés exhibent des dynamiques très variées. Di¤érentes expressions rel-

atives à la réponse fonctionnelle du prédateur sont présentées dans le Tableau 1. Un aspect

biologique important de ces systèmes dynamiques est la manière avec laquelle les prédateurs

interagissent. Selon Holling, l�alimentation est composée de deux types d�activité: la recherche

de proies et leur capture. Holling suppose:

(i) que le temps total dédié à l�alimentation est la somme du temps de recherche tr et du

temps de capture th, et

(ii) que le temps de capture de chaque proie th est une constante.

Soit a le taux d�attaques réussies; c�est le nombre de proies consommées par prédateur et

par unité de temps de recherche. On peut écrire

F =
Nombre de proies consommées par prédateur

Temps total d�alimentation
=

atr
tr + atrth

:
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La réponse fonctionnelle du prédateur peut donc �nalement être exprimée sous la forme suiv-

ante:

F =
a

1 + a th
;

où a va être exprimé de plusieurs façons en fonction de N mais aussi en fonction de N et P .

L�hypothèse la plus simple pour la formulation du taux d�attaque des proies, et qui corre-

spond à la réponse fonctionnelle de type I de Holling, est une simple proportionalité avec le

nombre de proies présentes dans le milieu: a = bN , avec b une constante positive. cette réponse

fonctionnelle s�appelle aussi la fonction de réponse de Lotka-Voltérra.

Cependant, il est évident que cette fonction réponse est irréaliste. En e¤et, F est propor-

tionnelle à N , cela veut dire que le nombre de proies ingurgitées par un seul prédateur peut être

trés grand si N est grand. On doit plutôt s�attendre à une limitation du nombre de proies tuées

et ingurgitées par un prédateur même si la densité des proies est grande. Les capacités physi-

ologiques d�absorption de proies par un prédateur sont limitées, et même si un grand nombre

de proies sont disponibles, un prédateur ne pourra pas absorber un nombre de proies supérieur

à cette limite. Il est donc plus réaliste de concevoir une fonction réponse présentant un e¤et de

saturation avec la densité des proies, comme le montre la �gure (1.7).

Figure 1.7 : Fonction r�eponse de Lotka-Volterra et Holling
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Une telle fonction réponse présentant un plateau pour les grandes densités de proies est dite

fonction réponse de type II. La fonction de type II dite de Holling est la suivante :

F =
bN

N +D
;

où D est une constante positive.

La réponse fonctionnelle de type III correspondant à un taux d�attaque proportionnel à

N2 tend à représenter le fait que les prédateurs sont moins e¢ caces dans la capture des proies

lorsque celles-ci sont en faible e¤ectif. Une deuxième famille de modèles suppose l�existence

d�une interférence entre les prédateurs, telle que la compétition trophique, la compétition re-

productive (recherche de reproducteurs, de sites de ponte), la transmission de maladies, le

cannibalisme, l�émigration densité-dépendante, le comportement territorial . Dans cette caté-

gorie, la réponse fonctionnelle la plus fréquente utilisée est peut être celle de Hassel et Varley.

Elle implique que le taux d�attaque décroît lorsque P augmente et que pour une densité donnée

de proies N , plus le nombre de prédateurs P est élevé, plus le taux de consommation F par

prédateur est faible (Tableau 1). Cette formulation très générale de réponse fonctionnelle avec

interférence permet son application à un grand nombre de systèmes prédateurs proie.
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Chapitre 2

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions générales qui seront utilisées dans la suite.

2.1 Généralités sur les systèmes dynamiques

Soit U un ouvert de R �Rn et

f : U ! Rn

une application continue. On considère l�équation di¤érentielle

x0 = f(t; x); (t; x) 2 U: (2.1)

Dé�nition 2.1 (Solution locale) Une solution de (2.1) sur un intervalle I � R est une

fonction dérivable x : I ! Rn telle que

1. (8t 2 I) (t; x(t)) 2 U;

2. (8t 2 I) x0(t) = f(t; x(t)):

Dé�nition 2.2 (Problème de Cauchy) Etant donné un point (t0; x0) 2 U , le problème de

Cauchy consiste à trouver une solution x : I ! Rn de (2.1) sur un intervalle I contenant t0

dans son intérieur, telle que x(t0) = x0.
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Dé�nition 2.3 On dira que l�application f : U ! Rn est localement lipschitzienne si et seule-

ment si, quelque soit (t0; y0) 2 U , il existe un voisinage ouvert U0 � U de (t0; y0), tel qu�il

existe une constante L > 0 véri�ant:

8(t; y); (t; x) 2 U0; kf(t; y)� f(t; x)k < L ky � xk :

Théorème 2.1 (Cauchy-Lipschitz) [7]

Si f : U ! Rn est localement lipschitzienne en x, alors il existe a > 0, tel que pour tout

(t0; x0) 2 U , le problème de Cauchy 8<: x0 = f(t; x);

x(t0) = x0;
(2.2)

admet une unique solution dans [t0 � a; t0 + a].

Dé�nition 2.4 (Solution périodique) Soit x(t) une solution de (2.1). On dit que x(t) est

une solution périodique s�il existe T > 0 tel que x(t+ T ) = x(t) pour tout t 2 R.

Théorème 2.2 (Théorème du point �xe de Brouwer) [44]

Soit M un compact, convexe non vide de Rn et g : M ! M une application continue.

Alors g admet au moins un point �xe dans M .

Dé�nition 2.5 (Ensemble invariant) Un sous-ensemble D � Rn est dit positivement

invariant pour (2.2) si chaque fois que x0 2 D, x(t) reste dans D pour tout t � t0.

2.2 Résultats fondamentaux pour les systèmes autonomes

On considère le système autonome:

_x = f(x); (2.3)

avec f : D � Rn ! Rn localement lipschitzienne sur D pour assurer l�existence et l�unicité

locale. Une première approche pour l�étude des systèmes dynamiques consiste à rechercher les

points d�équilibre. En pratique, on s�intéresse aux points d�équilibre qui possèdent certaines

propriétés de stabilité.
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Dé�nition 2.6 (Point d�équilibre) On appelle point critique ou point d�équilibre du système

(2.3), tout point x� 2 Rn tel que

f(x�) = 0:

2.2.1 Stabilité des points d�équilibre

Soit x� un point d�équilibre de (2.3)

Dé�nition 2.7 L�équilibre x� est dit stable si pour tout " > 0, il existe � > 0 tel que pour toute

solution x(t) de (2.3) on a

kx(0)� x�k < � ) 8t � 0; kx(t)� x�k < ":

Dé�nition 2.8 Le point d�équilibre x� est dit instable s�il n�est pas stable.

Dé�nition 2.9 L�équilibre x� est dit asymptotiquement stable s�il est stable, et il existe r > 0

tel que pour toute solution x(t) de (2.3) on a

kx(0)� x�k < r ) lim
t!+1

kx(t)� x�k = 0:

2.2.2 Notions sur la stabilité dans R2 :

Dans ce paragraphe, on se restreint au plan réel. Toutes les dé�nitions et propositions qui vont

suivre seront énoncées pour la dimension n = 2:

Dé�nition 2.10 Le système linéarisé de

_x = f(x);

autour d�un point d�équilibre x� est dé�ni par

_y(t) = Df (x
�) y(t); (2.4)

où Df (x�) est la di¤érentielle de f au point x�.

24



Remarque 2.1 Dans la pratique, dans le cas des systèmes non linéaires, souvent nous étudions

la stabilité locale d�un point d�équilibre en linéarisant le système autour de ce point.

Théorème 2.3 [31]

Soit le système di¤érentiel linéaire (2.4) et soit � = det Df (x�) et � = tr Df (x�)

a) Si � < 0 alors le point d�équilibre x� est un point-selle .

b) Si � > 0 et �2 � 4� � 0, alors le point d�équilibre x� est un noeud, il est stable si � < 0

et instable si � > 0.

c) Si � > 0 et �2 � 4� < 0, alors le point critique x = x� est un foyer ; il est stable si � < 0

et instable si � > 0.

d) Si � > 0 et � = 0, on peut rien dire.

2.2.3 La théorie de stabilité de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov jouent un rôle très important dans l�étude des systèmes dynamiques.

Elles permettent dans le cas où le théorème de linéarisation ne s�applique pas de montrer qu�un

point d�équilibre est asymptotiquement stable. L�idée développée par A. M. Lyapunov a été

d�introduire des fonctions réelles et étudier leur variation le long des trajectoires du système

(2.3).

Soit V : D ! R2 une fonction de classe C1 sur un domaine D contennant l�origine. On

notera par _V la fonction dé�nie par :

_V (x) =

2X
i=1

@V

@xi
fi(x):

C�est la dérivée de V le long des solutions de (2.3)

Théorème 2.4 ( Lyapunov ) [9]

Soit x� = 0 un point d�équilibre de (2.3) (sans perte de généralité on prend l�équilibre

exactement l�origine). Soit D � R2 un domaine contenant l�origine x� et V : D ! R une

fonction de classe C1 telle que

1:V (0) = 0;

2. 8x 2 D � f0g, V (x) > 0,
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3.8x 2 D, _V (x) � 0 .

Alors 0 est stable. Si de plus _V (x) < 0 et _V (0) = 0 pour tout x 2 D � f0g, alors 0 est

asymptotiquement stable.

Théorème 2.5 [9]

Soit x� = 0 un point d�équilibre de (2.3) et soit V : R2 ! R une fonction de classe C1

veri�ant :

1:8x 6= 0 V (x) > 0; V (0) = 0;

2. 8x 6= 0, _V (x) < 0 et _V (0) = 0,

3. kxk ! +1) V (x)! +1.

Alors 0 est globalement asymptotiquement stable.

2.2.4 Critère de Dulac

Dans ce paragraphe, nous nous intéréssons aux systèmes dynamiques dans le plan. Nous allons

présenter un résultat signi�catif sur la non-existence des solutions périodiques: le critère de Du-

lac. Ce critère est un outil très important qui assure la non-existence des solutions périodiques.

Soit le système planaire

8>>><>>>:
_x1 = f(x1; x2);

_x2 = g(x1; x2);

x(0) = x0 = (x1(0);x2(0))

(2.5)

Théorème 2.6 (Critère de Dulac) [44]

Supposons que D � R2 est simplement connexe. Si la divergence @f
@x1

+ @g
@x2

n�est pas iden-

tiquement nulle et de signe constant sur D, alors (2.5) n�admet pas des solutions périodiques

dans D.

Théorème 2.7 (Poincaré-Bendixson) Soit K � R2 un compact. Supposons que la solution

x(t) du système (2.5) reste dans K, pour tout t � 0, alors

i) ou bien x(t) est une orbite périodique de (2.5) .
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ii) ou bien x(t) converge vers une solution périodique de (2.5).

iii) ou bien x(t) converge vers un point d�équilibre de (2.5) .

2.2.5 Permanence

Dans ce paragraphe, nous rappelons la dé�nition de la permanence.

Dé�nition 2.11 [10]

Pour un système di¤érentiel, une composante x(t) est dite permanente s�il existe 0 < � <

�; tels que pour toute condition initial x(0) > 0; on a :

� � lim inf
t!1

x(t) � lim sup
t!1

x(t) � �:

Un système est permanent si toutes ses composantes sont permanentes.

2.3 Généralités sur les équations di¤érentielles à retard

Dans ce paragraphe, nous rappelons les résultats essentiels de la théorie des équations di¤éren-

tielles à retard. Sup-

Supposons r � 0 est un nombre réel donné. R =] �1;+1[; C([a; b]) l�espace de Banach des

fonctions continues de l�intervalle [a; b] dans Rn muni de la topologie de la convergence uniforme.

Si [a; b] = [�r; 0]; nous posons C = C([�r; 0];Rn) et nous désignons la norme d�un élément �

dans C par k�k= sup
a � � � b

j�(�)j : Si

� 2 R; A � 0; x 2 C([� � r; � +A];Rn);

alors pour tout t 2 [�; � +A], on dé�nit xt 2 C de la manière suivante :

xt(�) = x(t+ �); � 2 [�r; 0]:

Soit D est un sous ensemble de R�C et f : D ! Rn est une fonction donnée.

Dé�nition 2.12 On appelle équation di¤érentielle avec retards (ou à arguments retardés)

RDDE(f) ou encore équation di¤érentielle fonctionnelle avec retards RFDE(f) sur D l�équation
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suivante:

x0(t) = f(t; xt): (2.6)

Dé�nition 2.13 Une fonction x est appelée solution de (2.6) sur [��r; �+A] s�il esiste � 2 R,

� 2 C tels que, si x 2 C([�� r; �+A];Rn) , (t; xt) 2 D et xt satisfait l�équation (2.6) pour tout

t 2 [�; � + A). Etant donnés � 2 R, � 2 C, on dit que x(�; �) est solution de l�équation (2.6)

avec les valeurs initiales � et �, s�il existe A � 0 de telle sorte que x(�; �) est une solution de

(2.6) sur [� � r; � +A] et x�(�; �) = �.

Si la solution de l�équation (2.6) est unique, alors, nous pouvons dé�nir, pour tout t � 0 et

pour tout (�; �) 2 R� C

T (t) : �! xt(�; �):

On appelle T (t) la solution de

x0(t) = f(t; xt) t � �;

x� = �:

Dé�nition 2.14 On dit que l�équation (2.6) est linéaire si x0(t) = L(t; xt) + h(t) où L(t; xt)

est linéaire en xt; linéaire et homogène si h � 0 et linéaire non homogène si h(t) 6= 0.

Dé�nition 2.15 On dit que l�équation (2.6) est autonome si f(t; xt) = g(xt) où g ne dépend

pas de t: Dans le cas contraire, on dit que ( 2.6 ) est non autonome.

Remarque 2.2 Trouver une solution de l�équation (2.6) avec les données initiales (�; �), � 2

R, � 2 C revient à résoudre l�équation intégrale suivante

x(t) = �(0) +
R t
� f(t; xt) pour t � �;

x� = �:

Pour montrer l�existence de la solution relativement à (�; �) 2 R�C, on considère � > 0 et

toute fonction continue x sur [��r; �+�] qui coïncide avec � sur [��r; �+�] . Les valeurs des

fonctions x dé�nies sur [�� r; �+�] doivent satisfaire jx(t)� �(0)j � � . L�application usuelle
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T obtenue à partir de l�équation intégrale correspondante est dé�nie, en outre, on peut choisir

� et � de telle sorte que T envoie cette classe de fonction sur elle-même et soit complètement

continue (c�est à dire, que l�application T est continue et transforme tout ensemble borné en

ensemble relativement compact). On obtient l�existence en appliquant le théorème du point

�xe de Schauder[10].

Théorème 2.8 (Existence)[10]

Dans l�équation (2.6), Supposons que D est un sous ensemble ouvert de R � C et f une

fonction continue sur D:

Si (�; �) 2 D, alors, il existe une solution de (2.6) passant par (�; �):

Dé�nition 2.16 On dit que (t; �) ! f(t; �) est de Lipschitz par rapport à � dans l�ensemble

K de R� C s�il existe une constante k > 0 telle que, pour tout (�; �i) 2 K; i = 1; 2, on a:

jf(t; �1)� f(t; �2)j � j�1 � �2j:

Théorème 2.9 (unicité)[10]

Supposons que D est un ensemble ouvert de R � C, que f : D ! Rn est continue et

lipschizienne dans tout sous ensemble compact de D par rapport à � . Si (�; �) 2 D alors il

existe une solution unique de l�équation (2.6) relativement à (�; �):

Dans ce qui suit, nous présentons un résultat fondamental : Le théorème de continuation

de Mawhin qui est utilisé dans cette thèse pour démontrer l�existence de solutions périodiques.

2.4 Autour du théorème de continuation

La théorie du degré de coincidence a été introduit par les mathématiciens R.Gaines et J. Mawhin

dans les années 1970. Quelque temps plus tard, Mawhin continua à developper la théorie a�n de

proposer une technique sur l�existence de solutions d�équations non linéaires ce qui lui confère le

nom du théorème de continuation de Mawhin. La théorie du degré de coincidence a fourni

d�importants résultats dans le domaine de l�analyse fonctionnelle et des équations di¤érentielles.
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2.4.1 Préliminaires

Soit X et Y deux espaces vectoriels, L : X ! Y; une application linéaire et N : X ! Y une

application continue. On s�intéresse dans cette partie à l�existence et au nombre de solutions

de l�équation

Lx = Nx: (2.7)

Il est évident que dans le cas ou N est linéaire, si le déterminant du jacobien de L est non nul

alors l�équation (2.7) admet une et une seule solution. Ces conditions sont su¢ santes mais pas

nécessaires. Si le déterminant du jacobien de L est nul, l�équation (2.7) peut avoir plusieurs

solutions.

Pour le cas non linéaire, nous dé�nissons la notion du degré topologique à la place du

déterminant. Nous étudions l�existence de solutions de (2.7) dans un ouvert borné 
 de X.

Dé�nition 2.17 Equicontinuité

Une famille de fonctions F dé�nie sur un espace métrique (X; d) est dite équicontinue si:

8x 2 X; 8 " > 0;9 � > 0; tel que 8y 2 X avec d(x; y) < �;

on a jf(x)� f(y)j < ":

Dé�nition 2.18 Espace métrique compact

On dit qu�un espace métrique (E; d) est compact si toute suite d�éléments de (E; d) admet

une suite extraite qui converge vers un élément de E. Une partie de A est compacte si le sous

espace (A; d) est compact.

Dé�nition 2.19 Ensemble relativement compact

Soit X un espace topologique et A une partie de X. On dit que A est relativement compact

si son adhérence notée �A est compacte.

Théorème 2.10 Arzela-Ascoli [46]

Soit K un espace compact, (E; d) un espace métrique et C(K;F ) l�ensemble des fonctions

continues, dé�nies sur K à valeurs dans F . Une partie A de C(K;F ) est relativement compacte

si et seulement si les deux assertions suivantes sont véri�ées
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1) A est équicontinue.

2)A est uniformément bornée .

Dé�nition 2.20 Opérateur compact [46]

Soit X et Y deux espaces de Banach et 
 un ouvert de X, l�application

f : 
! Y;

est dite compacte si pour tout sous ensemble 
0 de 
; f(
0) est précompact ( ie: f(
0) est

un compact de Y ).

Théorème 2.11 [46]

Soit X et Y deux espaces normés et T : X ! Y un opérateur linéaire alors :

1. Si T est borné et dim(ImT ) <1 , alors T est compact.

2. Si dimX <1; alors T est continu et compact.

Théorème 2.12 [46]

Soit X et Y deux espaces normées et T : X ! Y un opérateur compact et S : X ! Y

un opérateur linéaire borné. Alors les opérateurs ST et TS sont aussi compacts.

2.4.2 Quelques notions algébriques

Nous allons rappeler ici quelques notions algébriques fondamentales pour l�élaboration du

théorème de continuation de Gaines et Mawhin. Soit-

Soit X et Y deux espaces normés, N : X ! Y une application continue et L : DomL � X !

Y , une application linéaire avec DomL est le domaine de L:

Dé�nition 2.21 La codimension

Soit un sous espace vectoriel fermé A de X. La codimension de A dans X est la dimension

de l�espace vectoriel quotient X=A. On la notera codimXA ou simplement codimA si aucune

confusion n�est à craindre.
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Dé�nition 2.22 Projecteur

Soit X un espace vectoriel donné, une transformation linéaire P de X dans lui même telle

que P 2 = P est appelée projecteur.

Dé�nition 2.23 Application de Fredholm d�indice zéro

L�application L est dite une application de Fredholm d�indice zéro si les trois conditions

suivantes sont véri�ées :

1. KerL est de dimension �nie.

2. ImL est fermé dans Y et de codimension �ni.

3. dimKerL = codimImL.

Si L est une application de Fredhom d�indice zéro, alors il existe deux projecteurs P et Q

P : X ! X et Q : Y ! Y;

tels que :

ImP = KerL; ImL = KerQ = Im(I �Q)

On note par Lp la restriction de L sur DomL \KerP:

Lemme 2.1 L�application Lp : DomL \KerP ! ImL est un isomorphisme.

Preuve: Divisons la preuve en deux parties

On montre d�abord que Lp est une application injective.

Soit

x 2 KerLp � KerL = ImP;

alors il existe

y 2 DomP tel que P (y) = x.

Puisque P est un projecteur alors on obtient :

x = P (y) = P (P (y)) = P (x) = 0:
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Alors

KerLp = f0g;

ce qui dit que Lp est injective.

Montrons maintenant que l�application Lp est surjective. Puisque P : X ! X est un

projecteur, alors l�espace vectoriel X peut s�écrire comme somme directe

X = KerP �KerP:

Alors

X = KerP �KerL:

Posons z 2 ImL alors il existe x 2 DomL tel que z = L(x). Puisque X = KerP � KerL

alors il existe un unique élément e 2 KerP et f 2 KerL telle que x = e+ f . On obtient :

z = L(x) = L(e+ f) = L(e) + L(f) = L(e) + 0 = L(e):

ce qui signi�e que

e 2 DomL et L(e) = z:

Lp est alors surjective.

On note maintenant par Kp l�application inverse de Lp; alors

Kp : ImL! DomL \ kerP est une application bijective

Lemme 2.2 On donne les résultats suivants

1. Sur DomL on a : KpL = I � P:

2. Sur ImL; on a : LKp = I:

Comme ImQ est isomorphe à KerL, il existe un isomorphisme

J : ImQ! kerL:
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Dé�nition 2.24 Application L-compacte

Pour tout ouvert 
 borné de X, l�application N est dite L-compact si les assertions suivantes

sont satisfaites.

1. QN( �
) est borné,

2. L�opérateur Kp(I �Q)N : �
! Y est compact.

2.4.3 Degré topologique et ses propriétés

Dé�nition 2.25 Soit f 2 C1(�
); p 2 Im f avec p =2 f(@
); le degré de f au point p sur 


noté deg(f;
; p) est dé�ni par :

deg(f;
; p) =
X

x 2 f�1(fpg)
sgn Jf (x):

où Jf (x) est le déterminant du Jacobien de f au point x et

sgn(a) =

8<: 1 si a � 0

�1 si a � 0 ,

pour tout a 2 R�:

L�invariance par homotopie est une propriété très utile. Elle permet d�obtenir le degré

topologique de fonctions complexes en se ramenant à des fonctions plus simples.

Dé�nition 2.26 Homotopie

Soit X et Y deux espaces métriques, f et g : X ! Y deux applications continues. On

dit que f est homotope à g s�il existe une application continue H : X � [0; 1] ! Y telle que

H(x; 0) = f(x) et H(x; 1) = g(x) pour tout x 2 X: On dit que l�application H est une homotopie

entre f et g. De plus la relation f homotope à g est une relation d�équivalence.
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Proposition 2.1 Invariance par homotopie

Soit H : �
 � [0; 1] ! Rn , une fonction continue et b =2 H(@
 � [0; 1]): Alors pour tout

t 2 [0; 1]; on a :

degfH(:; t);
; bg = degf H(:; 0);
; bg .

C�est cette proposition que nous allons utiliser pour calculer le degré de Brouwer dans la

preuve du théorème de l�existence de solutions périodiques positives du système (4.4).

2.4.4 Théorème de continuation

Nous sommes maintenant en mesure de présenter le théorème de continuation de Mawhin.

Théorème 2.13 (Théorème de continuation) [42]

Soit L une application de Fredholm d�indice zéro et N une application L-compact sur 
 .

On supposons que:

(a) pour tout � 2]0; 1[; toute solution u de Lu = �Nu est telle que u =2 @
 \DomL;

(b) QNu 6= 0 pour tout u 2 @
 \ kerL;

(c) degfJQN;
 \ kerL; 0g 6= 0,

Alors l�équation Lu = Nu admet au moins une solution dans DomL \ 
:

On se base sur ce théorème pour mettre en évidence l�existence de solution périodique

positive.
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Chapitre 3

EFFETS DES VARIATIONS DES

NIVEAUX D�EAU D�UN LAC

ARTIFICIEL SUR LES

INTERACTIONS DES ESPÈCES

3.1 Introduction

L�impact des �uctuations du niveau des eaux sur les communautés d�espèces a été largement

étudié dans les rivières, les lacs et les réservoirs [5, 11]. En fonction de l�extension spatiale et

temporelle les �uctuations du niveau des eaux peuvent in�uencer la dynamique et la structure

de la communauté des poissons. Récemment, dans [12], les auteurs ont examiné comment les

variations saisonnières du niveau des eaux a¤ectent les interactions proies-prédateurs dans le

lac de Pareloup dans le sud de la France. Ils ont obtenu des conditions su¢ santes qui assurent

l�existence d�une solution 1-périodique positive d�un système proie-prédateur en utilisant le

théorème de continuation basé sur la théorie du degré de coïncidence. Les résultats obtenus

con�rment l�hypothèse que les �uctuations du niveau d�eau jouent un rôle majeur sur le com-

portement dynamique du système proie- prédateur.

A�n de re�éter le comportement dynamique des modèles en fonction de l�information passée
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du système, May [16] a proposé en 1973 brièvement le système proie-prédateur avec retard :

8>>><>>>:
_x = x(t) (a1 � a11x(t� �)� a12y(t)) ;

_y = y(t) (�a2 + a21x(t)� a22y(t)) ;

(3.1)

où x(t) et y(t) sont les densités de population de la proie et le prédateur à l�instant t, respec-

tivement, les paramètres ai et aij(i; j = 1; 2) sont tous des constantes positives.

Depuis ce travail, les modèles proie-prédateur avec retard ont été largement étudiés par

des nombreux chercheurs, et des dynamiques très riches ont été observées (voir, par exemple

[19, 40] et les références qui y sont citées).

Dans ce chapitre, nous sommes préoccupés par les e¤ets du retard et du niveau des eaux

sur la dynamique globale des systèmes proie-prédateur. On cherche des conditions qui garantis-

sent l�existence d�une solution périodique positive d�un système proie-prédateur dans le lac de

Pareloup. Une telle solution garantit la survie des deux espèces. Les solutions périodiques d�un

système non autonome joue le même rôle que les points d�équilibre d�un système autonome.

Dans ce chapitre, les conditions sont liées aux valeurs de la fonction d�accessibilité r(t) qui

dépend directement du niveau des eaux du lac.

3.2 Le modèle proie-prédateur

SoitG(t) etB(t) les densités respectives de la proie et du prédateur à l�instant t. Quand

Quand un prédateur attaque une proie, il a accès à une certaine quantité de nourriture dépen-

dant du niveau d�eau. Quand le niveau d�eau est bas, le prédateur est plus en contact avec la

proie. Soit r(t) la fonction d�accessibilité à la proie. Supposons que la fonction r(t) est continue

et périodique de période 1, i.e, r est 1-périodique. Le minimum r1 est atteint au printemps et

le maximum r2 est atteint pendant l�automne. Nous notons aussi par G et B; le taux de

consommation maximum de la ressource par le prédateur et la proie, par unité de temps et mG,

le taux de consommation des proies, par le métabolisme, par unité de temps et mB; le taux de

mortalité des prédateurs. Un prédateur a besoin d�une quantité B pour se nourrir mais il aura

accès à une quantité :
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r(t)
G(t)

B(t) +D
:

Ici D mesure d�autres causes de mortalité autre que le métabolisme et la prédation. Si

r(t)G(t)

B(t) +D
� B;

alors le prédateur sera satisfait de la quantité:

B;

pour se nourrir. Sinon, le prédateur va se contenter de

r(t)
G(t)

B(t) +D
:

Par conséquent, la quantité de nourriture que reçoit un prédateur par unité de temps est

min

�
B; r(t)

G(t)

B(t) +D

�
:

Par conséquent, le modèle proie-prédateur avec retard peut être exprimé comme suit

8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (G �mGG(t� �(t)))�min

�
r(t) G(t)

B(t)+D ; B

�
B(t) ;

dB
dt (t) = eBmin

�
r(t) G(t)

B(t)+D ; B

�
B(t)�mBB(t):

(3.2)

où eB est le taux de conversion. Les

Les conditions initiales du système (3.2) sont de la forme :

G(�) = �1(�); B(�) = �2(�); � 2 [��M ; 0]; �(0) > 0; (3.3)

�i 2 C([��M ; 0]; R+); i = 1; 2:
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3.3 Résultats mathématiques

Notons par B0 = B(0) et G0 = G(0) et faisons les hypothèses suivantes :

(H1) : r2 < min

 
B (B0 +D)

G0
;
4mBmGDBe

�G�M

(G +mB)
2

!
;

(H2) : eBr1

�G � r2
mGmB

�
exp (�2G) > D > 0;

(H3) : �(t) est une fonction continue, positive, di¤érentiable et périodique de période 1 telle

que min
t2[0;1]

(1� _�(t)) > 0 (o�u _�(t) = d�(t)
dt ) .

Pour simpli�er notre représentation, nous introduisons les notations suivantes :

�f =

1Z
0

f(t)dt; fL = min
t2[0;1]

f(t); fM = max
t2[0;1]

f(t);

où f est une fonction continue périodique de période 1 et �f est la moyenne de f sur l�intervalle

[0; 1] .

3.3.1 Positivité de la solution

Dans cette partie, nous montrons que la solution du système (3.2) existe et qu�elle est positive.

Lemme 3.1 Toute solution du système (3.2) avec les conditions initiales (3.3) existe sur

[0;+1[ et elle reste positives pour tout t > 0.

Preuve: Nous allons montrer par l�absurde que G > 0 pour tout t 2 0; �[; où 0 < � � +1:

Supposons qu�il existe un t1 2 0; �[ telle que G(t1) = 0, dGdt (t1) < 0 et G(t) > 0 pour tout

t 2 ��M ; t1[:

On démontre que B(t) > 0 pour tout t 2 [0; t1[: Si cela n�est pas vrai, alors il existe un

t2 2 [0; t1) telle que B(t2) = 0 et B(t) > 0 sur [0; t2). En outre,

dB(t)

dt
� �mBB(t); 8t 2 [0; t2] :
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Donc,

B(t) � B0 exp (�mBt) > 0;8t 2 [0; t2] :

D�où

B(t2) � B0 exp (�mBt2) > 0:

Ceci est une contradiction. Donc, B(t) > 0 pour tout t 2 [0; t1). Dans l�autre cas, nous avons :

dG(t)

dt
� G(t) (G �mGG(t� �(t)))� r(t)

G(t)B(t)

B(t) +D
8t 2 [0; t1] ;

ce qui implique que :

G(t) � G0 exp
� tZ
0

�
G �mGG(s� �(s))� r(s)

B(s)

B(s) +D

�
ds
�
:

D�où

G(t1) � G0 exp
� t1Z
0

�
G �mGG(s� �(s))� r(s)

B(s)

B(s) +D

�
ds
�
> 0:

C�est une contradiction avec G(t1) = 0; donc G(t) > 0 pour tout t � 0.

3.3.2 Existence de solutions périodiques positives

Dans cette section, notre but est de mettre en évidence des conditions su¢ santes qui assurent

l�existence globale des solutions périodiques positives pour le système (3.2). Premièrement,

nous allons écrire notre modèle (3.2) sous une forme simpli�ée, deuxièment, nous allons utiliser

la méthode de degré de coïncidence, développée par Gaines et Mawhin, pour chercher les

solutions périodiques positives du système simpli�é.

Théorème 3.1 (Théoreme principal)

Sous les conditions (H1); (H2) et (H3), le système (3.2) admet au moins une solution

positive et 1-périodique.

Avant de démontrer le théorème 3.1, nous allons écrire le système sous une forme simpli�ée.

Proposition 3.1 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont veri�ées, alors pour tout
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t � 0 :

r2 G(t) < B (B(t) +D):

Preuve: Soit

u(t) = r2G(t)� B(B(t) +D):

Dans cette proposition, nous voulons montrer que si les hypothèses (H1) et (H2) sont veri�ées,

alors u(t) est strictement négatif pour tout t � 0, pour cela nous faisons un raisonnement par

l�absurde. D�aprés l�hypothèse (H1), u(0) < 0: Supposons qu�il existe un t0 positif tel que

u(t0) = 0 and
du(t0)

dt
� 0:

La condition u(t0) = 0 implique que :

B (t0) =
r2G(t0)

B
�D:

D�après la première équation du système (3.2), nous avons :

du

dt
(t0) = r2

dG

dt
(t0)� B

dB

dt
(t0);

et
du

dt
(t0) = �r (t0) [r2 + eBB]

B(t0)

B(t0) +D
G (t0) + r2 (G +mB)G (t0) � BmBD

�r2mGG (t0)G (t0 � �(t0)) :

Il suit que :

du

dt
(t0) � �r2mGG (t0)G (t0 � �(t0)) + r2 (G +mB)G (t0)� BmBD:

D�après la première équation du système (3.2), nous avons :

dG(t)

dt
� G G(t):
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En intégrant cette inégalité entre t0 � �(t0) et t0; nous trouvons :

G (t0) � G (t0 � �(t0)) eG�
M
:

D�où

G (t0 � �(t0)) � G (t0) e�G�
M
:

Alors
du

dt
(t0) � �r2mGe

�G�M [G (t0)]
2 + r2 (G +mB)G (t0)� BmBD:

L�hypothèse (H1) implique que du
dt (t0) < 0, et ceci constitue une contradiction. Donc u(t) < 0

pour tout t � 0.

Remarque 3.1 Sous les hypothèses de la proposition précédente, notre système s�écrit sous la

forme simpli�ée suivante :

8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (G �mGG(t� �(t)))� r(t)G(t)B(t)B(t)+D ;

dB
dt (t) = eBr(t)

G(t)B(t)
B(t)+D �mBB(t):

(3.4)

Preuve: (Théorème principal)

A�n d�explorer l�existence de solutions périodiques, on transforme notre problème sous la

forme abstraite du Théorème de Gaines et Mawhin, pour la recherche d�une solution d�une

équation fonctionnelle de la forme

Lu = Nu:

Posons le changement de variables suivant :

u1 = ln[G(t)]; u2(t) = ln[B(t)]:
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Alors le système (3.4) s�écrit sous la forme :

8>>><>>>:
_u1(t) = G �mG exp (u1(t� �(t)))� r(t) exp(u2(t))

exp(u2(t))+D
;

_u2(t) = eBr(t)
exp(u1(t))

exp(u2(t))+D
�mB :

(3.5)

Il est clair que si le modèle (3.5) admet une solution 1-periodique (u�1; u
�
2)
T ; alors (G�; B�)T =

(exp(u�1); exp(u
�
2))

T est une solution positive 1-periodique du système (3.4). Donc, pour com-

pléter la preuve, il su¢ t de montrer que le système (3.5) a au moins une solution 1-periodique.

Dans le but d�appliquer le théorème de Gaines et Mawhin, nous dé�nissons les espaces X et Y

de la manière suivante :

X = Y = fu = (u1; u2)T 2 C(R;R2) : u(t+ 1) = u(t)g;

et

kuk = max
t2[0;1]

ju1(t)j+ max
t2[0;1]

ju2(t)j :

Il est clair que X et Y sont des espaces de Banach munis de la norme ci-dessus.

Prenons :

L : DomL \X ! X; L(u1(t); u2(t))
T =

�du1(t)
dt

;
du2(t)

dt

�T
;

où

DomL = fu(t) = (u1(t); u2(t))T 2 C(R;R2)g;

et

N

0BBB@
u1

u2

1CCCA =

0BBB@
N1

N2

1CCCA =

0BBB@
G �mG exp (u1(t� �(t)))� r(t) exp(u2(t))

exp(u2(t))+D

eBr(t)
exp(u1(t))

exp(u2(t))+D
�mB

1CCCA :

43



On dé�nit les projecteurs P et Q comme

Pu = Qu =

0BBBBBB@

1R
0

u1(s)ds

1R
0

u2(s)ds

1CCCCCCA ; u 2 X = Y:

On voit immédiatement que :

kerL = fu 2 X : u = c 2 R2; for t 2 [0; 1]g;

et que

ImL = fu 2 X :

1Z
0

u1(s)ds =

1Z
0

u2(s)ds = 0g;

est fermée dans Y; de plus

dim kerL = codim ImL = 2;

P et Q sont des projecteurs continus tels que :

ImP = kerL ; ImL = kerQ = Im(I �Q):

Puisque ImL est fermée dans Y , L est un opérateur de Fredholm d�indice zéro. De plus,

l�inverse généralisé (de L ) Kp : ImL ! Dom L \ ker P existe et il est dé�ni par :

Kpu =

0BBBBBB@

tR
0

u1(s)ds�
1R
0

tR
0

u1(s)dsdt

tR
0

u2(s)ds�
1R
0

tR
0

u2(s)dsdt

1CCCCCCA :

Ainsi

QNu =

0BBBBBB@

1R
0

h
G �mG exp (u1(t� �(t)))� r(t) exp(u2(t))

exp(u2(t))+D

i
dt

1R
0

h
eBr(t)

exp(u1(t))
exp(u2(t))+D

�mB

i
dt

1CCCCCCA ;
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et

Kp(I �Q)Nu =

0BBBBBB@

tR
0

N1(s)ds�
1R
0

tR
0

N1(s)dsdt� (t� 1
2)

1R
0

N1(t)dt

tR
0

N2(s)ds�
1R
0

tR
0

N2(s)dsdt� (t� 1
2)

1R
0

N2(t)dt

1CCCCCCA :

A présent, on va chercher un sous ensemble ouvert borné approprié pour l�application du

Théorème de continuation à l�équation

Lu = �Nu; � 2 (0; 1):

Soit le système suivant :

8>>><>>>:
_u1 = �

h
G �mG exp (u1(t� �(t)))� r(t) exp(u2(t))

exp(u2(t))+D

i
;

_u2 = �
h
eBr(t)

exp(u1(t))
exp(u2(t))+D

�mB

i
.

(3.6)

Supposons que u = (u1; u2)T 2 X est une solution arbitraire du système (3:6) pour un certain

� 2 (0; 1):

En intégrant les deux membres du système (3:6) sur l�intervalle [0; 1] , on obtient :8>>>>>><>>>>>>:

G =
1R
0

h
mG exp (u1(t� �(t))) + r(t) exp(u2(t))

exp(u2(t))+D

i
dt;

mB =
1R
0

h
eBr(t)

exp(u1(t))
exp(u2(t))+D

i
dt:

(3.7)

D�après (3:6) et (3:7), on en déduit les relations suivantes :

1Z
0

j _u1(t)j dt � �

24 1Z
0

Gdt+

1Z
0

�
mG exp (u1(t� �(t))) d+ r(t)

exp (u2(t))

exp (u2(t)) +D

�
dt

35
� 2G;
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1Z
0

j _u2(t)j dt � �

24 1Z
0

mBdt+

1Z
0

eBr(t)
exp (u1(t))

exp (u2(t)) +D
dt

35 (3.8)

� 2mB:

Puisque u 2 X, il existe �i; �i 2 [0; 1]; i 2 f1; 2g; telles que

u1(�1) = min
t2[0;1]

u1(t) u1(�1) = max
t2[0;1]

u1(t);

u2(�2) = min
t2[0;1]

u2(t) u2(�2) = max
t2[0;1]

u2(t): (3.9)

On obtient, d�après (3:9) et la première équation de (3:7) :

G �
1Z
0

mG exp(u1(�1))dt � mG exp(u1(�1)):

Ce qui implique :

u1(�1) � ln
�
G
mG

�
:= L1: (3.10)

A partir de (3.8), on obtient

u1(t) � u1(�1) +
1Z
0

j _u1(t)j dt < ln
�
G
mG

�
+ 2G := H1 pour t � 0: (3.11)

A partir de (3.9), (3.11) et la deuxième équation de (3.7), on obtient

mB �
1Z
0

eBr(t)
exp (u1(t))

exp (u2(t))
dt � eBGr2

mG
exp (2G)

1Z
0

1

exp (u2(�2))
dt;

ce qui conduit à :

u2(�2) � ln
�
eBGr2
mGmB

�
+ 2G := L2: (3.12)

Ainsi,

u2(t) � u2(�2) +
1Z
0

j _u2(t)j dt < ln
�
eBGr2
mGmB

�
+ 2 (G +mB) := H2: (3.13)
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D�autre part, à partir de (3:9) et de la première équation de (3:7), nous remarquons que :

G =
1R
0

h
mG exp(u1(t� �(t)) + r(t) exp(u2(t))

exp(u2(t))+D

i
dt

�
1R
0

mG exp(u1(�1))dt+ r2 ;

par conséquent :

u1(�1) � ln
�
G � r2
mG

�
:= l1: (3.14)

De (3.8), nous avons

u1(t) � u1(�1)�
1Z
0

j _u1(t)j dt > ln
�
G � r2
mG

�
� 2G := H3: (3.15)

On déduit, de (3:11), que :

max
t2[0;1]

ju1(t)j � max fjH1j ; jH3jg := B1: (3.16)

D�autre part, à partir de (3.7), (3.15) et (3.9), nous avons :

mB � eBr1
�
G � r2
mG

�
exp (�2G)

1Z
0

1

expu2(�2) +D
dt;

ce qui implique :

u2(�2) � ln
�
eBr1

�G � r2
mGmB

�
exp (�2G)�D

�
:= l2; (3.17)

d�où, d�après l�hypothèse (3:8), nous avons :

u2(t) � u2(�2)�
1Z
0

j _u2(t)j dt = ln
�
eBr1(

G � r2
mGmB

) exp (�2G)�D
�
� 2mB := H4;
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donc, avec l�hypothèse (3:13), il vient que

max
t2[0;1]

ju2(t)j � maxfjH2j; jH4jg := B2: (3.18)

Il est clair que les constantes B1 et B2 sont indépendantes de � .

Pour � 2 [0; 1] considérons les équations algébriques suivantes :

8>>><>>>:
G �mG exp (u1)� � r exp (u2)

exp (u2)+D
= 0;

eB r
exp (u1)

exp (u2)+D
�mB = 0;

(3.19)

où (u1; u2)T 2 R2: En suivant le même raisonnement que (3:10) ; (3:14) ; (3:12) et (3:17), on

montre facilement que la solution (u1; u2)
T de (3:19) satisfaite :

l1 � u1 � L1 et l2 � u2 � L2: (3.20)

Posons B4 = B1 +B2 +B3; où B3 > 0 est prise su¢ samment grande de telle sorte que

B3 � jl1j+ jL1j+ jl2j+ jL2j :

Considerons l�ensemble 
 dé�ni par


 = fu 2 X :
(u1; u2)T < B4g:

Maintenant, on va démontrer que N est L�compact sur �
.

Pour tout u 2 �
; rappelons l�expression de QNu

QNu =

0BBBBBB@

1R
0

h
G �mG exp (u1(t� �(t)))� r(t) exp(u2(t))

exp(u2(t))+D

i
dt

1R
0

h
eBr(t)

exp(u1(t))
exp(u2(t))+D

�mB

i
dt

1CCCCCCA
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Ainsi

kQNuk � maxfG +mG e
B1 +

r2
D
eB2 ; eB r2 e

B1�B2 +mBg :=M�:

Alors QN(
) est bornée dans R. Par conséquent, QNu : 
 ! Z est continue. Pour tout

z 2 ImL \ Z;

Kpz =

0BBBBBB@

tR
0

z1(s)ds�
1R
0

tR
0

z1(s)dsdt

tR
0

z2(s)ds�
1R
0

tR
0

z2(s)dsdt

1CCCCCCA ;

est continu et

kKpzk �
3

2
kz(t)k ;

kKp(I �Q)Nuk �
3

2
kNuk+ 3

2
kQNuk � 3M�:

Pour tout u 2 
, nous avons :

 ddtKp(I �Q)Nu
 � 2 k[(I �Q)Nu](t)k

� 2(kNuk+ kQNuk) � 4M�:

Pour tout u 2 
; t1;t2 2 R avec t2 < t1 ; nous avons :

Kp(I �Q)Nu(t1)�Kp(I �Q)Nu(t2) =

t1Z
0

Nu(s)ds�
1Z
0

t1Z
0

Nu(s)dsdt� (t1 �
1

2
)

1Z
0

Nu(t)dt

�
t2Z
0

Nu(s)ds�
1Z
0

t2Z
0

Nu(s)dsdt� (t2 �
1

2
)

1Z
0

Nu(t)dt

=

t1Z
t2

Nu(s)ds�
1Z
0

t1Z
t2

Nu(s)dsdt� (t1 � t2)
1Z
0

(Nu(t1)�Nu(t2))dt
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d�où

kKp(I �Q)Nu(t1)�Kp(I �Q)Nu(t2)k � 4 jt1 � t2j kNuk

� 4M� jt1 � t2j

Donc, l�ensemble fKp(I �Q)Nu=u 2 �
g est equicontinu et uniformément borné.

Par application du Théorème d�Arsela-Ascoli, on peut déduire que N est L�compact sur


.

(a) Il est clair que 
 ainsi dé�ni, véri�e la partie (a) du Théorème de Mawhin : pour � 2

(0; 1), u 2 @
 \DomL, Lu 6= �u:

(b) Soit (u1; u2)T 2 @
 \KerL = @
 \ R2; (u1; u2)T est donc un vecteur constant de R2

qui véri�e (u1; u2)T = ju1j+ ju2j = B4:
Ainsi, d�après (3.20) et la dé�nition de B4, nous avons

QN

26664
u1

u2

37775 =
26664
G �mG exp (u1)� r exp(u2)

exp(u2)+D

eBr
exp(u1)

exp(u2)+D
�mB

37775 6=
26664
0

0

37775 :

Ceci montre que la condition (b) du Théorème de Mawhin est véri�ée.

(c) Dans le but de calculer le degré de Brouwer, considérons l�homotopie suivante

H�(u) = �QN(u) + (1� �)G(u) pour � 2 [0; 1];

où

G(u) =

0BBB@
G �mG exp (u1)

eBr
exp(u1)

exp(u2)+D
�mB

1CCCA :
D�après (3:20) et la construction de 
, 0 =2 H�(@
 \ Ker L) pour � 2 [0; 1]: Par ailleurs,
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l�équation algébrique G(u) = 0 admet une solution unique

(u�1; u
�
2) =

�
ln

�
G
mG

�
; ln

�
eBrG
mGmB

�D
��

2 R2:

Puisque ImQ = KerL, On peut prendre l�application J égale à l�identité (J = I):

D�après les propriétés d�invariance du degré de Brouwer par homotopie

deg(JQN;
 \KerL; 0) = deg(QN;
 \KerL; 0) = deg(G;
 \KerL; 0):

En outre, un calcul direct donne

deg(G;
 \KerL; 0) = sng
(u�1;u

�
2)2QN�1f0g

det jG(u�1; u�2)j

= sng

���������
�mG exp (u

�
1) 0

eB r exp(u�1)
exp(u�2)+D

�eB r exp(u�1+u�2)
(exp(u�2)+D)2

���������
= 1 6= 0:

De ce fait, nous venons de montrer que 
 satisfait toutes les conditions du Théorème de Mawhin,

Il s�en suit que (3.5) a au moins une solution 1�periodique. Donc, le systeme (3.4) a au moins

une solution 1�periodique. Ce qui termine la démonstration.

3.4 Permanence du système et stabilité globale de solution

Dans cette section, nous présentons des résultats préliminaires sur la permanence du système

(3.4) et la stabilité globale d�une solution périodique dont on vient de montrer l�existence.

3.4.1 Permanence du système

Dans cette partie, nous présentons des résultats préliminaires sur la bornitude des solutions et

la permanence du système.
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Théorème 3.2 Soit (G�(t); B�(t))T une solution du système (3.4) avec les conditions initiales

(3.3). Supposons que

r1 >
mBD

eB m1
: (H4)

Alors, il existe un T > 0 tel que :

8t > T; m1 � G(t) �M1 et m2 � B(t) �M2 ;

où
M1 =

G
mG

exp(G�
M ) ;M2 =

eBr2M1
mB

�D

m1 =
(G�r2)
mG

exp
�
[G � r2 �mGM1] �

L
�

;m2 =
eBr1m1
mB

�D:

Preuve: On a, d�après la première équation du système (3.4)

_G(t) � G(t) [G �mGG(t� �(t)] :

Ce qui implique que :

_G(t) � G G(t):

En intégrant cette inégalité entre les bornes t� �(t) et t; nous trouvons :

G (t) � G (t� �(t)) eG�M pour t > �M :

D�où

G (t� �(t)) � G (t) e�G�M pour t > �M :

En remplaçant ceci dans la première inégalité, nous trouvons :

_G(t) � G(t)
�
G �mG exp(�G�M )G(t)

�
pour t > �M

� mG exp(�G�M )G(t)
�
G exp(G�

M )

mG
�G(t)

�
pour t > �M :
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En utilisant un argument de comparaison des équations di¤érentielles, on montre que

lim sup
t!+1

G(t) � G
mG

exp(G�
M ) :=M1: (3.21)

Par ailleurs, il existe une constante T1 > 0, telle que pour t > T1 + �M ; nous avons

G(t) �M1: (3.22)

D�après la deuxième équation du système (3.4), on a :

_B(t) � B(t)
�
eBr2

M1

B(t) +D
�mB

�

� mBB(t)

B(t) +D

�
eBr2M1 �mBD

mB
�B(t)

�
:

En utilisant une autre fois un argument de comparaison des équations di¤érentielles, on obtient:

lim sup
t!+1

B(t) � eBr2M1 �mBD

mB
:=M2:

Par conséquent, il existe un T2 > T1 + �M telle que :

B(t) �M2 pour t > T2: (3.23)

D�autre part, conformément à la première équation du systeme (3.4), nous avons :

_G(t) � G(t)(G �mGG(t� �(t))� r2): (3.24)

Ce qui entraîne

_G(t) � G(t)(G �mGM1 � r2):

En intégrant cette inégalité entre les bornes t0 � �(t0) et t0; nous trouvons :

G (t) � G (t� �(t)) exp([G � r2 �mGM1] �
L) pour t > �M :
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D�où

G(t� �(t)) � G(t) exp(� [G � r2 �mGM1] �
L) pour t > �M ;

En remplaçant ceci dans l�inégalité (3.24), nous trouvons pour t > T2

_G(t) � G(t)
�
G �mGG(t) exp

�
� [G � r2 �mGM1] �

L
�
� r2

�
� mG exp� [G � r2 �mGM1] �

L G(t)

 
(G � r2) exp

�
[G � r2 �mGM1] �

L
�

mG
�G(t)

!
:

Il suit que :

lim inf
t!+1

G(t) � (G � r2)
mG

exp [G � r2 �mGM1] �
L := m1: (3.25)

A partir de la deuxième équation de (3.4), on a aussi l�existence d�un T3 > T2 tel que :

_B(t) � B(t)
�
eBr1

m1

B(t) +D
�mB

�
pour t > T3

� mB
B(t)

B(t) +D

�
eBr1m1 �mBD

mB
�B(t)

�
:

Ce qui implique en utilisant l�hypothèse (H4), que :

lim inf
t!+1

B(t) � eBr1m1 �mBD

mB
:= m2;

donc, il existe un T > T3 tel que B(t) > m2 pour t > T:

3.4.2 Stabilité globale de la solution 1-périodique positive

Dans cette partie, on va étudier la stabilité de la solution 1-périodique positive du système

(3.4).

Dé�nition 3.1 Une solution positive (G(t); B(t)) du système (3.4) est dite globalement as-

ymptotiquement stable si, pour toute solution (G1(t); B1(t)) T du système (3.4) avec les con-

ditions initiales (3.3), nous avons :

lim
t!+1

(j G(t)�G1(t)j+ j B(t)�B1(t)j) = 0
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Le lemme suivant dû à Barbalat est utilisé dans la preuve du théorème relatif à la stabilité

de la solution 1-périodique positive du système (3.4).

Lemme 3.2 [43]

Soient h un nombre réel et f une fonction strictement positive dé�nie sur [h; +1), intégrable

et uniformément continue sur [h ; +1). Alors

lim
t!+1

f(t) = 0

Nous sommes en mesure d�énoncer le théorème de stabilité suivant :

Théorème 3.3 Supposons que les hypothèses (H1); (H2) et (H4) sont véri�és. Supposons de

plus que

lim inf
t!+1

Ai(t) > 0; i = 1; 2;

avec

A1(t) = mG �mG (G +mGM1 +
D r2 M2 + r2 [M2]

2

D2
) (��1(t)� t)

� m2
G M1

1� � 0(��1(t)) ( �
�1(��1(t))� ��1(t) ) � eB r2(D +M2)

D2
;

et

A2(t) =
eB r1m1

(D +M2)2
� r2
D
� D r2M1mG

D2
(��1(t)� t),

où ��1(t) est la fonction inverse de �(t) = t� �(t). Alors le système (3.4) admet une solution

(G(t); B(t))T 1� périodique positive unique, globalement asymptotiquement stable.

Preuve: Soit (G(t); B(t))T une solution 1�periodique de (3.4), et (G1(t); B1(t)) T une solu-

tion positive du système (3.4) avec les conditions initiales (3.3). D�après le théorème (3.2), il

existe des constantes strictement positives T;mi et Mi, telles que, pour tout t > T

m1 � G(t) �M1 , m2 � B(t) �M2; (3.26)

m1 � G1(t) �M1 , m2 � B1(t) �M2:
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Dé�nissons la fonction V11(t) de la manière suivante :

V11(t) = j lnG(t)� lnG1(t)j : (3.27)

La dérivée supérieure de V11(t) par rapport au temps, le long des solutions de (3.4), donne le

résultat suivant :

D+V11(t) =
� 1

G(t)

d

dt
G(t)� 1

G1(t)

d

dt
G1(t)

�
sng(G(t)�G1(t)) (3.28)

= sng(G(t)�G1(t))
n

�mG(G(t� �(t))�G1(t� �(t))

�r(t) B(t)

B(t) +D
+ r(t)

B1(t)

B1(t) +D

�
(3.29)

= sng(G(t)�G1(t))
n

�mG(G(t)�G1(t))

�Dr(t) (B(t)�B1(t))
(B(t) +D)(B1(t) +D)

+mG

Z t

t��(t)

d

du
(G(u)�G1(u)) du

)

� �mG j G(t)�G1(t)j+
r2
D
j B(t)�B1(t)j

+mG

�����
Z t

t��(t)

d

dt
(G(u)�G1(u))du

����� :
En substituant (3.4) dans (3.28), on obtient:

D+V11(t) � �mG j G(t)�G1(t)j+
r2
D
j B(t)�B1(t)j

+

�����mG

Z t

t��(t)

n
[G �mG G(u� �(u))] (G(u)�G1(u))]

�mG G1(u) (G(u� �(u))�G1(u� �(u)))

+r(u)
G1(u) B1(u)

B1(u) +D
� r(u)G(u) B(u)

B(u) +D

�
du

����
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� �mG j G(t)�G1(t)j+
D r2
m2
2

j B(t)�B1(t)j (3.30)

+

�����mG

Z t

t��(t)

n
[G �mG G(u� �(u))] (G(u)�G1(u))

�mG G(u) (G(u� �(u))�G1(u� �(u)))

�D r(u)
(G(u)�G1(u)) B(u) +G1(u) (B(u)�B1(u))

(B1(u) +D) (B(u) +D)

� r(u) B(u)B1(u)(G(u)�G1(u))
(B1(u) +D) (B(u) +D)

�
du

���� .
Il suit d�après (3.26) et ( 3.30) que pour t > T

D+V11(t) � �mG j G(t)�G1(t)j+
D r2
D2

j B(t)�B1(t)j (3.31)

+mG

Z t

t��(t)

��
G +mGM1 +

D r2 M2 + r2 [M2]
2

D2

�
j G(u)�G1(u)j+

r2M1

D
j B(u)�B1(u)j

+ mG M1 j G(u� �(u))�G1(u� �(u))j
o
du .

Dé�nissons la fonction V12(t) comme :

V12(t) =

Z ��1(t)

t

Z t

�(s)
mG

� �
G +mGM1 +

D r2 M2 + r2 [M2]
2

D2

�
(3.32)

jG(u)�G1(u)j+
r2 M1

D
j B(u)�B1(u)j

+mG M1 j G(u� �(u))�G1(u� �(u))j
o
du ds .

Posons :

J(t; s) =

Z t

�(s)
mG

��
G +mGM1 +

D r2 M2 + r2 [M2]
2

D2

�
jG(u)�G1(u)j+

r2 M1

D
j B(u)�B1(u)j

+mG M1 j G(u� �(u))�G1(u� �(u))j
o
du

=

Z t

�(s)
H(t; s; u) du
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La dérivée supérieure de V12(t) par rapport au temps, donne le résultat suivant :

V 012(t) =
d ��1(t)

dt
J(t; ��1(t))� J(t; t) +

Z ��1(t)

t

d J(t; s)

dt
ds

= �
"Z t

�(t)
mG

��
G +mGM1 +

D r2 M2 + r2 [M2]
2

D2

�
jG(u)�G1(u)j+

r2 M1

D
j B(u)�B1(u)j

+mG M1 j G(u� �(u))�G1(u� �(u))j
o
du
i

+ mG ( �
�1(t)� t)

��
G +mGM1 +

D r2 M2 + r2 [M2]
2

D2

�
jG(t)�G1(t)j+

r2M1

D
j B(t)�B1(t)j

+mG M1 j G(t� �(t))�G1(t� �(t))j
o
;

car :

d ��1(t)

dt
J(t; ��1(t)) =

d ��1(t)

dt

Z t

�(��1(t))
mG

��
G +mGM1 +

D r2 M2 + r2 [M2]
2

D2

�
jG(u)�G1(u)j+

r2 M1

D
j B(u)�B1(u)j

+mG M1 j G(u� �(u))�G1(u� �(u))j
o
du

= 0;

et

J(t; t) =

Z t

�(t)
mG

��
G +mGM1 +

D r2 M2 + r2 [M2]
2

D2

�
jG(u)�G1(u)j+

r2 M1

D
j B(u)�B1(u)j

+mG M1 j G(u� �(u))�G1(u� �(u))j
o
du;

58



et

d J(t; s)

dt
= H(t; s; t)� d �(s)

dt
H(t; s; �(s)) +

Z t

�(s)

d H(t; s; u)

dt

= H(t; s; t)� 0 + 0;

d�où

Z ��1(t)

t

d J(t; s)

dt
ds = mG ( �

�1(t)� t)
��
G +mGM1 +

D r2 M2 + r2 [M2]
2

D2

�
jG(t)�G1(t)j+

r2M1

D
j B(t)�B1(t)j

+mG M1 j G(t� �(t))�G1(t� �(t))j
o
:

Donc, d�après (3.31) et (3.32), nous avons pour t > T

D+V11(t) + V
0
12(t) � �mG j G(t)�G1(t)j+

r2
D
j B(t)�B1(t)j (3.33)

+mG ( �
�1(t)� t)

� �
G +mGM1 +

D r2 M2 + r2 [M2]
2

D2

�
jG(t)�G1(t)j+

r2M1

D
j B(t)�B1(t)j

+mG M1 j G(t� �(t))�G1(t� �(t))j
o
.

Maintenant, nous dé�nissons la fonction V1(t) comme :

V1(t) = V11(t) + V12(t) + V13(t);

où

V13(t) = m
2
G M1

Z t

t��(t)

��1(��1(s))� ��1(s)
1� � 0(��1(s)) j G(s)�G1(s)j ds:
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Donc la dérivée de V13(t) est :

V 013(t) = m2
G M1

��1(��1(t))� ��1(t)
1� � 0(��1(t)) j G(t)�G1(t)j

�m2
G M1 (��1(t)� t) j G(t� �(t))�G1(t� �(t))j :

Il suit d�après (3.33) que pour t > T

D+V1(t) �
�
�mG +mG

�
G +mGM1 +

D r2 M2 + r2 [M2]
2

D2

�
(3.34)

(��1(t)� t) + m2
G M1

1� � 0(��1(t)) ( �
�1(��1(t))� ��1(t) ) ]

�
j G(t)�G1(t)j+

�
r2
D
+
r2 M1mG

D
(��1(t)� t)

�
jB(t)�B1(t)j :

Dé�nissons comme précédemment la fonction V2(t) par :

V2(t) = j lnB(t)� lnB1(t)j :

Le Calcul de la dérivée supérieure de V2(t) par rapport au temps, le long de la solution de (3.4),

nous donne :

D+V2(t) = (
1

B(t)

d

dt
B(t)� 1

B1(t)

d

dt
B1(t)) sng(B(t)�B1(t)) (3.35)

= sng(B(t)�B1(t))
�
eBr(t)

�
G(t)

B(t) +D
+ r(t)

G1(t)

B1(t) +D

��

sng(B(t)�B1(t))
�
eBr(t)

�
D (G(t)�G1(t))

(B(t) +D)(B1(t) +D)

+
B1(t) (G(t)�G1(t))
(B(t) +D)(B1(t) +D)

� G1(t) (B(t)�B1(t))
(B(t) +D)(B1(t) +D)

��

� eBr(t)
�D j G(t)�G1(t)j

D2
+
M2 j G(t)�G1(t)j

D2
� m1 j B(t)�B1(t)j

(M2 +D)2

�

� � m1 eB r1
(M2 +D)2

j B(t)�B1(t)j +
eB r2(M2 +D)

D2
j G(t)�G1(t)j :
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Considérons en�n, la fonction de Lyapunov V (t) dé�nie comme suit :

V (t) = V1(t) + V2(t);

alors, de (3.34) et ( 3.35), on obtient, pour tout t > T :

D+V (t) � �A1(t) j G(t)�G1(t)j �A2(t) j B(t)�B1(t)j ; (3.36)

où A1(t) et A2(t) sont dé�nis dans le théorème.

Donc, d�après les hypothèses, il existe des constantes strictement positives �1; �2 et T � �

T + � telles que si t � T �

Ai(t) � �i > 0 . (3.37)

Par intégration des deux membres de l�inégalité (3.36) sur l�interval [T �; t]; on obtient :

V (t) +

Z t

T �
A1(s) j G(s)�G1(s)j ds+

Z t

T �
A2(s) j B(s)�B1(s)j ds � V (T �): (3.38)

Il suit, d�après (3.37) et (3.38) que

V (t) + �1

Z t

T �
j G(s)�G1(s)j ds+ �2

Z t

T �
j B(s)�B1(s)j ds � V (T �), pour t � T � .

Donc, V (t) est bornée dans [T �;1); et on a aussi :

Z 1

T �
jG(s)�G1(s)j ds � 1 et

Z 1

T �
jB(s)�B1(s)j ds � 1 .

Le fait, d�une part, que G(t) et B(t) soient bornées et d�autre part, que G1(t) et B1(t) soient

bornées pour t assez grand, entraîne que G(t), B(t), G1(t) et B1(t) possèdent des dérivées

bornées pour t � T+r. Ceci se justi�e à partir des équations que véri�ent chacune d�elles. Il s�en

suit alors que [j G(t)�G1(t)j+ j B(t)�B1(t)j] est uniformément continue sur [T �;+1). Donc

d�après le lemme du Barbalat, on conclut que lim
t!1

j G(t)�G1(t)j = 0 et lim
t!1

j B(t)�B1(t)j =

0; d�où la conclusion.
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3.4.3 Extinction des espèces

Dans le lemme suivant, nous démontrons un résultat direct sur l�extinction des espèce. Le taux

de prédation est supérieur à son taux de consommation.

Lemme 3.3 Si la condition (H1) et la condition suivante

r1 > G (H5);

sont véri�ées, alors il existe D0 > 0 telle que pour tout 0 < D < D0, les deuc espèces

disparaissent.

Preuve: D�après l�argument de comparaison des équations di¤érentielles, nous avons :

G(t) � V (t) pour tout t � 0:

où V (t) est la solution de l�équation auxiliaire :

dV
dt (t) = GV (t)� r(t)

V (t)B(t)
B(t)+D :

V (0) = G0:

Alors :

V (t) = G0 exp

tZ
0

�
G � r(t)

B(s)

B(s) +D

�
ds:

Quand D est très petit, la quantité B(t)
B(t)+D est inférieure à 1 pour tout t. Pour tout 0 < " < 1,

il existe D0 > 0 telle que pour tout 0 < D < D0, nous obtenons :

B(t)

B(t) +D
� 1� " pour tout t:

Donc, nous avons

V (t) � G0 exp(G � r1 (1� ") t):
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Puisque r1 > G; ceci implique que pour tout " assez petit, on a

(G � r1 (1� ")) = G � r1 + r1" < 0:

Donc, on conclut que :

lim sup
t!+1

V (t) = 0;

et

lim sup
t!+1

G(t) = 0;

et par suite

lim sup
t!+1

B(t) = 0:

3.5 Exemples numérique

Nous donnons quelques exemples numériques pour étayer nos résultats théoriques. On considère

le système avec retard suivant :

8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (0:8� 0:08G(t� 0:3))�min

�
(0:6 + 0:1 cos(2�t)) G(t)

B(t)+0:4 ; 30
�
B(t);

dB
dt (t) = min

�
(0:6 + 0:1 cos(2�t)) G(t)

B(t)+0:4 ; 30
�
B(t)� 0:5B(t);

(3.39)

avec les conditions initiales

(1) G(�) = 3:5; B(0) = 9,

(2) G(�) = 3; B(0) = 8:7,

(3) G(�) = 2:5; B(0) = 8:2.
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Figure 3.1: Comportement dynamique du syst�eme (3.2)

Par un calcul direct, on pourrait facilement véri�er que (H1); (H2); (H4) sont satisfaites.

Autrement dit, toutes les conditions des théorèmes précédents sont satisfaites, d�où le sys-

tème (3.2) est permanent et admet au moins une solution 1-périodique positive. Nous obtenons

également A1(t) � 0:456 > 0 et A2(t) � 0:859 > 0, ainsi la solution positive 1-périodique

(G(t); B(t))T est unique et elle est globalement asymptotiquement stable. Dans l�exemple suiv-

ant, nous choisissons: G = 0:3;mG = 0:08;mB = 0:2; eB = 1; D = 0:05; r(t) = 1:2 + 0:2

cos(2�t). La �gure (3.3) montre que les deux espèces vont vers l�extinction, puisque G < r1:
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Figure 3.2 : Permanence du mod�ele (3.2) et periodicit�e de la solution positive

Figure 3.3 : Comportement dynamique du syst�eme ( 3.2): r1 < G
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3.6 Conclusion

Les écosystèmes aquatiques sont souvent a¤ectés par les activités humaines. Cette étude fournit

des résultats préliminaires de l�évolution d�un écosystème basé sur la gestion des eaux. En

utilisant le théorème de continuation de Gaines et Mawhin de la théorie du degré de coïncidence,

nous avons établi des conditions su¢ santes pour l�existence de solutions périodiques positives

d�un système proie-prédateur avec retard. D�après le théorème 3:1, nous avons observé que le

retard joue un rôle important dans l�existence des solutions périodiques positives. En outre,

en construisant une fonction de Lyapunov, nous avons obtenu des conditions su¢ santes pour

la stabilité et l�unicité de la solution périodique. Notre travail a donné quelques suggestions

précieuses pour sauver les deux espèces et la régulation des populations lorsque les paramètres

écologiques et environnementaux sont a¤ectés par des facteurs périodiques. D�un point de vue

biologique, les résultats les plus intéressants sont les suivants : le niveau d�eau peut déformer

le comportement du système, car il modi�e l�équilibre écologique entre les populations des

proies et prédateurs. Nous avons montré que les conditions (H1); (H2) jouent un rôle crucial

dans la coexistence de ces deux espèces. En e¤et, si la fonction r qui dépend directement du

niveau d�eau du lac est entre deux valeurs critiques, les deux espèces peuvent coexister et ils

auront tendance à varier avec la même période que celle de l�oscillation de l�environnement.

Au contraire, du lemme (3:3), si la fonction d�accessibilité est supérieure au taux de croissance

intrinsèque de la proie, ( si le niveau d�eau est inférieur à une valeur critique), alors la proie

s�éteint et donc les prédateurs vont disparaissent. En conclusion, un programme de gestion

d�eau doit être établi pour éviter la disparition des espèces.
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Chapitre 4

ÉTUDE MATHÉMATIQUE D�UN

MODÈLE PROIE-PRÉDATEUR

AVEC FLUCTUATION

4.1 Introduction et modèle mathématique

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le modèle proie-prédateur avec retard :

8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (G �mGG(t� �(t)))�min

�
r(t) G(t)

B(t)+D ; B

�
B(t);

dB
dt (t) = eBmin

�
r(t) G(t)

B(t)+D ; B

�
B(t)�mBB(t):

avec les conditions initiales positives suivantes :

G(�) = �1(�); B(�) = �2(�); � 2 [��M ; 0]; �(0) > 0;

�i 2 C([��M ; 0]; R+); i = 1; 2:

où le taux de prédation r(t) est une fonction périodique continue de période 1.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier le modèle proie-prédateur suivant :

8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (G �mGG(t)�min

�
r(t) G(t)

B(t)+D ; B

�
B(t);

dB
dt (t) = eBmin

�
r(t) G(t)

B(t)+D ; B

�
B(t)�mBB(t):

(4.1)

avec les conditions initiales :

G(0) = G0 > 0; B(0) = B0 > 0

où le taux de prédation r(t) n�est pas une fonction continue 1-périodique mais est une fonction

qui a seulement deux périodes chaque année c-à-d :

r(t) =

8>>><>>>:
r+ = r(1 + �) sur [nT; (n+ �)T ]

r� = r(1� �) sur [(n+ �)T; (n+ 1)T ]

(4.2)

où 0 < � < 1 et r est le taux de prédation moyen. Dans un premier pas, nous considérons le

modèle avec � = 0, et le modèle se réduit à un système d�équations di¤érentielles ordinaires,

sur lequel nous étudions la persistance, l�extinction des prédateurs et la stabilité des équilibres.

Dans le second modèle, nous prenons en compte les variations du niveau d�eau dans le lac

(� 6= 0), et le modèle obtenu est un modèle à commutation; nous montrons l�existence d�un

domaine invariant, qui contient toutes les solutions périodiques annuelles du système.

4.2 Positivité et bornitude des solutions

Dans cette section, nous montrons que le modèle à commutation (4.1)-(4.2) est bien posé dans

le sens suivant: Pour toute paire de conditions initiales positives (G0; B0), (4.1)-(4.2) a une

solution unique qui reste positive et bornée. Pour cela, nous utilisons les résultats suivants

(voir par exemple [4]) :
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Lemme 4.1 Si a; b > 0 et d X
d t � ( � ) X(t) (a� b X(t)), avec X(0) > 0 alors

lim sup
t ! 1

X(t) � a

b
(lim inf
t ! 1

X(t) � a

b
):

En e¤et, ce résultat est quantitativement équivalent au lemme suivant :

Lemme 4.2 Si a; b > 0 et d X
d t � X(t) (a� b X(t)) , avec X(0) > 0, alors pour tout t � 0

X(t) � a

b� c e�a t , avec c = b� a

X(0)
:

En particulier X(t) � maxfX(0); abg pour tout t � 0:

Nous établissons d�abord le résultat suivant :

Lemme 4.3 Soit h : R2 ! R une fonction dé�nie par :

h : (G;B)! min(f(G;B); B)

Si f est localement lipchitzienne, alors la fonction h est localement lipchitzienne.

Preuve: Il est facile de voir que

h (G;B) =
1

2
(f(G;B) + B � jf(G;B) + Bj)

Si f est localement lipchitzienne, alors h est aussi localement lipchitzienne d�où l�existence

locale et l�unicité de la solution.

Proposition 4.1 (A): Toutes les solutions (G(t); B(t)) du système (4.1)-(4.2) sont positives,

i.e G(t) > 0; B(t) > 0 sur un intervalle maximal du temps [0; T ):

(B): Toutes les solutions (G(t); B(t)) du système (4.1)-(4.2) sont bornées, pour tout t � 0:
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Preuve: (a) Il est clair que G = 0 et B = 0 sont deux isoclines nulles. Ainsi, le cadrant positif

est positivement invariant.

(b) D�après la première équation du système (4.1), nous avons

dG

dt
(t) � G(t) (G �mGG(t)) :

D�après le lemme (4.2), on suppose G0 � G
mG

on a G(t) � G
mG

Soit z(t) = eBG(t) +B(t); donc nous avons:

dz

dt
+mB z = eB(G +mB)G� eBmGG

2

� eB(G +mB)
2

4mG
= �:

On obtient donc le resultat suivant:

0 < z(G(t); B(t)) � �

mB
(1� e�mB t) + z(G(0); B(0))e�mB t:

Quand t!1, 0 < z � �
mB
:

Ceci termine la preuve de la bornitude de la solution. Le système considéré est donc dissi-

patif.

4.3 Modèle Proie-prédateur en l�absence des variations des

niveaux des eaux

4.3.1 Modèle réduit et permanence

En absence de toute action sur le lac (� = 0), on peut supposer que r(t) = r pour tout t, donc

le système prend la forme :

8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (G �mGG(t))�min

�
r G(t)
B(t)+D ; B

�
B(t);

dB
dt (t) = eBmin

�
r G(t)
B(t)+D ; B

�
B(t)�mBB(t):

(4.3)
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Dans ce cas, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.2 la population va survivre si les hypothèses suivantes sont satisfaites

(H1) : r < min
�
B(B0+D)

G0
; 4 mB mG D B

(G+mB)2

�
;

(H2) : 0 < r1 < r < r2 ,

où r1 =
G�

r
2G�

4 mB mG D

eB

2 et r2 =
G+

r
2G�

4 mB mG D

eB

2 :

Preuve: Nous allons utiliser l�hypothèse (H1) pour écrire notre système sous une forme ré-

duite. On démontre la proposition suivante :

Proposition 4.3

Pour tout t � 0 r G(t) < B (B(t) +D):

En e¤et, considérons

u(t) = rG(t)� B(B(t) +D):

Donc d�après l�hypothèse (H1); u(0) < 0; ce qui implique que u(t) < 0 pour tout t � 0:

Autrement, il existe t0 > 0 telle que :

u(t0) = 0 et
du(t0)

dt
� 0:

La condition u(t0) = 0 implique que :

B (t0) =
r2G(t0)

B
�D:

En utilisant la première équation du système (4:3), nous avons :

du

dt
(t0) = r

dG

dt
(t0)� B

dB

dt
(t0);
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et
du

dt
(t0) = �r [r + eBB]

B(t0)

B(t0) +D
G (t0) + r (G +mB)G (t0) � BmBD

�rmGG (t0)
2 :

Il suit que :
du

dt
(t0) � �rmG [G (t0)]

2 + r (G +mB)G (t0)� BmBD:

D�après l�hypothèse (H1), dudt (t0) < 0, et ceci constitue une contradiction. Donc u(t) < 0 pour

tout t � 0. Ainsi, notre système s�écrit sous la forme réduite suivante :

8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (G �mGG(t))� rG(t)B(t)B(t)+D ;

dB
dt (t) = eBr

G(t)B(t)
B(t)+D �mBB(t):

(4.4)

Maintenant on va utiliser le système (4.4). En utilisant la première équation du système, nous

avons
dG

dt
� (G � r)G(t)�mG(G(t))

2:

Donc, il existe T > 0 telle que pour tout t > T

G(t) � (G � r)
mG

:= �:

D�autre part, la deuxième équation du système (4.4), nous donne, pour tout t > T ,

dB

dt
� eBr

�B(t)

B(t) +D
�mBB(t)

� 1

B +D
((eBr��mBD)B �mBB

2):

D�après le théorème de comparaison, il existe T1 > T telle que pour tout t > T1,

B(t) � eBr�

mB
�D := �:
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D�après (H2), il exist T2 > 0 telle que, pour tout t > T2, � � G(t) � � et � � B(t) � �, où

� = maxf GmG
; �
mB
g, ce qui termine la preuve.

Une application directe des propositions précédentes, nous donne le résultat suivant :

Corollaire 4.1 (Permanence) Si les conditions (H1) et (H2) sont satisfaits, alors le système

(4.4) est permanent.

Proposition 4.4 Si l�hypothèse (H1) et la condition suivante

(H3) : r <
mB mG D

eB G

sont satisfaites, alors lim sup
t!1

B(t) = 0, ie, le prédateur va à l�extinction.

Preuve: La deuxième équation du système (4.4), nous donne :

dB

dt
= eBr

G B

B +D
�mB B

� (eBr
G
mG D

�mB) B .

Ceci implique que

B (t) � B 0 e

�
r
eB G
mG D

�mB

�
t
:

La condition (H3) implique

lim sup
t!1

B(t) = 0:

4.3.2 Analyse d�état d�équilibre

Les points d�équilibre pour le système (4.4) sont solutions du système algébrique suivant :

8>>><>>>:
G(t)(G �mGG(t)� r B(t)

B(t)+D ) = 0;

B(t)(eB r
G(t)

B(t)+D �mB)B(t) = 0;

(4.5)

Les solutions de (4.5) sont :
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(i) E0 = (0; 0) (équilibre trivial),

(ii) E1 = (
G
mG
; 0) ( équilibre sans prédateur ),

(iii) E� = (G�; B�) (équilibre positif), qui est solution du système :8>>><>>>:
G �mGG� � r B�

B�+D
= 0;

eB r
G�

B�+D
�mB = 0:

(4.6)

La deuxième équation du système (4.6) nous donne :

B� =
eBrG�
mB

�D;

En substituant B� dans la première équation du système (4.6), nous obtenons :

G �mGG� � r
� eBrG�

mB
�D

eBrG�
mB

�
= 0;

ce qui donne

�mGeB(G�)
2 + eB(G � r)G� �DmB = 0: (4.7)

C�est une équation du deuxième degré, dont le discriminant est :

� = [eB(G � r)]2 + 4DeBmGmB

= e2B

�
(G � r)2 +

4DmGmB

eB

�
:

Donc les solutions de l�équation (4.7) sont

G1� =
(G � r) +

q
(G � r)2 + 4mGmBD

eB

2mG
et G2� =

(G � r)�
q
(G � r)2 + 4mGmBD

eB

2mG
:

Comme G� > 0 et B� > 0, on prend seulement l�équilibre :

G� =
(G � r) +

q
(G � r)2 + 4mGmBD

eB

2mG
; B� =

eBrG�
mB

�D:
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L�existence d�un état d�équilibre le plus intéressant E�, où les deux populations proie et pré-

dateur coexistent, exige une condition supplémentaire,

(Hc
3) : r >

mGmBD

eBG
:

Stabilité locale

La nature et la stabilité locale des états d�équilibres est donnée dans la proposition suivante

Proposition 4.5 i) (E0) est toujours un état d�équilibre instable.

ii) (E1) sous (H3) est un n�ud stable et un point selle sous (Hc
3).

iii) L�équilibre positif (E�) est un foyer localement stable si la condition (Hc
3) et

(Hc
4) : r >

eB 
2
G

4DmG
:

sont satisfaites.

Avant de démontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.4 sous la condition (Hc
3), on a

G� <
G
mG

:

Preuve: D�après la condition (Hc
3); nous avons :

mGmBD

eBG
< r;

ce qui implique que
DmGmB

eB
< r G;

c�est-à-dire

4
DmGmB

eB
< 4 r G:

Il suit que

(G � r)2 + 4
DmGmB

eB
< (G � r)2 + 4 r G + 42G � 42G;
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de là

(G � r)2 + 4
DmGmB

eB
< (G � r)2 + 42G � 4G(G � r)

donc

(G � r)2 + 4
DmGmB

eB
< (2G � (G � r))2:

Il suit que r
(G � r)2 + 4

DmGmB

eB
< 2G � (G � r);

donc

(G � r) +
r
(G � r)2 + 4

DmGmB

eB
< 2G;

autrement dit :
(G � r) +

q
(G � r)2 + 4DmGmB

eB

2mG
<
G
mG

;

c�est-à-dire

G� <
G
mG

:

Preuve: de la proposition (4.5)

Pour connaitre les propriétés de la stabilité locale des équilibres, on calcule la matrice Jacobienne

du système (4.4) :

J =

0BBB@
(G �mGG� r B

B+D )�mGG eBr
B

B+D

�r GD
(B+D)2

(eB r
G

B+D �mB)� eB r GB
(B+D)2

1CCCA :

En ce qui concerne l�origine E0 = (0; 0), il vient :

J(0; 0) =

0BBB@
G 0

0 �mB

1CCCA ;
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qui est une matrice diagonale et admet donc deux valeurs propres réelles distinctes �1 = G

> 0 et �2 = �mB < 0 de signes contraires. Il s�agit donc d�un point selle.

Pour le second équilibre E1 = (
G
mG
; 0), nous avons :

J
� G
mG

; 0
�
=

0BBB@
�G 0

�r G
D mG

eB r G�D mG mB

D mG

1CCCA :

C�est est une matrice triangulaire qui admet donc deux valeurs propres réelles distinctes �1 =

�G < 0 et �2 =
eB r G�D mG mB

D mG
; Il s�agit donc d�un n�ud stable sous l�hypothèse (H3) et

d�un point un selle sous l�hypothèse (Hc
3).

Concernant l�equilibre positif E� = (G�; B�), nous avons :

J(G�; B�) =

0BBB@
�mGG� eBr

B�
B�+D

�r G�D
(B�+D)2

� eB r G� B�
(B�+D)2

1CCCA :
En utilisant le fait que

r
G�

B� +D
=

mB

eB
;

r
B�

B� +D
= (G �mGG�);

nous obtenons :

J(G�; B�) =

0BBB@
�mGG� eB(G �mGG�)

�DmB
eB

1
B�+D

�mB
r (G �mGG�)

1CCCA :

Ainsi :

trJ = �mGG� �
mB

r
(G �mGG�) < 0;
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et

det J =
mGmB

r
G�(G �mGG�) +

D mB

B� +D
(G �mGG�)

= (G �mGG�)
�mGmB

r
G� +

D mB

B� +D

�
> 0;

d�où la stabilité asymptotique locale de cet équilibre.

De plus :

�E� = (trJ)2 � 4(detJ)

= (
mB

r
(G �mGG�) +mGG�)

2 � 4(G �mGG�)(
mGmB

r
G� +

D mB

B� +D
)

= (
mB

r
(G �mGG�)�mGG�)

2 � 4 D mB

B� +D
(G �mGG

�):

On utilise le fait que

B� =
eBr

mB
G� �D:

On obtient

�E� = (
mB

r
(G �mGG�)�mGG�)

2 � 4D m2
B

eBrG�
(G �mGG�):

Comme G� <
G
mG

alors

�E� < (
mB

r
(G �mGG�))

2 � 4 D m2
B

eBr
G
mG

(G �mGG�)

< (G �mGG�)

�
m2
B

r2
(G �mGG�)� 4

D m2
BmG

eB r G

�
<

m2
B

r
(G �mGG�)

�
1

r
(G �mGG�)� 4

D mG

eB G

�
<

m2
B

r
(G �mGG�)

�
1

r
G � 4

D mG

eB G

�
:

D�après la condition (Hc
4); �E� doit être strictement négatif et donc E� = (G�; B�) est un

foyer stable.
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Stabilité globale

Nous avons obtenu les conditions d�existence d�un équilibre positif et leurs conditions de

stabilité locale. Nous avons observé que l�instabilité de l�équilibre E1 implique l�existence d�un

point d�équilibre intérieur positif E�. La condition pour la stabilité asymptotique locale de E�

est donnée par (Hc
3). Maintenant, nous analysons la stabilité globale de (E�): Pour cela, nous

appliquons le critère de Dulac. Construisons la fonction H(G;B) = 1
GB telle que H(G;B) > 0

pour tout G > 0; B > 0:

En utilisant les dé�nitions

F1(G;B) = G(t) (G �mGG(t))� r
G(t)B(t)

B(t) +D
;

et

F2(G;B) = eBr
G(t)B(t)

B(t) +D
�mBB(t);

nous obtenons,

div(HF1;HF2) =
@(HF1)

@G
+
@(HF2)

@B
= �mG

B
� eBr

(B +D)2
< 0:

Ceci montre que div(HF1;HF2) ne change pas de signe ( n�est pas identiquement nulle ) dans

le quadrant positif. Selon le critère Bendixson- Dulac, il suit que le système (4.4) n�a aucune

trajectoire fermée, et donc pas de solution périodique à l�intérieur du quadrant positif , ainsi

(G(t); B(t)) tend soit vers ( GmB
; 0) , soit vers (G�; B�). Nous pouvons énoncer le résultat suivant

:

Proposition 4.6 Le système (4.4) ne peut pas avoir un cycle limite à l�intérieur du quadrant

positif.

En utilisant le fait que la solution est bornée, on obtient donc le résultat suivant :

Corollaire 4.2 (i) Supposons que nous avons les conditions (H1); (H2) et (Hc
3) , alors l�équilibre

positif E� est globalement asymptotiquement stable.

(ii) Si (H1); (H2) et (H3) sont satisfaites , alors l�équilibre positif E� n�existe pas et

l�équilibre E1 est globalement asymptotiquement stable.
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Figure4.1 : La courbe bleue repr�esente la population des proies,

la courbe rouge repr�esente la population des pr�edateurs

r = 0:8;mG = 0:005; G = 2:6; D = 0:4; eB = 0:3;mB = 0:5

Figure 4.2 : Solution num�erique du syst�eme (4:4) avec les param�etres:

r = 0:5;mG = 0:07; G = 1; D = 2; eB = 0:2;mB = 0:8
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4.4 E¤et du niveau des eaux

La discussion ci-dessus repose sur l�hypothèse que les paramètres d�environnement sont tous des

constantes par rapport au temps, pour lesquelles nous avons étudié la persistance des solutions.

Dans cette section nous sommes intéressés par l�analyse du système (4.4) en prenant en compte

la �uctuation des niveaux des eaux dans le lac (� 6= 0): Pour simpli�er, on considère deux

saisons importantes où r(t) est divisé en deux cas :

r(t) =

8>>><>>>:
r+ = r(1 + �) saison haute;

r� = r(1� �) saison basse:

Les saisons changent séquentiellement haute! faible ! haute.... La saison haute commence

dans les temps tn; n = 0; 2; 4; :::; avec un taux de prédation élevé r+, et dure pendant un

intervalle du temps � � t = T� où t est la durée de la période (i.e une année) et 0 < � < 1.

Elle est suivie par la saison basse dans les temps tn+1; n = 1; 3; 5:::; avec un taux de prédation

faible r� et dure pour (1� �) � t = T+.

Par conséquent, une trajectoire du système (4.4) est une liaison des arcs des trajectoires des

systèmes suivants :

8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (G �mGG(t))�min ( r+G(t)B(t)+D ; B)B(t);

dB
dt (t) = eBmin (

r+G(t)
B(t)+D ; B)B(t)�mBB(t);

(4.8)

et 8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (G �mGG(t))�min ( r�G(t)B(t)+D ; B)B(t);

dB
dt (t) = eBmin (

r�G(t)
B(t)+D ; B)B(t)�mBB(t):

(4.9)

La stratégie pour resoudre le système (4.4) est de calculer la solution dans les intervalles du

temps entre tn et tn+1. Chaque intervalle du temps a un taux de prédation constant (i.e., soit

r+ or r�) et les valeurs initiales Gn et Bn.
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Le long de ce paragraphe, nous supposons,

(H4)
mGmBD

eBG
< r� < r+ < min

�
B (B0 +D)

G0
;
4mBmGDB

(G +mB)
2

�
:

Premièrement, nous réécrivons les systèmes (4.8)-(4.9) sous une forme plus simple, comme ce

qui a été fait dans la section précédente. Nous avons la proposition suivante

Proposition 4.7 Pour tout t � 0, r+ G(t) < B (B(t) +D)

Preuve: la démonstration de cette proposition est semblable à celle de la proposition 4.3 .

Ainsi, sous l�hypothèse (H4), nous pouvons réduire les systèmes (4.8)-(4.9) sous les formes

suivantes :

8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (G �mGG(t))� r+G(t)B(t)

B(t)+D ;

dB
dt (t) = eB

r+G(t)B(t)
B(t)+D �mBB(t);

(4.10)

et 8>>><>>>:
dG
dt (t) = G(t) (G �mGG(t))� r�G(t)B(t)

B(t)+D ;

dB
dt (t) = eB

r�G(t)B(t)
B(t)+D �mBB(t):

(4.11)

Nous démontrons comme nous l�avons fait pour le système (4.4), que sous la condition

(H5) : r� >
eB 

2
G

4DmG
;

les sous-systèmes (4.10) et (4.11) ont respectivement les équilibres suivants :

G�+ =
(G � r+) +

q
(G � r+)2 + 4DmGmB

eB

2mG
; B�+ =

eBr+G
�
+

mB
�D;

G�� =
(G � r�) +

q
(G � r�)2 + 4DmGmB

eB

2mG
; B�� =

eBr�G
�
�

mB
�D;

qui sont des foyers stables pour chaque système.
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Maintenant, nous allons énoncer le résultat principal de ce chapitre .

Théorème 4.1 Sous l�hypothèse (H4) et (H5), il existe un domaine positivement invariant

� � R+ � R+ pour le système à commutation (4.1) de manière saisonnière, délimité par un

arc de trajectoire du système (4.10) et un arc de trajectoire du système (4.11), et entourant les

deux foyers (G�+ ; B
�
+) et (G

�
� ; B

�
�).

Preuve: Désignons par �+ et ��, les segments reliant respectivement les points (0; 0) et

(G�+; B
�
+) et les points (G

�
�; B

�
�) et (

G
mG
; 0);( voir �gure (4.3) ).

Maintenant, nous dé�nissons une application continue de Poincaré sur le segment �+ :

P : �+ �! �+

(G�0; B
�
0) 7�! (G�2; B

�
2)

où, (G�2; B
�
2) 2 �+ est dé�ni comme suit : nous considérons l�arc de la trajectoire du système

(4.11) qui commence du point (G�0; B
�
0) et se termine au premier point d�intersection (G

�
1; B

�
1)

avec ��. Ensuite, nous considérons l�arc de la trajectoire du système (4.10) qui commence du

point (G�1; B
�
1) et se termine au premier point d�intersection (G�2; B

�
2) avec �+. La �gure 4.3

montre une illustration de l�application P : �+ ! �+:

Il est clair que P (0; 0) 2 �+ et P (G�+; B�+) 2 �+, donc P (�+) � �+, par unicité des trajec-

toires des systèmes (4.10) et (4.11) et d�après le théorème de point �xe , P a un point �xe unique

(G+; B+) 2 �+. Ensuite, la liaison de l�arc de trajectoire du système (4.10), qui commence du

point (G+; B+) et se termine au point (G�; B�) 2 ��, et l�arc de la trajectoire du système

(4.11), qui commence du point (G�; B�) et se tremine au point (G+; B+), délimite le domaine

�.

Le domaine � est positivement invariant par le système à commutation (4.1)-(4.2). En e¤et,

sur la frontière @�de �; le champ de vecteur dé�ni par le système (4.1) est dirigé vers l�intérieur
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de � où il est est tangent à @� puisque cette frontière est constituée des arcs des trajectoires.

Figure 4.3 : Illustration de l�application P : �+ �! �+

Théorème 4.2 Sous l�hypothèse (H4)et (H5), pour tout k 2 N�, le système à commutation

(4.1)-(4.2) possède au moins une solution 1�périodique sur �:

Preuve: En utilisant le théorème du point �xe de Brouwer, nous montrons l�existence d�au

moins une solution périodique pour le système à commutation (4.1)-(4.2) dans le domaine �.

Nous appliquons ce théorème à l�application de Poincaré associée au système (4.1)-(4.2).

�k : R+ � R+ �! R+ � R+

(G0; B0) 7�! (G(k); B(k));

où k 2 N� et (G(t); B(t)) est la solution du système périodique (4.1)-(4.2) partant du point

(G0; B0) à l�instant t0 = 0. Cette application est évidemment une application continue. Nous

avons déjà montré que � est un domaine compact positivement invariant pour le système (4.1)-
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(4.2). Par conséquent, pour tout k 2 N�, nous avons �k(�) � �, puis, en utilisant le théorème

du point �xe de Brouwer, �k a au moins un point �xe (G�k; B
�
k) dans � pour tout k 2 N�. Pour

nos simulations numériques nous utiliserons un tel point comme condition initial, (voir la �gure

4.4) et r(t) comme suit

r(t) =

8<: 2 pour t 2 [n; n+ 0:5]

1 pour t 2 [n+ 0:5; n+ 1]
:

Le comportement périodique de la solution du modèle (4.1)-(4.2) est illustré sur la �gure 4.4.

Figure 4.4 : Comportement dynamique du syst�eme �a commutation

(4:1)� (4:2) : mG = 0:005; G = 2:6; D = 0:4; eB = 0:3;mB = 0:5

4.5 Conclusion

Les résultats de cette étude démontrent comment les variations du niveau des eaux peuvent

in�uencer la répartition des espèces des poissons. En l�absence d�action sur le lac (modèle (4.4)),

en utilisant la théorie de stabilité des équations di¤érentielles ordinaires, on a démontré qu�il
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existe un équilibre intérieur stable ( sous certaines conditions ). Le seuil entre la persistance

et l�extinction dépend de façon critique du taux de prédation r. En e¤et, nous avons montré

que si le taux de prédation n�est pas très élevé (i.e (H1); (H2)), alors les deux populations

coexistent. Les résultats de la stabilité globale de l�équilibre sont obtenus en prouvant la non-

existence d�une solution périodique non-trivial; en appliquant le critère de Dulac et le théorème

de Poincaré-Bendixon .

En revanche, si l�on tient compte de la variation des niveaux des eaux, nous avons prouvé

dans certaines conditions, l�existence d�un domaine invariant � contenant au moins une solution

1�périodique positive. Ces conditions dépendent du taux de prédation r+; r� qui dépendent

directement des niveaux des eaux du lac. Ecologiquement parlant: si la fonction d�accessibilité

r(t) est entre deux valeurs critiques (condition (H4)), les deux espèces peuvent coexister et

ont tendance à �uctuer à la même période que l�environnement. Au contraire, à partir de la

proposition (4:4), si les niveaux des eaux sont assez élevés, les interactions entre les proies et

les prédateurs sont très rares et ces derniers vont disparaitre. Du point de vue de l�écologie,

ce phénomène n�est pas souhaitable. Donc, nous devons aussi prêter attention aux valeurs du

niveau des eaux a�n de continuer à développer des écosystèmes durables.
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Ré su m é :
L es interac tions proie-pré d ateu r s ontinflu enc é es par d e nombreu x fac teu rs
é c ologiq u es . D ans c ette thès e, on é tu d ie u n mod èle d e pré d ateu r-pré d ateu r
pé riod iq u e retard é avec ré troac tion né gative ins tantané e pou ré tu d ierl'impac t
d u niveau d 'eau s u r la pers is tanc e d e d eu x popu lations d e pois s ons vivant
d ans u n lac artific iel. En u tilis antle thé orème d e la c ontinu ité d e la thé orie d u
d egré d e c oïnc id enc e, et en c ons tru is ant d es fonc tionnels d e L yapu nov
c onvenables , u n ens emble d e c ond itions s u ffis antes vé rifiables es td é rivé pou r
l'exis tenc e, l'u nic ité etla s tabilité globale d e s olu tions pé riod iq u es pos itives au
mod èle

M ots c lé s:
M od èle d e pré d ateu r-proie, S olu tion pé riod iq u e, Thé orème d e d egré d e
c oïnc id enc e, Temps d e retard , Fonc tion d e L yapu nov, S tabilité globale.

A bstrac t:
P rey–pred ator interac tions are influ enc ed by many ec ologic alfac tors . In this
thes is , a d elayed period ic prey–pred ator mod elwith ins tantaneou s negative
feed bac k is inves tigated to s tu d y the impac tof waterlevelon pers is tenc e of
two fis h popu lations living in an artific iallake. B y u s ing the c ontinu ation
theorem ofc oinc id enc e d egree theory, and by c ons tru c ting s u itable L yapu nov
fu nc tionals , a s etof eas ily verifiable s u ffic ientc ond itions is d erived for the
exis tenc e, u niq u enes s and globals tability of pos itive period ic s olu tions to the
mod el.

Keyword s:
P red ator–prey mod el, P eriod ic s olu tion, C oinc id enc e d egree theorem , Time
d elay L yapu nov fu nc tional, Globals tability.

صا :لملخ
وامل البی��ة والفر�سة من ق�ل العدید من الع س  تر ت المف لا وذج في.تت�ٔ�ر تفا� س نم هذه أ�طرو�ة، ندر

ين  لى اس�تمرار اثن ت المیاه � و� ير مس�ت ود فعل سلبیة لحظیة تٔ�خر �راسة ت�ثٔ والفر�سة مع رد س  تر ي المف ور ا�
صطناعیة يرة ا في بح ش  تي تع� صدفة، .من أ�سماك ال �س�تمراریة لنظریة در�ة من ق�یل ال �س�ت�دام نظریة 

ف م�اس�بة  و ون و�ة و وبناء �ب �س�تقرار ظیف�ة �م و ود  وج ش�تق من  ط كاف�ة يمكن التحقق منها م شرو من ال
وذج وریة الإيجابیة �لنم ول د و�المي لحل التفرد 

ث ت البح :كلما
ي،  ور والفر�سة، �ل ا� س  تر وذج المف �س�تقرارنظریة در�ة نم و ف  و ون وظیفة �ب ت،  وق ير ال .صدفة ، تٔ��
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a b s t r a c t

Prey–predator interactions are influenced by many ecological factors. In this paper, a de-
layed periodic prey–predator model with instantaneous negative feedback is investigated
to study the impact of water level on persistence of two fish populations living in an
artificial lake. By using the continuation theorem of coincidence degree theory, and by con-
structing suitable Lyapunov functionals, a set of easily verifiable sufficient conditions is de-
rived for the existence, uniqueness and global stability of positive periodic solutions to the
model. Numerical simulation is carried out to illustrate the feasibility of our main results.

© 2014 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

The impact of water level fluctuations on the species communities has been widely studied in rivers, lakes and reser-
voirs [1–4]. Depending on the spatial and temporal extension water level fluctuations can influence the dynamics and
structure of the fish community. Recently, in [5], the authors examine how seasonal variations in water level affect the
outcome of prey–predator interactions in Pareloup lake in the south of France. The Pareloup lake is one of the five biggest
artificial lakes in France, situated between Rodez and Millau (1260 ha, 168 × 106 m3). Its maximum depth is 37 m, and
mean depth is 12.5 m, allowing to store water during seasons of high electricity demand. The management of this lake is
of considerable ecological importance. Significant variations of the water level of the lake can have a strong impact on the
persistence of some species. In fact, the increase of water volume hinders the capture of the prey by the predator. The same
reasoning is applied when there is a decrease in the volume of water, favoring the capture of the prey by the predator. The
authors propose a new model to describe the interaction between roach species as prey and pike species as predator. The
obtained results indicate that the water level has a qualitative effect on the dynamic behavior of the prey–predator system.
Very recently, Moussaoui et al., in [6] investigated a more complex interaction among three species living in the Pareloup
lake under seasonal succession; the authors showed that the system is permanent under some appropriate conditions and
obtained sufficient conditions which ensure the existence of the positive 1-periodic solution (see [6]).

As pointed out by Freedman and Wu [7] and Kuang [8], it would be of interest to study the global existence of periodic
solutions for systems with periodic delays. In order to reflect the dynamical behaviors of the models depending on the past
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information of the system, May [9] first proposed and discussed in 1973 briefly the delayed predator–prey system
ẋ = x(t) (a1 − a11x(t − τ) − a12y(t))
ẏ = y(t) (−a2 + a21x(t) − a22y(t))

(1)

where x(t) and y(t) can be interpreted as the population densities of the prey and the predator at time t , respectively, τ is
the feedback time delay of the prey to the growth of the species itself, the parameters ai and aij (i, j = 1, 2) are all positive
constants.

Since this remarkablework, delayed prey–predatormodels have been studied extensively bymany researchers, and very
rich dynamics have been observed (see, for example [10–29] and references cited therein).

Motivated by the above reasons, and considering that the delaymay occur in the competition among preys; in this paper,
we are concerned with the effects of the water level and time delays due to negative feedbacks on the global dynamics of
the predator–prey systems. This is to look for conditions which guarantee the existence of a positive periodic solution of
the system with the same period as the coefficients, such a solution describes an equilibrium situation consistent with the
variability of environmental conditions and such that both populations survive. The trajectories in the phase plane of these
solutions of the nonautonomous system take the place of the equilibria points of the autonomous system. The significance
of the paper is that the conditions are related to the values of the accessibility function r(t) which depends directly on the
water level of the lake.

The organization of this paper is as follows. In the next section, a brief description of the model is presented, and the
positivity of the solutions is proved. In Section 3, sufficient conditions are obtained for the existence of positive periodic
solutions of the delayed prey–predator model by using Gains and Mawhin’s continuation theorem of coincidence degree
theory. In Section 4, by constructing a suitable Lyapunov functional, the uniqueness and global stability of positive periodic
solutions of the delayed prey–predator model is our main concern. Two examples are given in Section 5 to illustrate the
feasibility of our main results. A brief discussion is presented in Section 6.

2. Prey–predator model

Let G(t) and B(t) be respectively the biomass of the prey and predator at time t . When a predator attacks a prey, it has
access to a certain quantity of food depending on the water level. When water level is low the predator is more in contact
with the prey. Let r(t) be the accessibility function for the prey. It is assumed that the function r(t) is annual periodic and
continuous, that is, r is 1-periodic. The minimum value r1 is reached in spring and the maximum value r2 is attained during
autumn, denoted respectively by γG and γB the maximum consumption rate of the resource by the prey and predator. Let eB
be the conversion rate of the prey in biomass and mG, mB be respectively the consumption rate of biomass by metabolism
of the prey and predator. The predator needs a quantity γBB(t) for his food, but he has access to a quantity

r(t)
G(t)B(t)
B(t) + D

here D measures the other causes of mortality outside the metabolism and predation. It gives the extent to which environ-
ment provides protection to the prey. If

r(t)G(t)
B(t) + D

≥ γB

then the predator will be satisfied with the quantity

γBB(t)

for his food. Otherwise, i.e if
r(t)G(t)
B(t) + D

≤ γB

the predator will content himself with

r(t)
G(t)B(t)
B(t) + D

.

Consequently, the quantity of food received by the predator is

min


γB, r(t)
G(t)

B(t) + D


B(t).

Accordingly, the delayed prey–predator model can be expressed as
dG
dt

(t) = G(t) (γG − mGG(t − τ(t))) − min

r(t)

G(t)
B(t) + D

, γB


B(t)

dB
dt

(t) = eB min

r(t)

G(t)
B(t) + D

, γB


B(t) − mBB(t).

(2)
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The initial conditions for system (2) take the form of

G(θ) = φ1(θ), B(θ) = φ2(θ), θ ∈ [−τM , 0], φ(0) > 0

φi ∈ C([−τM , 0], R+), i = 1, 2. (3)

To simplify our representation, we introduce the following notations:

f̄ =

 1

0
f (t)dt, f L = min

t∈[0,1]
f (t), f M = max

t∈[0,1]
f (t).

Let B0, G0 be respectively the initial density of the predator and prey with B0 > 0 and G0 > 0. Throughout this paper, we
suppose that:

(H1): r2 < min


γB(B0+D)

G0
,

4mBmGDγBe−γGτM

(γG+mB)
2


;

(H2): eBr1


γG−r2
mGmB


exp (−2γG) > D > 0;

(H3): τ(t) is a non negative and continuously differentiable periodic functionwith period 1,mint∈[0,1](1− τ̇ (t)) > 0 (where
τ̇ (t) =

dτ(t)
dt ).

By the theory of functional differential equations [30], it is clear that system (2) has a unique positive solution which
satisfies the initial condition (3).

The following standard analysis shows that the model (2) is biologically sound.

Lemma 1. Every solution of system (2)with initial conditions (3) exists in the interval [0, +∞[ and remains positive for all t ≥ 0.

Proof. Firstly, we show that G > 0 for all t ∈ [0, α), where 0 < α ≤ +∞. Otherwise, there exists a t1 ∈ [0, α) such that
G(t1) = 0, dG

dt (t1) < 0 and G(t) > 0 for all t ∈

−τM , t1


.

Hence, there must have B(t) > 0 for all t ∈ [0, t1). If this statement is not true, then there exists a t2 ∈ [0, t1) such that
B(t2) = 0 and B(t) > 0 on [0, t2). Furthermore,

dB(t)
dt

≥ −mBB(t), ∀t ∈ [0, t2] .

Then,

B(t) ≥ B0 exp (−mBt) > 0, ∀t ∈ [0, t2] .

Thus

B(t2) ≥ B0 exp (−mBt2) > 0.

It is a contradiction. Hence, B(t) > 0 for all t ∈ [0, t1). On the other hand

dG(t)
dt

≥ G(t) (γG − mGG(t − τ(t))) − r(t)
G(t)B(t)
B(t) + D

∀t ∈ [0, t1] .

Then

G(t) ≥ G0 exp
 t

0


γG − mGG(s − τ(s)) − r(s)

B(s)
B(s) + D


ds.

Thus

G(t1) ≥ G0 exp
 t1

0


γG − mGG(s − τ(s)) − r(s)

B(s)
B(s) + D


ds > 0.

It is a contradiction with G(t1) = 0, so G(t) > 0 for all t ≥ 0. We complete the proof.

3. Existence of positive periodic solutions

In this section, using the Gains andMawhin’s continuation theorem of coincidence degree theory, we show the existence
of positive periodic solutions to system (2) with initial conditions (3). For convenience, in the following we shall summarize
a few concepts and results from [31] that will be used in this section.

Let X and Y be real Banach spaces, L : DomL ⊂ X → Y a linear mapping, and N : X → Y a continuous mapping. The
mapping L is called a Fredholm mapping of index zero if dimKerL = codimImL < +∞ and ImL is closed in Y . If L is called a
Fredholm mapping of index zero and there exist continuous projectors P : X → X , and Q : Y → Y such that ImP = KerL,
KerQ = ImL = Im(I−Q ), then the restriction Lp of L toDomL∩KerP : (I−P)X → ImL is invertible. Denote the inverse of Lp by
Kp. IfΩ is an open bounded subset of X , the mapping N will be called L-compact on Ω̄ if QN(Ω̄) is bounded and Kp(I −P)N :

Ω → X is compact. Since ImQ is isomorphic to KerL, there exists an isomorphism J : ImQ → KerL.
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Lemma 2 (Continuation Theorem). Let X and Y be two Banach spaces and L be a Fredholm mapping of index zero. Assume that
N : Ω̄ → Y is L-compact on Ω̄ with Ω open bounded in X. Furthermore, assume that

(a) For each λ ∈ (0, 1), x ∈ ∂Ω ∩ DomL, Lx ≠ λNx,
(b) for each x ∈ ∂Ω ∩ ker L, QNx ≠ 0,
(c) deg{JQN, Ω ∩ ker Ł, 0} ≠ 0, where deg (·, ·, ·), is the Brouwer degree.

Then the equation Lx = Nx has at least one solution in DomL ∩ Ω̄.

Now we state and prove our main theorem on the existence of positive 1-periodic solutions of system (2).

Theorem 1. Assume that (H1) and (H2) hold, then system (2) with initial conditions (3) has at least one positive 1-periodic
solution.

Before proving Theorem 1, we first rewrite system (2) in a simpler form.

Proposition 1. For all t ≥ 0, r2G(t) < γB(B(t) + D).

Proof. Let u(t) = r2G(t) − γB(B(t) + D).
Note that u(0) < 0 by condition (H1). It is claimed that u(t) < 0 for all t ≥ 0. If this were not the case, there exists t0 > 0

such that:

u(t0) = 0 and
du(t0)
dt

≥ 0.

The condition u(t0) = 0 implies that

B (t0) =
r2G(t0)

γB
− D.

From (2), we get

du
dt

(t0) = r2
dG
dt

(t0) − γB
dB
dt

(t0)

and
du
dt

(t0) = −r (t0) [r2 + eBγB]
B(t0)

B(t0) + D
G (t0) + r2 (γG + mB)G (t0) − γBmBD − r2mGG (t0)G (t0 − τ(t0)) .

It follows that
du
dt

(t0) ≤ −r2mGG (t0)G (t0 − τ(t0)) + r2 (γG + mB)G (t0) − γBmBD.

Integrating the first equation of (2) between the limits t0 − τ(t0) and t0, we find

G (t0) ≤ G (t0 − τ(t0)) eγGτM

from which

G (t0 − τ(t0)) ≥ G (t0) e−γGτM

then
du
dt

(t0) ≤ −r2mGe−γGτM
[G (t0)]2 + r2 (γG + mB)G (t0) − γBmBD.

Condition (H1) implies that du
dt (t0) < 0 and we obtain a contradiction. This implies that u(t) < 0 for all t ≥ 0. Conse-

quently system (2) is reduced to the simple form
dG
dt

(t) = G(t) (γG − mGG(t − τ(t))) − r(t)
G(t)B(t)
B(t) + D

dB
dt

(t) = eBr(t)
G(t)B(t)
B(t) + D

− mBB(t).
(4)

Now, we come back to the proof of Theorem 1. In order to explore the existence of periodic solutions, we should embed
our problem in the frame of Lemma 2.

Since solutions of (2) remained positive for all t ≥ 0, we let

u1 = ln[G(t)], u2(t) = ln[B(t)]. (5)
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On substituting (5) into system (4), we obtain
u̇1(t) = γG − mG exp (u1(t − τ(t))) − r(t)

exp (u2(t))
exp (u2(t)) + D

u̇2(t) = eBr(t)
exp (u1(t))

exp (u2(t)) + D
− mB.

(6)

It is easy to see that if system (6) has one 1-periodic solution (u∗

1, u
∗

2)
T , then (G∗, B∗)T = (exp(u∗

1), exp(u∗

2))
T is a posi-

tive 1-periodic solution of system (4). Therefore, to complete the proof, it suffices to show that system (6) has at least one
1-periodic solution.

We define

X = Y = {u = (u1, u2)
T

∈ C(R, R2) : u(t + 1) = u(t)}

and

∥u∥ = max
t∈[0,1]

|u1(t)| + max
t∈[0,1]

|u2(t)| .

It is not difficult to show that X and Y are both Banach spaces when they are endowed with the above norm.
Let L : DomL ∩ X → X , L(u1(t), u2(t))T = (

du1(t)
dt ,

du2(t)
dt )T where DomL = {u(t) = (u1(t), u2(t))T ∈ C(R, R2)} and

N : X → X

N

u1
u2


=


N1
N2


=

γG − mG exp (u1(t − τ(t))) − r(t)
exp (u2(t))

exp (u2(t)) + D

eBr(t)
exp (u1(t))

exp (u2(t)) + D
− mB

 .

Define the projectors P and Q as

Pu = Qu =


 1

0
u1(s)ds 1

0
u2(s)ds

 , u ∈ X = Y .

It is not difficult to show that

ker L =

u ∈ X : u = c ∈ R2, for t ∈ [0, 1]


and

ImL =


u ∈ X :

 1

0
u1(s)ds =

 1

0
u2(s)ds = 0


is closed in Y and

dimkerL = codimImL = 2

and P and Q are continuous projectors such that

ImP = kerL, ImL = kerQ = Im(I − Q ).

Therefore, L is Fredholmmapping of index zero. Furthermore, the generalized inverse (to L) Kp : ImL → Dom L∩ ker P exists
and is given by

Kpu =


 t

0
u1(s)ds −

 1

0

 t

0
u1(s)dsdt t

0
u2(s)ds −

 1

0

 t

0
u2(s)dsdt

 .

Thus

QNu =


 1

0


γG − mG exp (u1(t − τ(t))) − r(t)

exp (u2(t))
exp (u2(t)) + D


dt 1

0


eBr(t)

exp (u1(t))
exp (u2(t)) + D

− mB


dt
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and

Kp(I − Q )Nu =


 t

0
N1(s)ds −

 1

0

 t

0
N1(s)dsdt −


t −

1
2

 1

0
N1(t)dt t

0
N2(s)ds −

 1

0

 t

0
N2(s)dsdt −


t −

1
2

 1

0
N2(t)dt

 .

Obviously, QN and Kp(I − Q )N are continuous. Since X is Banach space, using the Arzela–Ascoli Theorem, it is easy to show
that Kp(I − Q )N(Ω̄) is compact for any open bounded set Ω ⊂ X . Moreover, QN(Ω) is bounded. Thus, N is L-compact on
Ω with any open bounded set Ω ⊂ X .

Now, we are in the position to search for an appropriate open, bounded subset Ω for the application of the continuation
theorem, Lemma 2. For the operator equation Lu = λNu, λ ∈ (0, 1), we have

u̇1 = λ


γG − mG exp (u1(t − τ(t))) − r(t)

exp (u2(t))
exp (u2(t)) + D


u̇2 = λ


eBr(t)

exp (u1(t))
exp (u2(t)) + D

− mB


.

(7)

Assume that u = (u1, u2)
T

∈ X is an arbitrary solution of system (7) for a certain λ ∈ (0, 1). Integrating both sides of (7)
over the interval [0, 1], we obtain

γG =

 1

0


mG exp (u1(t − τ(t))) + r(t)

exp (u2(t))
exp (u2(t)) + D


dt

mB =

 1

0


eBr(t)

exp (u1(t))
exp (u2(t)) + D


dt.

(8)

From (7) and (8), we get 1

0
|u̇1(t)| dt ≤ λ

 1

0
γGdt +

 1

0


mG exp (u1(t − τ(t))) d + r(t)

exp (u2(t))
exp (u2(t)) + D


dt


≤ 2γG 1

0
|u̇2(t)| dt ≤ λ

 1

0
mBdt +

 1

0
eBr(t)

exp (u1(t))
exp (u2(t)) + D

dt


≤ 2mB.

(9)

Since u ∈ X , there exist ζi, ηi ∈ [0, 1], i ∈ [1, 2], such that

u1(ζ1) = min
t∈[0,1]

u1(t) u1(η1) = max
t∈[0,1]

u1(t)

u2(ζ2) = min
t∈[0,1]

u2(t) u2(η2) = max
t∈[0,1]

u2(t). (10)

From (10) and the first equation of (8), we can see

γG ≥

 1

0
mG exp(u1(ζ1))dt ≥ mG exp(u1(ζ1))

which implies that

u1(ζ1) ≤ ln


γG

mG


:= L1 (11)

and along with (9), one obtains

u1(t) ≤ u1(ζ1) +

 1

0
|u̇1(t)| dt < ln


γG

mG


+ 2γG := H1 for all t ≥ 0. (12)

On the other hand, from (10), (12) and the second equation of (8), we also obtain

mB ≤

 1

0
eBr(t)

exp (u1(t))
exp (u2(t))

dt ≤
eBγGr2
mG

exp (2γG)

 1

0

1
exp (u2(ζ2))

dt

which reduces to

u2(ζ2) ≤ ln

eBγGr2
mGmB


+ 2γG := L2 (13)
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and similar to (12) we derive from (9) that

u2(t) ≤ u2(ζ2) +

 1

0
|u̇2(t)| dt < ln


eBγGr2
mGmB


+ 2 (γG + mB) := H2. (14)

On the other hand, from (10) and the first equation of (8) we can derive that

γG =

 1

0


mG exp(u1(t − τ(t))) + r(t)

exp (u2(t))
exp (u2(t)) + D


dt

≤

 1

0
mG exp(u1(η1))dt + r2

we get

u1(η1) ≥ ln


γG − r2
mG


:= l1 (15)

thus we derive from (9) that

u1(t) ≥ u1(η1) −

 1

0
|u̇1(t)| dt > ln


γG − r2
mG


− 2γG := H3 (16)

which, together with (12), leads to

max
t∈[0,1]

|u1(t)| ≤ max {|H1| , |H3|} := B1. (17)

On the other hand, from (8), (16) and (10), we also have

mB ≥ eBr1


γG − r2
mG


exp (−2γG)

 1

0

1
exp u2(η2) + D

dt

which implies

u2(η2) ≥ ln

eBr1

γG − r2
mGmB


exp (−2γG) − D


:= l2 (18)

which along with (9), yields

u2(t) ≥ u2(η2) −

 1

0
|u̇2(t)| dt = ln


eBr1


γG − r2
mGmB


exp (−2γG) − D


− 2mB := H4

which, together with (14), leads to

max
t∈[0,1]

|u2(t)| ≤ max {|H2| , |H4|} := B2. (19)

Obviously, B1 and B2 are both independent of λ.
Next, for µ ∈ [0, 1], we consider the following algebraic equations:

γG − mG exp (u1) −
µr exp (u2)

exp (u2) + D
= 0

eBr
exp (u1)

exp (u2) + D
− mB = 0

(20)

where (u1, u2)
T

∈ R2. By a similar argument of (11), (15), (13) and (18), we can derive the solutions (u1, u2)
T of (20) that

satisfy

l1 ≤ u1 ≤ L1 and l2 ≤ u2 ≤ L2. (21)

Denote B4 = B1 + B2 + B3, where B3 > 0 is taken sufficiently large such that B3 ≥ |l1| + |L1| + |l2| + |L2|, we define Ω =

{u ∈ X :
(u1, u2)

T
 < B4}. Now we check the conditions of Lemma 2.

(a) From (17) and (19), one can see that for each λ ∈ (0, 1), u ∈ ∂Ω ∩ DomL, Lu ≠ λu.
(b)When (u1, u2)

T
∈ ∂Ω ∩ker L = ∂Ω ∩R2, then (u1, u2)

T is a constant vector in R2 with
(u1, u2)

T
 = |u1|+|u2| = B4.

Then from (21) and the definition of B4, we have

QN

u1
u2


=

γG − mG exp (u1) − r
exp (u2)

exp (u2) + D

eBr
exp (u1)

exp (u2) + D
− mB

 ≠


0
0


.
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(c) To compute the Brouwer degree, let us consider the homotopy

Hµ(u) = µQN(u) + (1 − µ)G(u) for µ ∈ [0, 1],

where

G(u) =

γG − mG exp (u1)

eBr
exp (u1)

exp (u2) + D
− mB

 .

From (21), it is easy to show that 0 ∉ Hµ(∂Ω ∩ KerL) for µ ∈ [0, 1]. Moreover, one can easily show that the alge-

braic equation G(u) = 0 has a unique solution (u∗

1, u
∗

2) =


ln


γG
mG


, ln


eBrγG
mGmB

− D


in R2. By the invariance property of
homotopy, direct calculation produces

deg(JQN, Ω ∩ KerL, 0) = deg(QN, Ω ∩ KerL, 0) = deg(G, Ω ∩ KerL, 0);

or

deg(G, Ω ∩ KerL, 0) = sng
(u∗

1,u∗
2)∈QN−1{0}


det

G(u∗

1, u
∗

2)
 

= sng


−mG exp


u∗

1


0

eBr exp

u∗

1


exp


u∗

2


+ D

−eBr exp

u∗

1 + u∗

2


(exp


u∗

2


+ D)2

 = 1 ≠ 0.

By now we have proved that Ω satisfies all requirements of Lemma 2. Thus system (6) has at least one 1-periodic solution.
As a consequence, system (4) has at least one positive 1-periodic solution. The proof is complete.

Remark 1. We established existence which leads to a criterion of species survival. It is based on the values of the function
r which depends directly on the water level of the lake. The result given by Theorem 1 has an interesting ecological
interpretation, since it illustrates that suitable water levels can be advantageous in terms of species survival.

4. Uniqueness and global stability

We now proceed to the discussion on the uniqueness and global stability of the 1-periodic solution (G∗(t), B∗(t))T in
Theorem 1. It is immediate that if (G∗(t), B∗(t))T is globally asymptotically stable then (G∗(t), B∗(t))T is unique in fact. We
first derive certain upper bound and lower bound estimates for solutions of system (4).

Theorem 2. Let (G(t), B(t))T denote any positive solution of (4) with initial conditions (3), assume further that

r1 >
mBD
eBm1

(H4)

holds. Then there exists a T > 0 such that if t > T ,

m1 ≤ G(t) ≤ M1, m2 ≤ B(t) ≤ M2,

where

M1 =
γG

mG
exp(γGτ

M), M2 =
eBr2M1

mB
− D,

m1 =
(γG − r2)

mG
exp


[γG − r2 − mGM1]τ

L

, m2 =

eBr1m1

mB
− D.

Proof. It follows from the positivity of the solution of (4) that

Ġ(t) ≤ G(t) [γG − mGG(t − τ(t))] .

Using the fact that

G(t − τ(t)) ≥ G(t) exp(−γGτ
M) for t > τM

we get

Ġ(t) ≤ G(t)

γG − mG exp(−γGτ

M)G(t)


for t > τM

≤ mG exp(−γGτ
M)G(t)


γG exp(γGτ

M)

mG
− G(t)


for t > τM .



178 A. Moussaoui et al. / Nonlinear Analysis: Real World Applications 21 (2015) 170–184

A standard comparison argument shows that

lim sup
t→+∞

G(t) ≤
γG

mG
exp(γGτ

M) := M1. (22)

Hence, there exists a T1 > 0 that if t > T1 + τM , we have

G(t) ≤ M1. (23)

According to the second equation of system (4), we have

Ḃ(t) ≤ B(t)

eBr2

M1

B(t) + D
− mB


≤

mBB(t)
B(t) + D


eBr2M1 − mBD

mB
− B(t)


.

Also using a standard comparison argument we can get that

lim sup
t→+∞

B(t) ≤
eBr2M1 − mBD

mB
:= M2.

Therefore, there exists a T2 > T1 + τM such that

B(t) ≤ M2 for t > T2. (24)

On the other hand, according to the first equation of system (4), we have

Ġ(t) ≥ G(t)(γG − mGG(t − τ(t)) − r2)

and using the fact that

G(t − τ(t)) ≤ G(t) exp(− [γG − r2 − mGM1] τ L) for t > τM ,

therefore, for t > T2, we get

Ġ(t) ≥ G(t)

γG − mGG(t) exp


− [γG − r2 − mGM1] τ L

− r2


≥ mG exp−


[γG − r2 − mGM1] τ L


G(t)


(γG − r2) exp


[γG − r2 − mGM1] τ L


mG

− G(t)


it follows that

lim inf
t→+∞

G(t) ≥
(γG − r2)

mG
exp


[γG − r2 − mGM1] τ L


:= m1. (25)

Along with the second equation of (4), we also get that there exists a T3 > T2 such that

Ḃ(t) ≥ B(t)

eBr1

m1

B(t) + D
− mB


for t > T3

≥ mB
B(t)

B(t) + D


eBr1m1 − mBD

mB
− B(t)


.

If (H4) holds, then

lim inf
t→+∞

B(t) ≥
eBr1m1 − mBD

mB
:= m2 (26)

thus, there exists T > T3 such that B(t) > m2 for t > T . We now formulate the uniqueness and global stability of the
positive 1-periodic solutions of system (4).

Theorem 3. In addition to (H1), (H2) and condition (H4), assume further that lim inft→+∞ Ai(t) > 0, i = 1, 2 where

A1(t) = mG − mG


γG + mGM1 +

Dr2M2 + r2(M2)
2

D2

 
σ−1(t) − t


−

m2
GM1

1 − τ̇ (σ−1(t))


σ−1(σ−1(t)) − σ−1(t)


−

eBr2(D + M2)

D2

A2(t) =
m1eBr1

(M2 + D)2
−

r2
D

−
M1r2
D

(σ−1(t) − t)

(27)
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in which σ−1(t) is the inverse function of σ(t) = t − τ(t). Then system (4) has a unique positive-periodic solution (G(t), B(t))T
which is globally asymptotically stable.

Proof. Let (G(t), B(t))T be a positive 1-periodic solution of (4), and (G1(t), B1(t))T be any positive solution of system (4)
with the initial conditions (3). It follows from Theorem 2 that there exist positive constants T ,mi and Mi, such that for all
t > T

m1 ≤ G(t) ≤ M1, m2 ≤ B(t) ≤ M2,

m1 ≤ G1(t) ≤ M1, m2 ≤ B1(t) ≤ M2. (28)

We define

V11(t) =
 ln G(u) − ln G1(u)

. (29)

Calculating the upper right derivative of V11(t) along solutions of (4), it follows that

D+V11(t) =


Ġ(t)
G(t)

−
Ġ1(t)
G1(t)


sng (G(t) − G1(t))

= sng (G(t) − G1(t))


−mG(G(t − τ(t)) − G1(t − τ(t))) − r(t)

B(t)
B(t) + D

+ r(t)
B1(t)

B1(t) + D



= sng (G(t) − G1(t))


−mG(G(t) − G1(t)) − Dr(t)

(B(t) − B1(t))
(B(t) + D)(B1 (t) + D)

+ mG

 t

t−τ(t)
(Ġ(u) − Ġ1(u))du



≤ −mG
G(t) − G1(t)

+ r2
D

B(t) − B1(t)
+ mG


 t

t−τ(t)


Ġ(u) − Ġ1(u)


du

. (30)

On substituting (4) into (30), we derive that

D+V11(t) ≤ −mG
G(t) − G1(t)

+ r2
D

B(t) − B1(t)


+mG


 t

t−τ(t)


γG − mGG1(u − τ(u))


G(u) − G1(u)


− mGG(u)


G(u − τ(u)) − G1(u − τ(u))


+ r(u)

G1(u)B1(u)
B1(u) + D

− r(u)
G(u)B(u)
B(u) + D

du


≤ −mG

G(t) − G1(t)
+ r2

D

B(t) − B1(t)


+mG


 t

t−τ(t)
[γG − mGG1(u − τ(u))] (G(u) − G1(u)) − mGG(u)(G(u − τ(u)) − G1(u − τ(u)))

−Dr(u)
(G(u) − G1(u))B(u) + G1(u)(B(u) − B1(u))

(B(u) + D)(B1(u) + D)
− r(u)

B(u)B1(u)(G(u) − G1(u))
(B(u) + D)(B1(u) + D)

du

. (31)

It follows from (28) and (31) that for t > T

D+V11(t) ≤ −mG
G(t) − G1(t)

+ r2
D

B(t) − B1(t)


+mG

  t

t−τ(t)


γG + mGM1 +

Dr2M2 + r2(M2)
2

D2

G(u) − G1(u)


+
r2M1

D

B(u) − B1(u)
+ mGM1

G(u − τ(u)) − G1(u − τ(u))
du. (32)

Define

V12(t) =

 σ−1(t)

t

 t

σ(s)
mG


γG + mGM1 +

Dr2M2 + r2(M2)
2

D2

G(u) − G1(u)


+
r2M1

D

B(u) − B1(u)
+ mGM1

G(u − τ(u)) − G1(u − τ(u))
duds. (33)
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We obtain from (32) and (33) that for t > T

D+V11(t) + V̇12(t) ≤ −mG
G(t) − G1(t)

+ r2
D

B(t) − B1(t)


+mG(σ
−1(t) − t)


γG + mGM1 +

Dr2M2 + r2(M2)
2

D2

G(t) − G1(t)


+mGM1
G(t − τ(t)) − G1(t − τ(t))

+ r2M1

D
|B(t) − B1(t)|


. (34)

We now define

V1(t) = V11(t) + V12(t) + V13(t),

where

V13(t) = m2
GM1

 t

t−τ(t)

σ−1(σ−1(s)) − σ−1(s)
1 − τ̇ (σ−1(s))

G(s) − G1(s)
ds.

It then follows from (34) that for t > T

D+V1(t) ≤


−mG + mG


γG + mGM1 +

Dr2M2 + r2(M2)
2

D2


σ−1(t) − t


+

m2
GM1

1 − τ̇ (σ−1(t))


σ−1(σ−1(t)) − σ−1(t)

G(t) − G1(t)


+

 r2
D

+
r2M1mG

D


σ−1(t) − t

B(t) − B1(t)
. (35)

Similarly, we define

V2(t) =
 ln B(t) − ln B1(t)


and along with (28) we get that

D+V2(t) = sgn

B(t) − B1(t)

 
eBr(t)

 G(t)
B(t) + D

−
G1(t)

B1(t) + D



= sgn

B(t) − B1(t)


eBr(t)


D(G(t) − G1(t))

(B1(t) + D)(B(t) + D)

+
B1(t)(G(t) − G1(t))

(B(t) + D)(B1(t) + D)
−

G1(t)(B(t) − B1(t))
(B(t) + D)(B1(t) + D)



≤ eBr(t)


D
G(t) − G1(t)


D2

+
M2
G(t) − G1(t)


D2

−
m1
B(t) − B1(t)


(M2 + D)2



≤
−m1eBr1
(M2 + D)2

B(t) − B1(t)
+ eBr2(M2 + D)

D2

G(t) − G1(t)
. (36)

We now define a Lyapunov functional V (t) as

V (t) = V1(t) + V2(t)

it then follows from (35) and (36) that for t > T

D+V (t) ≤ −A1(t)
G(t) − G1(t)

− A2(t)
B(t) − B1(t)

 (37)

where A1(t) and A2(t) are defined in (27).
By hypothesis, there exist positive constants α1, α2 and T ∗

≥ T + τM such that if t ≥ T ∗

Ai(t) ≥ αi > 0. (38)
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Integrating both sides of (37) on interval [T ∗, t],

V (t) +

 t

T∗

A1(s)
G(s) − G1(s)

ds +

 t

T∗

A2(s)
B(s) − B1(s)

ds ≤ V (T ∗). (39)

It follows from (38) and (39) that

V (t) + α1

 t

T∗

G(s) − G1(s)
ds + α2

 t

T∗

B(s) − B1(s)
ds ≤ V (T ∗) for t ≥ T ∗.

Therefore, V (t) is bounded on [T ∗, ∞), and also
∞

T∗

G(s) − G1(s)
ds < ∞ and


∞

T∗

B(s) − B1(s)
ds < ∞.

By Theorem 2,
G(s) − G1(s)

 and B(s) − B1(s)
 are bounded on [T ∗, ∞). On the other hand, it is easy to see that Ġ(t), Ḃ(t),

Ġ1(t) and Ḃ1(t) are bounded for t ≥ T ∗. Therefore,
G(s) −G1(s)

 and B(s) − B1(s)
 are uniformly continuous on [T ∗, +∞).

By Barbalat’s Lemma [32] we conclude that

lim
t→∞

G(t) − G1(t)
 = lim

t→∞

B(t) − B1(t)
 = 0.

The proof is complete.

In the following lemma, we prove a straightforward result on the extinction of the prey. Namely, if the accessibility function
for the prey is greater than its maximum consumption rate, then it will face extinction.

Lemma 3. If (H1) and the following hold

r1 > γG (H5)

then there exists D0 > 0 such that for all 0 < D < D0, the prey species in system (4) will be driven to extinction.
Proof. By the comparison principle for differential equations, we obtain

G(t) ≤ V (t) for all t ≥ 0

where V (t) is a solution of the auxiliary equation

dV
dt

(t) = γGV (t) − r(t)
V (t)B(t)
B(t) + D

V (0) = G0.

Then

V (t) = G0 exp
 t

0


γG − r(t)

B(s)
B(s) + D


ds.

When D is small enough, the quantity B(t)
B(t)+D is close to 1 for all t . For all 0 < ε < 1, there exists D0 > 0 such that for all

0 < D < D0, we will have
B(t)

B(t) + D
≥ 1 − ε for all t

then, we have

V (t) ≤ G0 exp ((γG − r1 (1 − ε)) t)

since r1 > γG, this implies for ε small enough that

(γG − r1 (1 − ε)) = γG − r1 + r1ε < 0.

We deduce that

lim sup
t→+∞

V (t) = 0

and

lim sup
t→+∞

G(t) = 0.

Remark 2. As a result of decreasing water levels, prey availability may increase rapidly for existing predators. There will be
extinction of the prey followed by the extinction of the predator. The last Lemma supports the adverse effect of low water
levels of the lake on species survival.
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Fig. 1. Dynamic behavior of the system (2). Blue: with initial condition (1), Red: with initial condition (2), Green: with initial condition (3). (For
interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

5. Numerical examples

Now we give some numerical examples to substantiate our theoretical results. As a first example, we consider the
following delayed system:

dG
dt

(t) = G(t) (0.8 − 0.08G(t − 0.3)) − min


(0.6 + 0.1 cos(2π t))
G(t)

B(t) + 0.4
, 30


B(t)

dB
dt

(t) = min


(0.6 + 0.1 cos(2π t))
G(t)

B(t) + 0.4
, 30


B(t) − 0.5B(t)

(40)

with initial conditions

(1) G(θ) = 3.5, B(0) = 9;
(2) G(θ) = 3, B(0) = 8.7;
(3) G(θ) = 2.5, B(0) = 8.2,

respectively.
By a direct computation, one could easily verify that (H1), (H2), (H4) are satisfied. That is, all the conditions in Theo-

rems 1 and 2 are satisfied, hence system (2) is permanent and admits at least one positive 1-periodic solution. We also get
A1(t) ≥ 0.0456 > 0 and A2(t) ≥ 0.859 > 0, then by Theorem 3, system (2) has a unique positive 1-periodic solution
(G(t), B(t))T which is globally stable. By applying Matlab to simulate, we can obtain Figs. 1–2. From the figures, we could
easily see that the solution (G(t), B(t)) is asymptotic to the unique, periodic solution of system (2).

In the next example, Lemma 3 will be illustrated by system (2) with coefficients: γG = 0.3,mG = 0.08,mB = 0.2, eB =

1,D = 0.05, r(t) = 1.2 + 0.2 cos(2π t). Since γG < r1, that is (H5) in Lemma 3 is satisfied, indeed, Fig. 3 shows that in this
case, the predator and prey species will be driven to extinction.

6. Concluding remarks

Aquatic ecosystem is often altered by human activities. This study provides preliminary results of the evolution of the
ecosystem based on water management of the lake. We have discussed the combined effects of periodicity of the ecological
and environmental parameters and time delays due to negative feedbacks on the dynamics of a delay predator–prey system.
By using Gaines andMawhin’s continuation theoremof coincidence degree theory, we have established sufficient conditions
for the existence of positive periodic solutions to a delay predator–prey system. By Theorem 1, we observed that the time
delay plays the important role in determining the existence of positive periodic solutions of (2). Further, by constructing a
V functional and using the result of the existence of positive periodic solutions, we obtained sufficient conditions for the
uniqueness and global stability of positive periodic solutions. Our work have given some valuable suggestions for saving
the two species and regulating populations when the ecological and environmental parameters are affected by periodic
factors. From a biological point of view themost interesting results are the following.Water level can deform the asymptotic
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Fig. 2. Permanence and periodicity of the positive solution of system (2). Blue: with initial condition (1), Red: with initial condition (2), Green: with initial
condition (3). (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

Fig. 3. Dynamic behavior of the system (2) when we take r1 < γG , one can easily see the extinction of the prey and predator species, i.e., there is no
positive periodic solution of the system.

behavior of the system, because it changes the ecological balance between the populations of prey and predator fish. We
have shown that the conditions (H1), (H2) play a crucial role in the coexistence of the two species. Hence, if the function
r which depends directly on the water level of the lake is between critical values, then the two species can coexist and
will tend to fluctuate with the same period as that of the environmental oscillation. On the contrary, from Lemma 3, if the
accessibility function is greater than the intrinsic growth rate of the prey; that is if thewater level is less than a critical value,
then the prey will extinct and therefore the predator species will vanish. This disturbance caused by the change in the water
level can be minimized by a better control over the water level variation in Pareloup lake, avoiding the occurrence of large
disturbances on the fish species population. The analysis suggests that avoiding lowering water level toomuch, can increase
the chance of survival. Hencewatermanagement program should be established in such away that it does not alter the ratio
of the prey–predator system. Finally, the case when all the coefficients of system (4) are continuous and 1-periodic can be
handled by the same techniques.
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