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INTRODUCTION

Comprendre le fonctionnement d’un écosystéme est un enjeu majeur pour la gestion des
ressources et de 'environnement. Cependant ce but reste difficile a atteindre vue la complexité
des systémes naturels, en particulier dans le milieu aquatique ot de trés nombreux processus
de toutes natures interagissent avec des organismes vivants. Plusieurs questions intéressantes
peuvent étre posées & propos des écosystémes, notamment :

- Quels sont les facteurs qui influencent la stabilité d’un écosystéme ?

- Quels sont les facteurs controélant la variabilité des abondances de différentes composantes
de ’écosystéme et notamment sur sa structure?

- Quel est I'impact de ’hétérogénéité spatiale sur les interactions entre populations et sur
le comportement de I’écosystéme?

- Quelles sont les variations d’abondance dues aux changements naturels ou anthropiques
du milieu ?

Pour répondre a ces questions, différentes approches méthodologiques existent. On peut
citer ’observation directe du milieu, I’expérimentation in vitro et in situ, la modélisation math-
ématique et informatique. Mon travail se situe dans cette derniére direction et consiste en
I’élaboration et 1’étude, essentiellement théorique, de modéles mathématiques.

La modélisation mathématique est avant tout, 'expression d’une démarche visant a expli-
quer des relations: dans des phénoménes mettant en jeu des relations entre les abondances
de plusieurs populations, elle fournit un systéme théorique capable de combiner ces quantités
suivant des mécanismes connus ou supposés provenant de problémes écologiques.

Dans la premiére partie de cette thése, nous allons étudier I’existence des solutions péri-

odiques pour un systéme proie-prédateur & retard qui décrit l'interaction entre les espéces



de deux populations de poissons dans le lac de Pareloup dans le sud de la France. Le lac
de Pareloup est 'un des cing plus gros lacs artificiels en France, situé entre Rodez et Millau
(1260ha, 168 x 106m3). Sa profondeur maximale est de 37m, et la profondeur moyenne est de

12, 5m, ce qui permet de stocker ’eau pendant les saisons de forte demande d’électricité.

Lake de Pareloup

Barrage

Figure 1: Le lac de Pareloup

La gestion de ce lac est d’une importance écologique considérable. Des variations significa-
tives du niveau des eaux du lac peuvent avoir un fort impact sur la persistance de certaines
espéces. En fait, 'augmentation du volume d’eau empéche la capture de la proie par le préda-
teur. Le méme raisonnement est appliqué quand il y a une diminution du volume d’eau, ce qui
favorise la capture des proies par le prédateur.

Afin d’étre plus réaliste, nous devons prendre en compte ces variations des niveaux des eaux
du lac dans les modéles proie-predateur classiques. Nous proposons un modéle proie-prédateur a
retard qui tient compte de ces variations des niveaux des eaux, les résultats obtenus confirment

qu’il existe un seuil pour les niveaux des eaux bas et un seuil pour les niveaux des eaux élevés;



entre ces deux seuils, les espéces peuvent coexister, ces deux seuils dépendent des paramétres
biologiques du modéle.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, contrairement & la premiére partie ot nous avons
utilisé comme taux de prédation une fonction continue périodique de période annuelle, nous
faisons ’hypothése qu’il y a seulement deux périodes chaque année. Par conséquent, on obtient
un systéme a commutation qui modélise les deux situations avec des niveaux d’eau élevé et
faibles. Le taux le plus grand, correspondant au niveau d’eau faible survient au cours de
l'automne et I’hiver, alors que le plus petit, correspondant au niveau d’eau élevé résulte a la
fois pendant le printemps et 1’été. Ainsi, nous considérons que la périodicité se produit dans

les taux de prédation qui dépend des niveaux des eaux.

Notre travail est réparti de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre de cette these intitulé : Quelques modéles de la dynamique des pop-
ulations, nous rappelons quelques modeéles classiques de la dynamique des populations: modeéle
de dynamique d’une seule population, modéles avec deux populations sur lesquels on s’est basé
pour la construction de notre modéle.

Le deuxiéme chapitre intitulé : Préliminaires, est consacré aux outils mathématiques util-
isés dans notre theése, on donne un rappel sur quelques notions fondamentales des équations
différentielles ordinaires et les équations différentielles & retard et on cite le théoréme de
continuation de Mawhin basé sur le degré topologie de Brower.

Le troixiéme chapitre intitulé : Effets des variations des niveaux d’eau d’un lac artificiel sur
les intéractions des espéces, nous allons étudier 1’existence des solutions périodiques pour un
systéme proie-prédateur a retard qui décrit I'interaction entre deux espéces de poissons dans
le lac de Pareloup : le Brochet (prédateur) et le Gardon (proie) qui sont les principales éspéces
peuplant ce lac, nous montrons que sous certaines conditions, ce systéme est persistant. De
plus, il admet au moins une solution 1- périodique. Ensuite, en construisant une fonction de
Lyapunov appropriée, nous obtenons des conditions suffisantes pour la stabilité globale de cette
solution.

Dans le dernier chapitre intitulé : Etude mathématique d’un modele proie-prédateur avec

fluctuation, nous considérons le cas ou la périodicité se produit dans les taux de prédation en



commutant entre deux niveaux comme suit :

ry =7r(1+9) saison haute,
r(t) =

r—=r(l—-9) saison basse,
ou 7 est le taux de prédation moyen, et 0 < & < 1 représente la résistance de la saison de
forcage. En tant que premier pas, nous considérons un modéle avec § = 0, nous ignorons ainsi
les variations de niveau d’eau. Le modéle qui en résulte est un systéme d’équations différentielles
ordinaires, pour lesquel nous étudions la persistance, ’extinction des prédateurs et la stabilité
des équilibres. Dans le second modeéle, nous prenons en compte les variations du niveau d’eau
dans le lac (6 # 0) qui conduit & adapter le premier modele & cette situation plus réaliste,
pour lesquel l'existence d’un domaine invariant, qui contient toutes les solutions périodiques

annuelles du systéme a commutation, est prouvée.
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Chapitre 1

QUELQUES MODELES DE
DYNAMIQUE DES
POPULATIONS

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier quelques modeéles classiques utilisés en biomathéma-
tique pour modéliser I’évolution de populations d’espéce animales. Ces modéles sont élémen-
taires mais permettent de mettre en évidence quelque phénomeénes intéressants. Nous désignons
par N(t) la population d’une espéce animale donnée a 'instant ¢.

La loi d’évolution de la population considérée sera toujours décrite par une équation dif-

férentielle (ou aux dérivées partielles) qui exprime une loi de conservation :

AN (t) . . o
T = naissance — décés + migrations.

Le processus dit de modélisation consiste & donner un sens au second membre de 1’équation

précédente.

1.1 Modéle de dynamique d’une seule population

De nombreux modeéles de dynamique d’une seule population ont été développés. Cette section

présente une revue des modeéles les plus classiques. Dans le cas d’une population isolée, la

11



variable d’état est l'effectif de la population, c’est- a-dire le nombre d’individus N (t) de cette
population a un instant ¢. Parfois, la variable utilisée est la densité d’individus qui représente
le nombre d’individus par unité de surface. La forme générale de la loi de croissance de la
population est la suivante :

dN

avec la condition initiale N(tg) = No.

1.1.1 Modéle de croissance linéaire (Le modéle de Malthus)

La facon la plus simple de décrire les variations du nombre d’individus dans une population

N(t) au cours du temps est sans doute :

Variation, = nombre de naissances — nombre de morts.
N'(t) Na Nun

A la fin du XVIIIe siécle, Malthus prédisait que les populations évoluaient de fagon exponen-
tielle. Son analyse consistait a dire que le nombre de naissances ainsi que le nombre de dégés

sont proportionnels au nombre d’individus dans la population, ainsi :
N,n, =X N(t), Ny, = 1 N(t),

ol A et pu représentent respectivement le taux de natalité et le taux de mortalité. Ceci se

traduit par I’équation différentielle trés simple :
N'(t) =a N(t),

ol a=M\—yp estletaux d’accroissement naturel,
ou encore :

N(t) = N(tg) et ~t0)

Ce modele se traduit par trois types de comportement possibles selon les valeurs des taux de
natalité et mortalité. En effet, si le taux d’accroissement naturel est positif A > u, on observera

une croissance exponentielle aboutissant & un développement infini. S’il est nul, A = u, on

12



verra une stagnation a N(t) = Ny. S’il est négatif A < p, il se produira un décroissement
exponentiel jusqu’a extinction d’espéce.

développement infini, stagnation, et extinction.
population populaton populgbon
mortalité < natalité, | mortalité = natalité mortalité > natalité
/ ) 'lII
/ |
{ !
/ I'.
\
remps rtemps temps
Figure 1.1 : Les évolutions possibles du modéle linéaire

1.1.2 Modé¢le de croissance logistique

FEn 1836, Verhulst proposa de modifier le modeéle précédent de maniére & modérer la croissance
suivante :

d N

de la population décrite par le modeéle de Malthus. Il proposa alors I’équation différentielle

N
—— =T N(1- ) = f(N).

r et K désignant deux constantes strictement positives.

Ce modele est dit de croissance logistique. La constante K est la charge utile de I’environnement

de la fonction f(V) :

(elle est fonction de la capacité du milieu en nouriture de soutien). Ce modele présente deux
points d’équilibre: 1'origine et K. Pour déterminer la stabilité des équilibres, calculons la dérivée

— 2 N
dN—’r’ TK.

La valeur de cette dérivée a l'origine est r, et — r en K. Par conséquent, l'origine est instable

13



et K est un équilibre stable. Pour toute condition initiale strictement positive, nous avons :

lim (N (t)) = K.

t—o00

No= L0

K= § e T ; - ——

MNo= 6

N(1)

No= 2 F

t

Figure 1.2 : Représentation des solutions de I’équation logistique

1.1.3 Modéle de Gompertz

L’équation de croissance de Gompertz s’écrit de la maniére suivante :

dN K
— = o N In() = f(NV),

ol a et K sont des constantes strictement positives, a est le taux de croissance intrinséque et
K est la capacité limite du milieu. Cette équation posséde également deux équilibres, 1’origine

et la capacité limite K. La dérivée de la fonction f(N) s’écrit dans ce cas :

df K
N = a(ln(ﬁ) —1).
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La dérivée vaut —a en K, ce qui montre que K est stable. Par contre, la dérivée n’est pas
définie a lorigine. Dans ce cas, il est utile d’étudier la fonction f(N). Cette fonction est
strictement positive pour 0 < N < K et tend vers +oo lorsque N — 07. Par conséquent,
la population croit pour toute valeur, 0 < N < K. La vitesse de croissance devient infinie a
lorigine. Il est clair que l'origine est instable car toute condition initiale proche de 1’origine
et positive donne lieu & une augmentation de l'effectif et donc & une solution qui s’éloigne de
0. L’équation de Gompertz posséde un comportement dynamique qualitativement équivalent a

celui de I’équation logistique.

20

16 -
12 4
i logistique
g 4
4
0 T T T T T T T T T
0 16 32 43 B4 a0

Figure 1.3 : Comparaison des chroniques de 1’équations de Gompertz et de

I’équation logistique

1.1.4 Modeéle de croissance avec "Effet Allee"

Le modele est exprimé par I’équation différentielle suivante :

dN

— =7 N (N = M)(K - N) = f(N),

15



avec 0 < M < K . Cette équation admet trois points d’équilibre, l'origine, M et K. La dérivée

de la fonction f(INV) est la suivante :

da
dN

r(=3N?+2(M + K)N — M K).

A Torigine, cette dérivée vaut —rM K < 0. Elle prend les valeurs rM (K — M) > 0 en M

et TK(M — K) < 0 en K. En conséquence, l'origine et K sont stables, alors que I’équilibre

intermédiaire M est instable.

30

24

18 -

0,2 0.3 0,4

0,5

Figure 1.4 : Chroniques de I’équation de croissance d’une

population avec "Effet Allee"

1.2

Modéles avec deux populations

D’une maniére générale, la structure d’un modele écologique qui dépend contintiment du temps

et qui décrit les interactions entre un prédateur et sa proie en tenant compte du fait que

I’évolution des espéces par unité de temps, est la différence entre le nombre de naissances et le

16



nombre de déces, est la suivante :

¥ = F(N)N-F(N,P) P,

(1.1)
b — ¢ F(N,P) P — Fy(P) P,

oul NV, représente la densité de la population des proies et P, la densité de celle des prédateurs.
Fi(N) est le taux de croissance de la proie en I'absence du prédateur. F(N, P) représente la
réponse fonctionnelle du prédateur a la proie, quand elle figure dans ’équation de la proie,
i.e. le nombre de proies consommeées par un prédateur par unité de temps. F (N, P) modélise la
réponse numérique du prédateur, i.e. le taux de croissance du prédateur quand elle est dans
l’équation de ce dernier. Dans la premiére équation, F'(N, P) décrit comment varie le taux de
consommation du prédateur en fonction de la densité des proies et dans la seconde, comment
le taux de reproduction de ce dernier change en fonction de la densité des proies. e est un taux
de conversion: il mesure le nombre de proies consommées nécessaires pour avoir un nouveau

prédateur, F(P) est le taux de mortalité du prédateur en absence de la proie.

1.2.1 Modéle de Lotka-Volterra

La premiére tentative majeure pour modéliser 'existence et I’évolution des espéces est due au
physico-chimiste américain Lotka (1925) et indépendamment, au mathématicien italien Volterra
(1926). Ces modeles, connus sous le nom de Lotka- Volterra, constituent le théme dominant de la
théorie de la dynamique des populations en biomathématiques, et, restent toujours d’actualité.
Le systéme classique de Lotka-Volterra qui traduit la dynamique de l'interaction entre une
population de proies N et celle des prédateurs P, est un cas particulier du systéme (1.1). Il se
présente comme suit :

W= rN—aNP,

&= bNP-mP
Les différents termes de I’équation (B1) ont les définitions suivantes :
e N mesure le taux de croissance de la population des proies en ’absence du prédateur, r

représente le taux instantané de croissance net par individu au sein de la population des proies.

17



e aN P représente le taux de consommation des proies, ou le taux de mortalité de celles-ci
da a lattaque des prédateurs; a > 0, qui a un effet négatif sur la croissance de la population
des proies, est le taux instantané de consommation des prédateurs.

e DN P est le taux de régénérescence de la progéniture des prédateurs; il est directement
proportionnel au nombre de proies consommeées (o b = ea et e est la constante qui mesure la
conversion des proies consommeées en nouveaux prédateurs).

e mP représente le taux de mortalité des prédateurs en l'absence des proies; m est le taux
instantané de mortalité des prédateurs en ’absence des proies.

L’analyse mathématique permet de démontrer que le systéme (B1l) admet deux points
d’équilibres: I'origine (0,0) et 1’équilibre intérieur (7, I).

Il a été expliqué dans plusieurs ouvrages (Murray [36], Auger [2] ) que l'origine (0,0) est

instable et que touts les solutions strictement positives sont périodiques; (voir figures 1.5, 1.6).

p‘ ?\ J
Ml I it
P T dlit
. " 8
(P SRR

L
r
D
.
wh
(W1
-

Figure 1.5 : Champs de vitesse pour le modele de Lotka-Volterra
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Proies
= 5} — Prédateurs
(i
E‘) 4 b/ . ’]f.l. -
£ I ‘ 'I‘ J \f {
= -3k A !1 | g
Hh P
2 [ | | I' 1 .1 -1
{ \ \ ‘.r
1 L '\‘ ¥ ! 9 = d
D i i i i I
0 2 4 6 e 10
Temps

Figure 1.6 : Les trajectoires des solutions pour le modele de

Lotka-Volterra

1.2.2 Différentes formulations de la fonction réponse du prédateur

Depuis le modéle de Lotka-Volterra, de nombreuses études ont contribué a exprimer de dif-
férentes maniéres les taux de croissance des populations et leurs interactions. Les systémes
prédateur-proie ainsi générés exhibent des dynamiques trés variées. Différentes expressions rel-
atives a la réponse fonctionnelle du prédateur sont présentées dans le Tableau 1. Un aspect
biologique important de ces systémes dynamiques est la maniére avec laquelle les prédateurs
interagissent. Selon Holling, I’alimentation est composée de deux types d’activité: la recherche
de proies et leur capture. Holling suppose:

(i) que le temps total dédié a l'alimentation est la somme du temps de recherche ¢, et du
temps de capture ¢, et

(i) que le temps de capture de chaque proie t;, est une constante.

Soit a le taux d’attaques réussies; c’est le nombre de proies consommeées par prédateur et

par unité de temps de recherche. On peut écrire

I Nombre de proies consommeées par prédateur at,

Temps total d’alimentation ot +atyty,

19



La réponse fonctionnelle du prédateur peut donc finalement étre exprimée sous la forme suiv-

ante:
a

T ltaty
oll a va étre exprimé de plusieurs facons en fonction de IV mais aussi en fonction de N et P .

L’hypotheése la plus simple pour la formulation du taux d’attaque des proies, et qui corre-
spond & la réponse fonctionnelle de type I de Holling, est une simple proportionalité avec le
nombre de proies présentes dans le milieu: a = bN, avec b une constante positive. cette réponse
fonctionnelle s’appelle aussi la fonction de réponse de Lotka-Voltérra.

Cependant, il est évident que cette fonction réponse est irréaliste. En effet, F' est propor-
tionnelle & N, cela veut dire que le nombre de proies ingurgitées par un seul prédateur peut étre
trés grand si N est grand. On doit plutot s’attendre a une limitation du nombre de proies tuées
et ingurgitées par un prédateur méme si la densité des proies est grande. Les capacités physi-
ologiques d’absorption de proies par un prédateur sont limitées, et méme si un grand nombre
de proies sont disponibles, un prédateur ne pourra pas absorber un nombre de proies supérieur
a cette limite. Il est donc plus réaliste de concevoir une fonction réponse présentant un effet de

saturation avec la densité des proies, comme le montre la figure (1.7).

Fonetion

F . o
1eponse Lotka-Volterra

Holling

-

Figure 1.7 : Fonction réponse de Lotka-Volterra et Holling
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Une telle fonction réponse présentant un plateau pour les grandes densités de proies est dite

fonction réponse de type I1. La fonction de type I1 dite de Holling est la suivante :

ot D est une constante positive.

La réponse fonctionnelle de type III correspondant & un taux d’attaque proportionnel &
N? tend a représenter le fait que les prédateurs sont moins efficaces dans la capture des proies
lorsque celles-ci sont en faible effectif. Une deuxiéme famille de modeles suppose I'existence
d’une interférence entre les prédateurs, telle que la compétition trophique, la compétition re-
productive (recherche de reproducteurs, de sites de ponte), la transmission de maladies, le
cannibalisme, I’émigration densité-dépendante, le comportement territorial . Dans cette caté-
gorie, la réponse fonctionnelle la plus fréquente utilisée est peut étre celle de Hassel et Varley.
Elle implique que le taux d’attaque décroit lorsque P augmente et que pour une densité donnée
de proies N, plus le nombre de prédateurs P est élevé, plus le taux de consommation F' par
prédateur est faible (Tableau 1). Cette formulation trés générale de réponse fonctionnelle avec

interférence permet son application & un grand nombre de systémes prédateurs proie.

Hypotheses | Taux d'attaque | Réponse fonctionnelle Reéférences ]
[
Pas d'interactions entre | a = bN = T30 type II, Holling 1959
les prédatenrs (”laisser- ki
faire”)
bN? N type 111, Holling 1959
=1 =
" 11 bpN? ype ™, Honing
ONT t—l‘,\ru
[nterférences entre les | a = ot = A - Hassel et Varley 1969
i ll)m rth) J.Pm b ‘\-n
prédateurs '
Q) | F N De Angelis et col. 1975
a= = ngelis et col. 1975
Y Q) ' (Po+ P)+ N 8
N QLT k)N .
- —— et
[ a Q{_V-}-P} “_._f“ PN G 7 1984
N . .
Interférence et ratio | a (J(fls} = _Q , Arditi et Ginzburg 1989
. P+ QtyN
dépendance
Tableau 1
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Chapitre 2

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions générales qui seront utilisées dans la suite.

2.1 Généralités sur les systémes dynamiques

Soit U un ouvert de R xR"™ et
f:U—-R"

une application continue. On considére 1’équation différentielle

¥ = f(t,x), (t,z)eU. (2.1)

Définition 2.1 (Solution locale) Une solution de (2.1) sur un intervalle I C R est une
fonction dérivable x : I — R™ telle que

1. (Vtel) (t,z(t)) €U,

2. (Vtel) 2'(t)= f(t,z(t)).

Définition 2.2 (Probléme de Cauchy) Etant donné un point (to,xo) € U, le probléme de
Cauchy consiste a trouver une solution x : 1 — R™ de (2.1) sur un intervalle I contenant tg

dans son intérieur, telle que z(tg) = xo.
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Définition 2.3 On dira que Uapplication f : U — R" est localement lipschitzienne si et seule-
ment si, quelque soit (to,yo) € U, il existe un voisinage ouvert Uy C U de (to,yo), tel qu’il

existe une constante L > 0 vérifiant:

v(t,y), (t,z) € Uo,  |If(ty) — f(t o) <Ly —=z|.

Théoréme 2.1 (Cauchy-Lipschitz) [7]
Si f : U — R"™ est localement lipschitzienne en x, alors il existe a > 0, tel que pour tout

(to, o) € U, le probléme de Cauchy

o' = f(t,z),

z(to) = wo,
admet une unique solution dans [ty — a,to + al.

Définition 2.4 (Solution périodique) Soit x(t) une solution de (2.1). On dit que x(t) est

une solution périodique s’il existe T > 0 tel que z(t +T) = x(t) pour tout t € R.

Théoréme 2.2 (Théoréme du point fize de Brouwer) [44]
Soit M un compact, convexe non vide de R"™ et g : M — M wune application continue.

Alors g admet au moins un point fize dans M.

Définition 2.5 (Ensemble invariant) Un sous-ensemble D C R"™ est dit positivement

invariant pour (2.2) si chaque fois que x9 € D, x(t) reste dans D pour tout t > tg.

2.2 Reésultats fondamentaux pour les systémes autonomes

On consideére le systéme autonome:

= f(x), (2.3)

avec f : D C R — R" localement lipschitzienne sur D pour assurer ’existence et 1'unicité
locale. Une premiére approche pour ’étude des systémes dynamiques consiste & rechercher les
points d’équilibre. En pratique, on s’intéresse aux points d’équilibre qui possédent certaines

propriétés de stabilité.
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Définition 2.6 (Point d’équilibre) On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme
(2.3), tout point x* € R™ tel que
f(z*) =0.

2.2.1 Stabilité des points d’équilibre

Soit z* un point d’équilibre de (2.3)

Définition 2.7 L’équilibre x* est dit stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute
solution x(t) de (2.83) on a

|lx(0) — z*|| < =Vt >0, |x(t) — z%| < e.

Définition 2.8 Le point d’équilibre x* est dit instable s’il n’est pas stable.

Définition 2.9 L’équilibre x* est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe 7 > 0

tel que pour toute solution xz(t) de (2.3) on a
|z(0) —z*|| <7 = tli+m |lx(t) —x*|| = 0.

2.2.2 Notions sur la stabilité dans R? :

Dans ce paragraphe, on se restreint au plan réel. Toutes les définitions et propositions qui vont

suivre seront énoncées pour la dimension n = 2.

Définition 2.10 Le systéme linéarisé de

z = f(z),

autour d’un point d’équilibre x* est défini par

y(t) = Dy (z7) y(t), (2.4)

ou Dy (x*) est la différentielle de f au point x*.
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Remarque 2.1 Dans la pratique, dans le cas des systémes non linéaires, souvent nous étudions

la stabilité locale d’un point d’équilibre en linéarisant le systéme autour de ce point.

Théoréme 2.3 [31]

Soit le systéme différentiel linéaire (2.4) et soit § = det Dy (z*) et T =1tr Dy (x¥)

a) Si 0 < 0 alors le point d’équilibre x* est un point-selle .

b) Si 6 >0 et 7> —46 >0, alors le point d’équilibre x* est un noeud, il est stable si 7 < 0
et instable si T > 0.

c) Si 6 >0 et T?—46 <0, alors le point critique x = =* est un foyer ; il est stable si T < 0
et instable si 7 > 0.

d) Sid >0 et =0, on peut rien dire.

2.2.3 La théorie de stabilité de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov jouent un role trés important dans I’étude des systémes dynamiques.
Elles permettent dans le cas ot le théoréme de linéarisation ne s’applique pas de montrer qu’un
point d’équilibre est asymptotiquement stable. L’idée développée par A. M. Lyapunov a été
d’introduire des fonctions réelles et étudier leur variation le long des trajectoires du systéme
(2.3).

Soit V : D — R? une fonction de classe C' sur un domaine D contennant l’origine. On
notera par V' la fonction définie par :

2
V(z)= o fi(=).

C’est la dérivée de V le long des solutions de (2.3)

Théoréme 2.4 ( Lyapunov ) [9]

Soit x* = 0 un point d’équilibre de (2.3) (sans perte de généralité on prend [’équilibre
ezactement 'origine). Soit D C R? un domaine contenant lorigine * etV : D — R une
fonction de classe C! telle que

1.V (0) =0,

2. Vx e D—{0}, V(z)>0,

25



3¥x e D, V(z)<0.
Alors 0 est stable. Si de plus V(z) < 0 et V(0) = 0 pour tout x € D — {0}, alors 0 est

asymptotiquement stable.
Théoréme 2.5 [9]

Soit x* = 0 un point d’équilibre de (2.3) et soit V : R?> — R une fonction de classe C*
verifiant :

ILVz#0 V(z) >0, V(0)=0,

2.Yx #0, V(z) <0 et V(0) =0,

3. ||lz|| = +o00 = V(z) — +oo.

Alors 0 est globalement asymptotiquement stable.

2.2.4 Critére de Dulac

Dans ce paragraphe, nous nous intéréssons aux systémes dynamiques dans le plan. Nous allons
présenter un résultat significatif sur la non-existence des solutions périodiques: le critére de Du-
lac. Ce critére est un outil trés important qui assure la non-existence des solutions périodiques.

Soit le systéme planaire

i1 = f(z1,22),
Tg = g(fL‘l,.’Eg), (25)
2(0) = zo = (21(0); 22(0))

Théoréme 2.6 (Critére de Dulac) [44]

of

Supposons que D C R? est simplement conneve. Si la divergence Bar T D9

, .
52, Vst pas iden-

tiquement nulle et de signe constant sur D, alors (2.5) n’admet pas des solutions périodiques

dans D.

Théoréme 2.7 (Poincaré-Bendizson) Soit K C R? un compact. Supposons que la solution
x(t) du systéeme (2.5) reste dans K, pour tout t > 0, alors
i) ou bien x(t) est une orbite périodique de (2.5) .
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it) ou bien x(t) converge vers une solution périodique de (2.5).
i11) ou bien x(t) converge vers un point d’équilibre de (2.5) .
2.2.5 Permanence

Dans ce paragraphe, nous rappelons la définition de la permanence.

Définition 2.11 [10]
Pour un systéme différentiel, une composante x(t) est dite permanente s’il existe 0 < a <

B, tels que pour toute condition initial z(0) > 0, on a :

a < liminfz(t) < limsupz(t) < g.

t—o0 t—o0

Un systéme est permanent si toutes ses composantes sont permanentes.

2.3 (Généralités sur les équations différentielles a retard

Dans ce paragraphe, nous rappelons les résultats essentiels de la théorie des équations différen-
tielles a retard.

Supposons 7 > 0 est un nombre réel donné. R =| — oo, +00|[, C([a,b]) 'espace de Banach des
fonctions continues de U'intervalle [a, b] dans R™ muni de la topologie de la convergence uniforme.
Si [a, b] = [-r,0], nous posons C' = C(]—r,0],R™) et nous désignons la norme d’un élément ¢

dans C par ||¢||= sup |¢(0)|. Si
a<0<b
ceR,A>0,z€C(loc —r,0+ A],R"),
alors pour tout ¢ € [0, 0 + A], on définit z; € C' de la maniére suivante :
xt(0) = z(t +0),0 € [-r,0].

Soit D est un sous ensemble de Rx C' et f : D — R™ est une fonction donnée.

Définition 2.12 On appelle équation différentielle avec retards (ou & arguments retardés)

RDDE(f) ou encore équation différentielle fonctionnelle avec retards RFDE(f) sur D l’équation
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sutvante:

2'(t) = f(t,my). (2.6)

Définition 2.13 Une fonction x est appelée solution de (2.6) sur [oc—r, 0+ A] s’il esiste o € R,
¢ € C tels que, sixz € C([o—r,o+ A],R"™) , (t,x1) € D et x; satisfait ’équation (2.6) pour tout
t € lo,0+ A). Etant donnés 0 € R, ¢ € C, on dit que z(0, @) est solution de l’équation (2.6)
avec les valeurs initiales ¢ et o, s’il existe A > 0 de telle sorte que x(o, @) est une solution de

(2.6) sur [oc —r,0 + A] et z,(0,9) = ¢.

Si la solution de 1’équation (2.6) est unique, alors, nous pouvons définir, pour tout ¢t > 0 et

pour tout (o,¢) € R x C
T(t) : ¢ - LUt(O', ¢)

On appelle T'(¢) la solution de

Définition 2.14 On dit que l’équation (2.6) est linéaire si x'(t) = L(t,z¢) + h(t) ot L(t,x¢)

est linéaire en xy; linéaire et homogéne si h =0 et linéaire non homogéne si h(t) # 0.

Définition 2.15 On dit que [’équation (2.6) est autonome si f(t,x;) = g(x¢) ot g ne dépend

pas de t. Dans le cas contraire, on dit que ( 2.6 ) est non autonome.

Remarque 2.2 Trouver une solution de l'équation (2.6) avec les données initiales (o, ¢), o €

R, ¢ € C revient a résoudre l’équation intégrale suivante

z(t) = ¢(0)+ [ f(t,z) pour t>o,
Ty = O.

Pour montrer U'existence de la solution relativement a (o, ¢) € R x C, on considére a > 0 et
toute fonction continue x sur [0 —r, 0+« qui coincide avec ¢ sur [0 —r,0+a] . Les valeurs des

fonctions x définies sur [0 — r, 0 + a] doivent satisfaire |z(t) — ¢(0)| < 8 . L’application usuelle
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T obtenue a partir de ’équation intégrale correspondante est définie, en outre, on peut choisir
a et (B de telle sorte que T envoie cette classe de fonction sur elle-méme et soit complétement
continue (c’est a dire, que Papplication T" est continue et transforme tout ensemble borné en
ensemble relativement compact). On obtient l’existence en appliquant le théoréme du point

fixe de Schauder[10].

Théoréme 2.8 (Existence)[10]
Dans U’équation (2.6), Supposons que D est un sous ensemble ouvert de R x C et f une
fonction continue sur D.

Si (o,¢) € D, alors, il existe une solution de (2.6) passant par (o, ).

Définition 2.16 On dit que (t,$) — f(t,¢) est de Lipschitz par rapport a ¢ dans l’ensemble

K de R x C s’il existe une constante k > 0 telle que, pour tout (o,¢;) € K,i=1,2, on a:

[f(t,01) — f(t, 09)| < |dy — ol

Théoréme 2.9 (unicité)[10]

Supposons que D est un ensemble ouvert de R x C, que f : D — R" est continue et
lipschizienne dans tout sous ensemble compact de D par rapport & ¢ . Si (o,¢) € D alors il

existe une solution unique de l’équation (2.6) relativement a (o, ¢).

Dans ce qui suit, nous présentons un résultat fondamental : Le théoréme de continuation

de Mawhin qui est utilisé dans cette thése pour démontrer 1’existence de solutions périodiques.

2.4 Autour du théoréme de continuation

La théorie du degré de coincidence a été introduit par les mathématiciens R.Gaines et J. Mawhin
dans les années 1970. Quelque temps plus tard, Mawhin continua & developper la théorie afin de
proposer une technique sur 'existence de solutions d’équations non linéaires ce qui lui confere le
nom du théoréme de continuation de Mawhin. La théorie du degré de coincidence a fourni

d’importants résultats dans le domaine de ’analyse fonctionnelle et des équations différentielles.
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2.4.1 Préliminaires

Soit X et Y deux espaces vectoriels, L : X — Y, une application linéaire et N : X — Y une
application continue. On s’intéresse dans cette partie & ’existence et au nombre de solutions
de I’équation

Lz = Nz. (2.7)

Il est évident que dans le cas ou IV est linéaire, si le déterminant du jacobien de L est non nul
alors I’équation (2.7) admet une et une seule solution. Ces conditions sont suffisantes mais pas
nécessaires. Si le déterminant du jacobien de L est nul, I'équation (2.7) peut avoir plusieurs

solutions.

Pour le cas non linéaire, nous définissons la notion du degré topologique & la place du

déterminant. Nous étudions 'existence de solutions de (2.7) dans un ouvert borné 2 de X.

Définition 2.17 Equicontinuité

Une famille de fonctions F définie sur un espace métrique (X, d) est dite équicontinue si:

Vee X,Ve>0,30>0, telque Yye X avec d(z,y) <9,

ona |f(z)-fly)l < =

Définition 2.18 Espace métrique compact

On dit qu’un espace métrique (E,d) est compact si toute suite d’éléments de (E,d) admet
une suite extraite qui converge vers un élément de E. Une partie de A est compacte si le sous

espace (A,d) est compact.

Définition 2.19 Ensemble relativement compact
Soit X un espace topologique et A une partie de X. On dit que A est relativement compact

si son adhérence notée A est compacte.

Théoréme 2.10 Arzela-Ascoli [46]
Soit K un espace compact, (E,d) un espace métrique et C(K, F') l’ensemble des fonctions
continues, définies sur K a valeurs dans F. Une partie A de C(K, F) est relativement compacte

st et seulement si les deux assertions suivantes sont vérifiées

30



1) A est équicontinue.

2)A est uniformément bornée .

Définition 2.20 Opérateur compact [46]

Soit X etY deux espaces de Banach et Q un ouvert de X, l’application

f:Q—=Y,

est dite compacte si pour tout sous ensemble ' de Q, f() est précompact ( ie: f() est

un compact de'Y ).

Théoréme 2.11 [46]
Soit X etY deux espaces normés et T : X — Y wun opérateur linéaire alors :
1. Si T est borné et dim(ImT) < oo , alors T est compact.

2. 51 dim X < oo, alors T est continu et compact.

Théoréme 2.12 [46]
Soit X et Y deux espaces normées et T : X — Y wun opérateur compact et S: X — Y

un opérateur linéaire borné. Alors les opérateurs ST et TS sont aussi compacts.

2.4.2 Quelques notions algébriques

Nous allons rappeler ici quelques notions algébriques fondamentales pour 1’élaboration du
théoréme de continuation de Gaines et Mawhin.
Soit X et Y deux espaces normés, N : X — Y une application continue et L: DomL C X —

Y | une application linéaire avec DomL est le domaine de L.

Définition 2.21 La codimension
Soit un sous espace vectoriel fermé A de X. La codimension de A dans X est la dimension
de ’espace vectoriel quotient X/A. On la notera codimx A ou simplement codimA si aucune

confusion n’est a craindre.
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Définition 2.22 Projecteur
Soit X un espace vectoriel donné, une transformation linéaire P de X dans lui méme telle

que P? = P est appelée projecteur.

Définition 2.23 Application de Fredholm d’indice zéro

L’application L est dite une application de Fredholm d’indice zéro si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

1. KerL est de dimension finie.

2. ImL est fermé dans Y et de codimension fini.

3. dimKerL = codimImL.

Si L est une application de Fredhom d’indice zéro, alors il existe deux projecteurs P et Q

P:X—-X et Q:Y—=Y,

tels que :

ImP=KerL, ImL=KerQ=1In(I-Q)

On note par L, la restriction de L sur DomL N KerP.

Lemme 2.1 L’application L, : DomL N KerP — Im L est un isomorphisme.

Preuve: Divisons la preuve en deux parties
On montre d’abord que L, est une application injective.
Soit
x € KerL, C KerL =ImP,

alors il existe

y € DomP  tel que P(y) = =x.

Puisque P est un projecteur alors on obtient :



Alors
KerL, = {0},

ce qui dit que L, est injective.
Montrons maintenant que ’application L, est surjective. Puisque P : X — X est un

projecteur, alors 'espace vectoriel X peut s’écrire comme somme directe

X = KerP ® KerP.

Alors
X = KerP ® KerL.

Posons z € Im L alors il existe z € DomL tel que z = L(x). Puisque X = KerP & KerL

alors il existe un unique élément e € KerP et f € KerL telle que z = e+ f. On obtient :

z=L(x)=L(e+ f) =L(e) + L(f) = L(e) + 0 = L(e).

ce qui signifie que

e € DomL et L(e) = z.

L, est alors surjective. m

On note maintenant par K, I'application inverse de L,, alors

K, :ImL — DomL Nker P est une application bijective

Lemme 2.2 On donne les résultats suivants
1. Sur DomL ona: K,L=1-P.
2. SurImL, ona: LK, =1.

Comme Im @) est isomorphe & KerlL, il existe un isomorphisme

J:ImQ@Q — ker L.
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Définition 2.24 Application L-compacte

Pour tout ouvert £ borné de X, 'application N est dite L-compact si les assertions suivantes

sont satisfaites.
1. QN( Q) est borné,
2. Lopérateur Ky(I — Q)N :Q — Y est compact.

2.4.3 Degré topologique et ses propriétés

Définition 2.25 Soit f € C1(Q), p € Im f avec p ¢ f(ON), le degré de f au point p sur £
noté deg(f,$,p) est défini par :

deg(f,2p)= > sgn Jp(x).
z € F1({pD)

ou Jy(x) est le déterminant du Jacobien de f au point = et

1 st a>0
sgnla) = 1 <0
— si a<0,

pour tout a € R*.

L’invariance par homotopie est une propriété trés utile. Elle permet d’obtenir le degré

topologique de fonctions complexes en se ramenant & des fonctions plus simples.

Définition 2.26 Homotopie

Soit X et Y deux espaces métriques, f et g : X — Y deux applications continues. On
dit que f est homotope a g s’il existe une application continue H : X x [0,1] — Y telle que
H(z,0) = f(z) et H(x,1) = g(x) pour tout x € X. On dit que Uapplication H est une homotopie

entre f et g. De plus la relation f homotope a g est une relation d’équivalence.
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Proposition 2.1 Invariance par homotopie

Soit H : Q x [0,1] — R™ , une fonction continue et b ¢ H(OS x [0,1]). Alors pour tout
te[0,1], on a :
deg{H(.,1),9,b} = deg{ H(.0),2,b} .

C’est cette proposition que nous allons utiliser pour calculer le degré de Brouwer dans la

preuve du théoréme de 1’existence de solutions périodiques positives du systéme (4.4).

2.4.4 Théoréme de continuation

Nous sommes maintenant en mesure de présenter le théoréme de continuation de Mawhin.

Théoréme 2.13 (Théoréme de continuation) [42]

Soit L une application de Fredholm d’indice zéro et N une application L-compact sur Q .

On supposons que:

(a) pour tout X €0, 1], toute solution u de Lu = ANwu est telle que u ¢ 92N DomL,
(b) QNu # 0 pour tout u € O Nker L,
(c) deg{JQN,QNkerL,0}#0,

Alors l’équation Lu = Nu admet au moins une solution dans DomL N Q.

On se base sur ce théoréme pour mettre en évidence l'existence de solution périodique

positive.
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Chapitre 3

EFFETS DES VARIATIONS DES
NIVEAUX D’EAU D’UN LAC
ARTIFICIEL SUR LES
INTERACTIONS DES ESPECES

3.1 Introduction

L’impact des fluctuations du niveau des eaux sur les communautés d’espéces a été largement
étudié dans les rivieres, les lacs et les réservoirs [5, 11]. En fonction de I'extension spatiale et
temporelle les fluctuations du niveau des eaux peuvent influencer la dynamique et la structure
de la communauté des poissons. Récemment, dans [12], les auteurs ont examiné comment les
variations saisonniéres du niveau des eaux affectent les interactions proies-prédateurs dans le
lac de Pareloup dans le sud de la France. Ils ont obtenu des conditions suffisantes qui assurent
I'existence d’une solution 1-périodique positive d’un systéme proie-prédateur en utilisant le
théoréme de continuation basé sur la théorie du degré de coincidence. Les résultats obtenus
confirment ’hypothése que les fluctuations du niveau d’eau jouent un role majeur sur le com-
portement dynamique du systéme proie- prédateur.

Afin de refléter le comportement dynamique des modeéles en fonction de 'information passée

36



du systéme, May [16] a proposé en 1973 briévement le systéme proie-prédateur avec retard :

T = ;p(t) (al — allx(t — T) - a12y(t)) )
(3.1)

¥ =y(t) (a2 + az1z(t) — axy(l)),

ou z(t) et y(t) sont les densités de population de la proie et le prédateur a l'instant ¢, respec-
tivement, les parametres a; et a;;(4,j = 1,2) sont tous des constantes positives.

Depuis ce travail, les modeéles proie-prédateur avec retard ont été largement étudiés par
des nombreux chercheurs, et des dynamiques trés riches ont été observées (voir, par exemple
[19, 40] et les références qui y sont citées).

Dans ce chapitre, nous sommes préoccupés par les effets du retard et du niveau des eaux
sur la dynamique globale des systémes proie-prédateur. On cherche des conditions qui garantis-
sent 1’existence d’une solution périodique positive d’un systéme proie-prédateur dans le lac de
Pareloup. Une telle solution garantit la survie des deux espéces. Les solutions périodiques d’un
systéme non autonome joue le méme role que les points d’équilibre d’un systéme autonome.
Dans ce chapitre, les conditions sont liées aux valeurs de la fonction d’accessibilité r(t) qui

dépend directement du niveau des eaux du lac.

3.2 Le modéle proie-prédateur

Soit G(t) et B(t) les densités respectives de la proie et du prédateur a l'instant .

Quand un prédateur attaque une proie, il a accés a une certaine quantité de nourriture dépen-
dant du niveau d’eau. Quand le niveau d’eau est bas, le prédateur est plus en contact avec la
proie. Soit r(¢) la fonction d’accessibilité a la proie. Supposons que la fonction r(t) est continue
et périodique de période 1, i.e, r est 1-périodique. Le minimum 71 est atteint au printemps et
le maximum 79 est atteint pendant I’automne. Nous notons aussi par vo et vg, le taux de
consommation maximum de la ressource par le prédateur et la proie, par unité de temps et mg,
le taux de consommation des proies, par le métabolisme, par unité de temps et mpg, le taux de
mortalité des prédateurs. Un prédateur a besoin d’une quantité vz pour se nourrir mais il aura

acceés a une quantité :
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a(t)
5w+

Ici D mesure d’autres causes de mortalité autre que le métabolisme et la prédation. Si

r(t)G(

t)
— V=2
B(t)+ D — B

alors le prédateur sera satisfait de la quantité:

B>

pour se nourrir. Sinon, le prédateur va se contenter de

Par conséquent, la quantité de nourriture que regoit un prédateur par unité de temps est

win (0 C ).

Par conséquent, le modeéle proie-prédateur avec retard peut étre exprimé comme suit

WG(t) = Gt) (v6 — maGlt — (1)) — min (r(t) 55, 75) B()
(3.2)
(1) = epmin (r(t) s, 15) BO) —~ mpB({).
ol ep est le taux de conversion.
Les conditions initiales du systéme (3.2) sont de la forme :
GO) = ¢1(0), BO)=0y(0), 0¢€[-m",0], $(0) >0, (3-3)

¢; € C(-™,0,,R"),i=1,2.
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3.3 Résultats mathématiques

Notons par By = B(0) et Gp = G(0) et faisons les hypothéses suivantes :

(H1) : 2 < min (73 (Bo + D) 4mBmGDW’BeVGTM)

Go ’ (Ve + mB)2

Jg — T2
) e (272 exp (~236) > D >0,
(H2) : epr1 prp— exp (—27¢g)
(H3) : 7(t) est une fonction continue, positive, différentiable et périodique de période 1 telle
que n}in}(l —7(t)) >0 (ot 7(t) = d;s;t)) .

€lo,1

)

Pour simplifier notre représentation, nous introduisons les notations suivantes :
1
f=[f@)dt, f= min f(t), f* = f(t)
, min , max ,
t€0,1] t€0,1]
0
ol f est une fonction continue périodique de période 1 et f est la moyenne de f sur U'intervalle
[0,1] .
3.3.1 Positivité de la solution

Dans cette partie, nous montrons que la solution du systéme (3.2) existe et qu’elle est positive.

Lemme 3.1 Toute solution du systéme (3.2) avec les conditions initiales (3.3) existe sur

[0, +00] et elle reste positives pour tout t > 0.

Preuve: Nous allons montrer par 'absurde que G > 0 pour tout ¢ € 0, [, on 0 < a < 400.
Supposons qu’il existe un t; € 0,a[ telle que G(t1) = 0, % (t1) < 0 et G(t) > 0 pour tout
te—m™ 1]

On démontre que B(t) > 0 pour tout ¢ € [0,¢1[. Si cela n’est pas vrai, alors il existe un

to € [0,1) telle que B(te) = 0 et B(t) > 0 sur [0,¢2). En outre,

dBU) o L B(), Ve [0.4].
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Donc,

B(t) > Bpexp (—th) > 0,Vt € [0,752] .
D’ou
B(t2) > Bpexp (—thg) > 0.

Ceci est une contradiction. Donc, B(t) > 0 pour tout ¢ € [0,¢;). Dans 'autre cas, nous avons :

dG(t)
dt

G(t)B(t)
B(t)+ D

> G(t) (vg — maG(t — (1) = () vt e 0.4,

ce qui implique que :

G(t) > Goexp (

o _
| ——
=2
Q
|
3
Q
Q
VA
|
A
N
|
=
N

Sy
Sy
=
-
| S
IS8
VA
N—

(s) +
D’ou "
G(t1) > Goexp (/ [’yG —mgG(s —7(s)) — T(S)B(f)(j_)D:| ds) > 0.
0

C’est une contradiction avec G(t1) = 0, donc G(t) > 0 pour tout t > 0. m

3.3.2 Existence de solutions périodiques positives

Dans cette section, notre but est de mettre en évidence des conditions suffisantes qui assurent
Pexistence globale des solutions périodiques positives pour le systéme (3.2). Premiérement,
nous allons écrire notre modeéle (3.2) sous une forme simplifiée, deuxiément, nous allons utiliser
la méthode de degré de coincidence, développée par Gaines et Mawhin, pour chercher les

solutions périodiques positives du systéme simplifié.

Théoréme 3.1 (Théoreme principal)
Sous les conditions (H1),(H2) et (H3), le systéme (3.2) admet au moins une solution

positive et 1-périodique.
Avant de démontrer le théoréme 3.1, nous allons écrire le systéme sous une forme simplifiée.

Proposition 3.1 Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont verifiées, alors pour tout
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ro G(t) < vg (B(t) + D).

Preuve: Soit

u(t) = r2G(t) = vp(B(t) + D).

Dans cette proposition, nous voulons montrer que si les hypotheses (H1) et (H2) sont verifiées,
alors u(t) est strictement négatif pour tout ¢ > 0, pour cela nous faisons un raisonnement par

Pabsurde. D’aprés I'hypothese (H1), u(0) < 0. Supposons qu’il existe un ¢y positif tel que

du(t
u(ty) =0 and ucgtO) > 0.
La condition u(tp) = 0 implique que :
t
Bty) = 260) _py,
B

D’apres la premiére équation du systéme (3.2), nous avons :

) = r2 7 (t0) — 5 (1),
et
S 0) = 1 () a4 earvs] 3y 15 ) 4 72 O+ ) G (o)~ gD
—ramaG (to) G (to — 7(to)) -
11 suit que :

du
oI (to) < —ramaG (to) G (to — 7(t0)) + 72 (Yo + mp) G (to) — ypmsD.

D’aprés la premiére équation du systéme (3.2), nous avons :

deit) <vg G(?).

41



En intégrant cette inégalité entre ty — 7(to) et tp, nous trouvons :
G (to) < G (to — 7(tg)) 7o .

D’ou
G (to —7(tg)) > G (to) e 6™

Alors
du

dt (to) < —rgmge 6T [G (to))* + 72 (v¢ + mB) G (to) — vgmpD.

L’hypothese (H1) implique que % (ty) < 0, et ceci constitue une contradiction. Donc u(t) < 0

pour tout £ > 0. =

Remarque 3.1 Sous les hypothéses de la proposition précédente, notre systéme s’écrit sous la

forme simplifiée suivante :

W) = Gt)(ve—maGt— (1) — () AT,
(3.4)
B(t) = epr()GHEY —mpB(1).

Preuve: (Théoréme principal)

Afin d’explorer 'existence de solutions périodiques, on transforme notre probléme sous la
forme abstraite du Théoréme de Gaines et Mawhin, pour la recherche d’une solution d’une
équation fonctionnelle de la forme

Lu = Nu.

Posons le changement de variables suivant :

up = In[G(t)], ua(t) = In[B(t)].
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Alors le systeéme (3.4) s’écrit sous la forme :

ui(t) =  vyg—mgexp(ui(t—7(t))) —r(t)%’

ia(t) = epr(t) ooty —mp .

Il est clair que si le modele (3.5) admet une solution 1-periodique (u},u3)?, alors (G*, B*)T =

(exp(u}), exp(u3))”

est une solution positive 1-periodique du systéme (3.4). Donc, pour com-

pléter la preuve, il suffit de montrer que le systéme (3.5) a au moins une solution 1-periodique.

Dans le but d’appliquer le théoréme de Gaines et Mawhin, nous définissons les espaces X et Y

de la maniére suivante :
X =Y ={u= (u,u2)” € C(R,R?) : u(t +1) = u(t)},

et

= t t .
Jul = o (0)] + e ()

Il est clair que X et Y sont des espaces de Banach munis de la norme ci-dessus.

Prenons :
: T _ 1
L:DomLNX — X, L(ui(t),us(t))’ = ( Ly ) 7
ou
DomlL = {u(t) = (u1(t),u2(t))" € C(R, R*)},

et

" M 16— mgexp (un(t = (1)~ r(t) bl

N - =
w ) A\ M)\ et —ms
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On définit les projecteurs P et () comme
Pu=Qu= ) ueX =Y.

On voit immédiatement que :
kerL ={u€ X :u=cc R? fortel0,1]},

et que

1 1
ImL={ue X: /ul(s)ds = /u2(s)d8 =0},
0 0

est fermée dans Y, de plus

dim kerL = codim ImL = 2,

P et () sont des projecteurs continus tels que :
ImP =kerL , ImL=kerQ=Im(I—- Q).

Puisque ImL est fermée dans Y, L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro. De plus,

I'inverse généralisé (de L ) K, : ImL — Dom L Nker P existe et il est défini par :

t

1t
Jui(s)ds — [ [ui(s)dsdt
0 00

Kyu =

t

1t
Jua(s)ds — [ [ ua(s)dsdt
0 00

Ainsi
_ t—1(8)) — r(t)—2p2®) | 5
Yo — magexp (ur(t — 7(t))) — r( )exp(uz(t))—‘,—D

QN'U,: )

C—r

[eBr(oieX;X@%gQD —mp| dt

O—r
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et
OftNl(s)ds — bfb;Nl(s)dsdt —(t— %) [ Ni(t)dt

Kyl — Q)Nu =
t 1t
[ Na(s)ds — [ [ Nao(s)dsdt — (t — 3) [ Na(t)dt
0 00

A présent, on va chercher un sous ensemble ouvert borné approprié pour l'application du

Théoréme de continuation & I’équation
Lu=ANu, € (0,1).

Soit le systéme suivant :

U = A [')/G —mgexp (ui(t —7(t))) — r(t)(m% ,

(3.6)
L exp(u1 (1))
Uy = A [637‘@)W — mB] .
Supposons que u = (u1,u2)’ € X est une solution arbitraire du systéme (3.6) pour un certain
A e (0,1).
En intégrant les deux membres du systéme (3.6) sur U'intervalle [0, 1] , on obtient :

Te = [mG exp (u1(t —7(t))) + r(t)%] dt,

C—r

1
mp = g[egr(t)exijgggg;ﬁ[)} dt.

D’apres (3.6) et (3.7), on en déduit les relations suivantes :

1
/ i (1) dt
0

1

A /’det—l—/l(mGexp (ur(t —7(t))) d +r(t) D (u2(t))D> dt
0 0

IN

exp (uz(t)) +

IA

27G7

45



1 1 1

: exp (ua(t))

lua(t)|dt < A |: mpdt + [ epr(t) P dt (3.8)
0/ / 0/

exp (uz(t)) + D
0

2mB.

IN

Puisque u € X, il existe (;,n; € [0,1], i € {1, 2}, telles que

u1(¢y) = tg[lgg] uy (1) ur(ng) = max (t),
uz(Cy) = tgf(iﬁ] uz(t) uz(ng) = tgl[a}f] uz(t). (3.9)

On obtient, d’apres (3.9) et la premiere équation de (3.7) :

Yo > /mG exp(u1(¢y))dt > mgexp(u1((y))-

Ce qui implique :

ur(¢y) < In (’VG> = L. (3.10)
mq
A partir de (3.8), on obtient
1
ul(t)§u1(§1)+/|a1( )|dt<ln< > +2yg = H; pourt > 0. (3.11)
ma
0

A partir de (3.9), (3.11) et la deuxiéme équation de (3.7), on obtient

1 1
exp (ui(t)) eBYaTr2 /
mp < | epr(t dt < exp (2 dt,
B _0/ B ()exp(uz(t) - mg P (276 / exp (us C2
ce qui conduit & :
us(Cy) < In (W) +2vg = L. (3.12)
mamp
Ainsi,
. €BYgr2
UQ(t) < UQ(CQ) + / |’U,2(t)| dt < In <) + 2 ("}/G + mB) = HQ. (313)
mamp
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D’autre part, a partir de (3.9) et de la premiére équation de (3.7), nous remarquons que :

Ot

[m(; exp(ui(t — 7(t)) + r(t)w] dt

Te = exp(uz(t))+D

< [mgexp(ui(n))dt + 7z,
0

par conséquent :

ui(ny) > In <'YG_7"2> = 1.

mag

De (3.8), nous avons

1

: —r
u(t) = ui(n) — / |41 (t)| dt > In (70771(;2) — 2y := Hs.

0

On déduit, de (3.11), que :

max ]ul( )| S max{\Hl\ s ’Hg’} = Bl.
t€[0,1]

D’autre part, & partir de (3.7), (3.15) et (3.9), nous avons :

1
—T
mp > epri (70 2) exp (—2v¢) / dt,
mag ) eXpus (n2)

ce qui implique :

—T
uz(n) = In <6B7’1 (M> exp (—2vq) — D) =g,

magmp

d’ou, d’apres ’hypothése (3.8), nous avons :

. —r
ug(t) > u2(ny) — / |t2(t)| dt = In (eBrl(vG 2)exp (—27vq) — D) —2mp = Hy,
mamp
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done, avec 'hypothése (3.13), il vient que

max |uz(t)| < max{|Hzl,|H4|} := Ba. (3.18)
t€]0,1]

Il est clair que les constantes B et By sont indépendantes de A .

Pour p € [0, 1] considérons les équations algébriques suivantes :

Yo —maexp (uy) — % =0,

(3.19)

—_exp (u1)

€BTop (up)iD ~ MB = 0,

ot (u1,uz)? € R2. En suivant le méme raisonnement que (3.10), (3.14), (3.12) et (3.17), on

montre facilement que la solution (uy,us)” de (3.19) satisfaite :
lh<u <L; et Iy<ug <Ly (3.20)
Posons B4 = By 4+ By + Bs, ou Bs > 0 est prise suffisamment grande de telle sorte que
Bs > [l1] + |L1| + [l2| + [Lof -
Considerons I’ensemble 2 défini par
Q={ueX: H(ul,ug)TH < By}.

Maintenant, on va démontrer que N est L—compact sur .

Pour tout u € Q, rappelons I’expression de QNu

C—

[’YG —mgexp (ur(t —7(t))) — r(t)%} dt

QNu =

; p(us (1))
exp(uq
()f [eBr(t)exp(u2(t))+D —mpg| dt
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Ainsi

|QNu|| < max{vyg +mg e + % eP2 ep ry B1782 L mp) = M.

Alors QN(Q) est bornée dans R. Par conséquent, QNu : Q — Z est continue. Pour tout
zeImLNZ,

~+

f ds—fle )dsdt
0

0\“

ds—ffz2 )dsdt

est continu et

3
15p2] < 5 1120
3 3 *
1T = Q)Null < 5[ Null + 5 |QNu| < 3M".

Pour tout w € €2, nous avons :

K,(I - Q)Nu

H L < 2[( = Q)Nu] (@)

dt

N

2([[Null + [[QNull) < 4M*.

Pour tout u € , t1,t2 € R avec t3 < t1, nous avons :
t1 1
1
Nu(s)dsdt — (t1 — =) /Nu(t)dt

2
0

1
Ko (I — Q)Nu(ty) — K)(I — Q)Nults) — / Nu(s)ds — /
0
1
Nu(s)dsdt — (ts — %) / Nu(t)dt

1
( )dsdt — tl — tg / NU tl Nu(tg))dt
0
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d’ou

[1Kp(I = Q)Nu(tr) — Kp(I — Q)Nu(tz)|| < 4 [tr —taf [[Null

A

AM* |t — Lo

Donc, I'ensemble {K,(I — Q)Nu/u € Q} est equicontinu et uniformément borné.

Par application du Théoréme d’Arsela-Ascoli, on peut déduire que N est L—compact sur
Q.

(a) Il est clair que Q ainsi défini, vérifie la partie (a) du Théoréeme de Mawhin : pour A €
(0,1), u € 02N DomL, Lu # Au.

(b) Soit (u1,us)? € QN KerL = 00 NR?, (uy,u2)” est donc un vecteur constant de R?
qui vérifie

[(ur, u2)T || = |ua] + [us| = Ba.

Ainsi, d’aprés (3.20) et la définition de By, nous avons

U1 Yg — maexp (ur) — ?% 0
QN = #+
v carshiy —ms :

Ceci montre que la condition (b) du Théoréme de Mawhin est vérifiée.

(c) Dans le but de calculer le degré de Brouwer, considérons 1’homotopie suivante

H,(u) = uQN(u) + (1 — )G(u)  pour p € [0,1],

ou
Yo — maexp (ur)
G(u) =

— exp(u1)
€BT exp(uz)+D ~ "B

D’apres (3.20) et la construction de Q, 0 ¢ H,(0Q2 N Ker L) pour p € [0,1]. Par ailleurs,

50



I’équation algébrique G(u) = 0 admet une solution unique

ul,us) = [ In RACH ,1n w—D € R2.
1) Uo
ma maompa

Puisque Im@ = KerL, On peut prendre I'application J égale a l'identité (J =1I).

D’apreés les propriétés d’invariance du degré de Brouwer par homotopie
deg(JQN, QN KerL,0) = deg(QN,QN KerL,0) = deg(G,Q2N KerL,0).

En outre, un calcul direct donne

deg(G,Q2N KerL,0) = sng det |G(u, u3)|
(uf,u3)eQN-1{0}
—mg exp (u) 0
= sng
ep Fexp(u’l‘) —ep Fexp(u“{—&—u;)
exp(u§)+D (exp(u;)—l—D)2
= 140

De ce fait, nous venons de montrer que €2 satisfait toutes les conditions du Théoréme de Mawhin,
Il s’en suit que (3.5) a au moins une solution 1—periodique. Donc, le systeme (3.4) a au moins

une solution 1—periodique. Ce qui termine la démonstration. m

3.4 Permanence du systéme et stabilité globale de solution

Dans cette section, nous présentons des résultats préliminaires sur la permanence du systéme

(3.4) et la stabilité globale d’une solution périodique dont on vient de montrer I'existence.

3.4.1 Permanence du systéme

Dans cette partie, nous présentons des résultats préliminaires sur la bornitude des solutions et

la permanence du systéme.
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Théoréme 3.2 Soit (G*(t), B*(t))T une solution du systéme (5.4) avec les conditions initiales

(3.3). Supposons que

D
ry > B2 (H4)
€ My
Alors, il existe un T >0 tel que :
Vit > T, mlgG(t)SMlet mQSB(t)SMQ ,
ot
My = 28 exp(ygr™) My =<2t — D
my = 7(7%_;2) exp (['yG —rg —magMi] TL) , My = 763;1;“ - D.

Preuve: On a, d’aprés la premiére équation du systéme (3.4)

G(t) < G(t) [vg —maG(t —7(1)]-

Ce qui implique que :

G(b) < 7g GO,

En intégrant cette inégalité entre les bornes ¢ — 7(t) et ¢, nous trouvons :
Gt)<G(t—r1(t)es™  pourt>7rM,

D’ou

G(t—1(t) >G(t) e e pour ¢t > 7M.

En remplagant ceci dans la premiére inégalité, nous trouvons :

G(1) < G(1) [ — maexp(—ver™)G(®)]  pour t > 7

Yaexp(yam™)
mag

< mgexp(—yom™)G(t) - G(t) pour ¢t > 7M,
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En utilisant un argument de comparaison des équations différentielles, on montre que

limsup G(t) < EGXP(VgTM) = M. (3.21)
ma

t—4o0

Par ailleurs, il existe une constante T} > 0, telle que pour t > T} + 7™, nous avons

G(t) < M. (3.22)

D’aprés la deuxiéme équation du systéme (3.4), on a :

_ M
B(t)+ D

B(t) < B(1) [637“2 - mB]

mpB(t) [eBrng —mpD

=B+ D B “)]

mp

En utilisant une autre fois un argument de comparaison des équations différentielles, on obtient:

EB’I“QMl — mBD

limsup B(t) < = Mp.
t——+00 mp
Par conséquent, il existe un Ty > T1 + 7 telle que :
B(t) < My pour t > Tb. (3.23)

D’autre part, conformément a la premiére équation du systeme (3.4), nous avons :

G(t) > G(t)(vg — maG(t — 7(t)) —12). (3.24)

Ce qui entraine

G(t) = G(t)(vg — maMy —r2).

En intégrant cette inégalité entre les bornes ty — 7(t9) et tp, nous trouvons :

G({t)>G({t—r71(t) exp([vg —r2 — maMi] TL) pour ¢ > 7M.
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D’ou

G(t—7(t) < G(t)exp(—[vg — r2 — ma M| TL) pour t > TM,

En remplagant ceci dans l'inégalité (3.24), nous trouvons pour ¢ > Tb

Gt) > G(t) (va — maG(t) exp (— [vg — ra — maMi] TL) —79)
— _ _ M L
> mgexp— [yg — 2 — mgMi]TF G(t) ((7(; r2) oxp (hiLG ra =M TY) G(t)> .
Il suit que :
liminf G(t) > Oe =r2) exp [yg — 2 — ma M) TF = my. (3.25)
t—+o0 mag

A partir de la deuxiéme équation de (3.4), on a aussi U'existence d'un T3 > T5 tel que :

B(t) > B(t) [eBTlB(gL:—D - mB] pour t> T3
B(t) egrimi — mpgD
> — B(t)] .
_nt@)+D[ ma ®)
Ce qui implique en utilisant ’hypothése (H4), que :
— D
liminf B(t) > €BT1M1 — B ‘= M,

t——+o0 mp

donc, il existe un T > T3 tel que B(t) > mg pour t >T. ®

3.4.2 Stabilité globale de la solution 1-périodique positive

Dans cette partie, on va étudier la stabilité de la solution 1-périodique positive du systéme

(3.4).

Définition 3.1 Une solution positive (G(t), B(t)) du systéeme (3.4) est dite globalement as-
ymptotiquement stable si, pour toute solution (G1(t), B1(t)) T du systéme (3.4) avec les con-

ditions initiales (3.3), nous avons :

lim (| G(t) = Gi(t)| +| B(t) = Bi(t)[) = 0

t——+o0
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Le lemme suivant dti & Barbalat est utilisé dans la preuve du théoréme relatif a la stabilité

de la solution 1-périodique positive du systéme (3.4).

Lemme 3.2 [43]
Soient h un nombre réel et f une fonction strictement positive définie sur [h;+00), intégrable

et uniformément continue sur [h ;+00). Alors

lim f(¢t)=0

t——+0o0

Nous sommes en mesure d’énoncer le théoréme de stabilité suivant :

Théoréme 3.3 Supposons que les hypothéses (Hy), (Hs) et (Hy) sont vérifiés. Supposons de

plus que
liminf A4;(¢) > 0,7 = 1,2,
t—4o00
avec
D ry My + 19 [Ms)]? _
Ai(t) = mg—meg (Vg +meM + : 2D2 > (M) ) (671 (t) — 1)
2
mG M1 -1 -1 —1 €B T2(D + MQ)
I € Sttt S t)) — t -
1 — T,(O'il(t)) ( g (O- ( )) g ( ) ) D2 ?
et
e rimi ro D roMimg , 4
At = ————— — = - — =~ 2 ) —t
)= D ne " D pz @ -1,

ot a7 L(t) est la fonction inverse de o(t) =t — 7(t). Alors le systéme (3.4) admet une solution

(G(t), B(t))T 1— périodique positive unique, globalement asymptotiquement stable.

Preuve: Soit (G(t), B(t))T une solution 1—periodique de (3.4), et (G1(t), B1(t)) T une solu-
tion positive du systéme (3.4) avec les conditions initiales (3.3). D’aprés le théoreme (3.2), il

existe des constantes strictement positives T, m; et M;, telles que, pour tout t > T

G(t) S M1 , M2 S B(t) S Mg, (3.26)

3
A

my < Gi(t) <My , mg < By(t) < Mo.
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Définissons la fonction Vi1(t) de la maniére suivante :
Vii(t) = | InG(t) — InG1(t)]. (3.27)

La dérivée supérieure de Vj1(t) par rapport au temps, le long des solutions de (3.4), donne le

résultat suivant :

iGl(t)) sng(G(t) — G1(t)) (3.28)

DYVia(t) = (Giia(t) -

= sng(G(t) — i) {  —ma(Glt—r(t) - Ga(t — (2))
B(t) Bi(t)
055 +p T )Bl(t)+D}

(3.29)

= sng(G(t) - )] —ma(GE) - Gi(1)

(B(t) - By(1))
PO BE T DY B 1 D)

IN
|
S
@
Q
|
K@
=
3
|
&

—ma G1(u) (G(u—7(u)) — Gi(u —7(u)))
G1(u) Bi(u) G(u) B(u)
+r(u) Bll(u) +1D —r() B(u)+ D }du
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DT‘Q

< —mo | G(0) = Gi)] + 52 | B(t) ~ By(o) (330)
2
wpme [ Do me G )] (@ - Gi)
~ms 0(6) (3~ 7(0) - Gy~ rw)
D (€ = G1(w) Bw) + Gaw) (Blw) — By(w)
(31(x) + D) (B(1) + D)
oy BOBI@GW) - Giw)
G B S |

DIVt < —me | G) - Galt)| + T2 | B(t) - B(t) (331)

t D ro My + 1o [Ms]?
+mG/ { [’YG +mgM; + 2 2D2 2 [Mo] ]
t—7(t)

| G) ~ G + 25 | B(u) - By(w)]

+ me M, ]G(u—r(u))—Gl(u—T(u))]} du .

Définissons la fonction Via(t) comme :

V12 / /( mea { |:'Yg—|—mGM1_'_D’r’2 MQI;TQ [M2]2:| (3‘32)
) — Gr(w)] + 252 | B(u) ~ By(u)]

+me My | Glu—7(w)) — Gy(u— T(u))|} du ds .
Posons :

Yo + magMy +

D ro Ma + 19 [M2]2]

o = [

|G (u) = Ga(u)] +

+mg My | Glu—7(w) = Gi(u— 7(w))| | du

t
= H(t,s,u) du
o(s)
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La dérivée supérieure de Via(t) par rapport au temps, donne le résultat suivant :

do=1(t) o7 D g J(t, s)

Vip(t) = y7 J(t, o Yt)) = J(t,t) + /t o ds

t D ry M M52
- _ [/ ma {{’YG‘FTTLGMl + 2 21;7“2 [M2)] ]
o(t)

|G (u) = Ga(u)] +

ro My
D
Yme My | Glu—7(w)) — Gr(u — T(um} du}
D ro My+ 79 [M2]2:|
D2

| B(u) = Bi(u)]

+mg (o7 (t) —t) {[’YG+mGM1 +

roMq
D

+mg My | G(t=7(1)) = Git = 7))}

G(t) = Gi(t)] + | B(t) — Bi(t)]

car

d Uﬁl(t) _1 d O'il(t) t D 9 M2 + 19 [M2]2
t t) = M
o ey = SO [ g { e mn + 2
M
G) = Gr(w)| + =5 | B(u) = Bi(w)]
+ma My | Glu—7(w) = Gi(u — 7(w)|} du
= 0,
et

t D ro M. M>)?
J(t,t) = / ma { | Ve +maMy + =2 2+ 1y [ M)
o(t) D?
M
G(u) — Gy (u)| + 22

D
Yme My | Glu—7(w)) — Gi(u— T(um} du,

| B(u) — Bi(u)]
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et

d J(t,s)
dt

= H(t,s,t)—0+0,

d’ou

D ry Mo+ 1o [Ms]?

/0‘1(0 d J(t,s)
t

7 ds = mg ( Uﬁl(t) —t) { |:"yG + maMi +

roMi
D

+me My | Glt=7(t) = Galt = T()] }

D2
|G(t) — Gi(t)| +

| B(t) — Bi(t)]

Donc, d’aprés (3.31) et (3.32), nous avons pour ¢ > T'

DFV(t) + Vio(t) < —ma | G(t) — Gi(t)] + % | B(t) — B1(?)|
D 7y My + 1o [My)?

+me (o7H(t) — 1) { [7G+mGM1 +

roMq
D

+mg M, |G(t—7(t))—G1(t—T(t))]} .

D2

G(t) = GL(D)] + | B(t) — Bi(t)]

Maintenant, nous définissons la fonction Vi (t) comme :

Vi(t) = Vau(t) + Vaz(t) + Vas(t),

ol

Via(t) = m2 M,y /t o t(o7(s)) — o7 1(s)

t—7(t) 1—7"(c71(s)) | G(s) — G1(s)| ds.
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Donc la dérivée de V() est :

o L(o=1(1) — o1
Vi) = o S 6 - G

—mg My (07N (t) —t) | G(t—7(t)) — Gi(t — 7(1))] -

11 suit d’apres (3.33) que pour ¢t > T

D ry My + 79 [M2]2>

D+V1 (t) < [—mG + mg <’}/G + magM; + D2

sz M1

@700+ s (o )~ o 0) ] ]

T9 MlmG

|G(t)—G1(t)|+[;2+ = (J_l(t)—t)} |B(t) - Bi(t)].

Définissons comme précédemment la fonction Va(t) par :

Va(t) = | InB(t) — In By(t)|.

(3.34)

Le Calcul de la dérivée supérieure de Vi(t) par rapport au temps, le long de la solution de (3.4),

nous donne :

DW(t) = (o LB(t) -

:swwm—Bw»&m@imﬂ+D+mhﬁgﬁJ}

[ D (G(t) — G1(t))
”MB@—BW”%W@_@@+Dx&m+D>
_+BﬁMGm—GﬁD__GNMB®—BMD}}

B(0) + D)\Bid) + D) (B(1) + D)Brlt) + D)

IN

DGt -G | Mz | G(t) = Gi(t)] _ma | B{E) — Bi(t)]

eBT(t)(

my e 11
(Ma + D)?

e T’Q(Mg + D)
D2

| B(t) — Bi(t)] +
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| G(t) = G1(t)].-

(3.35)

)



Considérons enfin, la fonction de Lyapunov V() définie comme suit :
V(t) = Vi(t) + Va(b),
alors, de (3.34) et ( 3.35), on obtient, pour tout ¢t > T :
DTV (t) < —Ai(t)| G(t) — Gi(t)] — Aa2(t) | B(t) — Bi()], (3.36)

ou Aj(t) et Aa(t) sont définis dans le théoréme.
Donc, d’aprés les hypotheéses, il existe des constantes strictement positives aq, g et T >

T+ 71 tellesquesi t>T*
Al(t) >a; >0. (3.37)

Par intégration des deux membres de l'inégalité (3.36) sur 'interval [T, ], on obtient :

t

VO + [ 41| 6o - Gals)ds + /T As(s)| B(s) - Bi(s)|ds < V(T"). (3.38)

11 suit, d’apres (3.37) et (3.38) que

V(t)+ o /i | G(s) — Gi(s)|ds + az /t | B(s) — Bi(s)|ds < V(T*), pourt>T".

*

Donc, V(t) est bornée dans [T, 00), et on a aussi :

/oo G(s) — Ga(s)|ds < 00 et /Oo B(s) — By(s)|ds < oo .

* *

Le fait, d’une part, que G(t) et B(t) soient bornées et d’autre part, que G1(t) et Bi(t) soient
bornées pour ¢ assez grand, entraine que G(t), B(t), Gi(t) et Bi(t) posseédent des dérivées
bornées pour t > T+r. Ceci se justifie & partir des équations que vérifient chacune d’elles. Il s’en
suit alors que [| G(t) — G1(t)| + | B(t) — Bi(t)]] est uniformément continue sur [T, + o). Donc
d’apres le lemme du Barbalat, on conclut que t1££o| G(t) —Gi(t)| =0 et tlirgo| B(t) — Bi(t)| =

0, d’ou la conclusion. =
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3.4.3 Extinction des espéces

Dans le lemme suivant, nous démontrons un résultat direct sur ’extinction des espéce. Le taux

de prédation est supérieur a son taux de consommation.

Lemme 3.3 Si la condition (Hy) et la condition suivante

1> Vg (Hs),

sont vérifiées, alors il existe Do > 0 telle que pour tout 0 < D < Dy, les deuc espéces

disparaissent.

Preuve: D’aprés 'argument de comparaison des équations différentielles, nous avons :

G(t) <V(t) pour tout t>0.

ou V(t) est la solution de ’équation auxiliaire :

W) = 16V - ) 500
V() = Gb.
Alors : .
V(t) = Gy exp/ <7G — T(t)B(f)(i—)D> ds.
0
Quand D est treés petit, la quantité Bg)% est inférieure & 1 pour tout ¢. Pour tout 0 < e < 1,

il existe Dy > 0 telle que pour tout 0 < D < Dy, nous obtenons :

Bl -, tout t
< = — & our ou .
B(t)+D ~ P

Donc, nous avons

V(t) < Goexp(yg —r1 (1 —¢)?).
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Puisque r1 > 74, ceci implique que pour tout € assez petit, on a
(vg—r(l—¢)=vg—1r1+re<0.

Donc, on conclut que :

limsup V (t) =0,

t—+o00
et
limsup G(t) =0,

t—-+o00
et par suite

lim sup B(t) = 0.

t——+00

3.5 Exemples numérique

Nous donnons quelques exemples numériques pour étayer nos résultats théoriques. On considére

le systéme avec retard suivant :

9G4 = G(t)(0.8—0.08G(t — 0.3)) — min ((0.6 +0.1 cos(2r)) 56U, 30) B(t),

dB(1) = min ((0.6 +0.1cos(2nt)) 50, 30) B(t) — 0.5B(t),

(3.39)
avec les conditions initiales
(1) G() = 3.5,B(0) =9,
(2) G(0) = 3,B(0) = 8.7,
(3) G() = 2.5, B(0) = 8.2.
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Figure 3.1: Comportement dynamique du systeme (3.2)

Par un calcul direct, on pourrait facilement vérifier que (H1),(H2),(H4) sont satisfaites.
Autrement dit, toutes les conditions des théorémes précédents sont satisfaites, d’ou le sys-
téme (3.2) est permanent et admet au moins une solution 1-périodique positive. Nous obtenons
également Aq(t) > 0.456 > 0 et Ay(t) > 0.859 > 0, ainsi la solution positive 1-périodique
(G(t), B(t))T est unique et elle est globalement asymptotiquement stable. Dans l'exemple suiv-
ant, nous choisissons: v5 = 0.3, mg = 0.08, mp = 0.2,ep = 1,D = 0.05,7(t) = 1.2 + 0.2

cos(2mt). La figure (3.3) montre que les deux espéces vont vers 'extinction, puisque v4 < 7.
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Figure 3.2 : Permanence du modele (3.2) et periodicité de la solution positive

0 T T T T T

Proig
st A Prédateur .

[*] 5 10 15 20 25 30
temps

Figure 3.3 : Comportement dynamique du systéme ( 3.2): r; < v
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3.6 Conclusion

Les écosystémes aquatiques sont souvent affectés par les activités humaines. Cette étude fournit
des résultats préliminaires de ’évolution d’un écosystéme basé sur la gestion des eaux. En
utilisant le théoréme de continuation de Gaines et Mawhin de la théorie du degré de coincidence,
nous avons établi des conditions suffisantes pour 'existence de solutions périodiques positives
d’un systéme proie-prédateur avec retard. D’aprés le théoréme 3.1, nous avons observé que le
retard joue un role important dans l'existence des solutions périodiques positives. En outre,
en construisant une fonction de Lyapunov, nous avons obtenu des conditions suffisantes pour
la stabilité et 1'unicité de la solution périodique. Notre travail a donné quelques suggestions
précieuses pour sauver les deux espéces et la régulation des populations lorsque les paramétres
écologiques et environnementaux sont affectés par des facteurs périodiques. D’un point de vue
biologique, les résultats les plus intéressants sont les suivants : le niveau d’eau peut déformer
le comportement du systéme, car il modifie ’équilibre écologique entre les populations des
proies et prédateurs. Nous avons montré que les conditions (H1),(H2) jouent un role crucial
dans la coexistence de ces deux espéces. En effet, si la fonction r qui dépend directement du
niveau d’eau du lac est entre deux valeurs critiques, les deux espéces peuvent coexister et ils
auront tendance & varier avec la méme période que celle de 'oscillation de I'environnement.
Au contraire, du lemme (3.3), si la fonction d’accessibilité est supérieure au taux de croissance
intrinséque de la proie, ( si le niveau d’eau est inférieur & une valeur critique), alors la proie
s’éteint et donc les prédateurs vont disparaissent. En conclusion, un programme de gestion

d’eau doit étre établi pour éviter la disparition des espéces.
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Chapitre 4

ETUDE MATHEMATIQUE D’UN
MODELE PROIE-PREDATEUR
AVEC FLUCTUATION

4.1 Introduction et modéle mathématique

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le modéle proie-prédateur avec retard :

W) = Gl) (e~ maG(t— (1)) ~ min (r(t) 5itp, 75 ) B,

. G(t
avec les conditions initiales positives suivantes :

GO) = 6:1(0),B(0) =y(0), 0€[-7".0, #(0)>0,

¢; € C(-m™,0],R"),i=1,2.

ou le taux de prédation r(t) est une fonction périodique continue de période 1.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier le modele proie-prédateur suivant :

Wty = Gt) (vg —maG(t) — min (r(t) 5As.75) B(),
(4.1)
B(t) = epmin (r(t) ity ) B(t) — mpBI(1).

avec les conditions initiales :

G(0)=Gy >0, B(0)=DBy>0

ot le taux de prédation r(¢) n’est pas une fonction continue 1-périodique mais est une fonction

qui a seulement deux périodes chaque année c-a-d :

ry = r(14+96) sur [nT,(n+0)T]
r(t) = (4.2)
r—= r(1—0) sur [(n+0)T,(n+1)T]

ou 0 < §d <1 etr estletaux de prédation moyen. Dans un premier pas, nous considérons le
modele avec § = 0, et le modeéle se réduit & un systéme d’équations différentielles ordinaires,
sur lequel nous étudions la persistance, 'extinction des prédateurs et la stabilité des équilibres.
Dans le second modéle, nous prenons en compte les variations du niveau d’eau dans le lac
(0 # 0), et le modele obtenu est un modele & commutation; nous montrons ’existence d’un

domaine invariant, qui contient toutes les solutions périodiques annuelles du systéme.

4.2 Positivité et bornitude des solutions

Dans cette section, nous montrons que le modele & commutation (4.1)-(4.2) est bien posé¢ dans
le sens suivant: Pour toute paire de conditions initiales positives (Gp, By), (4.1)-(4.2) a une
solution unique qui reste positive et bornée. Pour cela, nous utilisons les résultats suivants

(voir par exemple [4]) :
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Lemme 4.1 Sia,b>0 et X <(>)X(t) (a—b X(t)), avec X(0) >0 alors

limsup X(¢) < <9

t — oo b

(hmlnf X(t) > ).

O“\D

En effet, ce résultat est quantitativement équivalent au lemme suivant :

Lemme 4.2 Sia,b>0 et X < X(t) (a—b X(t)) , avec X(0) >0, alors pour tout t > 0

a a
Xit) < — =b- .
(t) < P o e—ai avee c X(0)

En particulier X (t) < max{X(0), 3} pour toutt> 0.

Nous établissons d’abord le résultat suivant :

Lemme 4.3 Soit h: R> — R une fonction définie par :
h: (G, B) — min(f(G, B),75)
Si f est localement lipchitzienne, alors la fonction h est localement lipchitzienne.
Preuve: 1l est facile de voir que
h (G, B) = L(f(C. B) + 75~ |f(G, B) + 73]

Si f est localement lipchitzienne, alors h est aussi localement lipchitzienne d’ou 'existence

locale et 'unicité de la solution. m

Proposition 4.1 (A): Toutes les solutions (G(t), B(t)) du systéme (4.1)-(4.2) sont positives,
i.e G(t) > 0, B(t) > 0 sur un intervalle mazimal du temps [0,T).
(B): Toutes les solutions (G(t), B(t)) du systéme (4.1)-(4.2) sont bornées, pour tout t > 0.
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Preuve: (a) Il est clair que G = 0 et B = 0 sont deux isoclines nulles. Ainsi, le cadrant positif

est positivement invariant.

(b) D’apres la premiere équation du systéme (4.1), nous avons

dG
o O = G) (v —maG ().
D’aprés le lemme (4.2), on suppose Gy < ;—‘Z ona G(t) < ;TGG
Soit z(t) = epG(t) + B(t), donc nous avons:
dz 9
o TmBz = es(vg +mp)G — epmaG
< eBlg+ mp)° _
- dmg
On obtient donc le resultat suivant:
0< 2(G(). BW) < - (1—¢ ")+ 2(G(0), B0))e ™",
B

Quand ¢t — o0, 0 <z < L

_mB'

Ceci termine la preuve de la bornitude de la solution. Le systéme considéré est donc dissi-

patif. m

4.3 Modéle Proie-prédateur en 1’absence des variations des

niveaux des eaux

4.3.1 Modéle réduit et permanence

En absence de toute action sur le lac (§ = 0), on peut supposer que r(t) = r pour tout ¢, donc

le systéme prend la forme :

WGit) = GO) (e —maGH) - min (A5, v5) B(®),
‘ii—f(t) = epmin (7“]3(%%,73> B(t) — mpB(t).
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Dans ce cas, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.2 la population va survivre si les hypothéses suivantes sont satisfaites

. . vg(Bo+D) 4 mp mg D vg
(Hy): r< mm( Cramt i comwrys caul

(Hy): 0<ri<r<ry,

4 mpg meg D 4mp mg D
Yo— ,Yé_ Be G Yo+ /'Y%,'_ Be G
B et _ B

ot ry = 5 ro = 5

Preuve: Nous allons utiliser I'hypothése (H;) pour écrire notre systéme sous une forme ré-

duite. On démontre la proposition suivante :

Proposition 4.3

Pour tout t>0 r G(t) <vg (B(t)+ D).

En effet, considérons

u(t) = rG(t) — vg(B(t) + D).

Donc d’aprés 'hypotheése (Hi),u(0) < 0, ce qui implique que u(t) < 0 pour tout t > 0.

Autrement, il existe tg > 0 telle que :

du(t
u(tp) =0 et d<t0) > 0.
La condition u(tg) = 0 implique que :
G(t
B(ty) = 2¢W0) _py
B

En utilisant la premiére équation du systéme (4.3), nous avons :

du dG dB

%(to) = Tﬁ(to) - ’YBE(tO)a
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et

du Blto)
) = — el LV _ D
o (to) rr+epvyg] Blio) + DG (to) + 7 (ya+mp) G (to) — ygmp
—rmaG (to)? .
Il suit que :

du

= (to) < —rmg [G (to))* + 7 (76 +mp) G (to) — ypmsD.

D’aprés I'hypothese (H1), % (t5) < 0, et ceci constitue une contradiction. Donc u(t) < 0 pour

tout t > 0. Ainsi, notre systéme s’écrit sous la forme réduite suivante :

K1) = Gt)(ve—maG(t) - r5HY,
(4.4)

Maintenant on va utiliser le systéme (4.4). En utilisant la premiére équation du systéme, nous

avons

dG

=2 (16— 1)G(E) — ma(G(1)

Donc, il existe T > 0 telle que pour tout ¢t > T

> .,
e

D’autre part, la deuxiéme équation du systéme (4.4), nous donne, pour tout ¢t > T,

dB aB(t)

it APV B
i 2w p  meB0

S 1
~ B+D

((eprae — mpD)B — mpB?).
D’apres le théoréme de comparaison, il existe 77 > T telle que pour tout t > 77,

epra

B(t) > —D:=p.

mp
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D’aprés (Ha), il exist T3 > 0 telle que, pour tout ¢t > Ts, o < G(t) < (et f < B(t) < ¢, ou

atel n

¢ = max{ —s m—B}, ce qui termine la preuve. m

Une application directe des propositions précédentes, nous donne le résultat suivant :

Corollaire 4.1 (Permanence) Siles conditions (Hy) et (Ha) sont satisfaits, alors le systéme

(4.4) est permanent.
Proposition 4.4 Si ’hypothése (Hy) et la condition suivante

D
(Hy):r < BTG Z
€B Ya

sont satisfaites, alors limsup B(t) =0, ie, le prédateur va a l’extinction.
t—o0

Preuve: La deuxiéme équation du systéme (4.4), nous donne :

d—B = epr GB —mp B
a — PByp P
gt
< — B
< (eBrmGD mp)

Ceci implique que

La condition (Hs) implique
limsupB(t) = 0.

t—o0

4.3.2 Analyse d’état d’équilibre
Les points d’équilibre pour le systéme (4.4) sont solutions du systéme algébrique suivant :

Gt (16 — maG(t) - rgmlp) =0,
(4.5)
B(t)(e 0t — ms)B(t) =0,

Les solutions de (4.5) sont :
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(i) Eo = (0,0) (équilibre trivial),
(i) By = (%—2, 0) ( équilibre sans prédateur ),

(iii) Ex = (Gx, Bx) (équilibre positif), qui est solution du systéme :

B:« J—
Yo —mcGx =15 5p =0,

(4.6)
en T*B?;D —mp = 0.
La deuxiéme équation du systéme (4.6) nous donne :
G
B, =" _p
mp
En substituant B* dans la premiere équation du systéme (4.6), nous obtenons :
G«
s~ D
Yo — mGG* — T(W) = 0,
mp
ce qui donne
—mgep(Gy)? + ep(vg — )G« — Dmp = 0. (4.7)

C’est une équation du deuxiéme degré, dont le discriminant est :

A = [eg(vg —7)]? +4Depmgmp

4Dmgm
= (- + 2Dmamey,
€B
Donc les solutions de I’équation (4.7) sont
(16 =) + /(g = r)? + memuD (16 =) = /(1 —r)? + memuD
Gl = B et G2 - z .
* QmG * ng
Comme G, >0 et B, >0, on prend seulement 1’équilibre :
_ _ 2 4meBD
.27t Ve —r e L B=2Y%_p
2mg mp
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L’existence d’un état d’équilibre le plus intéressant F,, ol les deux populations proie et pré-

dateur coexistent, exige une condition supplémentaire,

mgmpD
(HS) 1> — B2
€BYa

Stabilité locale

La nature et la stabilité locale des états d’équilibres est donnée dans la proposition suivante

Proposition 4.5 i) (Ey) est toujours un état d’équilibre instable.
ii) (Ev) sous (Hs) est un neud stable et un point selle sous (HS).
iii) L’équilibre positif (Ey) est un foyer localement stable si la condition (HS) et

€B 7%

HY) - .
(H{) T>4DmG

sont satisfaites.

Avant de démontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.4 sous la condition (HS), on a

a, < ¢
mgag

Preuve: D’apres la condition (H$), nous avons :

magmpD
M <r,
€BYqG
ce qui implique que
Dmagmp
— <TG
€B
c’est-a-dire
Dmgmp
4—— <4 r s
€B
Il suit que
Dmgmp

(vg—7)°>+4 <(yg =1 +471 96+ 498 — Mg

€B
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de la

(Yo —1)° + 4%?3%9 <(vg =)+ 4% —dgle—7)
donc
(6 = 1 +427EE < (26— (v - )P
Il suit que
\/(vc —r)? +4mzwg <2v¢— (g — 1),
donc

Dmagmp

(6 =71+l 7+ 4

< 29,
o Yo

autrement dit :

D
(’YG—T)+\/(’YG—7”)2+4 KT _
2mg mag

)

c’est-a-dire

G, < ¢
me

Preuve: de la proposition (4.5)
Pour connaitre les propriétés de la stabilité locale des équilibres, on calcule la matrice Jacobienne

du systéeme (4.4) :

B B
(’yG—mgG—rB+D)—mgG eBT BT D
J =
—r GD G __epr GB
(BTD)? (eB 757 —mB) (BTD)?

En ce qui concerne l'origine Ey = (0,0), il vient :

Ya 0
J(0,0) - ’
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qui est une matrice diagonale et admet donc deux valeurs propres réelles distinctes A\; = v4
>0et Ao =—mp <0 de signes contraires. Il s’agit donc d’un point selle.

Pour le second équilibre E; = ( ;—2, 0), nous avons :

—a 0
J< gle 70) _
mag
- Ya e 1 yg—D mg mp
D mg D mg

C’est est une matrice triangulaire qui admet donc deux valeurs propres réelles distinctes A\ =

o <0et Mg =L" VC?D_QGWG B 11 s’agit donc d’un noeud stable sous ’hypothese (H3) et

d’un point un selle sous 'hypothése (HS).

Concernant 'equilibre positif E, = (G, Bx), nous avons :

—maGy BT BT
J(G*,B*) =
—r G« D _epr Gy By
(B«+D)? (B«+D)?
En utilisant le fait que
p G _ M
B.,+D e’
B,
P _ G.),
TB* D (va¢ — maGy)
nous obtenons :
—mgGax es(vqg — maGy)
J(Gy, By) =
~DREpls —TE(yg — meGy)

Ainsi :

trJ = —mgG, — @(70 —maGy) <0,
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et

mama D mp
magm Dm
= (fyG—mgG*)( ¢ BG*—I— B*—F%) > 0,
d’ou la stabilité asymptotique locale de cet équilibre.
De plus :
Ag, = (trJ)? —4(det J)
mp 9 memp D mp
= (— — G, Gy)“—4 — G, G
(=~ (1 = maGy) +maG)” — 4(vg — meGe)(— t 51D
(e G.) ~ mGGL)? — 42 @)
= (— —maGy) —magGy)” — -—m .
r te G G B, + D Ya G
On utilise le fait que
B, =G, -D
On obtient
Ar. = (2 (1 — m6G) — maG)? — 428 (3, — meG)
=(— —maGy) —magGy)” — —maGy).
E. , gte; G G egrG, ite G
Comme G, < %—G alors
G
m D m?
Ap. < (=26 = mcGL)* = 4—=2 (v — maGh)
r eB'rmic
m? D m%mga
< - G* B - G* —473
(v —ma )[Tg (v — maGy) GBT’Yc;]
2
my 1 D mg
< —= — Gy) |- — G,) —4
1 (6~ maG) | Hog = maG.) - 42 |
2
mp 1 D mgag
< —= — Gy) |—v7g — 4 .
. (V¢ —ma )[T’VG s ’YG]

D’apres la condition (Hf), Ag, doit étre strictement négatif et donc E, = (G, By) est un

foyer stable. m

78



Stabilité globale

Nous avons obtenu les conditions d’existence d’un équilibre positif et leurs conditions de
stabilité locale. Nous avons observé que l'instabilité de I’équilibre E; implique I'existence d’un
point d’équilibre intérieur positif F,. La condition pour la stabilité asymptotique locale de FE,
est donnée par (H$). Maintenant, nous analysons la stabilité globale de (E)). Pour cela, nous
appliquons le critére de Dulac. Construisons la fonction H(G, B) = GilB telle que H(G,B) > 0
pour tout G > 0, B > 0.

En utilisant les définitions

R(G, B) = G(0) (1~ maG(0) - r 5 17,
et
Fy(G, B) = eBng)) D mpB®),

nous obtenons,

| O(HF,) O(HF.
div(HFy, HEy) = (8G1)+ (832):_7?_(31327)2@'

Ceci montre que div(H Fy, HF5) ne change pas de signe ( n’est pas identiquement nulle ) dans
le quadrant positif. Selon le critére Bendixson- Dulac, il suit que le systéme (4.4) n’a aucune
trajectoire fermée, et donc pas de solution périodique & l'intérieur du quadrant positif , ainsi

(G(t), B(t)) tend soit vers (%—C;, 0) , soit vers (Gx, By). Nous pouvons énoncer le résultat suivant

Proposition 4.6 Le systéme (4.4) ne peut pas avoir un cycle limite & lintérieur du quadrant
positif.

En utilisant le fait que la solution est bornée, on obtient donc le résultat suivant :

Corollaire 4.2 (i) Supposons que nous avons les conditions (Hy); (Hz) et (HS) , alors l’équilibre
positif FE, est globalement asymptotiquement stable.
(i) Si (Hy);(H2) et (Hs) sont satisfaites , alors l'équilibre positif E, n’eriste pas et

l’équilibre E1 est globalement asymptotiquement stable.
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Figure4.1 : La courbe bleue représente la population des proies,
la courbe rouge représente la population des prédateurs

r=0.8,mg =0.005,7g =2.6,D =04,ep =03, mp =0.5

350 T T T

3001 1

populations

0 5 10 15 20
temps

Figure 4.2 : Solution numérique du systeme (4.4) avec les parametres:

r=05mg=007T,7¢=1,D=2ep=02mp=08
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4.4 Effet du niveau des eaux

La discussion ci-dessus repose sur ’hypothése que les parameétres d’environnement sont tous des
constantes par rapport au temps, pour lesquelles nous avons étudié la persistance des solutions.
Dans cette section nous sommes intéressés par 'analyse du systéme (4.4) en prenant en compte
la fluctuation des niveaux des eaux dans le lac (0 # 0). Pour simplifier, on considére deux

saisons importantes ou r(t) est divisé en deux cas :

ry =r(1+9) saison haute,
r(t) =

r—=r(l—9) saison basse.

Les saisons changent séquentiellement haute— faible — haute.... La saison haute commence
dans les temps t,, n = 0,2,4,...; avec un taux de prédation élevé r,, et dure pendant un
intervalle du temps 6 -t = T~ ou ¢ est la durée de la période (i.e une année) et 0 < 6 < 1.
Elle est suivie par la saison basse dans les temps ¢,+1, n =1, 3,5...; avec un taux de prédation

faible 7_ et dure pour (1—6)-t="T".

Par conséquent, une trajectoire du systéme (4.4) est une liaison des arcs des trajectoires des

systémes suivants :

96(t) = G(t) (vg — maG(t)) — min (F5%,75)B(),
(4.8)
9B(t) = epmin (575, 75)B(t) — mpB(t),
et
96(t) = G(t) (vg — maG(t)) — min (F75%,75) B(b),
(4.9)
| (1) = epmin (5755, 75)B(t) — mpB(t).

La stratégie pour resoudre le systéme (4.4) est de calculer la solution dans les intervalles du
temps entre t, et t,11. Chaque intervalle du temps a un taux de prédation constant (i.e., soit

r4 or r_) et les valeurs initiales G, et B,,.
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Le long de ce paragraphe, nous supposons,

mampD
€BYa

B D) 4 D
(H4) ’YB( 0o+ ) mpmg 73)

<r_ <ry <min < ,
Go (v +mp)?

Premiérement, nous réécrivons les systémes (4.8)-(4.9) sous une forme plus simple, comme ce

qui a été fait dans la section précédente. Nous avons la proposition suivante

Proposition 4.7 Pour tout t >0, ry G(t) <~yp (B(t)+ D)

Preuve: la démonstration de cette proposition est semblable & celle de la proposition 4.3 . =

Ainsi, sous '’hypotheése (Hy), nous pouvons réduire les systémes (4.8)-(4.9) sous les formes

suivantes :
,
9 (1) = G(t) (vg — maG(t)) — "B,
W) = e™5iin " —meB(),
et

9 (1) = G(t) (v — maG(t)) — "Bl

@(t) = 63% — TTLBB(t).

Nous démontrons comme nous ’avons fait pour le systéme (4.4), que sous la condition

€B 7%:

Hg) :r_
(Hs) : 7 >4Dmg’

les sous-systémes (4.10) et (4.11) ont respectivement les équilibres suivants :

D
e+ Je - iBmeme o
G = o , Bp=—"""t_D,
G mp
4D
I ks Joe-rpetmeme g
- 2mg ’ T~ mgp ’

qui sont des foyers stables pour chaque systéme.
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Maintenant, nous allons énoncer le résultat principal de ce chapitre .

Théoréme 4.1 Sous U’hypothése (Hy) et (Hs), il existe un domaine positivement invariant
' C R™ x RY pour le systéme a commutation (4.1) de maniére saisonniére, délimité par un
arc de trajectoire du systéme (4.10) et un arc de trajectoire du systéme (4.11), et entourant les

deuz foyers (G%. ,B%) et (G* ,B*).

Preuve: Désignons par A, et A_, les segments reliant respectivement les points (0,0) et
(G%, B ) et les points (G*,B*) et (;—%,0),( voir figure (4.3) ).

Maintenant, nous définissons une application continue de Poincaré sur le segment A, :

P:A+ e A+

(Go, By) — (G, By)

ou, (G5, B3) € Ay est défini comme suit : nous considérons 'arc de la trajectoire du systéme
(4.11) qui commence du point (G§, By) et se termine au premier point d’intersection (G5, BY)
avec A_. Ensuite, nous considérons I'arc de la trajectoire du systéme (4.10) qui commence du
point (G7, BY) et se termine au premier point d’intersection (G5, B3) avec Ay. La figure 4.3
montre une illustration de l'application P : AL — A,

Il est clair que P(0,0) € Ay et P(G%,B%) € AL, donc P(AL) C A4, par unicité des trajec-
toires des systémes (4.10) et (4.11) et d’aprés le théoréme de point fixe , P a un point fixe unique
(G4, By) € Ay, Ensuite, la liaison de I'arc de trajectoire du systéme (4.10), qui commence du
point (G4, By) et se termine au point (G_,B_) € A_, et I'arc de la trajectoire du systéme
(4.11), qui commence du point (G_, B_) et se tremine au point (G4, By), délimite le domaine
T.

Le domaine I' est positivement invariant par le systéme a commutation (4.1)-(4.2). En effet,

sur la frontiere OT'de T, le champ de vecteur défini par le systéme (4.1) est dirigé vers l'intérieur
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de T" ou il est est tangent & 01 puisque cette frontiére est constituée des arcs des trajectoires.

Y
—

B

B

(0, 0) &3 G- mG

Figure 4.3 : Hlustration de 'application P: Ay — Ay

Théoréme 4.2 Sous U’hypothése (Hy)et (Hs), pour tout k € N*, le systéme a commutation

(4.1)-(4.2) posséde au moins une solution 1—périodique sur I

Preuve: En utilisant le théoréme du point fixe de Brouwer, nous montrons 'existence d’au
moins une solution périodique pour le systéme & commutation (4.1)-(4.2) dans le domaine I'.

Nous appliquons ce théoréme a 'application de Poincaré associée au systéme (4.1)-(4.2).

HkZR+XR+ — R+XR+
(Go, Bo) — (G(k), B(k)),

ou k € N* et (G(t), B(t)) est la solution du systéme périodique (4.1)-(4.2) partant du point
(Go, By) a l'instant tg = 0. Cette application est évidemment une application continue. Nous

avons déja montré que I' est un domaine compact positivement invariant pour le systeme (4.1)-
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(4.2). Par conséquent, pour tout k € N*, nous avons II;(I') C I, puis, en utilisant le théoréme
du point fixe de Brouwer, II;, a au moins un point fixe (G}, B;) dans I' pour tout & € N*. Pour
nos simulations numeériques nous utiliserons un tel point comme condition initial, (voir la figure
4.4) et r(t) comme suit

2 pour t € [n,n + 0.5]

r(t) =
1 pourte [n+0.5n+1]

Le comportement périodique de la solution du modele (4.1)-(4.2) est illustré sur la figure 4.4.

250 T

I | |
- | | | f f
240 I| | o i i I i

[=]
™
T

e BT
T

—r—

—

5 10 15
temps

Figure 4.4 : Comportement dynamique du systéme ¢ commutation

(4.1) — (4.2) : mg = 0.005, 75 = 2.6, D = 0.4,ep = 0.3, mp = 0.5

4.5 Conclusion

Les résultats de cette étude démontrent comment les variations du niveau des eaux peuvent
influencer la répartition des espéces des poissons. En 'absence d’action sur le lac (modéle (4.4)),

en utilisant la théorie de stabilité des équations différentielles ordinaires, on a démontré qu’il
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existe un équilibre intérieur stable ( sous certaines conditions ). Le seuil entre la persistance
et 'extinction dépend de fagon critique du taux de prédation r. En effet, nous avons montré
que si le taux de prédation n’est pas trés élevé (i.e (Hy), (Hsz)), alors les deux populations
coexistent. Les résultats de la stabilité globale de 1’équilibre sont obtenus en prouvant la non-
existence d’une solution périodique non-trivial; en appliquant le critére de Dulac et le théoréme
de Poincaré-Bendixon .

En revanche, si ’on tient compte de la variation des niveaux des eaux, nous avons prouvé
dans certaines conditions, ’existence d’un domaine invariant I' contenant au moins une solution
1—périodique positive. Ces conditions dépendent du taux de prédation 71, r_ qui dépendent
directement des niveaux des eaux du lac. Ecologiquement parlant: si la fonction d’accessibilité
r(t) est entre deux valeurs critiques (condition (Hy)), les deux espéces peuvent coexister et
ont tendance a fluctuer & la méme période que l'environnement. Au contraire, & partir de la
proposition (4.4), si les niveaux des eaux sont assez élevés, les interactions entre les proies et
les prédateurs sont trés rares et ces derniers vont disparaitre. Du point de vue de ’écologie,
ce phénomeéne n’est pas souhaitable. Donc, nous devons aussi préter attention aux valeurs du

niveau des eaux afin de continuer & développer des écosystémes durables.
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Résumé :

Les interactions proie-prédateur sont influencées par de nombreux facteurs
écologiques. Dans cette these, on étudie un modeéle de prédateur-prédateur
périodique retardé avec rétroaction négative instantanée pour étudier l'impact
du niveau d'eau sur la persistance de deux populations de poissons vivant
dans un lac artificiel. En utilisant le théoreme de la continuité de la théorie du
degré de coincidence, et en construisant des fonctionnels de Lyapunov
convenables, un ensemble de conditions suffisantes vérifiables est dérivé pour
I'existence, l'unicité et la stabilité globale de solutions périodiques positives au
modeéle

Mots clés:
Modele de prédateur-proie, Solution périodique, Théoreme de degré de
coincidence, Temps de retard, Fonction de Lyapunov, Stabilité globale.

Abstract:

Prey—predator interactions are influenced by many ecological factors. In this
thesis, a delayed periodic prey—predator model with instantaneous negative
feedback is investigated to study the impact of water level on persistence of
two fish populations living in an artificial lake. By using the continuation
theorem of coincidence degree theory, and by constructing suitable Lyapunov
functionals, a set of easily verifiable sufficient conditions is derived for the
existence, uniqueness and global stability of positive periodic solutions to the
model.

Keywords:
Predator—prey model, Periodic solution, Coincidence degree theorem, Time
delay Lyapunov functional, Global stability.
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1. Introduction

The impact of water level fluctuations on the species communities has been widely studied in rivers, lakes and reser-
voirs [1-4]. Depending on the spatial and temporal extension water level fluctuations can influence the dynamics and
structure of the fish community. Recently, in [5], the authors examine how seasonal variations in water level affect the
outcome of prey-predator interactions in Pareloup lake in the south of France. The Pareloup lake is one of the five biggest
artificial lakes in France, situated between Rodez and Millau (1260 ha, 168 x 10°® m?). Its maximum depth is 37 m, and
mean depth is 12.5 m, allowing to store water during seasons of high electricity demand. The management of this lake is
of considerable ecological importance. Significant variations of the water level of the lake can have a strong impact on the
persistence of some species. In fact, the increase of water volume hinders the capture of the prey by the predator. The same
reasoning is applied when there is a decrease in the volume of water, favoring the capture of the prey by the predator. The
authors propose a new model to describe the interaction between roach species as prey and pike species as predator. The
obtained results indicate that the water level has a qualitative effect on the dynamic behavior of the prey-predator system.
Very recently, Moussaoui et al., in [6] investigated a more complex interaction among three species living in the Pareloup
lake under seasonal succession; the authors showed that the system is permanent under some appropriate conditions and
obtained sufficient conditions which ensure the existence of the positive 1-periodic solution (see [6]).

As pointed out by Freedman and Wu [7] and Kuang [8], it would be of interest to study the global existence of periodic
solutions for systems with periodic delays. In order to reflect the dynamical behaviors of the models depending on the past

* Corresponding author. Tel.: +2137 71 22 34 78.
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information of the system, May [9] first proposed and discussed in 1973 briefly the delayed predator-prey system

{k = x(t) (a1 — anx(t — ) — ay(t))
¥y =y(@) (—az + ax1x(t) — any(t))

where x(t) and y(t) can be interpreted as the population densities of the prey and the predator at time t, respectively, t is
the feedback time delay of the prey to the growth of the species itself, the parameters g; and a;; (i, j = 1, 2) are all positive
constants.

Since this remarkable work, delayed prey-predator models have been studied extensively by many researchers, and very
rich dynamics have been observed (see, for example [10-29] and references cited therein).

Motivated by the above reasons, and considering that the delay may occur in the competition among preys; in this paper,
we are concerned with the effects of the water level and time delays due to negative feedbacks on the global dynamics of
the predator-prey systems. This is to look for conditions which guarantee the existence of a positive periodic solution of
the system with the same period as the coefficients, such a solution describes an equilibrium situation consistent with the
variability of environmental conditions and such that both populations survive. The trajectories in the phase plane of these
solutions of the nonautonomous system take the place of the equilibria points of the autonomous system. The significance
of the paper is that the conditions are related to the values of the accessibility function r(t) which depends directly on the
water level of the lake.

The organization of this paper is as follows. In the next section, a brief description of the model is presented, and the
positivity of the solutions is proved. In Section 3, sufficient conditions are obtained for the existence of positive periodic
solutions of the delayed prey-predator model by using Gains and Mawhin’s continuation theorem of coincidence degree
theory. In Section 4, by constructing a suitable Lyapunov functional, the uniqueness and global stability of positive periodic
solutions of the delayed prey-predator model is our main concern. Two examples are given in Section 5 to illustrate the
feasibility of our main results. A brief discussion is presented in Section 6.

(1)

2. Prey-predator model

Let G(t) and B(t) be respectively the biomass of the prey and predator at time t. When a predator attacks a prey, it has
access to a certain quantity of food depending on the water level. When water level is low the predator is more in contact
with the prey. Let r(t) be the accessibility function for the prey. It is assumed that the function r(t) is annual periodic and
continuous, that is, r is 1-periodic. The minimum value r; is reached in spring and the maximum value r; is attained during
autumn, denoted respectively by y; and 5 the maximum consumption rate of the resource by the prey and predator. Let eg
be the conversion rate of the prey in biomass and mg, mg be respectively the consumption rate of biomass by metabolism
of the prey and predator. The predator needs a quantity yB(t) for his food, but he has access to a quantity

o) G(t)B(t)
B(t) +D

here D measures the other causes of mortality outside the metabolism and predation. It gives the extent to which environ-
ment provides protection to the prey. If

r(t)G(¢)
T 2 VB
B(t)+D
then the predator will be satisfied with the quantity
veB(t)
for his food. Otherwise, i.e if
r(t)G(t)
T = VB
B(t) +D
the predator will content himself with
G(t)B(t
o) (t)B(t) .
B(t)+D
Consequently, the quantity of food received by the predator is
) G(t)
min ,r(t)———— | B(t).
(VB ()B(t)+D> ()
Accordingly, the delayed prey-predator model can be expressed as

th = G(t G(t t i t G0 B(t
E()_ ()(Vc—mc(—T()))—mm<r()mays> ()
G(t)

dB
E(t) = €p min (T(t)m, )/B> B(f) — mBB(t).
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The initial conditions for system (2) take the form of
GO) =¢1(6),  B®) =¢2(0), 6 €[-t",0],4(0) >0
¢ e C([—tM,01,RY), i=1,2. (3)
To simplify our representation, we introduce the following notations:
1
f= fo foyde,  fr= min f(©), M= max f(0).

Let By, G be respectively the initial density of the predator and prey with By > 0 and Gy > 0. Throughout this paper, we
suppose that:

. Bo+D) 4 Dyge VGT
(Hy): 1, < min (VB( oo+ ), mpmgDyge >'

(vg+mp)?

(H): eBT1<yG rz) exp (—2y¢) > D > 0;

mgmp
(Hs): t(t)isanonnegative and continuously differentiable periodic function with period 1, min;¢[o,1;(1—%(t)) > 0(where

(1) = £0),
By the theory of functional differential equations [30], it is clear that system (2) has a unique positive solution which

satisfies the initial condition (3).
The following standard analysis shows that the model (2) is biologically sound.

Lemma 1. Every solution of system (2) with initial conditions (3) exists in the interval [0, +oo[ and remains positive forall t > 0.

Proof. F1rstly, we show that G > Oforall t € [0, @), where 0 < o < +o00. Otherwise, there exists a t; € [0, o) such that
G(t;) =0, % (t;) <0and G(t) > Oforallt € [[—‘L'M, r?.

Hence, there must have B(t) > 0 forallt € [0, t;). If this statement is not true, then there exists a t; € [0, t;) such that
B(t;) = 0and B(t) > Oon [0, t,). Furthermore,

dB(t)
—_— = mBB(t) vVt € [O, fz] .
dt
Then,
B(t) > Byexp (—mgt) > 0, Vt €0, t,].
Thus

B(tz) > Bo exp (—mez) > 0.
It is a contradiction. Hence, B(t) > O forall t € [0, t;). On the other hand

T2 2 60 (s — meG(e — 1) ~ rO g 7S Veel0.4).
Then
G(t) = Goexp (/t [yc —mgG(s — 1(s)) — r(s)B(s)]> ds
- 0 B(s) +D
Thus

G(t1) = Goexp (/ 1 |:yc —mgG(s —1(8)) —1(s) —— B©) ]) ds > 0.
0 B(s) +

It is a contradiction with G(t;) = 0, so G(t) > 0 for all t > 0. We complete the proof.

3. Existence of positive periodic solutions

In this section, using the Gains and Mawhin’s continuation theorem of coincidence degree theory, we show the existence
of positive periodic solutions to system (2) with initial conditions (3). For convenience, in the following we shall summarize
a few concepts and results from [31] that will be used in this section.

Let X and Y be real Banach spaces, L : DomL C X — Y alinear mapping, and N : X — Y a continuous mapping. The
mapping L is called a Fredholm mapping of index zero if dimKerL = codimImL < 400 and ImL is closed in Y. If L is called a
Fredholm mapping of index zero and there exist continuous projectors P : X — X,and Q : Y — Y such that ImP = KerL,
KerQ = ImL = Im(I—Q), then the restriction L, of L to DomLNKerP : (I—P)X — ImLisinvertible. Denote the inverse of L, by
K. If £2 is an open bounded subset of X, the mapping N will be called L-compact on 2 if QN(£2) is bounded and K,(I—=P)N :
£2 — X is compact. Since ImQ is isomorphic to KerL, there exists an isomorphismJ : ImQ — KerL.



A. Moussaoui et al. / Nonlinear Analysis: Real World Applications 21 (2015) 170-184 173

Lemma 2 (Continuation Theorem). Let X and Y be two Banach spaces and L be a Fredholm mapping of index zero. Assume that
N : £ — Y is L-compact on §2 with §2 open bounded in X. Furthermore, assume that

(a) Foreach A € (0, 1), x € 02 N DomlL, Lx # ANKX,
(b) foreach x € 92 NkerL, QNx # 0,
(c) deg{JQN, 2 Nkert, 0} # O, where deg (-, -, -), is the Brouwer degree.

Then the equation Lx = Nx has at least one solution in DomL N 2.

Now we state and prove our main theorem on the existence of positive 1-periodic solutions of system (2).

Theorem 1. Assume that (H,) and (H,) hold, then system (2) with initial conditions (3) has at least one positive 1-periodic
solution.

Before proving Theorem 1, we first rewrite system (2) in a simpler form.

Proposition 1. Forallt > 0, r,G(t) < yp(B(t) + D).

Proof. Let u(t) = r,G(t) — y(B(t) + D).
Note that u(0) < 0 by condition (H;). Itis claimed that u(t) < 0 forall t > 0. If this were not the case, there exists t; > 0
such that:

u(tp) =0 and du(to)

> 0.

The condition u(ty) = 0 implies that
raG(t
2G(to) D

VB

B(t) =

From (2), we get
du (t0) dG(t ) dB(t )
JE— =1y — — JE—
dt 0 zdt 0 det 0

and
du(t) (to) [r2 + ] Bito) G (to) + 12 (Yo + ms) G (to) D G (to) G (& (to))
— =—r rn+e _ T’ m — ygmgD — r,m -7 .
dr 0 0) 112 BVB B(to) + D 0 2 (Ve B 0 V41U 2MgG (Lo 0 0
It follows that
du
T (to) < —r2amgG (to) G (to — T(to)) + 12 (Y6 + mp) G (to) — ysmpD.
Integrating the first equation of (2) between the limits to — 7 (tp) and to, we find
G (to) < G (to — t(tp)) ™"
from which
G (to — T(to)) = G (to) e 7™

then
du - )
T (to) < —ramge™ """ [G (to)]” + 12 (¥ + mp) G (tp) — ysmgD.

Condition (H;) implies that % (to) < 0 and we obtain a contradiction. This implies that u(t) < 0 for all t > 0. Conse-
quently system (2) is reduced to the simple form

dG G(t)B(t)
7t D =0 (v = meG(t — (1)) —r(O) =

B(t) + D
G(t)B(t)
B(t) + D

Now, we come back to the proof of Theorem 1. In order to explore the existence of periodic solutions, we should embed
our problem in the frame of Lemma 2.
Since solutions of (2) remained positive for all t > 0, we let

up =In[G(0)],  uz(t) = In[B(D)]. (5)

(4)

B .
7O =esr(®) — mgB(t).
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On substituting (5) into system (4), we obtain

o o — SO
uy(t) = yoc — mgexp (ui(t — t(t))) —r(t) exp (uz(t)) + D
exp (uq(t))

exp ((t)) +D

(6)

U (t) = epr(t) B-

It is easy to see that if system (6) has one 1-periodic solution (uj, uj)T, then (G*, B*)T = (exp(u?), exp(u’z‘))r is a posi-
tive 1-periodic solution of system (4). Therefore, to complete the proof, it suffices to show that system (6) has at least one
1-periodic solution.

We define

X=Y={u=(u,u) € CRRY) :u(t+1) = u(t)
and

llull = max |u; ()| + max |uy(t)].
te[0,1] te[0,1]

It is not difficult to show that X and Y are both Banach spaces when they are endowed with the above norm.
LetL : DomL N X — X, L(ui(t), u(t))" = (448 220)T where DomL = {u(t) = (u1(t), u>(t))" € C(R,R?)} and
N:X—>X
exp (uz(t))
—mgexp (ui(t —7(t))) — r(t) ————
W () _ () _ Y6 — Mg exp (us( ())) ()exp(uz(t))—i—D
U . Wi ()
P exp (ua(0) +D

N,

Define the projectors P and Q as

1
/ uy(s)ds
0
1
/ Uy (s)ds
0

It is not difficult to show that

Pu=Qu= , ueX=Y.

kerl={ueX:u=ceR, fort €0, 1]}

1 1
ImL = [u eX: / uy(s)ds = / Uy (s)ds = O}
0 0

is closed in Y and

and

dimkerL = codimimL = 2
and P and Q are continuous projectors such that
ImP = kerL, ImL = kerQ = Im(I — Q).

Therefore, L is Fredholm mapping of index zero. Furthermore, the generalized inverse (to L) K, : ImL — Dom LN Ker P exists
and is given by

t 1 t
/ uy(s)ds —/ / uq(s)dsdt
0 o Jo
t 1 t
/ Uy (s)ds —/ / Uy (s)dsdt
0 o Jo

1
/ |:Vc — mgexp (ui(t — (t))) —r(t)
0
1

/ [eBr(t)

0

Kpu =

Thus

exp (u2(1)) } ”
N — exp (uy (1)) + D
exp (11 (1)

exp () +D m’g} a
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1
/Nl(s)ds—/ /N1(s)dsdt <—7>/ Nq(t)dt
1
/Nz(s)ds—/ /Nz(s)dsdt <—7>/ N, (t)dt
0

Obviously, QN and K, (I — Q)N are continuous. Since X is Banach space, using the Arzela-Ascoli Theorem, it is easy to show

and

Ky(I — Q)Nu =

that K,(I — Q)N (£2) is compact for any open bounded set £2 C X. Moreover, QN (£2) is bounded. Thus, N is L-compact on
2 with any open bounded set £2 C X.
Now, we are in the position to search for an appropriate open, bounded subset §2 for the application of the continuation
theorem, Lemma 2. For the operator equation Lu = ANu, A € (0, 1), we have
. exp (uz(t))
U =X —mgexp (ui(t —t(t))) —rt) ————
1 |:)/G c exp (u( () ()exp(u2(t))+D
exp (u:(t)) ]
exp (ux(t)) +D
Assume that u = (uq, )T € X is an arbitrary solution of system (7) for a certain A € (0, 1). Integrating both sides of (7)
over the interval [0, 1], we obtain

(7)
ilz = |:eBr(t)

1
yo = / [mc exp (n (¢ — T(0))) + 1 (t)
0

[ exp (uy (1))
m= |, o e

From (7) and (8), we get

exp (u(t)) ]dt
exp (uz(t)) + D

/ lin@ldt < k[/] v [ (meemp e~ romarr SR o |
l _ 0 & 0 c eI exp (ux(t)) +D
< 2y
9)
i : 1 exp (1 (1))
/0 lu (D) dt < )\|:/0 det+/0 eBr([)eXp(uz(t))_H)dt]
< sz.

Since u € X, there exist ¢;, n; € [0, 1],i € [1, 2], such that
u1(¢1) tg[gg]ul( ) u(m) g&g(}ul( )
Uz(82) = min up(t)  ux(m2) = max uy(t). (10)
te[0,1] tel0,1]
From (10) and the first equation of (8), we can see
1
Y6 Z/ mg exp(u1(£1))dt > mgexp(u1(£1))
0
which implies that
m(g)sln(ﬁ) =1L (11)
mg

and along with (9), one obtains

ul(t)<u1(§‘1)+/ |u1(t)|dt<ln< )—I—Z)/G_H] forallt > 0. (12)

On the other hand, from (10), (12) and the second equation of (8), we also obtain

! exp (uq(t)) epyGl !
m"ffo O @™ = me P | e man™

which reduces to

u(&) <In (%
m

) + 2]/(; =1L, (]3)
cMg
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and similar to (12) we derive from (9) that

1
Uz (t) < uy(&r) +/ |, (6)|dt < In <W76r2) + 2 (yg + mp) = Hs.
0 mgm

G!IiB
On the other hand, from (10) and the first equation of (8) we can derive that

exp (uz(t)) } dt

1
Y6 = /0 [mc exp(ui(t —7(t))) + r(t)m

1
< / mg exp(u (n))de + 12
0

we get

ui(n1) > In (u) =1
m

G
thus we derive from (9) that

Ye — 12
G

1
ul(f)Zm(m)—/ |i¢1(t)|dt>ln< >—2Vc =H;
0

which, together with (12), leads to

max [uy (t)] < max {|Hy| , |Hs|} = By.
tel[0,1]

On the other hand, from (8), (16) and (10), we also have
1
1

—r
2 —dt
o expuy(m)+D

mp > epry (VG ) exp (—2yc)

which implies

—Ty

uz(n2) > In (em (yni ) exp (—2yc) — D) =1

felllo:]
which along with (9), yields

Y — 12
mgmp

1
Uy (t) > up(n2) —/ [up(8)|dt =1In (esh (
0

which, together with (14), leads to

max [u;(6)] < max {|Hy, [Hal} := By
te[0,1]

Obviously, B; and B, are both independent of A.
Next, for i € [0, 1], we consider the following algebraic equations:

g exp (uy) — TeXP M)
YG G 1 exp (i) + D
_ exp (i)
mg = 0

epr —————— —
exp (uz) +D

) exp (_ZVG) — D) —2mpg .= Hy

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

where (uq, ;)T € R?. By a similar argument of (11), (15), (13) and (18), we can derive the solutions (uq, u»)" of (20) that

satisfy

l]fU]SL] and lszzSLz.

(21)

Denote By = By + B, + B3, where B; > 0 is taken sufficiently large such that B; > |l;| + |L{| + || + |L;|, we define 2 =

fueX: H (uq, up)T || < B4}. Now we check the conditions of Lemma 2.

(a) From (17) and (19), one can see that for each A € (0, 1), u € 32 N DomlL, Lu # Au.

(b)When (uy, up)" € 92 NkerL = 92 NR?, then (uy, u,)" is a constant vector in R? with || (uy, u2)" | = [u1]+ [uz| = Ba.

Then from (21) and the definition of B4, we have

exp (uz)

QN[W}: yc—mcexp(ul)_rgxp(uz)w 75[8]

Uy exp (u1)

epf —————— —
Yexpu)+D
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(c) To compute the Brouwer degree, let us consider the homotopy
H,(u) = uQN(@) + (1 — w)G() for u € [0, 1],
where
Y6 — Mg exp (uy)
_ exp(u)

;L ———
exp (u2) + D

From (21), it is easy to show that 0 ¢ H, (352 N KerL) for u € [0, 1]. Moreover, one can easily show that the alge-

G(u) = g

braic equation G(u) = 0 has a unique solution (u}, u3) = (ln (r};—cc) ,In (% — D)) in R?. By the invariance property of
homotopy, direct calculation produces
deg(JQN, 2 N KerL, 0) = deg(QN, §2 N KerL, 0) = deg(G, 2 N KerL, 0);
or
deg(G, 2 NKerL, 0) = sng [det |G(u’;, uﬁ)! ]
(uf,ub)eQN—1{0}
—mg exp (u7}) 0
sng | eprexp (uj)  —egrexp (uf +u3)|=1#0.
exp (u3) + D (exp (u3) + D)?

By now we have proved that §2 satisfies all requirements of Lemma 2. Thus system (6) has at least one 1-periodic solution.
As a consequence, system (4) has at least one positive 1-periodic solution. The proof is complete.

Remark 1. We established existence which leads to a criterion of species survival. It is based on the values of the function
r which depends directly on the water level of the lake. The result given by Theorem 1 has an interesting ecological
interpretation, since it illustrates that suitable water levels can be advantageous in terms of species survival.

4. Uniqueness and global stability

We now proceed to the discussion on the uniqueness and global stability of the 1-periodic solution (G*(t), B*(t))T in
Theorem 1. It is immediate that if (G*(t), B*(t))" is globally asymptotically stable then (G*(t), B*(t))T is unique in fact. We
first derive certain upper bound and lower bound estimates for solutions of system (4).

Theorem 2. Let (G(t), B(t))T denote any positive solution of (4) with initial conditions (3), assume further that

mgD

r >
€piMy

holds. Then there existsa T > 0 such thatif t > T,
my < G(t) < My, my < B(t) < My,

where
Ye epr M
M] = — exp(yc‘rM), M2 = — D,
mg mgp
—r egrym
1= M exp([yc —T; — mGM1]rL), my; = T _p.
mg mp

Proof. It follows from the positivity of the solution of (4) that
G(D) < G(t) [y — mG(t — T(1))].

Using the fact that
G(t — 7(t)) = G(t) exp(—yct™) fort > M

we get
G(t)

IA

G(t) [ve — mexp(—yet™)G(t)] fort >

Y exp(yet™)
mg

IA

mg exp(—yct")G(t) |: - G(t)] fort > t™.
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A standard comparison argument shows that

limsup G(t) < 2% exp(yer™) = M. (22)
mg

t——+00
Hence, there exists a T; > 0 thatift > T; + ™, we have
G(t) < M;. (23)

According to the second equation of system (4), we have

B(t)

IA

My
B(t) eBrzm — mg

mBB(t) eBrle — mBD
=~ B(t)+D

Also using a standard comparison argument we can get that

— B(t)] .

mpg

limsupB(t) < M = M.
t—+00 mg
Therefore, there exists a T, > T; + ™ such that
B(t) <M, fort > T,. (24)
On the other hand, according to the first equation of system (4), we have
G(D) = G(O) (y6 — mGG(t — T (1) — 1)
and using the fact that
G(t — T(1) < G(t) exp(—[yc — r2 — mgMy]th) fort > T,
therefore, for t > T,, we get

G(t) > G(t) (ve — meG(t) exp (— [y — r2 — mMi] ) — r2)

— 1) ex — 1y —meMy] ¢t
= Mg exp —([Vc — 1y — mgMj] TL)G(f) ((Vc 2) eXp ([V; 2 Gl ) - G(U)
G
it follows that
liminf G(t) > re=12) exp([yc — 1y — mgMy] ‘L'L) = m. (25)
t—+00 me

Along with the second equation of (4), we also get that there exists a T3 > T, such that

. my
B(t) > B(t _ for t T
) > ()[eBnB(tHD mg} ort > T,

B(t — mgD
> mg () €priimy — Mg —B®)|.
B(t) +D mp
If (H4) holds, then
— mgD
liminfB(t) > LM M2 (26)
t—+o00 mp

thus, there exists T > T3 such that B(t) > m, for t > T. We now formulate the uniqueness and global stability of the
positive 1-periodic solutions of system (4).

Theorem 3. In addition to (H1), (H,) and condition (Hy4), assume further that liminf;_, . o, A;(t) > 0,i = 1, 2 where

DryMy + 13(M;)?
A(t) = mg—mg (Vc+mcM1 + %ﬂ) (CANGETS

_ mgMi “1, -1 1 _
T—i-10) (U (07 () —o (f))
myepr rp, M

A = e
2(t) My+D)? D D

epr2(D + My)
DZ

(e '(t) — 1)
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in which o ~1(t) is the inverse function of o (t) = t — t(t). Then system (4) has a unique positive-periodic solution (G(t), B(t))"
which is globally asymptotically stable.

Proof. Let (G(t), B(t))" be a positive 1-periodic solution of (4), and (G;(t), B1(t))" be any positive solution of system (4)
with the initial conditions (3). It follows from Theorem 2 that there exist positive constants T, m; and M;, such that for all
t>T

my < G(t) < My, my < B(t) < My,

my; < Gi(t) < My, my < By(t) < M,. (28)
We define
Vi(6) = | In G(u) — In Gy (). (29)
Calculating the upper right derivative of V;;(t) along solutions of (4), it follows that
= (6O 6® _
DTV (t) = (G(t) G](t)> sng (G(t) — G1(1))
= sng (G() — G1(D) | ~ma(G(t — () — Gat — 7(0) — r(O) ) 4 r(e) 1Y)
B(t) +D Bi(t) +D

— sng (G() — G (D)) | =me(G(©) — Gr (1)) = Dr()—P DB / "G — Gy w)du
(B(t) +D)(B; (t) + D) t—r(t)

t
< g6 — G ()] + 2 [Bt) — By )] + mg f (Gw) — G (w) dul. (30)
t—1(t)
On substituting (4) into (30), we derive that
DVii(®) = —mo|G(t) = Gi(O)] + = [B®) = B (0
t
+mg / [[Vc —mgGi(u — (W) ](GW) — G1(w)) — meGW) (Gu — T(u)) — Gy (u — T(w)))
t—t(t)
G1(u)B1(u) G(u)B(u)
+r(u) B,(W) 1+ D - r(u)B(u) n Ddu} ‘
< —melG(O) — Gy ()] + = [BO) B0
t
+mg / [ve — meGi(u — ()] (Gw) — G1(w)) — mcGw)(G(u — t(w) — Gi(u — t(w))
t—t(t)
Dr (G(w) — G1(w)BW) 4+ G (W) (B(u) — B;(w)) r(u)B(u)Bl(u)(G(u) - Gi(w) du (31)
(B(w) + D)(B1(w) + D) (B(u) + D)(B1(u) + D)
It follows from (28) and (31) that fort > T
D'Vii(®) = ~mo|G() = Gi(O)] + = [B©) — B0
t 2
+mc{ / |:)/G + mey + D““”Z;f“‘””} 6w — G|
t—1(t)
My
+ =5 [B@) — Bi ()] + meMy|G(u — T(w) — Gi(u — r(u))ldu}. (32)
Define
071(0 t Dro,M M 2
Via(t) = / / mc[|:yc+mcM1 +r22—|[;2r2(2):|}c(u)_cl(u)|
t o (s)

L)

+ 11;/11 |B(w) — By (w)| + mcM;|G(u — (1)) — Gy(u — T(w)| ]duds. (33)
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We obtain from (32) and (33) thatfort > T
. p)
DIV (®) + Via (D) = =mg|G(O) — Gi(®)] + 5 |BO) = B1(0)]

DroM; + 15(M,)?

+mc(0_1(t)—f){|:l/c+mcM1 + :||G(f)—G1(f)|

D2
raMy
+mcM1|G(f —T(t)) — Gi(t — T(f))| + D |B(t) — Bl(t)|}~ (34)
We now define
Vi(t) = Vi (t) + Vi () + Vis(D),
where
t —1(—1 -1
o o (o7 () —a(s) _
Vi3(t) = mgM, /tfr(t) =y |G(S) Gl(s)|ds.
It then follows from (34) that fort > T
2
DTV, (t) < |:—mc + mg (Vc + meM7 + W)W) (c7'(t) —1)
méMl 1, -1 1 _
Tt ) (77N ®) —0o (t))} |G(t) = G1 (1)
+ [% + M(a*‘(t) — t)] |B(t) — B1(1)]. (35)

Similarly, we define
Va(t) = [ InB(t) — InB; (¢)|

and along with (28) we get that

Gt Gi(o) ”
B(t)+D Bi(t)+D

D(G(t) — G (1))
(B1(t) + D)(B(t) + D)

D Va(t) = sgn(B(t) — B (6)) {egr(t)[

= sgn(B(t) — By (1)) :egr(t)|:

Bi()(G(t) = Gi(0)  Gi(O)(B(t) — Bi())
(B(t) +D)(B1(t) + D)  (B(t) + D)(B:1(t) + D)

D|G(t) — G1(t)|  Ma|G(t) — Gi(t)]  my[B(t) — By (t)]
< epr(t) 2 + 02 T h 1D

—myepl

egrz (M, + D)
T (My +D)?

|B(t) — B1 ()| + o

|G(t) = Gi (1) (36)

We now define a Lyapunov functional V (t) as
V(t) = Vi(t) + Va(t)
it then follows from (35) and (36) that fort > T
DV (t) < —A1()]G(t) = Gi(6)] — A () [B(t) — B1(0)] (37)

where A (t) and A;,(t) are defined in (27).
By hypothesis, there exist positive constants «q, oy and T* > T 4+ t™ such thatif t > T*

Ai(t) > o; > 0. (38)
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Integrating both sides of (37) on interval [T*, t],

t t
40! +/ A1(5)|G(s) — Gl(s)|ds+/ Ax(5)|B(s) — By (s)|ds < V(T™). (39)
It follows from (38) and (39) that
t t
V(t) +a1/ |G(s) — Gl(s)|ds+a2/ |B(s) — Bi(s)|ds < V(T*) fort >T*
T* T*

Therefore, V (t) is bounded on [T*, c0), and also
/ |G(s) — Gi(s)|ds < oo and / |B(s) — B(s)|ds < oo.
T* T*

By Theorem 2, |G(s) — G, (s)| and |B(s) — By (s)‘ are bounded on [T*, c0). On the other hand, it is easy to see that C(t), B(t),
G (t) and B (t) are bounded for t > T*. Therefore, !G(s) — Gl(s)| and ‘B(s) — Bl(s)‘ are uniformly continuous on [T*, +00).
By Barbalat’s Lemma [32] we conclude that

lim [G(t) = Gi(6)| = lim [B(t) — Bi(t)| = 0.

The proof is complete.

In the following lemma, we prove a straightforward result on the extinction of the prey. Namely, if the accessibility function
for the prey is greater than its maximum consumption rate, then it will face extinction.

Lemma 3. If (H;) and the following hold

> ¥ (Hs)
then there exists Dy > 0 such that for all 0 < D < Dy, the prey species in system (4) will be driven to extinction.
Proof. By the comparison principle for differential equations, we obtain

G(t) <V(t) forallt >0

where V (t) is a solution of the auxiliary equation

0 = yevo) - riny LB
ac DT e B(t) +D
V(0) = Go.
Then
_ ¢ B(s)
V(t) = GO e)(p\/0 ()/G — T(t)m) ds.

B(t)

TG isclose to 1 forall t. Forall 0 < & < 1, there exists Dy > 0 such that for all

When D is small enough, the quantity
0 < D < Dg, we will have

B(t
L >1—¢ forallt
B(t) +D

then, we have
V(t) < Goexp((yc —ri(1—¢))¢t)
since ry > ¥, this implies for ¢ small enough that

(Yve—r(1—¢) =y —r1+re<0.

We deduce that
limsupV(t) =0
t——+o00

and

lim sup G(t) = 0.

t—>+00

Remark 2. As a result of decreasing water levels, prey availability may increase rapidly for existing predators. There will be
extinction of the prey followed by the extinction of the predator. The last Lemma supports the adverse effect of low water
levels of the lake on species survival.
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Fig. 1. Dynamic behavior of the system (2). Blue: with initial condition (1), Red: with initial condition (2), Green: with initial condition (3). (For
interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

5. Numerical examples

Now we give some numerical examples to substantiate our theoretical results. As a first example, we consider the
following delayed system:

d—G(t) = G(t) (0.8 — 0.08G(t — 0.3)) — min ((0 6+0.1 (2 t))& 30) B(t)
0= . . . . .1cos(2m B 104

G (40)

dB )

, 30) B(t) — 0.5B(t)

with initial conditions

(1) G(0) = 3.5,B(0) = 9;
(2) G(6) = 3, B(0) = 8.7:
(3) G(0) = 2.5, B(0) = 8.2,

respectively.

By a direct computation, one could easily verify that (H;), (H), (H4) are satisfied. That is, all the conditions in Theo-
rems 1 and 2 are satisfied, hence system (2) is permanent and admits at least one positive 1-periodic solution. We also get
A(t) > 0.0456 > 0 and A,(t) > 0.859 > 0, then by Theorem 3, system (2) has a unique positive 1-periodic solution
(G(t), B(t))T which is globally stable. By applying Matlab to simulate, we can obtain Figs. 1-2. From the figures, we could
easily see that the solution (G(t), B(t)) is asymptotic to the unique, periodic solution of system (2).

In the next example, Lemma 3 will be illustrated by system (2) with coefficients: y; = 0.3, mg = 0.08, mg = 0.2, e5 =
1,D = 0.05,r(t) = 1.2 + 0.2 cos(2xt). Since y¢ < ry, thatis (Hs) in Lemma 3 is satisfied, indeed, Fig. 3 shows that in this
case, the predator and prey species will be driven to extinction.

6. Concluding remarks

Aquatic ecosystem is often altered by human activities. This study provides preliminary results of the evolution of the
ecosystem based on water management of the lake. We have discussed the combined effects of periodicity of the ecological
and environmental parameters and time delays due to negative feedbacks on the dynamics of a delay predator-prey system.
By using Gaines and Mawhin’s continuation theorem of coincidence degree theory, we have established sufficient conditions
for the existence of positive periodic solutions to a delay predator-prey system. By Theorem 1, we observed that the time
delay plays the important role in determining the existence of positive periodic solutions of (2). Further, by constructing a
V functional and using the result of the existence of positive periodic solutions, we obtained sufficient conditions for the
uniqueness and global stability of positive periodic solutions. Our work have given some valuable suggestions for saving
the two species and regulating populations when the ecological and environmental parameters are affected by periodic
factors. From a biological point of view the most interesting results are the following. Water level can deform the asymptotic
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Fig. 2. Permanence and periodicity of the positive solution of system (2). Blue: with initial condition (1), Red: with initial condition (2), Green: with initial
condition (3). (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

Prey
Predator

time

Fig. 3. Dynamic behavior of the system (2) when we take r; < yg, one can easily see the extinction of the prey and predator species, i.e., there is no
positive periodic solution of the system.

behavior of the system, because it changes the ecological balance between the populations of prey and predator fish. We
have shown that the conditions (H;), (H) play a crucial role in the coexistence of the two species. Hence, if the function
r which depends directly on the water level of the lake is between critical values, then the two species can coexist and
will tend to fluctuate with the same period as that of the environmental oscillation. On the contrary, from Lemma 3, if the
accessibility function is greater than the intrinsic growth rate of the prey; that is if the water level is less than a critical value,
then the prey will extinct and therefore the predator species will vanish. This disturbance caused by the change in the water
level can be minimized by a better control over the water level variation in Pareloup lake, avoiding the occurrence of large
disturbances on the fish species population. The analysis suggests that avoiding lowering water level too much, can increase
the chance of survival. Hence water management program should be established in such a way that it does not alter the ratio
of the prey-predator system. Finally, the case when all the coefficients of system (4) are continuous and 1-periodic can be
handled by the same techniques.
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