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Notations

R Ensemble des nombres réels.
RN R� R� :::� R N fois.

ru Gradient de u dé�ni par ru def
=
�
@u
@x1
; :::; @u

@xN

�
:

�u Laplacien de u:
�pu p-Laplacien de u dé�ni par �pu = div

�
j�ujp�2�u

�
:
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0.1 Introduction Générale

Les équations aux dérivées partielles (EDP ) permettent d�aborder d�un point
de vue mathématique des phénomènes observés, elles apparaissent trés sou-
vent dans la modélisation de processus de phénomènes naturels. Elles sont om-
niprésentes dans les sciences à appliqués, Physique, Chimie, Biologie (cf. [161],
[132]). Nous citrons par exemples: la dynamique des structures, la mécanique
des �uides, les théories de la gravitation de l�électromagnétisme (équations de
Maxwell) ou encore les mathématiques �nancières (équation de Black-Scholes)
(cf. [110], [101]).
Elles sont primordiales dans certains domaines tels que la simulation aéronau-
tique, la synthèse d�images, ou la prévision météorologique. En�n, les équa-
tions les plus importantes de la relativité générale et de la mécanique quan-
tique sont également des EDP, (cf. [79], [90]). Les trois classes d�EDP (ellip-
tiques, hyperboliques et paraboliques) [29]; [155]; [31]; servent à analyser et à
comprendre beaucoup de phénomènes naturels; par exemple les équations de
Poisson (elliptique) et de la chaleur (parabolique) modélisent des phénomènes
de di¤usion de la chaleur ou de la matière (par exemple un polluant dans une
rivière, ou des bactéries dans un organe, etc), ou encore d�une charge élec-
trique. L�équation des ondes (hyperbolique) modélise des phénomènes de prop-
agation, comme celle du son ou de la lumière. L�équation des ondes et de la
chaleur sont dites d�évolution car elles modelisent en général un phénomène
instationnaire, évoluant avec le temps. L�équation de Poisson est quant à elle
stationnaire: elle modelise en général un phénomène à l�équilibre dans l�espace.
L�équation de Poisson, aussi appelée équation de Laplace, peut être vue comme
un cas particulier de l�équation de la chaleur lorsque l�équilibre est atteint,
c�est-à-dire lorsque la fonction inconnue ne dé́pend plus du temps. Nous soulignons
cette relation entre les di¤erentes classes d�EDP: elliptiques et hyperboliques,
par l�exemple suivant: Les solitons ou ondes solitaires sont au centre de la
description de la propagation d�ondes nonlinéaires et ont surgi historique-
ment dans des domaines de la physique très divers allant de la mécanique
des �uides à l�optique nonlinéaire et la physique des plasmas en passant par
l�astrophysique. Ils correspondent à des objets nonlinéaires exceptionnels pour
lesquels se compensent exactement deux processus physiques génériques: la
dispersion et la concentration. Prenons par exemple la propagation d�un fais-
ceau laser dans un milieu nonlinéaire, typiquement une �bre optique supposée
transporter un signal électromagnétique sur de longues distances. Deux phénomènes
dominants entrent en jeu: la dispersion, c�est-à-dire la propension du faisceau
à s�étaler en espace comme il le ferait dans le vide, et la concentration, con-
séquence de l�interaction du milieu et de l�onde qui tend à focaliser les rayons.
La dispersion permet la propagation du faisceau, la focalisation permet de con-
�ner cette propagation au centre de la �bre optique. Partant des équations
de Maxwell, la recherche de solutions de type onde plane se propageant dans
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une direction donnée aboutit dans certains régimes au modèle simpli�é de
Schrödinger nonlinéaire gouvernant l�équation de l�enveloppe de l�onde, [172]
: �

i@t +� +  j j2 = 0
 (0; x) =  0 (x) = 0, (t; x) 2 R� RN ;  (t; x) 2 C (1)

où typiquement N = 1; 2; 3 dépendant de la modélisation physique. La variable
de temps t correspond en réalité dans la modélisation physique a la direction
de propagation de l�onde.
D�un point de vue mathématique, la dispersion est associée a l�équation de
Schrodinger linéaire :

i@t +� = 0 (2)

qui conserve la masse totale de l�onde :

8t � 0;
Z
RN
j (t; x)j2 dx =

Z
j 0 (x)j

2 dx;

mais disperse le paquet d�ondes, ce que l�on peut mesurer par exemple via la
décroissance locale de la masse :

8R > 0;

Z
jxj�R

j (t; x)j2 dx! 0 quand t! +1:

Contrairement à (2) le système nonlinéaire complet (1) admet des solutions
exceptionnelles pour les quelles la dispersion et la concentration se compensent
exactement et qui se propagent sans aucune déformation: ce sont les solitons
ou ondes solitaires. Dans le cas de (1), ce sont en fait des solutions périodiques
en temps de la forme

 (t; x) = eitQ (x) ;

où le pro�l Q doit résoudre l�EDP elliptique nonlinéaire :

�Q�Q+Q jQj2 = 0: (3)

Le phénomène de compensation entre dispersion et concentration apparaît
naturellement dans des modélisations physiques diverses, notamment en mé-
canique des �uides et en physique des plasmas où la modélisation des phénomènes
dominants par des ondes solitaires s�est avérée extrêmement pertinente, voir
[172] pour plus de détails.
Les équations aux dérivées partielles mettent en jeu des fonctions arbitraires,
une solution des équations aux dérivées partielles n�est généralement pas unique.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour l�étude de l�existence et les pro-
priétés qualitatives de ces solutions (degré topologique, point �xe, transversal-
ité topologique), (cf. [65], [139]), les méthodes variationnelles (cf. R. Courant
[63]) et les méthodes numériques (cf. [154]).
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Les méthodes variationnelles, utilisées dans cette thèse, ont une longue his-
toire, qui est probablement originaire du problème brachistochrone posé en
1696 et résolu par Newton, Leibniz, Jakob et Johann Bernoulli, ainsi que par
L�Hôpital et qui consiste à déterminer la trajectoire la plus rapide permettant
à une masse ponctuelle uniquement soumise à la gravité d�aller d�un point A
à un point B, bien que le problème des surfaces de révolution dans un milieu
résistant étudié par Newton remonte encore plus loin. Des contributions im-
portantes ont également été données par Euler, qui a publié la première mono-
graphie sur le calcul des variations en 1744, et par Lagrange qui a introduit
des formalismes et des techniques qui sont toujours en usage aujourd�hui. Le
principe de moindre action de Maupertuis est aussi un des premiers cadres
variationnels posé.
L�exemple classique pour les problèmes variationnels est le principe de Dirich-
let, à savoir le fait que la solution d�une équation aux dérivées partielles de
type elliptique soumise à des conditions aux limites peut être obtenue comme
un minimiseur d�une fonctionnelle appropriée. Riemann a introduit ce point de
vue en 1851, et lui a donné le nom de principe de Dirichlet pour le processus
de résolution de

�u = 0; dans 
; (4)

u = f; sur @
.

Bien que le principe de Dirichlet est élégant et peut être appliqué à une grande
classe de problèmes autres que (4) ; la preuve fournie par Riemann ne peut pas
être considérée comme correcte, comme cela a été dûment signalé par Weier-
strass. Le problème réside dans le fait que lorsqu�on travaille dans des espaces
fonctionnels, et donc dans des espaces vectoriels de dimensions in�nies, les
propriétés de compacité usuelles de la dimension �nie ne sont plus vraies, et
les étapes de la démonstration de l�existence des extremas, en grande par-
tie fondées sur des arguments de compacité, ne fonctionnent plus. Ces faits
n�avaient pas encore été pleinement reconnu au temps de Riemann. Le dénoue-
ment théorique de ces types de di¢ cultés a besoin du développement extraor-
dinaire de l�analyse fonctionnelle, théorie de la mesure et de l�intégration qui a
explosé au cours du XXe siècle, avec l�étude précise des propriétés topologiques
et métriques des espaces vectoriels de dimensions in�nies, la théorie de l�intégration
de Lebesgue, et beaucoup d�autres techniques.
L�idée fondamentale derrière le principe de Dirichlet est l�interprétation d�un
problème di¤érentiel, écrit abstraitement comme F (u) = 0, comme

J 0(u) = 0; (5)

où J est une fonction appropriée dé�nie sur un ensemble de fonctions, et J 0

est la di¤érentielle de J dans un sens qu�on va préciser. En d�autres termes,
les zéros de F sont considérés comme des points critiques (pas nécessairement
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minimas) de J; (cf. 1:3:1). L�équation (5) est l�équation d�Euler, ou l�équation
d�Euler-Lagrange associé à J .
Par ailleurs, dans d�innombrables applications, la fonctionnelle J a une sig-
ni�cation physique qui est fondamentale. Souvent, J est une énergie, écrite
comme l�intégrale d�un Lagrangien, et donc trouver un point de minimum sig-
ni�e non seulement de résoudre l�équation di¤érentielle, mais trouver la so-
lution d�énergie minimale qui est souvent très importante dans les problèmes
concrets. L�interprétation de J comme une énergie est si fréquente que les
fonctionnelles associées à des problèmes di¤érentiels sont appelés fonction-
nelles d�énergie, même lorsque le problème n�a pas d�applications directes en
physique. Les problèmes di¤érentiels pouvant être écrits sous la forme J 0(u) =
0 sont des problèmes qui ont une structure variationnelle. Au cours du vingtième
siècle, après avoir donné les fondements de l�analyse fonctionnelle, l�extension
du calcul di¤érentiel aux espaces normés, les méthodes variationnelles n�ont
jamais cessé d�être développées. D�une part, des techniques de minimisation
ont évolué à un niveau très élevé, et ont été appliquées à un nombre énorme
de problèmes dans beaucoup de domaines des sciences pure et appliquée. Les
méthodes qui sont concernées par la minimisation de fonctionnelles sont appel-
lées des méthodes directes du Calcul des Variations.
D�autre part, les procédures visant la recherche de points critiques des fonc-
tionnelles et qui ne sont pas des points de minimum ont donné lieu à une branche
de l�analyse non linéaire connue sous le nom de la théorie des points critiques.
Parmi les précurseurs de cette théorie sont Ljusternik et Schnirelman, avec
leur célèbre travail en 1929 sur l�existence des géodésiques fermées, et Morse,
qui a donné les fondations de l�analyse non linéaire.
Une des idées les plus fécondes issues de cette recherche, est la notion de l�existence
des points critiques qui est liée à des propriétés topologiques des ensembles de
sous-niveaux de la fonctionnelle, dans le sens qu�un changement dans le type
topologique de ces sous-niveaux nous assure l�existence d�un point critique,
pourvu que des conditions de compacité sont satisfaites.
La systématisation des propriétés de compacité demandées dans le cadre de
la dimension in�nie est due à Palais et Smale (cf. 1:3:6), qui ont introduit
une condition de compacité qui porte leurs noms et est aujourd�hui reconnue
comme la notion la plus utilisée dans la théorie des points critiques.
Les deux facteurs qui sont le changement de la topologie et la compacité, ont
été beaucoup utilisés par des chercheurs travaillant dans les équations ellip-
tiques semi-linéaires. Les deux résultats les plus célèbres sont le théorème du
col (Mountain Pass) (cf. 1:11) démontré par Ambrosetti et Rabinowitz en
1973, et le théorème du point selle (Saddle Point) démontré par Rabinowitz
en 1978.
Par des méthodes directes du Calcul des Variations.ainsi que la théorie des
points critiques, nous considérons dans cette thèse l�étude de l�existence et la

6



multiplicité d�une certaine catégorie de solutions dite solutions non radiales
pour des problèmes de Dirichlet associés à des équations aux dérivées partielles
elliptiques dans di¤erents cas. Notre travail tente d�étendre certains résultats
comme ceux de [179], [23] et [123].
Cette thèse se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous
introduisons les outils nécessaires à la suite de notre travail. Dans le second,
nous présentons un résultat d�existence de solutions non radiales multiples
pour un problème de Dirichlet dans le cas de perte de symétrie [74]. Nous ap-
pliquerons une methode variationnelle pour établir l�existence et la multiplicité
des solutions non radiales.
Le chapitre 3 est l�exposé de l�article [27]. Nous y abordons un problème de
Dirichlet dans le cas de présence de singularité, se basant sur des résultats du
à Lions [135], nous obtenons, en plus d�un résultat d�existence de solutions non
radiales, pour un problème de Dirichlet associé au p- Laplacien, un résultat de
bifurcation.
Dans le dernier chapitre, nous abordons un problème lié au spectre de Fucik
pour le Laplacien (cf. [68]) pour lequel nous determinons des conditions su¤-
isantes permettant l�existence de solutions non radiales dans le cas de réson-
nance [28].
Finalement, parmi les nombreuses références bibliographiques, nous avons
choisi à la �n de ce travail un nombre assez consistant permettant au lecteur
interéssé d�avoir accès à quelques sources que nous avons utilisées pour réaliser
cette thèse.
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Dans ce chapitre, nous dressons une liste non exhaustive des principales nota-
tions et outils utilisés tout au long de cette thèse. D�autres, plus spéci�ques,
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base utilisés dans ce chapitre sont [127] , [36], [145] et [157]:
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1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Nous commençons par introduire les espaces de Lebesgue.
Pour 
 un domaine ouvert de RN , D (
) désigne l�ensemble des fonctions de
classe C1 et à support compact dans 
:
L�espace de Lebesgue Lp (
) pour p 2 [1;+1[ est dé�ni par :

Lp (
) =

�
u : 
! R mesurable;

Z



ju (x)jp dx <1
�
;

Lp est muni de la norme kukp =
�R


ju (x)jp dx

� 1
p : Cette norme le rend com-

plet, c�est donc un espace de Banach.
Pour p =1,

L1 (
) = fu : 
! R mesurable; ess sup juj < +1g ;
L1 (
) est muni de la norme suivante: kuk1 = esssup



juj ; avec

ess sup juj = inf fC > 0; ju (x)j � C p:p dans 
g :
Lp (
) est re�exif et séparable pour 1 < p < +1 et son dual est isomorphe à
Lq (
) avec q le conjugué de p c�est à dire 1

p
+ 1

q
= 1:

Inégalité de Hôlder

Soient f 2 Lp(
) et g 2 Lq(
) avec 1 � p � 1 et q le conjugué de p alors :

f:g 2 L1(
) et
Z



jf:gj dx � kfkp kgkq :

lemme de Fatou

Lemme 1.1.1 Soit (fn) une suite de fonctions dans L1(
) telle que, pour
chaque n, fn (x) � 0 p:p sur 
:Si f (x) := lim

n!1
inf fn (x) ; pour tout x 2 
;

alors f 2 L1 (
) et Z



f (x) dx � lim
n!1

inf

Z



fn (x) dx;

i.e.

Z



lim
n!1

inf fn (x) dx � lim
n!1

inf

Z



fn (x) dx:
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Dé�nition 1.1.1 Soient 
 � Rn et ! une fonction poids. Pour 1 < p < 1,
on dé�nit Lp(
; !), l�espace de Banach de toutes les fonctions mesurables u
dé�nies sur 
 , telles que

jjujjLp(
;!) =

0@Z



ju(t)jp !(x)dx

1A 1
p

<1:

Exemple 1.1.1 La fonction !(x) = jxj�, x 2 RN , est une fonction poids si et
seulement si �N < � < N(p� 1) (cf. [[42]; Chapitre 15]):
Alors pour 1 < p < N , jxj�p est une fonction poids.

1.1.2 Espace de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont omniprésents dans l�étude des équations aux dérivées
partielles elliptiques. Il s�avère donc judicieux d�en faire une brève présenta-
tion avant d�aborder ces équations. Nous reprenons dans cette section certains
énoncés de Kavian [127] et de Brezis [36], pour une présentation plus complète
des espaces de Sobolev se référer à [145].
Pour 
 un domaine ouvert de RN ; l�espace de Sobolev W 1;p (
) est dé�ni par

W 1;p (
) =

�
u 2 Lp (
) = @u

@xJ
2 Lp (
) ; pour J 2 f1; :::; Ng

�
;

où les dérivées sont au sens des distributions.
W 1;p (
) muni de la norme

kuk1;p = kukp +
NP
J=1

 @u@xJ

p

; (1.1)

est un espace de Banach.
L�espace W 1;2 (
) est un espace de Hilbert, il est noté H1 (
).

W 1;p
0 (
) denote la complétion de D (
) dans W 1;p (
) i.e W 1;p

0 (
) = D (
)
W 1;p(
)

;
pour 1 � p < +1. Où D (
) = C10 (
) ; ensemble des fontions de classe C

1 a
support compact dans 
: Comme, l�espace D (
) est par dé�nition dense dans
W 1;p
0 (
) (pour 1 � p < +1), le dual de W 1;p

0 (
) peut être identi�é à un
sous-espace de l�espace des distributions D0 (
) par:

W 1;q (
) =
�
W 1;p
0 (
)

�0
; q conjugué de p:

L�espace W 1;p
0 (
) est muni de la norme induite par celle de W 1;p (
) :

Lemme 1.1.2 L�espace W 1;p(
) est :
1. un espace de Banach pour 1 � p � 1:
2. il est ré�exif pour 1 < p <1:
3. il est separable pour 1 � p <1:
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Remarque 1 Soit 1 < p < 1, l�espace de Sobolev W 1;p
T (R) est l�espace des

fonctions T -périodiques ayant une dérivée faible u0 2 Lp (R;R). W 1;p
T (R) est

muni de la norme

kukW 1;p
T (R) =

�Z T

0

ju (t)jp dt+
Z T

0

ju0 (t)jp dt
� 1
p

:

Les injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont très utilisées lorsqu�on étudie les équations aux
dérivées partielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces
de Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue. Pour l�espace W k;p (
), on a
le résultat suivant.

Théorème 1.1 Soit 
 est un ouvert régulier de RN . Soient k � 1 et p 2
[1;+1). Alors
a). Si 1

p
� k

N
> 0, on a W k;p (
) ,! Lq (
) avec 1

q
= 1

p
� k

N
;

b). Si 1
p
� k

N
= 0, on a W k;p (
) ,! Lq (
) pour tout q 2 [p; +1[, (mais pas

pour q = +1);
c). Si 1

p
� k

N
< 0; on a W k;p (
) ,! L1 (
).

Toutes ces injections sont continues.
Sans hypothèse de régularité sur 
, les injections sont vraies localement :
W k;p (
) ,! Lqloc (
) elles restent globalement vraies si on remplace W

k;p (
)

par W k;p
0 (
) : Concernant la compacité des injections précédentes, on a le

théorème suivant.

Théorème 1.2 (Rellich-Kondrachov ([36])):Si 
 un domaine ouvert borné
de classe C1 dans RN , alors
a). Si p < N alors W 1;p (
) ,!,! Lq (
) pour tout q 2 [1; p�[ ; où p� = N .p

N�p ;

b). Si p > N alors W 1;p (
) ,!,! Lq (
) pour tout q 2 [1;+1[ ;
c). Pour tout q 2 ]1;+1[ ; W 1;p (
) ,!,! C

�
�

�
:

Remarque 2 a) La condition sur le domaine 
 est nécessaire, si 
 n�est pas
borné alors les injections ne sont pas compactes en général comme le démontre
le contre exemple suivant: Soit � 2 C10

�
RN
�
tel que, � � 0, on pose �n(x) =

�(x + ne), e = (1; 1; 1; :::; 1), il est facile de voir que �n ! 0 p:p. Et k�nkLq =
k�kLq > 0.
b) On note � (N; q) > 0; la constante de Sobolev de l�injection compacte de
W 1;p
0 (
) 	 Lq (
) ; avec q 2 [1; p�) où p� = Np

(N�p) . Ainsi, pour chaque u 2
W 1;p
0 , nous avons

kukLq � � (N; q) kuk : (1.2)
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Inégalitè de Poincaré

L�inégalité de Poincaré est un résultat de la théorie des espaces de Sobolev.
Cette inégalité permet de borner une fonction à partir d�une estimation sur ses
dérivées et de la géométrie du domaine sur lequel elle est considérée.
Soit p, tel que 1 � p < 1 et 
 un ouvert borné. Alors il existe une con-
stante C, dépendant uniquement de 
 et p, telle que, pour toute fonction u
de l�espace de Sobolev W 1;p

0 (
), nous avons

kukp � C krukp . (1.3)

Remarque 3 L�inégalité de Poincaré permet d�établir l�équivalence sur W 1;p
0 (
)

entre la norme 1:1 et celle dé�nie par

kuk =
mX
k=0

rku

p :

Il est évident que l�inégalité (1:3) ne peut être généralisée à Wm;p (
). Pour
s�en convaincre, il su¢ t de considérer les fonctions constantes sur 
 borné (ou
de mesure �nie).

1.2 Quelques dé�nitions et théorèmes

1.2.1 Fonction Lp-Carathéodory

Dé�nition 1.2.1 Nous rappelons que f : 
 � R ! R est une fonction Lp-
Carathéodory si
a): f(x; u) est dans Lp (
) pour chaque u 2 R;
b): f(x; u) est continue presque par tous x 2 
;
c): Pour chaque � > 0 il existe une fonction l� 2 Lp(
) telle que p.p x 2 
:

sup
juj��

jf(x; u)j � l�(x):

1.2.2 Théorème d�Ascoli-Arzela

Dé�nition 1.2.2 Soit (fn)n une suite de fonctions dé�nies sur un intervalle I
à valeurs dans R. On dit que la suite (fn)n est équicontinue ssi :

8x 2 I; 8� > 0; 9� > 0; 8n 2 N; 8y 2 I; jx� yj < � ) jfn (x)� fn (y)j < �:

Autrement dit, toutes les fonctions (fn) sont continues sur I, et elles sont con-
tinues "de la même façon".
La notion d�équicontinuité intervient notamment dans le théorème d�Ascoli-
Arzela:
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Théorème 1.3 (Théorème d�Ascoli-Arzela)

Soit (fn) une suite de fonctions dé�nies sur un intervalle fermé borné I; à valeurs
réelles. On suppose que cette suite de fonctions est équicontinue, et qu�il existe
un réel M > 0 tel que jfn(x)j < M pour tout n 2 N et pour tout x 2 I. Alors
on peut extraire une sous-suite (fnk) qui converge uniformément sur I vers une
fonction continue f .

Théorème 1.4 Soit (fn)n une suite de L
pet f 2 Lp; tels que

kfn � fkLp ! 0 lorsque u!1:

Alors il existe une sous suite extraite (fnk)k2N telle que
a): fnk (x)! f (x) p:p sur 
;
b): jfnk (x)j � h (x) pour tout k et p:p sur 
 avec h 2 Lp (
).

1.2.3 Résultat sur la concentration de compacité

Nous énonçons un résultat de concentration de compacité, pour plus de details
nous reférons le lecteur [135] et [186]:

Théorème 1.5 (cf. [135])
Soit (�n)n�1 une suite dans L

1 avec

�n � 0 dans RN;
Z
RN
�ndx = �:

Où � > 0 (� est �xé). Alors il existe une suite extraite (�nk)k2N qui véri�e
l�une des propriétés suivantes:
(i) Compacité: il existe (y

k
) 2 RN telle que �nk(:+ yk) est tendu c-à-d

8" > 0;9R <1;

Z
y
k
+BR

�nk (x) dx � �� ";

(ii)

lim
n!1

sup
y2RN

Z
y+BR

�nk (x) dx = 0; pour tout R <1;

(iii) Dichotomie: il existe � 2 ]0; �[ tel que pour tout " > 0 il existe k0 � 1 et
�1k; �

2
k 2 L1+

�
RN
�
satisfaisant pour k � k0��nk � (�1k + �2k)


L1
� ";

��R
RN �

1
kdx� �

�� � ";
��R
RN �

2
kdx� (�� �)

�� � "

dist (Supp�1k; Supp�
2
k)!

k
+1:

Remarque 4 Pour la démonstration de ce théorème voir [180]:
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1.2.4 Convergence forte et Convergence faible

Soient X un espace de Banach muni de la norme k:k et (un)n une suite dans
X.

Dé�nition 1.2.1 On dit que la suite (un)n converge fortement vers u dans X
si kun � ukE ! 0 lorsque n!1.

Dé�nition 1.2.3 (un)n est dite convergente faiblement vers u si hun; vi !
hu; vi 8v 2 X 0 dual de X et elle est notée par un * u:

Dé�nition 1.2.4 On dit que C � X est faiblement fermé si pour toute suite
(un) � C telle que: un * u alors u 2 C.

Théorème 1.6 Un convexe C de X est faiblement fermé si et seulement si il
est fortement fermé.

Dans le cas particulier de X = W 1;p
T ; nous avons le résultat suivant

Proposition 1.2.1 Si une suite (uk)k converge faiblement vers u dans W
1;p
T ,

alors (uk)k converge uniformement vers u sur [0; T ] : Et il existe C > 0 telle
que pour u 2 W 1;p

T ,

kuk1 � C kukW 1;p
T (
) où kuk1 = max ju (t)j

t2[0;T ]
:

Théorème 1.7 (Eberlein��mulian)Un espace de Banach X est ré�exif si
et seulement si de toute suite bornée (xn) de X, on peut extraire une sous suite
qui converge faiblement dans X:

1.3 Approche variationnelle

Dans cette thèse, nous nous sommes basées sur une approche variationnelle
pour étudier la solvabilité de problèmes de Dirichlet associés à des EDP ellip-
tiques. Considérons le problème suivant :�

Lu = f dans 

u = 0 sur @


; (1.4)

où L est un opérateur uniformément elliptique, 
 est un domaine régulier dans
RN avec N � 1: Les solutions de (1:4) sont cherchées comme points critiques
de fonctionnelles réelles dé�nies sur un espace de Banach X.
Dans le cas où f est minorée ou majorée, il est raisonnable d�essayer de mon-
trer que le minimum ou le maximum est atteint. Pour plus de détails, nous
référons le lecteur à [171] et [156].
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1.3.1 Formulation variationnelle

Au problème (1:4) on associé une fonctionnelle dite fonctionnelle d�énergie,
dé�nie par J : X ! R;

J (u) = hLu; ui �
Z



F (x; u) dx;

où h; i denote le produit scalaire dans L2 et

F (x; u) =

uZ
0

f (x; s) ds:

Points critiques

Dé�nition 1.3.1 Soit J une fonctionnelle de classe C1 dé�nie sur X à valeurs
dans R. On dit que u 2 X est un point critique de J si J 0 (u) = 0:
La valeur c est dite valeur critique de J s�il existe un point critique u 2 X tel
que : J(u) = c:

Solution faible

Dé�nition 1.3.2 u est dite solution faible du problème (1:4) si

Z



Lu:' (x) dx =

Z



f (x) :' (x) dx 8' 2 C10 (
) :

Dé�nition 1.3.3 Une fonction J : X ! R, est dite semi-continue inférieure-
ment et on la note (s.c.i), en x 2 X si, pour toute suite fxkg 2 X convergente
vers x;

lim inf
xk!x

J (xk) � J (x) .

Dé�nition 1.3.4 Une fonctionnelle J est dite coercive si: lim
kuk!+1

u2E

J (u) =

+1:

Théorème 1.8 (minimisation directe [171]) Si X est ré�exif, M � X un
sous ensemble faiblement fermé de X. et J : X ! R [ f+1g, coercive et
faiblement semi continue inférieurement sur M , alors J est borné inférieure-
ment dans M et atteint son minimum dans M .

Dé�nition 1.3.5 (Suite minimisante) Une suite minimisante pour une
fonctionnelle J : X ! R est une suite (wk)k telle que J (wk) ! inf J quand
k !1.
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Remarque 5 L�existence d�une suite minimisante est assurée en particulier
quand J est coercive. Un outil essentiel dans le calcul de la variation est la
compacité des suites minimisantes. La condition de Palais-Smale joue un rôle
assez semblable pour des suites sur lesquelles la fonctionnelle prend des valeurs
tendant vers une valeur critique potentielle, et pas seulement vers la borne in-
férieure. C�est une condition a priori, à véri�er pour chaque fonctionnelle, in-
dépendamment de l�existence ou non des valeurs critiques. Elle sera par contre
un outil essentiel pour montrer cette existence dans plusieurs cas.

Conditions de Palais-Smale

Dé�nition 1.3.6 Soit J : X ! R de classe C1. On dit que J véri�e la con-
dition de Palais-Smale au niveau c 2 R et le note (PS)c; si de toute suite (un)
de X telle que

J (un)! c dans R et J 0 (un)! 0 dans X 0;

on peut extraire une sous-suite convergente.

Théorème 1.9 Soit J : X ! R une fonctionnelle de classe C1 bornée in-
férieurement et c = inf J: Si J satisfait la condition (PS)c, alors c est atteint
en un point x0 2 X telle que J 0(x0) = 0:

Ce dernier théorème a une généralisation basée sur une autre condition (PS)
introduite par G. Cerami [53].

Remarques

1 La condition de Palais-Smale ne préjuge pas de l�existence d�une valeur cri-
tique. Elle dit seulement que si on a une telle suite, celle-ci est néces-
sairement relativement compacte. Pour l�utiliser e¤ectivement de façon
utile, il faudra pouvoir démontrer par un autre biais qu�une telle suite
existe.

2 Les deux hypothèses sont indépendantes. En e¤et, même si c = inf
X
J ; on

peut parfaitement avoir une suite minimisante un telle que J 0 (un) 9 0.

Il su¢ t de prendre X = R; J (u) = sinu2; c = �1; et un =
�
3�
2
+ n2� + 1p

n2�

� 1
2

on a J (un)! �1 et J 0 (un)! 2:

3 Dans une série d�articles publiés dans les années 1960 (cf. [152], [153], [169]),
R. Palais et S. Smale ont introduit une condition de compacité, main-
tenant appelée condition Palais-Smale, qui fournit l�existence d�une con-
dition d�existence de point critique pour nombreux problèmes variation-
nels. Divers fonctionnels pertinents provenant de la physique et de la
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géométrie di¤érentielle ne satisfont cette condition qu�à certains niveaux
(cf. [98], [109]); une condition locale, introduite dans [33], est appliquée
avec succès dans de nombreux problèmes. Une condition de compacité
du type Palais-Smale a été introduite par G. Cerami dans [51]. Voir aussi
[52]. C�est un peu plus faible que l�état du Palais-Smale. Les implica-
tions les plus importantes sont retenues; (cf. [20]). Les généralisations
des deux Palais-Smale et Cerami apparaissent dans [87], [129]. Les appli-
cations sont données dans [88], [89], [85]. Voir aussi [142], [177].

Condition de Palais-Smale Cerami La dé�nition de la condition de com-
pacité de Cerami [53] est la suivante.

Dé�nition 1.3.7 Soit X un espace de Banach et J : X ! R de classe C1.
On dit que J véri�e la condition de Palais-Smale Cerami au niveau c 2 R et le
note (PSC)c; si de toute suite (un) de X telle que

J (un)! c dans R et (1 + kunk) kJ 0 (un)k ! 0 dans X 0;

on peut extraire une sous-suite convergente.

Le théorème de minimisation suivant est prouvé dans Ekeland [86], p.139.

Théorème 1.10 Soit J : X ! R une fonctionnelle de classe C1 bornée in-
ferieurement et c = inf J . Si la condition (PS)c est satisfaite, alors c est mini-
mum de J:

La preuve est basée sur le principe Ekeland appliqué à l�espace X équipé de
distance géodésique.

Le théorème du Col (Mountain Pass Theorem)

Le premier exemple de construction de valeur critique par le procédé de min-
max est le théorème du Col de la montagne ( en anglais Mountain Pass The-
orem) qui exprime très bien le contenu du résultat et sa démonstration: si
on se trouve en un point A dans une cuvette à une altitude h0, entourée de
montagnes d�une altitude supérieure ou égale à h > h0; si on veut aller à un
point B située en dehors de la cuvette au delà des montagnes, et à une alti-
tude h1 < h, il existe un chemin passant par un col et conduisant de A à B.
Pour le trouver il su¢ t de prendre parmis tous les chemins allant de A à B,
celui qui monte le moins haut.

Théorème 1.11 [8] Soit J 2 C 1(X;R) supposons que J satisfait la condition
(PSC), et
(i) J(0) = 0 ,
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(ii) il existe des constantes � > 0 et � > 0 telles que J(x) > � si kxk = �;
(iii) il existe e 2 X, kek > �, tel que J(e) < 0:
Alors J admet une valeur critique c > � qui peut être caractérisée comme suit

c := inf
2�

max
t2[01]

J ( (t)) ;

où,
� = f 2 C([01]; X) : (0) = 0; (1) = eg :

Remarque 6 a) Nous comprenons mieux pourquoi ce théorème s�appelle théorème
du Col, quand nous interprètons géométriquement ou plutôt géographiquement
les conditions (i) à (iii) dans le cas où X = R2 et J(u) représente l�altitude
d�un point u (dans R3) : Les conditions (i) et (ii) signi�ent que l�origine est
placée dans une cuvette entourée de montagnes d�altitude au moins �. La con-
dition iii) signi�e qu�au delà de ces montagnes existe un point e situé moins
haut que les dites montagnes, disons dans une vallée. Par conséquent, il est
intuitivement clair que l�on peut joindre continûment 0 à e en passant par un
col de montagne et la construction du min-max nous dit comment faire : il suf-
�t de regarder l�altitude maximale atteinte sur chaque chemin et de choisir un
chemin qui minimise cette altitude maximale.
b) Il faut toute fois faire attention à l�intuition montagnarde. Ainsi, le théorème
du Col est vrai même si J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale quand
X = R (par le théorème des valeurs intermédiaires et celui de Rolle), par con-
tre il est faux quand X = R2, c�est-à-dire qu�il peut ne pas exister de col car
la borne inférieure de l�altitude maximale sur les chemins n�est pas atteinte.
Ainsi, par exemple, la fonction

J(x1; x2) = x21(1 + x2)
3 + x42;

n�a clairement qu�un seul point critique sur R2, à savoir l�origine où J = 0.
Ce point critique est un minimum local, donc une cuvette entourée de mon-
tagnes, et l�on peut descendre encore plus bas à l�extérieur de la cuvette car
infR2 J = �1: C�est donc un exemple de fonction présentant un seul point
critique, qui est un minimum local mais pas global. Comme il n�y a pas d�autre
point critique que le minimum local, c�est donc qu�il n�existe pas de col pour
sortir de la cuvette. Cela ne peut se produire que si les chemins minimisants
partent vers l�in�ni. Cette perte de compacité est évidemment liée au fait que
J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale au niveau de l�inf-max.

Théorème 1.12 [141] Soit J 2 C1 (X;R) véri�ant la condition (PSC). Sup-
posons qu�il existe un espace métrique compact K, et K0 � K une partie fer-
mée et h0 2 C(K0; K) telle que

max
z2K0

J (h0 (z)) < max
z2K

J (h (z)) ;

18



si
c = inf

h2�
max
t2K

J (h(t)) :

où
� =

�
h 2 C(K;X) n hjK0 = h0

	
;

Alors c est une valeur critique de J:

1.3.2 Approche variationnelle pour un problème avec
singularité

Dans cette section nous présentons les outils utilisés dans le chapitre 3, où
nous abordons un problème de Dirichlet associé à une EDP elliptique en présence
de singularité.

Inégalité de Hardy

L�inégalité de Hardy [137] prouve que l�inclusion de W 1;p
0 (
) dans Lp

�

; 1

jxjp
�

est continue mais n�est pas compact comme l�injection de Sobolev (1:2), pour
plus d�informations voir [35], [106]. Elle est donnée par,Z




ju (x)jp

jxjp dx � 1

CN;p

Z



jrujp ; u 2 W 1;p
0 (
) ; (1.5)

avec, CN;p =
�
N�p
p

�p
:

Application de l�inégalité de Hardy L�inégalité de Hardy a été utilisée
dans [106] pour montrer la semicontinuité de fonctionnelles de type,

� (u) :=
1

p

Z



�
jrujp � � ju (x)jp

jxjp
�
dx�

Z



f (x)u (x) dx;

où 
 est un ouvert borné de RN ; 1 < p < N , u 2 W 1;p
0 (
) ; f étant une

fonction de Lp
0
(
), et � est un nombre réel positif.

Posons

 � (u) :=
1

p

Z



�
jrujp � � ju (x)jp

jxjp
�
dx: (1.6)

Dans [143] E. Montefusco a montré la semicontinuité inférieure de fonction-
nelle  � (u) (1:6) dans W

1;p
0 (
) ; à condition que � 2 [0; CN;p], c.a.d � est tel

que la coercivité de la fonctionnelle soit assurée; il a utilisé le principe de con-
centration de compacité de P. L. Lions (1:5) :
Maintenant nous énonçons ce résultat important du à E. Montefusco, présenté
et démontré dans [143] concernant la semi- continuité inférieure de la fonction-
nelle  �; et l�outil principal de la démonstration de ce théorème (1:13), formulé
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en lemme (1:3:1) et concernant le comportement des suites faiblement conver-
gentes dans les espaces de Sobolev et qui est du à P. L. Lions (cf. [135]; [136]).

Théorème 1.13 [cf : th:3:2 de [143]]

Si � 2 [0; CN;p] ; alors  � (u) est une fonctionnelle semi continue inférieurement
dans W 1;p

0 (
) :
La preuve de ce théorème est basée sur le lemme suivant:

Lemme 1.3.1 [cf : Lemme:3:1 de [143]]:
Si fung est une suite convergente faiblement dans W 1;p

0 (
) vers u alors

jrun (x)jp dx! �;

et
jun (x)jp dx

jxjp ! �;

pour la topologie faible-*, et

� =
ju (x)jp dx
jxjp + �0�0; (1.7)

� � jru (x)jp dx+ �0�0; 0 � �0 � �0=CN;p:

1.3.3 Valeur propre du p-Laplacien

Notion de valeur propre

Soit 
 est un ouvert borné de RN et 1 < p < +1; on cherche les couples
(�; u) 2 R�H1

0 (
), avec u 6= 0, solutions de�
��pu = �u dans 


u = 0 sur @

(1.8)

où �pu est l�opérateur di¤erentiel dé�ni par :

�pu = r
�
jrujp�2ru

�
:

avec jr � jp�2 donné par

jrujp�2 =
"�

@u

@x1

�2
+ :::+

�
@u

@xn

�2# p�2
2

:

Dé�nition 1.3.8 Le réel � est appelé valeur propre, et la fonction u fonction
propre. L�ensemble des valeurs propres est appelé le spectre de (1.8).
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La suite(�n)nde toutes les valeurs propres de �� sur H1
0 (
) est telle que

�1 < �2 � �3 � ::::! +1

(cf : [157]; [158]). Le théorème de Courant [64] a¢ rme que si u est fonction
propre associée à �k, alors u admet au plus k domaines nodaux :
Ce théorème a été partiellement étendu au p-Laplacien par Anane�Tsouli [11].
La suite des valeurs propres de ��p sur W

1;p
0 (
) obtenue par la méthode de

Ljusternik�Schnirelman (cf . [103]) est telle que

�1 < �2 � �3 � ::::! +1

Dans le cas linéaire p = 2, cette suite �1 < �2 � �3 � :::: coïncide avec la suite
précédente �1 < �2 � �3 � :::: (cf . [70]).

1.3.4 Spectre de Fuµcik

Nous présentons dans cette section un petit aperçu sur le spectre de Fuµcik du
Laplacien et une caractérésation variationnelle de la première courbe non triv-
iale de ce spectre: Ces notions permetront l�introduction du résultat dévelopé
dans le chapitre 4.
Soit 
 un domaine borné de RN . Considérons le problème elliptique�

��u = �u+ � �u� x 2 

u = 0 x 2 @
 : (1.9)

Le spectre de Fuµcik est dé�ni par l�ensemble:

�
def
=
�
(�; �) 2 R2; 9u 2 H1

0 (
) ; u � 0 est solution de (1:9)
	
; (1.10)

les couples (�; �) 2 � sont appelés points du spectre de Fuµcik ou demi-valeurs
propres. Les solutions u 6= 0 correspondantes souvent sont appelées solutions
propres généralisées. L�ensemble � est appelé spectre de Fuµcik de l�opérateur
Laplacien � et généralise la notion usuelle du spectre de �:
Notons par � l�ensemble des valeurs propres de (��, H1

0 (
)). Il est bien connu
que � est composé d�une suite de nombres positifs tendant vers +1 et que
chaque valeur propre est de multiplicité géométrique �nie. Notons par 0 <
�1 < �2 � �3 � :::les valeurs propres répétées suivant leur multiplicité
géométrique. Rappelons que la première valeur propre est simple et admet une
fonction propre '1 > 0 dans 
. En utilisant cette dernière propriété on peut
montrer facilement que les droites f�1g � R et R � f�1g appartiennent à �.
Ces deux droites sont appelées la partie triviale de �.
Plusieurs auteurs se sont intéressés à l�étude de ce spectre notamment sa de-
scription, ses propriétés topologiques et géométriques et des phénomènes de
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non-résonnance. S. Fuµcik et E. Dancer montrèrent que dans le cas de dimen-
sion 1 càd N = 1; et 
 = (0; T ) il est facile de voir que � est l�union des deux
droites R� f�1g et f�1g � R, et d�une suite d�hyperboles �n;p dé�nies par:

�n;p :=

�
(�; �) 2 R2+;

np
�
+

pp
�
=
T

p

�
;

où R+ = fx 2 Rjx > 0g; n; p sons des entiers tels que jn � pj = 0 ou 1, et
n+ p � 2.
Dans [73], pour N > 1; l�auteur montre que les lignes R � f�1g et f�1g � R
sont isolés dans � et [76] montre que

� = R� f�1g [ f�1g � R [ C2 [ �1;

avec
C2 =

�
(� (r) ; � (r)) 2 R2nr > 0

	
;

est une courbe continue, strictement décroissante asymptotique aux lignes
f�1g � R et R � f�1g, avec � (r) > �1 et � (r) > �1 pour tout r > 0, et
l�ensemble �1 est contenu dans la composante de R2nC2 à laquelle le point(�1; �1)
n�appartient pas. Cette construction a été motivé par le travail de Cuesta, [66]
dans le cas N = 1.
T. Gallouët et O. Kavian (cf. [105]) ont montré quant à eux que si �k; avec
k � 2; est simple alors la restriction du spectre de Fuµcik au carré (]�k�1; �k+1[)2
est exactement la réunion de deux courbes continues, strictement décroissantes
et passant par (�k; �k) : Ces deux courbes sont symétriques par rapport à la
première bissectrice. Des résultats similaires ont été obtenus par B.Ruf [164]
en utilisant des méthodes di¤érentes.
C. Magalhães (cf. [138]) a généralisé l�étude faite dans [105]; dans le cas où �k
est de multiplicité supérieure ou égale à 1, pour un carré contenant plusieurs
valeurs propres et a montré que le spectre de Fuµcik resreint à ce carré est délim-
ité supérieurement et inférieurement par deux courbes continues strictement
décroissantes.

1.3.5 Caractérisation variationnelle de la première courbe
non triviale

La caractérisation variationnelle classique de Rayleigh de �1 [134];

�1 = inf
u2H1

0 (
); u 6=0

R


jruj2 dxR


juj2 dx

;

entraîne que �n (f�1g � R [ R� f�1g) � f(�; �) 2 R2 : � > �1, � > �1g.
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Il est bien connu que les valeurs propres du Laplacien peuvent s�exprimer comme
les valeurs critiques de la fonctionnelle E : H1

0 (
) ! R de classe C1 dé�nie
par:

E(u) :=

Z



jruj2 dx;

restreinte a la variété de classe C1,

S :=

�
u 2 H1

0 (
) :

Z



juj2 dx = 1
�
:

Un résultat classique Courant-Hilbert [64] a¢ rme que, pour tout n 2 N,

�n = min
H2Ĥn

max
u2H\S

E (u) ; (1.11)

où Ĥn est la famille de sous-espaces de H1
0 (
) de dimension n. Les applica-

tions de la caractérisation variationnelle (1:11) sont multiples dans la résolu-
tion des problèmes elliptiques semilinéaires.
Une question largement ouverte est celle de la nature variationnelle des valeurs
� et (ou) � d�un point (�; �) 2 �. Vue la nature non linéaire du spectre de
Fuµcik il y a eu des généralisations d�autres formules min-max di¤érentes de
(1:11) des valeurs �n [69].
En 1988 Gallouet et Kavian [105] et [164] ont réussit a montrer l�existence
d�au moins deux courbes (pas nécessairement di¤érentes) passant par chaque
point (�k; �k) et contenues dans le rectangle [�k�1; �k+1]

2. Leur méthode con-
sistait a perturber la fonctionnelle E (u) dans la dernière caractérisation min-
max de �n dans 1:11. Plus tard, dans [67] la première courbe non triviale de
� passant par (�2; �2) dans le cas N = 1 a été caractérisé, par une méthode
tout à fait di¤érente. La méthode a été utilisée ensuite par [76] pour construire
une courbe passant par (�2; �2) dans le cas N > 1. A la di¤érence du résultat
de [126], les propriétés de cette courbe sont bien mises en évidence dans [76],
notamment le fait d�être la première courbe non triviale de � et d�être asymp-
totique a la droite f�1g � R. le résultat s�énonce comme suit,

Théorème 1.14 [68] Soit 
 � RN un domaine borné. Il existe une courbe
notée C2 telle que,

C2 =
�
(� (s) ; � (s)) : s 2 R+

	
; (1.12)

contenue dans �, symétrique par rapport à la diagonale, strictement décrois-
sante, lipschitzienne et telle que

lim
s!0

� (s) = lim
s!+1

� (s) = +1; lim
s!0

� (s) = lim
s!+1

� (s) = �1:

De plus C2 est la première courbe non triviale de � dans le sens que dans le
segment ((�1; �1) ; (� (s) ; � (s))) il n�y a pas de points de �:
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Concernant la caracterisation du spectre de Fuµcik et les travaux utilisant les
propriétés de ce spectre, nous pouvons citer [126], [76]:
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Chapitre 2

Problème de perturbation

Sommaire
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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2.3 Formulation variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4 Résultat principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l�étude de la solvabilité du problème de Dirichlet
suivant �

��pu = f(x; u) + g (x) x 2 

u = 0 x 2 @
 ; (2.1)

où 
 est un domaine borné dans RN , (N > 2) avec @
 est un bord lisse, 0 2

; �p l�opérateur p-Laplacien déféni par

�pu = r
�
jrujp�2ru

�
:

où jr � jp�2 est dé�ni par

jrujp�2 =
"�

@u

@x1

�2
+ :::+

�
@u

@xn

�2# p�2
2

:

Dans le cas où p = 2; (�pu = �u : Le laplacien de u), ce problème a été am-
plement étudié par exemple, par Co¤man [59], Hempel [115], Ambrosetti- Ra-
binowitz [7], Rabinowitz [158]; dans le cas où g = 0 et f (x; u) := u jujk�1,
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tel que 1 < k < N+2
N�2 et N � 3 ou bien 1 < k < +1 et N = 2. Dans

ces travaux, les auteurs ont utilisé le théoreme de Lusternik-Schnirelmann ou
plutôt la notion du genre pour un ensemble symétrique. Par conséquent, le
fait que la non-linéarité f dans le problème (2:1) soit impaire par rapport à
sa deuxième variable est essentiel pour l�application de ces techniques. (Notre
travail étudie le cas de perte de cette symétrie ).
Beaucoup d�auteurs se sont penchés sur l�existence et la multiplicité de so-
lutions radiales pour le problème (2:1), dans le cas où g = 0; voir par ex-
emple [128], [?], [147], [151], [24]. Cependant, ils ne jettent aucune lumière
sur la façon d�étendre ces travaux à l�existence de solutions non radiales. En
fait, malgré le développement intense de la recherche sur les solutions radiales
à des problèmes comme (2:1), ou autres dans le cas où g = 0; les résultats
sur l�existence de solutions non radiales est loin d�être aussi abondants. Nous
citons les travaux précurseurs de G. J. Butler [40], et B. L. Shekhter [168]. Et
ceux de [21], [182], [4], [48], [47], [25], [99], [80], [24], ces derniers temps.
Dans ce qui suit nous donnons un petit aperçu sur la recherche de solutions
non radiales pour di¤erents problèmes aux limites associés au Laplacien, dans
le cas où g = 0: anterieure à notre travail [21, 182, 48, 47, 1, 99, 24]
Tout d�abord pour les problèmes de Dirichlet sur des domaines bornés objet de
notre travail, nous citerons les travaux suivants:
A. Castro et B. Finan [48] (2000) ; ont étudié le problème suivant:8<:

�u+ f (u) = 0 x 2 
"
u > 0 x 2 
"
u = 0 x 2 @
"

; (2.2)

où

� =

�
x 2 R3 : 1� � < jxj < 1

	
;

et la non-linéarité f est de classe C1 (R) et satisfait aux conditions suivantes;

(h0) f (0) = 0 et f 0 (0) < �1 avec �1 est la première valeur propre de ��.

(h1) lim
jxj!1

f (u)
u
= +1:

Si pour tout entier k > 0 il existe un �1 (k) > 0 telle que 0 < " < �1 (k) ; les
auteurs ont montré par approche variationnelle que le problème (2:2) possède
k solutions non radiales positives distinctes.
H. Aduen et A. Castro dans [1] (2000) ; ont considéré le problème suivant:�

��u+ f (u) = 0 x 2 

u = 0 x 2 @
 ; (2.3)

où 
 est la boule unité de RN (N � 2) et f : R ! R une fonction de classe C1
superlinéaire au voisinage de 1, et f n�est pas impaire, et sous les hypothèses
suivantes, (reliant f , f

0
et sa primitive F (t) =

R t
0
f (�) d�):
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(h0) Il existe des constantes �1 > 0; �2 > 0; � > 0; ! > 1 et p 2 ]1; (n+ 2=n� 2)[
tel que jtj � �;

�1 jf 0 (t)j
p+1
p�1 � �! (t) � �1 (t) � �1

�
1

2
tf (t)� F (t)

�
;

avec �s (t) := 2nF (t)� s (n� 2) tf (t) ;pout tout t 2 R:

(h1) Il existe �3 > 0 telle que t2f 0 (t)� tf (t) � �3 pour jtj � �:

Les auteurs ont montré en utilisant l�indice de morse que le problème (2:3)
possède une suite de solutions non radiales non bornée.
Maintenant concernant les problèmes de Newmann sur un domaine borné,
nous passons en revue quelques travaux :
Dans [182] (1994) ; le problème considéré est,�

��u+ �u = jujp ; u > 0 x 2 

@u
@v
= 0 x 2 @
 ; (2.4)

où � > 0 et p � N+2
N�2); et v est l�unité de la normale extérieure à @
:

L�auteur s�est intéressé en particulier à l�existence de solutions non radiales
et par approche variationnelle; il a établi l�existence d�une suite de solutions
non radiales pour N � 3 quand 
 est un domaine radiale et symétrique. Re-
marquons que lorsque la condition au bord de Neumann est remplacée par la
condition de Dirichlet le résultat Gidas-Nirenberg bien connu [107] a¢ rme que
les solutions positives doivent être radialement symétrique. Cependant, Z.Q.
Wang montra que contrairement au problème de Dirichlet, (2:4) possède de
nombreuses solutions non radiales lorsque 
 est une boule.
D. Cao, P. Han [47] (2003) ; ont étudié le problème suivant,�

��u = juj2
��2 u+ � juj

q�2
x 2 


@u
@v
= 0 x 2 @
 ;

où 
 est la boule unité dans RN centrée à l�origine, N � 3; 2� = 2N
N�2 et 1 <

q < 2; � > 0:
En coupant la boule unité en des secteurs angulaires et en utilisant la méth-
ode variationnelle pour faire face à un problème aux limites mixtes sur ces do-
maines, ils ont démontré l�existence d�une in�nité de solutions non radiales
avec une énergie positive pour les petits � (0 < � < ��):
Des résultats d�existence de solutions non radiales ont été obtenu dans le cas
où le domaine est non borné, par exemple :
Dans [21] (1993) ; les auteurs ont considéré le problème suivant:�

�u+ b (jxj)u = f (jxj ; u) ; x 2 RN
u 2 H1

�
RN
� ;

où b est une fonction minorée par une constante positve et f véri�ant

27



(h1) f 2 C ([0;1)� R;R), il existe deux constantes positives a1; R telle que
pour tout r � 0; juj � R

jf (r; u)j � a1 jujq ; avec 1 < q <
N + 2

N � 2 : (2.5)

(h2) f impaire en u.

Ils ont montré l�existence d�une suite de solutions non radiales si N = 4 ou
N � 6. en se basant sur le théorème de Fountain (cf. [22] th. 2.5).
Et, G. Francesca, G. Massimo, N. Sérgio [99] (2013) ; ont considéré le problème
suivant 8<: ��u = (N + �) (N � 2) jxj� u

N+2+2�
N�2 x 2 RN

u > 0 x 2 RN
u 2 D1;2

�
RN
� ; (2.6)

avec N � 3; ils ont étudié l�existence de solutions non radiales qui bifurquent à
partir d�une radiale quand � est un entier pair.
Le problème considéré dans [5] (2016), est8<:

��u = jxj� F (u) x 2 RN
u > 0 x 2 RN
u(x)! 0 qd jxj ! +1

; (2.7)

Où � > 0 qui est dans un intervalle ouvert J � [0;+1) et N � 3 et F 2
C1 [0;+1), telle que F (0) = 0; F 0(0) = �m < 0.
Les auteurs montrent en utilisant l�indice Morse que le problème (2:7) pos-
sède des solutions non radiales qui bifurquent de solution radiale (�J ; u�J ) avec
�J = 2i 2 N:
Dans [24] (2015) ; l�étude du système d�équations elliptiques suivant est consid-
érée, 8<:

��u+ u = Fu (jxj ; u; v)
��v + v = Fv (jxj ; u; v)
u; v 2 H1

�
RN
� ;

il a montré que, si F est pair en (u; v) et satisfait une certaine condition de
croissance, le système admet une in�nité de solutions à la fois radiales et non
radiales. La preuve repose sur le principe introduit dans [162] et le théorème
de Fountain.
Nous devons faire la remarque que très peu de travaux abordent la question
d�existence de solutions non radiales pour des EDP faisant intervenir le p-
Laplacien nous citerons quelques résultats récents [146], [96], [44].
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V. Felli, M. Schneider [96] (2003), ils ont considéré le problème elliptique suiv-
ant dans RN de dimension N � 3:

� div
�
jxj�2aru

�
� �

jxj2(1+a)
u = k (x)

up�1

jxjbp
x 2 RN� f0g ; (2.8)

où

�1 < a <
N � 2
2

; �1 < � <

�
N � 2a� 2

2

�2
, (2.9)

p = p (a; b) =
2N

N � 2 (1 + a� b)
et a � b < a+ 1:

Supposons a; b; p satisfait (2:9) le problème (2:8) possède une solution non
radiale. Ils ont utilisé la méthode variationnelle perturbative [10].
F. Catrina, [44] (2006) ; il a considéré le problème suivant

� div
�
jxj�2aru

�
=

�

jxj2(1+a)+c
u+

up�1

jxjbp
; u > 0 dans B; u 2 Da (B) , (2.10)

avec Da (B) désigne l�espace de Hilbert obtenu comme l�achèvement des fonc-
tions lisses avec support compact dans B sous la norme induite par le produit
interne

hu; vi =
Z



jxj�2aru:rvdx:

Et

N � 2; a <
N � 2
2

; a < b < a+ 1;

p =
2N

N � 2 (a+ 1� b)
; 0 < c:

L�auteur a montré, en utilisant la méthode de l�itération de Moser et l�inégalité
de Harnack [144], que le problème (2:10) possède une solution non radiale.
M. Musso, J. Wei, [146] (2012) ; ils ont considéré le problème suivant

r
�
jxj�2a ru

�
+ jxj�

2N
N�2a juj

4
N�2 u = 0; dans RNn f0g ; (2.11)

avec N � 5; a < 0 ou bien a > N � 2:
Donnant suite au travail de Catrina-Wang [45], ils ont montré l�existence de
solutions (radiale ou non radiale) au problème (2:11) quand a < 0. Et, pour
a > N � 2, ils établissent l�existence de solutions pouvant changer de signe
pour le problème (2:11) :
Le problème (2:1) est considéré dans ce chapitre dans le cas où la non linéarité
f a une croissance sublinéaire en 0; i.e

lim
u!0

f (r; u)

jujp�1
= +1; pour presque tous r 2 [0; R] ;
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ce genre de nonlinéarité n�a pas été largement étudié dans le passé, nous ne
disposons dans la littérature que de peu de travaux sur ce sujet. Dans le cas
des équations di¤érentielles ordinaires, le livre de M. A. Krasnoselskii, A. I.
Pera, A. I.Povolotskiy et P. P. Zabreiko [128] [6, Section 22]. E. W. C. Van
Groesen [178], a considéré une hypothèse sur le comportement de f au voisi-
nage de 1 en plus de la croissance sublinéaire en 0. En utilisant une approche
variationnelle de Min-Max, il a établi l�existence de trajectoires périodiques
multiples. Et dans [179] le problème (2:1) est considéré avec N = 2 et g =
0; il a montré l�existence d�une suite de solutions radiales et non radiales, la
preuve de ce résultat se base sur une approche variationnelle avec application
du lemme du col (mountain pass theorem). Et dans des travaux plus récents,
F.Alessio, W.Dambrosio [4] ont généralisé ce résultat au cas où N > 2:
Une question naturelle est de savoir si le nombre in�ni de solutions persiste
pour le problème (2:1) sous l�e¤et de perturbations de l�équation originale.
c�est à dire lorsque g 6= 0, dans le cas de perte de symétrie. Le premier résultat
dans cette direction pour N � 2 est un théorème de perturbation de A. Am-
brosetti [6] indiquant, dans le cas où f (x; u) = jujk�1 u; k > 1, que pour tout
nombre � 2 N; il existe �� > 0, de telle sorte que si kgkL2 < �� , alors le prob-
lème (2:1) possède au moins � solutions distinctes. Un résultat plus général de
multiplicité-perturbation a été obtenue par A. Bahari, H. Berestycki [19]. Nous
citons également [156] et [171].
Remarquons que l�existence d�au moins une solution de (2:1) pour g assez petit
est une application directe du théorème de fonctions implicites.
Le résultat que nous obtenons pour (2:1) dans ce travail peut être considéré
comme une réponse à la question mentionnée ci-dessus dans le cas de solutions
non radiales (cf. 2:2:1).

2.2 Formulation du problème

Dans ce chapitre, nous considérons le problème suivant:�
��pu = f(jxj ; u) + g (x) x 2 


u = 0 x 2 
 ; (2.12)

où 
 = B (0; R) est la boule de RN , de centre 0 et de rayon R; N > 2; 1 <

p < N; jxj :=

vuut NX
J=1

x2J , est la norme euclidienne de x dans RN , g et f deux

fonctions véri�ant les hypothèses suivantes

(H1) (i) f : 
 � R ! R; est une fonction de Carathéodory radiale; et impaire
par rapport à la second variable; c.à.d

pour presque tout x 2 
; et tout s 2 R:f(jxj ; s) = �f(jxj ;�s)
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(ii) lim
juj!+1

f(jxj;u)
jujp�1 = 0; uniformément pour presque tout x 2 
:

(iii) lim
u!0

f(jxj;u)
jujp�1 = +1; uniformément pour presque tout x 2 
:

(H2) g : 
! R; est une fonction bornée de Lq (
), tel que 1
p
+ 1

q
= 1:

La fonction g constitue une perturbation de l�EDP ��pu = f(jxj ; u):

2.2.1 Notion de solution non radiale

Nous commençons par introduire la paramétrisation standard de 
 = B (0; R)
en coordonnées polaires (r; �1; :::; �N�1);


 = f(r; �1; :::; �N�1) ; jxj = r 2 [0; R] ; �i 2 [0; �] ; i = 1; :::; N � 2; �N�1 2 [��; �]g :
(2.13)

Dé�nition 2.2.1 On appelle solution non radiale de (2:12) toute solution qui
ne dépend pas seulement de r, mais de �i aussi.

Dé�nition 2.2.1 [178] Une valeur propre est dite radiale (respectivement non
radiale) si sa fonction propre associée est radiale (respectivement non radiale).

2.3 Formulation variationnelle

Nous dé�nissons la fonction F par:

F (jxj; u) :=
uZ
0

f (jxj ; s) ds:

Et nous considérons la fonctionnelle associée à (2:12),

J (u) =

Z



�
1

p
jrujp � F (jxj; u)� g (x) :u (x)

�
dx, (2.14)

La fonctionnelle J est bien dé�nie dans W 1;p
0 (
) : J est une fonctionnelle dif-

férentiable pour tout u 2 W 1;p
0 (
), de dérivée J 0 (u) 2

�
W 1;p
0

��
(
) qui, pour

tout v 2 W 1;p
0 (
) ; est dé�nie par,

J 0(u)(v) =

Z



jrujp�1rvdx�
Z



f(jxj; u (x))vdx�
Z



g (x) vdx: (2.15)

Les solutions faibles de (2:12) sont cherchées comme points critiques de la
fonctionnelle (2:14) :
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2.4 Résultat principal

Nous avons un résultat d�existence et de multiplicité de solutions nonradiales
pour le problème considéré (2:12).

Théorème 2.1 : Sous les hypothèse (H1) ; (H2) le problème (2:12) admet une
suite (uk)k�1 de solutions non radiales bornée dans W

1;p
0 (
) :

Preuve: Pour prouver ce résultat, nous adaptons une approche variation-
nelle. Évidemment, si u 2 W 1;p

0 (
) est un point critique de la fonctionnelle J
(2:14) ; alors u est une solution faible de problème (2:12) :
Pour obtenir la multiplicité de solutions non radiales nous cherchons des solu-
tions périodiques en �N�1 sur les ensembles Ek; k = 1; 2; :::dé�nis par

Ek =

�
u 2 W 1;p

0 (
) ; u (r; �1; :::; �N�2; :) impaire; et
2�

k
périodique

�
: (2.16)

Les ensembles Ek; k � 1, sont des contraintes naturelles pour le problème
(2:12), dans le sens que chaque point critique de la fonctionnelle d�énergie J
associée à (2:12) sur Ek, est un point critique de J , sur tout l�espace W

1;p
0 (
)

(cf. [179]). Pour prouver l�existence d�un point critique pour la fonctionnelle J ,
sur Ek, nous considérons et montrons quelques résultats auxiliaires.

Lemme 2.4.1 Supposons que (H1) (i)� (ii) est véri�ée alors :
1- L�ensemble Ek est faiblement fermé dans W

1;p
0 (
) pour tout k � 1:

2- La fonctionnelle J est semi continue inferieurement et coercive dans Ek.

Preuve: 1- L�a¢ rmation 1 du lemme (2:4:1), est une conséquence de la na-
ture de l�ensemble Ek, qui est convexe et fortement fermé alors Ek est faible-
ment fermé (cf. (1:6) chap1).
Ek est convexe en e¤et, soient u; v 2 Ek

tu (r; �1; :::; �N�2;��N�1) + (1� t) v (r; �1; :::; �N�2;��N�1)
= � [tu (r; �1; :::; �N�2; �N�1) + (1� t) v (r; �1; :::; �N�2; �N�1)] :

Donc tu+ (1� t) v est impaire.

tu

�
r; �1; :::; �N�2; �N�1 +

2�

k

�
+ (1� t)

�
r; �1; :::; �N�2; �N�1 +

2�

k

�
= tu (r; �1; :::; �N�2; �N�1) + (1� t) (r; �1; :::; �N�2; �N�1) :

Donc tu+(1� t) v est impaire et périodique en �N�1 . Alors tu+(1� t) v 2 Ek
8t 2 [0; 1] : Par conséquent Ek est convexe.
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Montrons que Ek est fortement fermé:
Soit (un)n � Ek tel que un ! u; montrons que u 2 Ek:
Nous avons u 2 W 1;p

0 (
) car W 1;p
0 (
) est complet

kun � ukW 1;p
0 (
) !n!1 0

kun � ukLp(
) !n!1 0;

d�aprés théorème (cf. (1:4) chap1) nous obtenons

unk � u !
n!1

0 p:p sur 
:

Nous avons x 2 
; x = (r; �1; :::; �N�2; �N�1)

u (r; �1; :::; �N�2;��N�1) = lim
n!1

un (r; �1; :::; �N�2;��N�1) p:p sur 


= lim�
n!1

un (r; �1; :::; �N�2; �N�1)

= � lim
n!1

un (r; �1; :::; �N�2; �N�1)

= �u (r; �1; :::; �N�2; �N�1) :

u

�
r; �1; :::; �N�2; �N�1 +

2�

k

�
= lim

n!1
un

�
r; �1; :::; �N�2; �N�1 +

2�

k

�
= u (r; �1; :::; �N�2; �N�1) ;

donc u 2 Ek:
Ek est convexe et fortement fermé alors Ek est faiblement fermé.
2- Véri�ons la semi continuité inferieurement de J . Soit (un) � Ek, telleque
un * u montrons que J (u) � lim

n!1
inf J (un)

J(un) =

Z



�
1

p
jrunjp � F (jxj; un)� g (x) :un (x)

�
dx,

W 1;p
0 (
) étant un espace de Banach, alors la norme k:k est faiblement semi

continue [185], utilisant l�hypothèse (H1) (i) et le lemme de Fatou (cf. (1:1:1) chap1),
nous obtenons que la fonctionnelle J est semi continue inferieurement.
Montrons maitenant que J est coercive dans Ek; c�est-à-dire lim

kuk!+1
u2Ek

J (u) =

+1:
(H1) (ii) implique que, pour chaque � > 0; il existe � = � (�) > 0; de telle sorte
que, pour presque tout x 2 
;

8� > 0; 9� (�) > 0; juj > � (�) =) jf (jxj ; u)j
jujp�1

� �;
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ce qui entraine;

jf (jxj ; u)j � " jujp�1 pour tout juj > � (�) ;

d�aprés (H1) (i) on a f est continue en u; alors pour tout u 2 R

F (jxj ; u) � �

p
jujp +max

juj��
jF (jxj; u)j :

Par conséquent,Z



F (jxj; u) dx �
Z



�
�

p
jujp +max

juj��
jF (jxj; uj

�
dx =

�

p
: kukpLp + C;

avec, C = C(�) :=

Z



max
juj ��

jF (jxj; u)j dx < +1:

D�autre part utilisant (H2) et l�inégalité de H½older (cf. (1:1:1) chap1), nous
obtenons, Z




g (x)u (x) dx � kgkLq kukLp : (2.17)

Donc
J (u) � 1

p
kukp � �

p
: kukpLp � C(�)� kgkLq kukLp :

Maintenant, par application du théorème (cf. (1:2) chap1) nous obtenons

kukLp � c (N; p) kukW 1;p
0

tel que c (N; p) > 0;

ce qui entraine,

J (u) � 1

p
kukp (1� �:c (N; p))� kgkLq kukLp � C(�)

� 1

p
kukp (1� �:c (N; p))� kgkLq c (N; p) kuk � C(�);

alors, pour � < 1
2c (N;p))

, lim
kuk!+1

J(u) = +1. Cela implique que J est coercive.

D�après le lemme (2:4:1) Ek est faiblement fermé dans W
1;p
0 (
) et J est semi

continue inférieurement et coercive dans Ek. Nous déduisons que J est bornée
inférieurement dans Ek.

Posons
mk = inf

Ek
J:

Le lemme suivant, nous donne une minoration sur, fmk, k 2 N�g :

Lemme 2.4.2 Pour tout k 2 N�,

�1 < m1 � mk < 0:
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Preuve: 1- mk = inf
Ek
J et la fonctionnelle J est coercive. D�où

�1 < mk = inf
Ek
J (u) ; 8k 2 N�:

2- Et u 2 Ek, donc u est impaire et 2�k périodique en �N�1, en particulier, elle
est impaire et k 2�

k
= 2� périodique en �N�1

ce qui entraine que u 2 E1 ) Ek � E1: De plus nous avons: inf
E1
J (u) � inf

Ek

J (u) alors: m1 � mk pour tout k 2 N�.
Pour tout k 2 N� nous considèrons l�ensemble suivant :


k :=
n
(r; �1; :::; �N�1) 2 
; �N�1 2

h
0;
�

k

�o
:

Soit �n la première valeur propre de ��p dans W
1;p
0 (
k) telle que �n > 1, et

vkn la fonction propre associée à �n; pour plus de détails sur les valeurs propres
de ��p (cf. [11]) vkn 2 L1:
Soit vn le prolongement impaire de vkn dans 
. Alors vn 2 Ek \ L1; et nous
avonsZ




jrvnjp dx = 2k
Z

k

��rvkn��p dx = 2k�n Z

k

��vkn��p dx = �n

Z



jvnjp dx; (2.18)

en appliquant (H1)� (iii); il existe � := �(�n) > 0, telle que

F (jxj; u) > �n
p
jujp ; si juj � �:

Considérant
	(u) =

1

2
(J (u) + J (�u)) ; (2.19)

nous voyons que

	(u) =

Z



�
1

p
jrujp � F (x; u)

�
dx:

Soit s 2] ��
1+kvknkL1

; �

1+kvknkL1
[; alors

��svkn�� < � et

	
�
svkn
�
=

Z



1

p

��rsvkn��p dx� Z



F (x; svkn)dx

� 1

p
(

Z



��rsvkn��p dx� Z



�n
��svkn��p dx)

� jsjp

p
[1� �n]

Z



��rvkn��p dx < 0:
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Par conséquent, d�après (2:19) ; J
�
svkn
�
< 0 ou J

�
�svkn

�
< 0; ce qui entraine

inf
Ek
Jk < 0:

Delà nous concluons que mk < 0:

Lemme 2.4.3 Pour tout k 2 N� il existe uk 2 Ek� f0g ; solution non radiale
de (2:12) telle que J (uk) = mk. De plus, il existe M > 0 telle que

kukk �M 8k 2 N�: (2.20)

Preuve: L�ensemble Ek faiblement fermé convexe, et la fonctionnelle J est
semi continue inferieurement et coercive dans Ek; par application du théorème
(cf. (1:8) chap1) nous concluons que J est bornée inférieurement est atteint
son minimum sur Ek c�est-à-dire il existe uk 2 Ek tel que mk = inf

Ek
J (u) =

J (uk) :
Ainsi qu�il a été déjà remarqué que, uk est une solution faible du problème
(2:12). Puisque uk 6= 0 et uk est impaire et 2�k périodique en �N�1, alors uk
est une solution non radiale de (2:12) :
Par dé�nition de mk et application du lemme (2:4:2), nous avons,

m1 � mk = J (uk) < 0 pour tout k 2 N�;

ce qui entraine,

jJ (uk)j < jm1j : (2.21)

Par conséquent, il existe M > 0 telle que, pour tout k 2 N�

kukk < M: (2.22)

En e¤et, si (kukk)k n�est pas bornée, il existe k0 � 1; de telle sorte que kuk0k !
+1, alors la coercivité de la fonctionnelle J implique kJ (uk0)k ! +1, ce qui
est une contradiction à (2:21).

A partir des lemmes ci-dessus (2:4:1) ; (2:4:2), le problème (2:12) admet une
suite de solutions non radiales satisfaisant (2.22) et la démonstration du théorème
(2:1) est achevée.

Exemple 2.4.1

Nous considérons (2:12) avec, N = 4; p = 3

f(jxj; u (x)) := u
1
3 cos

�
u:e�jxj

2
�
;
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g (x) =

4Y
i=1

sin xi:

g est une fonction continue sur 
 borné.
g et f satisfont les hypothèses (H1) et (H2). L�application du théorème (2:1)
donne l�existence d�une suite de solutions non radiales du problème (2:12).
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Chapitre 3

Problème singulier
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons des problèmes présentant des singularités du
type suivant , (

��pu = �g(jxj)juj
p�2u

jxjp + �f(jxj ; u) x 2 

u = 0 x 2 @


; (3.1)

où, 
 est un domaine borné dans RN avec @
 est un bord lisse, 0 2 
, jxj est
la norme euclidienne de x dans RN , � et � sont des paramètres positifs et f ,
g sont des fonctions radiales satisfaisant à certaines conditions précisées par
la suite. Nous nous proposons de montrer l�existence de solutions nonradiales
bien que tous les termes �gurant dans l�équation di¤erentielle sont radiaux.
Nous commençons par donner un petit aperçu sur la recherche précédant notre
travail et concernant le problème (3:1) :
Le problème (3:1) peut être écrit sous la forme plus générale,(

��pu = �g(x)juj
p�2u

jxjp + '(�; x; u) x 2 

u = 0 x 2 @


; (3.2)
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dans les dernières années, le problème (3:2) avec � = 0, '(�; x; u) = �f (u) a
été largement étudié [73; 112; 160]: Dans le cas p = 2, il existe de nombreuses
publications traitant l�existence de solutions pour (3:2), avec '(�; x; u) =
Q (x) juj2

��2 u + �u, telle que 2� = 2N
N�2 est l�exposant critique de Sobolev

[95; 163; 46; 148; 113; 81]:
Quand � 6= 0; la situation est di¤érente à cause de la présence du potentiel sin-
gulier. Les problèmes quasilinéaires avec singularité sont largement étudié dans
la littérature, nous renvoyons le lecteur au livre de Drabek et al. [83] et pour
l�existence et la multiplicité de résultats concernant le problème p-Laplacien
singulier, voir [91; 92; 114; 135; 136]; et les références qui y �gurent. Les ré-
sultats dépendent en général de la relation entre � et la meilleure constante
dans l�inégalité de Hardy. Pour plus de commodité du lecteur, nous donnons
un bref résumé de certains résultats anterieurs.
Dans [95] (2001), les auteurs par des méthodes variationnelles en particulier
l�application du theorème de Brezis-Nirenberg [37] ont montré l�existence de
solutions non triviales, pour le problème (3:2) quand '(�; x; u) = Q (x) juj2

��2 u+

�u, telle que 2� = 2N
N�2 ; N � 3 et Q (x) = 1; 0 � � < � = (n�2)2

4
et � > 0:D.

Ruiz et M. Willem [163] (2003) ; ont étudié la solvabilité du problème (3:2). Ils
ont établi l�existence de solutions positives pour N � 3 et Q (x) = 1; sous dif-
férentes hypothèses sur le domaine 
; qui incluent certains types de domaines
non bornés, ils ont utilisé la concentration de compacité; et le Principe de crit-
icité Symmetrique [162].
Récemment, D. Caoa., P. Hana [46] (2004), ont étudié le problème (3:2) avec
Q (x) = 1 et � > 0: En utilisant la théorie de points critiques, ils ont montré
l�existence d�une solution non triviale du problème (3:2) pour N � 5 et 0 �
� < (n�2)2

4
� (n+2)2

4
.

J. Chen [54] (2004), utilisant la méthode de l�itération de Moser, qui a été
utilisée précédemment [57] a étudié le problème (3:2) dans le cas où p = 2;
g(x) = 1; � = 1, N � 3, 0 � � < �; et f localement lipschitzienne en u. Le
même auteur en appliquant la même approche a établi la multiplicité des solu-
tions dans [55] (2004), quand '(�; x; u) = up+�uq, 0 < q < 1; et 0 � � < ��1;
0 < � < ��:
Dans [148] (2006) ; le problème (3:2) est considéré avec N � 5 et Q(x) = 1,
� = 0. Par approche variationnelle les auteurs ont montré l�existence de solu-
tions positives quand 0 < � < � = (n�2)2

4
.

Dans [113] (2007) ; par méthode variationnelle [157] ils obtiennent l�existence
de solutions non triviales de (3:2) quand N � 5, Q(x), � 2 [0; � � (N+2

2
)2) et

� > 0.
Dans [81] (2008), L. Ding, C. Tang ont considéré un autre type de singularité
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dans le problème elliptique semilinéaire suivant:(
��u� � u

jxj2 =
juj2

�(s)�2

jxjs u+ �f (x; u) x 2 
� f0g
u = 0 x 2 @


; (3.3)

où N � 3 et 0 < � < � � 1 = (n�2)2
4

� 1; 0 � s < 2, 2� (s) = 2(N�s)
N�2

est l�exposant critique de Hardy-Sobolev; � > 0; les auteurs ont appliqué le
principe d�Ekeland pour montrer l�existence d�au moins une solution positive
u�; pour problème (3:3) quand � 2 (0; ��) : De plus si f est non décroissante
par rapport à la seconde variable alors le problème (3:3) possède au moins
deux solutions positives pour tout � 2 (0; ��) :
Dans [143] (2001) ; Montefusco a considéré le problème (3:2) avec '(�; x; u) =
jujq�2 u quand 1 < p < N et p < q < p�; il a établi l�existence d�une so-

lution pour � 2 (0;
�
N�p
p

�p
), il a utilisé le principe de la concentration de

compacité de P. L. Lions [136]; il a montré la semicontinuité inférieure faible
de certaines classes de functionelles. Faraci et Livrea [93] ont utilisè le résultat
de Montefusco [143] et ont donné des résultats de bifurcation pour le problème
p-Laplacian singulier.
Récemment, Kristaly et Varga [130] (2007) ont obtenu l�existence de trois solu-
tions au problème (3:2) avec g = 1, par application du théorème de Bonanno
[32], avec '(�; x; u) = �f(u). Tyagi [176] (2010) ; a généralisé ce résultat,
lorsque '(�; x; u) = �a(x)f(u):
Concernant les types de solutions cherchées pour le problème(3:2), alors mal-
gré le développement intense sur l�existence de solutions radiales pour le prob-
lème (3:2); sans terme singulier (c.à.d pour � = 0 ), ou avec terme singulier
(pour � 6= 0) [173]; [151]; [75]; [149]; [61]; [148]; [94]; [42]; [26] et voir [16], [17];
[120];les résultats sur l�existence de solutions non radiales est loin d�être aussi
abondants. Au meilleur de notre connaissance, il n�y a que quelques articles
sur ce sujet dans la littérature et concernant le cas régulier � = 0; [133]; [151];
[116]; [117], [78]; [148]; [81]; [150]; [42]; [183]; [50]; [124], avec terme singulier
(pour � 6= 0) [125]; [30]; [122]:
Une question naturelle est de savoir si le nombre in�ni de solutions persiste
dans le cas de présence de terme singulier dans l�équation originale. En par-
ticulier, le fait que le problème (3:2); avec terme singulier (c.a.d pour � 6= 0)
possèdent une in�nité de solutions non radiales. Dans cette étude, notre ob-
jectif principal inspiré par [4; 178] et [130; 176]; est de montrer que le résultat
obtenu par [4; 178] peut être étendue au p-Laplacien singulier avec un change-
ment de signe de la non-linéarité et que les conditions introduites par [176] sur
f peuvent être changées en considérant f avec une croissance"p-sublinéaire" en
u = 0 (voir (H1) (iii)):
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3.2 Formulation du problème

Dans cette section, nous démontrons l�existence de solutions non radiales pour
le problème (3:4)(

��pu = �g(jxj)juj
p�2u

jxjp + �f(jxj ; u) x 2 

u = 0 x 2 @


; (3.4)

qui est étudié, avec 1 < p < N , et �; � sont des paramètres positifs et la non-
linéarité f et g satisfaisant les hypothèses suivantes:

(H1) (i) f : 
�R! R; est une fonction Carathéodory radiale; et impaire par
rapport à la second variable; c.à.d

pour presque tout x 2 
; et tout s 2 R:f(jxj ; s) = �f(jxj ;�s)

(ii) lim
juj!+1

f(jxj;u)
jujp�1 = 0;uniformément pour presque tout x 2 
:

(iii) lim
u!0

f(jxj;u)
jujp�1 = +1; uniformément pour presque tout x 2 
:

(H3) g : 
 ! R; est une fonction de L1 (
), tel que 0 � g(jxj) � 1, pour tout
x 2 
.

En particulier, la condition (H1) (iii) signi�e que la non-linéarité f a une crois-
sance "p-sublinéaire" en u = 0. Ce genre de non-linéarités n�a pas été large-
ment étudié dans le passé; au mieux de notre connaissance, dans la littérature,
il est possible de ne trouver que peu d�articles sur ce sujet. Parmi lesquels, et
pour p = 2, nous citons les travaux antérieurs de G. J. Butler [40] pour les
équations di¤érentielles ordinaires, le livre de M. A. Krasnoselskii, et al. [128],
Sect. 22 et le papier de E. W. C. Van Groesen [179].

3.3 Résultats

3.3.1 Resultat d�existence

Nous établissons l�existence de solutions non radiales pour le problème aux
limites (3:4) sous les hypothèses introduites .

Théorème 3.1 Sous les hypothèses (H1)et (H3) et pour tout � 2 [0; CN;p[,
� > 0, le problème (3:4) admet une suite de solutions non radiales bornée:
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Preuve: Pour prouver ce résultat, nous adaptons une approche variation-
nelle.
Pour tout u 2 R et pour presque tous x 2 
, nous dé�nissons F la primitive
de f par

F (jxj; u) :=
uZ
0

f (jxj ; s) ds:

Sur W 1;p
0 (
) ; muni de la norme kuk :=

�R


jrujp dx

� 1
p , nous dé�nissons la

fonctionnelle d�énergie J associé à (3:4) par,

J�;� (u) = �� (u)� �J (u) : (3.5)

Où,

�� (u) =
1

p

Z



jrujp dx� �

p

Z



g (x) ju (x)jp

jxjp dx et J (u) =

Z



F (jxj; u (x))dx:

J�;� est dé�nie dans W
1;p
0 (
) ; pour � 2 [0; CN;p[ ; et � > 0; J�;� est une fonc-

tionnelle di¤érentiable, de dérivée J 0�;�(u) 2
�
W 1;p
0

��
(
), donnée par,

J 0�;�(u)v =

Z



jrujp�1rvdx� �

Z



g (x)

jxjp ju (x)j
p�1 vdx

��
Z



f(jxj; u (x))vdx: (3.6)

Il est évident que, si u 2 W 1;p
0 (
) est un point critique de la fonctionnelle J�;�,

alors u est une solution faible du problème (3:4): Par conséquent, pour prouver
l�existence de solutions faibles pour (3:4); il su¢ t de montrer l�existence de
points critiques pour J�;�, pour certaines valeurs de � et �.
S�interéssant aux solutions non radiales pour le problème (3:4) nous montrons
l�existence de points critiques pour J�;� sur les ensembles Ek (2:16):
Les ensembles Ek sont des contraintes naturelles pour le problème (3:4) dans le
sens que chaque point critique de la fonctionnelle d�énergie J�;� associée à (3:4)
sur Ek est un point critique de J�;� sur l�ensemble W

1;p
0 (
).

Pour établir l�existence de points critiques de J�;� sur Ek, nous montrons quelques
lemmes auxilliaires.

Lemme 3.3.1 Supposons que � 2 [0; CN;p[, alors �� est une fonctionnelle
faiblement semi continue inférieurement sur W 1;p

0 (
) :

42



Preuve: A partir du principe de concentration de compacité [135; 136],
Montefusco a prouvé dans [143], lorsque g est bornée inférieurement. que la
fonctionnelle �� est faiblement semi continue inférieurement.
Puisque g satisfait (H3); la preuve du lemme (3:3:1) est similaire à la démon-
stration du résultat [th3:2 [143]] ; de sorte que nous omettons les détails 1:3:1:

Lemme 3.3.2 Pour tout � 2 [0; CN;p[; et � un paramètre positif, la fonction-
nelle J�;� est faiblement semi continue inférieurement sur W

1;p
0 (
) :

Preuve: Soit � 2 [0; CN;p[; et � est un paramètre positif, l�hypothèse (H1) (ii),
implique l�existence de � = � (�; �) > 0 tel que pour presque tous x 2 
, nous
avons,

jf (jxj; s)j <
�
1� �

CN;p

��
�(N; p)p

(1 + �)

�
jsjp�1 ; (3.7)

quand jsj > �: En utilisant (H1)(i) et (3:7), pour tout s dans R et pour presque
tous x dans 
 nous obtenons,

f (jxj; s) <
�
1� �

CN;p

��
�(N; p)p

(1 + �)

�
jsjp�1 +max

jsj��
jf (jxj; s)j : (3.8)

L�intégration de (3:8) donne

F (jxj; u) < 1

p

�
1� �

CN;p

��
�(N; p)p

(1 + �)

�
jujp +max

jsj��
jf (jxj; s)j juj : (3.9)

Maintenant, utilsant (3:9) et l�injection compacte de W 1;p
0 (
) 	 Lp (
), nous

déduisons que J est faiblement semi continue inférieurement, et par suite se
basant sur le lemme (3:3:1) J�;� est une fonctionnelle faiblement semi continue
inférieurement pour tous les � 2 [0; CN;p) et � > 0:

Lemme 3.3.3 : Pour tout � 2 [0; CN;p) et � > 0, la fonctionnelle J�;� est
coercive dans l�ensemble Ek qui est faiblement fermé dans W

1;p
0 (
) :

Preuve: 1. Pour tout k 2 N�; l�ensemble Ek est convexe et fortement fermé
dans W 1;p

0 (
) ; donc Ek est faiblement fermé dans W
1;p
0 (
) ;(cf. (1:6) ).

2. Maintenant, nous allons montrer que J�;� est coercive sur Ek; (c-à-d lim
kuk!+1
u2Ek

J�;� (u) =

+1).
D�après (3:9), nous avons pour chaque � 2 [0; CN;p) ; et � > 0,Z




F (jxj; u) dx <
1

p

�
1� �

CN;p

�
� (N; p)p (1 + �)�1

Z



jujp dx

+max
jsj��

jf (jxj; s)j
Z



juj dx: (3.10)

43



Maintenant (H3), (3:9) et (1:5), impliquent que,

J�;� (u) =
1

p

Z



jrujp dx� �

p

Z



g (x) ju (x)jp

jxjp dx� �

Z



F (jxj; u (x)) dx

� 1

p

Z



jrujp dx� �

p

Z



ju (x)jp

jxjp dx� �

Z



F (jxj; u (x)) dx

� 1

p

Z



jrujp dx� �

pCN;p

Z



jrujp dx� �

Z



F (jxj; u (x)) dx

� 1

p

�
1� �

CN;p

�0@Z



jrujp dx� �

(1 + �)

�
� (N; p)p

Z



jujp dx
�1A+

��max
jsj��

jf (jxj; s)j
Z



juj dx;

utilisant les constantes d�injection de Sobolev, nous obtenons,

J�;� (u) �
1

p

�
1� �

CN;p

��
1

1 + �

�
kukp � �� (N; 1)max

jsj��
jf (jxj; s)j kuk : (3.11)

D�après (3:11) nous avons J�;� ! +1 quand kuk ! +1. Par conséquent,
J�;� est coercive dans Ek:
Ainsi, par les lemmes (3:3:1) ; (3:3:2) ; (3:3:3) et utilisant la méthode directe de
calcul variationnel, nous obtenons immédiatement que pour tout entier k � 1;
il existe uk 2 Ek telle que J�;� (uk) = mk où

mk = inf
Ek
J�;�:

Lemme 3.3.4 Pour tout entier k � 1,

�1 < m1 � mk < 0:

Preuve: D�après la coercivité de J�;� sur E1, nous obtenons clairement que
m1 > �1. En outre, de Ek � E1, nous avons m1 � mk pour tout entier k � 1.
Pour prouver que mk < 0 pour tout entier k � 1, nous considérons le domaine

k, dé�ni par,


k :=
n
(r; �2; :::; �N) 2 
; �N 2

h
0;
�

k

ho
:

Soit �1 la première valeur propre de ��p sur W
1;p
0 (
k) et vk1 2 L1(
k) la

fonction propre associée a �1. Pour plus de détails sur la valeur propre de p-
Laplacien (cf. [131]).
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Et soit v1 la prolongation 2�
k
périodique et impaire de vk1 sur 
: v1 2 Ek \ L1:

Pour tout � > 0; nous pouvons choisir A > 0, véri�ant, A� > 2�1, et par
(H1) (iii) il existe �A > 0, tel que, pour tout juj � �A et pour presque tout
x 2 
;

F (x; u) � 1

p
A� jujp : (3.12)

Alors, pour tout s 2]0; �A

kvk1kL1
[; on obtient svk1 2 Ek et

��svk1 �� < �A:

Ainsi, en utilisant (2:18) et (3:12); nous avons

J�;� (svk) =
1

p

Z



��rsvk1 ��p dx� �

p

Z



g (jxj)
��svk1 ��p

jxjp dx� �

Z



F
�
x; svk1

�
dx

� 1

p
sp�1

Z



��vk1 ��p dx� �

p
sp
Z



g (jxj)
��vk1 ��p

jxjp dx� �sp
A

p

Z



��vk1 ��p dx:
(H3), et g positive impliquent,

J�;� (svk) � (�1 � A�)
1

p
sp
Z



��vk1 ��p dx < 0:
Ainsi, nous concluons que mk < 0:

Lemme 3.3.5 Il existe M > 0 tel que pour tout entier k � 1

kukk �M:

Preuve: uk est une solution faible du problème (3:4) et J�;� (uk) = mk.
Puisque mk < 0 et J�;� (0) = 0, nous déduisons que uk 6= 0. De plus, uk 2 Ek
est donc non radiale car elle est impaire par rapport à �N�1.
Puisque;m1 � mk = J�;� (uk) < 0 pour tout k 2 N�, alors

jJ�;� (uk)j < jm1j : (3.13)

En utilisant la coercivité de J�;�, on en déduit l�existence d�une constante M >
0; de telle sorte que, pour tout entier k � 1;

kukk < M: (3.14)

A partir des lemmes (3:3:1) ; (3:3:2) ; (3:3:3) ; (3:3:4) le problème (3:4) admet
une suite de solutions non radiales satisfaisant (3.14) et la démonstration du
théorème (3:1) est achevée.
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3.3.2 Résultat de bifurcation

Nous nous intéressons à l�éxistence de points de bifurcation. Nous appelons
point de bifurcation pour le problème (3:4) une valeur (�; �) 2 [0; CN;p[� ]0;+1[
pour laquelle il existe une suite (�k; �k; uk) de solutions de (3:4) avec pour tout
entier k � 1, uk 6= 0 et (�k; �k; uk) ! (�; �; 0) dans [0; CN;p[� ]0;+1[ �
W 1;p
0 (
).

Théorème 3.2 Pour tout � 2 [0; CN;p) ; et � > 0, (�; �; 0) est un point de
bifurcation pour le problème (3:4):

Preuve: Nous allons montrer que pour chaque (�; �) 2 [0; CN;p[� ]0;+1[ ;la
suite de solutions non radiales (uk), obtenue par le théorème (3:1), converge
vers 0. Ce qui prouvera que 0 est un point de bifurcation pour le problème
(3:4):
Ainsi, nous établissons que de toute sous-suite de (uk), il est possible d�extraire
une sous-suite convergente vers zéro, ce sera su¢ sant pour prouver que toute
la suite (uk) converge vers zéro.
Soit (ukn) une suite extraite de (uk). Utilisant (3:14), et la ré�exivité de l�espace

de Sobolev W 1;p
0 (
) nous en déduisons qu�il existe une sous-suite

�
uknj

�
de

(ukn) de telle sorte que uknj * u dans W 1;p
0 (
) : Du fait que les ensembles

Ek sont faiblement fermé dans W
1;p
0 (
) ; u 2 Ek. Le théorème Ascoli- Arzelà

(cf. (1:3) chap1), entraine la convergence forte de
�
uknj

�
vers u:

Nous allons prouver que u � 0, pour simpli�er l�écriture, notons uj := uknj .

Pour chaque y 2 [0; R] � [0; �]N�2 rappelons que la fonction uj (y; :) est 2�j
périodique.
Maintenant, supposons au contraire que u 6= 0 alors il existe y0 2 [0; R] �
[0; �]N�2 et �0 2 [��; �] tel que u (y0; �0) 6= 0. Posons,8<:

� := ju (y0; �0)j
vj (�) = uj (y0; �)
v (�) = u (y0; �)

:

Par la continuité de v, il existe un intervalle J0 � [��; �], tel que jv (�)j � �
2

pour tout � 2 J0. Par conséquent, et par la convergence uniforme de vj vers v,
nous déduisons qu�il existe j0 2 N de sorte que, pour chaque j � j0; jvj (�)j � �

2

pour tous les � 2 J0:
D�autre part, pour j � j0;. Mais si jJ0j > 2�

j
, alors J0 doit contenir au moins

un zéro de vj (principe d�oscillation)
Ce-ci est une contradiction avec jvj (�)j � �

2
pour tous les � 2 J0:
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Exemple 3.3.1 Soit � un entier impair tel que � > p � 1 > 0 et considérons
la fonction f dé�nie par

f(jxj; u (x)) = u
p�1
� sin jxj ,

et
g (x) = 1� e�jxj

2

:

Il est facile de voir que g et f satisfont les hypothèses (H1) et (H3). L�application
du théorème 3.1 donne l�existence d�une suite de solutions non radiales du
problème (3:4), pour chaque � > 0 et � 2 [0; CN;p) :
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Chapitre 4

Problème associé au spectre de
Fuµcik

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3 Résultat principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.1 Introduction

Notre objectif, dans ce chapitre est d�étudier l�éxistence et la multiplicité de
solutions non radiales pour un probléme du spectre de Fuµcik.
Nous commençons tout d�abord par donner un aperçu sur la solvabilité du
problème aux limites de Dirichlet suivant et sa relation avec le spectre de l�opérateur
Laplacien, �

��u = f(u) + h (x) dans 

u = 0 sur @


; (4.1)

où 
 un domaine borné de RN , h 2 L2 (
) :
Le problème (4:1) pour f(u) = �u, peut être étudié en utilisant l�alternative de
Fredholm [175]: Ce qui conduit à distinguer les cas où � est ou non une valeur
propre du Laplacien. Dans le cas général, il est bien connu que le comporte-
ment asymptotique des quotients

f (s)

s
et
2F (s)

s2
où F (s) =

Z s

0

f (t) dt;
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quand s ! �1 joue un role important dans l�étude de la solvabilité de (4:1) :
Ainsi en notant par

0 < �1 < �2 � �3 � ::: (4.2)

la suite des valeurs propres du Laplacien et en posant

a := lim
t!+1

f (t)

t
; b := lim

t!�1

f (t)

t
; (4.3)

A.Ambrosetti et G.Prodi (cf. [9]) ont montré que pour des non-linéarités f qui
ont un comportement asymétrique à l�in�ni, c�est à dire si a < b et a < �1 <
b < �2, le problème (4:1) admet une, deux ou aucune solution suivant la valeur
de
R


h'1dx; où '1 > 0 est la fonction propre associée à �1.

E.Dancer et S.Fuµcik observérent dans les années 70 que la résolution de prob-
lèmes de type (4:1) avec des non-linéarités asymétriques, au lieu de dépendre
du spectre du Laplacien, dépend fortement de la position du couple (a; b) par
rapport à l�ensemble � des couples de réels (�; �) pour lesquels le problème�

��u = �u+ � �u� dans 

u = 0 sur @


; (4.4)

admet au moins une solution non triviale, où u� := max (�u; 0) et u = u+�u�
(cf: [102]). Dans ce cas quand (�; �) 2 �; le problème (4:4) est dit problème de
résonnance.
Concernant ces problèmes, nous citerons le travail de D. G. Costa et M. Cuesta
(cf. [62]) (1996) suivant�

��u = �u+ � �u� + f (x) dans 

u = 0 sur @


; (4.5)

avec (�; �) 2 C2 (avec C2 est la première courbe non triviale de � (cf. (1:12)
chap1): Ils ont montré que si (�; �) 2 C2 et f est sublinéaire au voisinage de
1, et véri�e une condition de Landesman-Lazer, le problème (4:5) admet au
moins une solution faible u 2 H1

0 (
) : le résultat est établi par méthode varia-
tionnelle en appliquant le théorème de Saddle-Point de Rabinowitz (cf: [156]).
Dans [56]; en se basant sur le théorème de fonction implicite, les auteurs ont
montré que (4:5) admet une solution non triviale pour chaque (�; �) 2 �
avec � est un ensemble ouvert dans R2 disjoint avec le spectre de Fuµcik et con-
tenant un point de la forme (c; c) de l�équation (4:4) ; et f 2 L2 (
).
Des études similaires ont été faites pour l�opérateur p-Laplacien par [66]; [76];
[140]; [14]; [15]; [43]; [84]; [165].
Les résultats sur l�existence de solutions non radiales associés au spectre de
� est loin d�être aussi abondante. Au meilleur de notre connaissance, il n�y a
que quelques articles sur ce sujet dans la littérature. Nous passons en revue
certains de ces travaux.
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Dans [184], l�auteur a étudié l�existence d�une suites de solutions positives non
radiales de certaines équations elliptiques semilinéaires dans un anneau de RN :
Dans [182] (1994), le problème considéré est�

��u = �u+ u2
��1 u > 0 x 2 
r

u = 0 x 2 @
r
; (4.6)

où 
r =
�
x 2 RN n r < jzj < r + 1

	
avec r > 0 et 2� := 2N

N�2 est l�exposant
critique de Sobolev. Ils ont montré pour chaque 0 < � < �2, il existe une con-
stante positive R (�; n) telle que pour r > R (�; n), le problème (4:6) possède
au moins n solutions non radiale dans 
r � RN , N � 4. La méthode utilisée
est variationnelle introduite par Co¤man [59]:
Le problème considéré dans [150] (2008) est�

��u = bu+ � '1 x 2 B
u = 0 x 2 @B ; (4.7)

où B est la boule unité de RN ; centrée à l�origine, et b est un paramètre posi-
tif, '1 est la première fonction propre de l�opérateur Laplacien. En appliquant
le Théorème du coI, ils ont prouvé l�existence d�au moins une solution non ra-
diale quand b > �1.
Motivées par les travaux [5], [182], [150] et [62]; nous nous interessons dans
ce chapitre à l�existence de solutions non radiales pour un problème de ré-
sonnance nous considérons un problème du type (4:5) où la perturbation f
est une non linéarité radiale (i.e. f(x; u) = f(jxj ; u) ). Nous montrerons
l�existence d�au moins une solution non radiale en utilisant le Théorème du
col (1:11).

4.2 Formulation du problème

Dans ce chapitre, nous supposerons que l�opérateur Laplacien admet une valeur
propre généralisée (au sens de Fucik) (�; �) 2 C2 (1:12) ; qui est non radiale
(2:2:1) c�est à dire qu�il existe u� 6= 0; u� 2 Ek (pour un certain k), solution de,

�
Z



�u�vdx =

Z



�
�u�+ � �u��

�
vdx; 8v 2 W 1;2

0 (
) ; (4.8)

où (�; �) 2 C2 (avec C2 est la première courbe non triviale de � voir (1:12) (cf.
chap. I). Dans ce cas en prenant v = u� dans (4:8) et en opérant une intégra-
tion par parties, nous obtenons,Z




jru�j2 dx = �

Z



�
u�+
�2
dx+ �

Z



�
u��
�2
dx. (4.9)
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Maintenant, considèrons '1 fonction propre classique associée à la première
valeur propre �1;de l�opérateur Laplacien appartenant à Ek0 ; (pour un certain
k�)
'1véri�e alors Z




jr'1j
2 dx = �1

Z



('1)
2 dx:

Se basant sur (1:14) et sans perde de généralité nous pouvons écrire que '1 6=
tu�; 8t 2 R ( même dans le cas où k est un multiple de k�, ou inversement) et
par suite '1 ne vèri�e pas une équation similaire à (4:9)Z




jr'1j
2 dx 6= �

Z



('1)
2
+ dx+ �

Z



('1)
2
� dx;

or Z



jr'1j
2 dx = �

Z



(�'1)'1dx = �1

Z



('1)
2 dx;

d�où

�1

Z



('1)
2 dx� �

Z



('1)
2
+ dx� �

Z



('1)
2
� dx

= �1

Z



�
'1+ � '1�

�
('1) dx� �

Z



'1+'1dx+ �

Z



'1�'1dx

= (�1 � �)

Z



'1+'1dx+ (� � �1)

Z



'1�'1dx;

ce qui permet d�écrire,Z



�
'1+ �

� � �1
�� �1

'1�

�
'1dx 6= 0:

Le problème suivant considéré est donc une perturbation de (4:4) par une non-
linéarité radiale f ,�

��u = �u+ � �u� + f (jxj ; u) x 2 

u = 0 x 2 @
 ; (4.10)

où 
 � RN avec N � 3.
f véri�e les hypothèses suivantes:

(H1) (i) : 
 � R ! R; est une fonction Carathéodory radiale; et impaire par
rapport à la second variable; c.à.d

pour presque tout x 2 
; et tout s 2 R:f(jxj ; s) = �f(jxj ;�s)
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(ii) lim
juj!+1

f(jxj;u)
u

= 0; uniformément pour presque tout x 2 
.

(iii) lim
u!0

f(jxj;u)
u

= +1; uniformément pour presque tout x 2 
:

(H4) lim
juj!1

[uf(jxj ; u) � 2F (jxj ; u)] = +1; uniformément pour presque tout

x 2 
.

Où

F (jxj; u) :=
uZ
0

f (jxj ; s) ds: (4.11)

Remarque 7 Si l�hypothèse (H1) (ii) est véri�ée:
c.à.d lim

juj!+1
f(jxj;u)
u

= 0; uniformément pour presque tout x 2 
; nous avons

8" > 0;9A" > 0; juj > A" =)
����f (jxj ; u)u

���� � ":

Ce qui entraine;
jf (jxj ; u)j � " juj pour tout juj > A":

D�aprés (H1) (i) f est continue en u; alors pour tout u 2 R:

jf (jxj ; u)j � " juj+ max
jsj�A"

jf (jxj ; s)j : (4.12)

4.3 Résultat principal

Nous montrons l�existence de solutions nonradiales pour le problème aux lim-
ites (4:10) le resultat est formulé comme suit,

Théorème 4.1 Pour (�; �) 2 C2; et sous l�hypothèses (H1) et (H4), le prob-
lème (4:10) admet aux moins une solution non radiale.

Preuve: Pour prouver ce résultat, nous adoptons une approche variationnelle
en appliquant le Théorème du col (cf. (1:12) Chap 1).

Sur W 1;2
0 (
) ; muni de la norme kuk :=

�R


jruj2 dx

� 1
2 , nous dé�nissons la

fonctionnelle d�énergie J associée à (4:10) par,

J(u) =
1

2

Z



�
jruj2 � � (u+)

2)� � (u�)
2� dx� Z




F (jxj ; u)dx: (4.13)

Où F est dé�nie par (4:11).
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J est une fonctionnelle di¤érentiable, de dérivée J 0(u) 2
�
W 1;2
0

��
(
), donnée,

pour tout v 2 W 1;2
0 (
) ; par

hJ 0(u); vi =
Z



(jrujrv � � (u+) v + � (u�) v) dx�
Z



f(jxj; u (x))vdx: (4.14)

Évidemment, si u 2 W 1;2
0 (
) est un point critique de la fonctionnelle J (4:13) ;

alors u est une solution faible de problème (4:10) :
Pour obtenir la multiplicité de solutions non radiales nous chercherons des
points critiques de J dans les ensembles Ek (2:14) : Nous introduisons quelque
résultats auxilliaires énoncés sous forme de lemmes.

Lemme 4.3.1 Si f véri�e les hypothèses (H1) et (H4), alors J satisfait la
condition de Palais-Smale de Cerami (cf. (1:3:7) Chap 1).

Preuve: Soit (un) � W 1;2
0 (
) telle que J (un)! c et

(1 + kunk) kJ 0 (un)k ! 0:

Montrons qu�elle admet une sous-suite convergente.
Dans notre cas, de (4:12) ; condition de croissance sur f , il su¢ t de véri�er
que (un) est bornée dans W

1;2
0 (
).

Supposons au contraire, que kunk ! 1 donc, il exists 
0 � 
; j
0j > 0;
jun (x)j ! 1 p.p. x 2 
0 alors d�une part,

lim
n!1

Z



[unf(jxj ; un(x))� 2F (jxj ; un(x))]dx (4.15)

= lim
n!1

(2I (un)� (J 0 (un) ; un))
= 2c:

Et d�autre part, par (H4) ; nous avons

[un (x) f(jxj ; un (x))� 2F (jxj ; un (x))]dx = +1 p:p:x 2 
0;
la remarque (7) nous permet d�écrire,

un (x) f(jxj ; un (x))� 2F (jxj ; un (x)) � �M p:p:x 2 
;
pour un M > 0 et nous concluons que

lim inf
n!1

Z



[un (x) f(jxj ; un (x))� 2F (jxj ; un (x))]dx

� lim inf
n!1

Z

0

[un (x) f(jxj ; un (x))� 2F (jxj ; un (x))]dx�M j
�
0j

= +1:

Ce ci est une contradiction.avec (4:15) :

Lemme 4.3.2 Si (H1) et (H4) sont véri�ées alors lim
jsj!1

F (jxj ; s) = �1.
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Preuve: Si f véri�e (H4), par dé�nition de la limite, pour tout A > 0 il
existe un BA > 0 tel que, pour presque tout x 2 


f(jxj ; s)s� 2F (jxj ; s) � A; 8jsj � BA; (4.16)

d

ds

�
F (jxj ; s)

s2

�
=
f(jxj ; s)s� 2F (jxj ; s)

s3
. (4.17)

En utilisant (4:16) et par l�intégration de (4:17) sur [s; s] � [BA;1] nous
obtenons,

F (jxj ; s)
s2

� F (jxj ; s)
s2

� �A
2

�
1

s2
� 1

s2

�
;

maintenant utilisant (H1) (ii), nous déduisons,

F (jxj ; s) � �A
2
; 8s � BA; p:p:x 2 
:

De manière analogue, nous montrons que

F (jxj ; s) � �A
2
; pour tout s � �BA et p:p x 2 
: (4.18)

Comme A est arbitraire, nous concluons que le lemme est véri�é.

Maintenant, considérons le sous-espace propre associé à �1

V = h'1i =
�
u 2 W 1;2

0 (
) ; u = t:'1; t 2 R
	
;

où '1est la fonction propre associée à �1.
Et le sous espace propre E associé à (�; �) dé�ni par:

E = hu�i =
�
u 2 W 1;2

0 (
) ; u = t:u�; t 2 R
	
:

Nous avons alors le résultat suivant:

Lemme 4.3.3 Si (H1), (H4) sont véri�ées alors
(i) lim

kuk!1; u2V
J (u) = �1:

(ii) lim
u2E

J (u) > �1:

Preuve: Pour tout k 2 N nous considèrons l�ensemble suivant.


k :=
n
(r; �1; :::; �N�1) 2 
; �N�1 2

h
0;
�

k

�o
:

Soit �1 la première valeur propre de �� dans W 1;2
0 (
k) et 'k1 2 W 1;2

0 (
k); la
fonction propre associée à �1.
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nous considèrons '1 le prolongement impaire de '
k
1dans 
; alors: '1 2 Ek\L1

et nous avons

Z



��r'
1

��2 dx = 2k

Z

k

��r'k1��2 dx = 2k�1 Z

k

��'k
1

��2 dx (4.19)

= �1

Z



��'
1

��2 dx: (4.20)

De (H1) � (iii); nous déduisons que pour �1 > 0; 9��1 = �1;tel que si juj < �1
alors

f (r; u)

u
> 2�1;

ce qui entraine, Z u

0

f (r; s) ds >

Z u

0

2�1sds:

Et par suite
F (r; u) � �1 juj2 pout tout juj < �1:

Soit u = t'1; nous avons pour t � 0

J(t'1) =
1

2

Z



�
jrt'1j

2 �
�
�
�
t'1+

�2
+ �

�
t'1�

�2��
dx

�
Z



F (jxj ; t'1)dx

=
t2

2

Z



�
jr'1j

2 �
�
�
�
'1+

�2
+ �

�
'1�

�2��
dx

�
Z



F (jxj ; t'1)dx

=
t2

2

Z



�
�1'

2
1 �

�
�
�
'1+

�2
+ �

�
'1�

�2��
dx

�
Z



F (x; t'1)dx

� ��1t2
2

Z



'21dx�
Z



�
�
�
'1+

�2
+ �

�
'1�

�2�
dx < 0:

Nous obtenons lim
jtj!1

J(t'1) = �1:

(ii) Pour u = tu� nous avons

J (tu�) =
1

2

Z



�
jrtu�j2 � 1

2

�
�
�
tu�+

�2
) + �

�
tu��

�2��
dx�

Z



F (jxj ; tu�)dx:

=
t2

2

Z



�
jru�j2 � 1

2

�
�
�
u�+
�2
) + �

�
u��
�2��

dx�
Z



F (jxj ; tu�)dx:
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En utilisant (4:9)Z



jru�j2 dx = �

Z



�
u�+
�2
dx+ �

Z



�
u��
�2
dx;

nous obtenons

J (tu�) = �
Z



F (jxj ; tu�)dx:

D�aprés (H1) et lim
jsj!1

F (jxj ; s) = �1, il existe une consante D > 0 telle que

F (jxj ; s) < D d�où pour tout u 2 E

J (u) � �D j
j :

Ce ci achève la preuve de (ii).

Par le résultat suivant, nous montrons que la fonctionnelle J présente une
géométrie du lemme du col.
Soit Em =

�
u 2 W 1;p

0 (
) ; u (r; �1; :::; �N�2; :) impaire; et 2�m périodique
	
où

m = p gcd(k; k0)

Lemme 4.3.4 Il existe T > 0 tel que

max fJ (T'1) ; J (�T'1)g < inf
h2�

max
t2[�1;1]

J (h (t)) ;

avec
� = fh 2 C ([�1; 1] ; Em)�h (�1) = �T'1g :

Preuve: D�aprés le lemme (4:3:3) (i) il est possible de choisir T > 0 tel que

max fJ (T'1) ;�J (T'1)g < inf
u2E

J (u) ;

soit h 2 C ([�1; 1]; Em), h(�1) = �T'1�Z



�
h (1)+ �

� � �1
�� �1

h (1)�

�
'1dx

��Z



�
h (�1)+ �

� � �1
�� �1

h (�1)�
�
'1dx

�
< 0

Alors, par continuité, et en utilisant le théorème du valeur intermédiaires, il
existe �0 2]� 1; 1[ tel queZ




�
h (�0)+ �

� � �1
�� �1

h (�0)�

�
'1dx = 0;

c-à-d h (�0) 2 E: Par conséquent, on a

max
�2[�1;1]

J (h (�)) � J (h (�0)) � inf
E
J � max fJ (T'1) ;�J (T'1)g :
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Nous appliquons le théorème (cf. (1:12) Chap 1) à la fonctionnelle J avec K =
[�1; 1], K0 = f�0g pour conclure que c est une valeur critique de J où

c = inf
h2�

max
t2K

J (h (t)) :

Ce qui prouve l�existence d�une solution du problème (4:10) et achève la dé-
monstration du théorème (4:1) :

Exemple 4.3.1 Nous considérons (4:10) avec,

f(jxj; u (x)) := �g(x) ln juj ;

où pour x 2 
 = B (0; 1) boule unité de R3; g(x) :=

8><>:
jxj si xi 6= 0;8i

exp
3X
i=1

xi ailleurs
;

f satisfait les hypothèses (H1) et (H4). L�application du théorème (4:1) donne
l�existence d�une solution non radiale du problème (4:10).
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Conclusion

Une étude variationnelle de certains problèmes faisant intervenir l�opérateur
Laplacien et p-Laplacien a été présentée dans cette thèse. Nous avons été es-
sentiellement concernées par l�étude de l�existence et la multiplicité de solu-
tions non radiales de problème de Dirichlet dans le cas de perte de symétrie
[74]. Nous avons aussi démontré l�existence de solutions non radiales, pour un
problème singulier (lacune de compacité), et un résultat de bifurcation [27];
se basant sur des résultats du à Lions [135]. Les résultats ont été établis par
minimisation sous contraintes.
Dans une autre direction nous avons abordé un problème de résonnance par
rapport au spectre de Fucik pour le Laplacien (cf. [68]). Nous avons determiné
des conditions su¢ santes permettant l�existence de solutions non radiales en
utilisant le lemme du col.

Perspectives

� Nous nous intéressons à l�étude de l�existence de solutions non radiales
dans le cas de lacunes de compacité et d�éventuelles bifurcations depuis
les points frontières. Nous généraliserons partiellement certains résultats
[38]; [39]; [119]:

� Nous nous intéressons à l�étude de l�existence de solutions non radiales
pour de problèmes de Dirichlet homogènes associé à un opérateur non
local. On améliore partiellement le résultat de [167]:
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 للمعادلات التفاضلٌة  المرتبطة(Dirichlet)   من نوع المشاكل  لفئة قطري غٌر الحلول وتعدد الوجود قضاٌاب  تهتم  الأطروحة، هذه : الملخص 

 .الشكل بٌضاوٌة الجزئٌة

 علً التباٌنٌةهده   فً نهجنا وٌستند". الخط فرعٌة ف" تعتبر اللاخطٌة الاجزاء بحٌث المشاكل هذه لحل وكافٌه بسٌطة شروط وضعنا  بذلك للقٌام

 .المرتفع و نظرٌةالحد المباشر  نظرٌة

 .(والتركٌز التشتت) الفٌزٌائٌة الظواهر لنمذجة الأطروحة هذه فً ةعتبرالم المشاكل نستعمل هده ما وغالبا

 تماسك) التفرد مشكلة قمنا بمعالجة  ثانٌا،.التماثل فقدان حالة فً(Dirichlet)  لمشكلة قطري غٌر الحلول وتعدد وجود لأولفى الجزء  أثبتنا

 . للابلاس بالنسبة ٌكشفو بشعاع ٌتعلق ما فً الرنٌن مشكلة درسنااخٌرا و .للتفرع تانٌة نتٌجة وجدناو ،(الفجوة

القٌمة ; رىقط غٌر حل ; مشكلة الرنٌن ; مشكلة التفرد; الشكل بٌضاوٌة الجزئٌة التفاضلٌة المعادلات دٌرٌشلً، مشكلة : ةالمفتاحي الكلمات

 .المرتفع نظرٌة ; سمال-بالً شرط; فوشٌك شعاع ; الحد المباشر  نظرٌة; الحل الدورى; الخاصة

    Résumé : Dans cette thèse, nous nous sommes intéressées aux questions d'existence et de multiplicité de 

solutions non radiales pour une classe de problèmes de Dirichlet associés à des équations aux dérivées 

partielles elliptiques. Pour ce faire, nous avons déterminé des conditions simples et suffisantes permettant la 

solvabilité de ces problèmes dans le cas où les non linéarités considérées ont une croissance "p-sublinéaire". 

Notre approche est variationnelle basée sur minimisation sous contraintes et lemme du col. 

Les problèmes considérés dans notre thèse sont souvent utilisés pour modéliser les différents phénomènes de 

la physique (dispersion et concentration). 

Nous  avons étudié un problème de Dirichlet soumis à une perturbation, dans le second nous abordons un 

problème de Dirichlet dans le cas de présence de singularité et par la suite, nous avons étudié un problème de 

résonance par rapport au spectre de Fucik pour le Laplacien. 

Mots clés : Problème de Dirichlet, équations aux dérivées partielles elliptiques; solution non radiale; solution 

périodique ; Minimisation sous contraintes; valeur propre; problème de singularité; problème de résonance; 

spectre de Fucik; lemme du col 

Abstract: In this thesis, we investigated the existence and the multiplicity of nonradial solutions for a class of 

Dirichlet problems associated to elliptic partial differential equations.To do this, we have determined simple 

and sufficient conditions allowing the solvability of these problems in the case where the nonlinearities 

considered have a "p-sublinear" growth. Our approach is variational based on minimization under constraints 

and Mountain Pass Theorem. 

The problems considered in our thesis are often used to model the different phenomena of physics (Dispersion 

and concentration). 

We studied to a perturbation a problem of Dirichlet, in the second we address a Dirichlet problem in the case 

of singularity presence and subsequently we studied a problem of resonance with respect to the Fucik 

spectrum for the Laplacian. 

Key words and phrases: Dirichlet problem; Elliptic partial differential equations; non radial solution ; under 

constraint minimization; eigenvalue; Problem of singularity; resonance problem; Fucik Spectrum; the Palais 

Smale condition; Mountain Pass Theorem ; periodic solution. 
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