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Introduction

e travail de thése est consacré a la modélisation et a ’analyse mathématique
d"un systeme chemostat aérobie avec recyclage. Le chemostat avec recyclage
de boues activées est le systeme qui permet une meilleure dégradation des pol-
luants grace a l'action de micro-organismes (bactéries). Nous choisissons un mo-
dele simple qui nous permettra de relier nos travaux aux modeles de chemostat
étudiés par exemple par Paul Waltman et Hal L. Smith [40], Sze-Bi Hsu [22]. . . De
plus, nous nous intéressons a I’analyse mathématique d’un modele généralisé tout
en prenant des taux de croissance monotones et des taux de mortalité différents.
L’élimination biologique de la pollution s’effectue dans un milieu hétérotrophe ! et
aérobie ; I'activité des bactéries est caractérisée par la quantité d’oxygene dissout
consommeée, et par conséquent il est intéressant d’étudier 1’évolution d’oxygene
dissout en fonction du temps.

On peu diviser le travail en deux parties :

Premiere partie : Analyse mathématique du modéle chemostat avec recyclage pour
des cultures en différents modes. Dans le premier chapitre nous commengons par
présenter le modele. Le deuxieme chapitre s’intéresse principalement a la vali-
dation du modéle, ensuite a son analyse asymptotique, plus particulierement la
dissipativité (autrement dit, il existe un compact dans lequel toutes les solutions
du modele convergent) et a la stabilité asymptotique. Dans un premier temps nous
étudions le modele dans une culture fermée : apres avoir énoncé un ensemble
de propositions, nous arrivons a montrer que dans un systeme fermé la matiere
organique est quasi-dégradée. Pour le troisieme chapitre, en cas de culture conti-
nue, I’analyse mathématique du modele en question, montre 1’existence d"un équi-
libre strictement positif unique. Dans le cas d'un seul type de microorganisme
l'unique équilibre est globalement asymptotiquement stable. Dans le cas de n-
especes de micro-organismes, grace a la théorie des systémes dynamiques dissipa-
tifs et puisque le systeme est uniformément persistant nous montrons 1’existence

1. Un environnement dans lequel les bactéries sont capables d’utiliser uniquement des matiéres
organiques comme source de nourriture.
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d’un attracteur global. Pour des taux de mortalité identiques la stabilité asympto-
tique globale est prouvée tandis qu’elle est conjecturée pour des taux différents.
Le dernier paragraphe de ce chapitre, présente le lien entre le probleme étudié et
autre probleme ouvert d’exclusion compétitive.

Deuxieme partie : Stabilité asymptotique globale de 1’équilibre avec recours a la
théorie des perturbations. Dans le quatrieme chapitre, nous considérons le cas d'un
systéeme singulierement perturbé. A 1'aide de la théorie géométrique des pertur-
bations singulieéres nous obtenons la stabilité asymptotique globale de 1’équilibre
positif pour un systéme avec deux espéces de micro-organismes. Nous déduisons
également que dans un systéme de chemostat sans recyclage 1’équilibre corres-
pondant a 1’'espéce avec la plus petite concentration de rentabilité est globalement
asymptotiquement stable, sous des conditions générales. Cela montre, en particu-
lier, la conjecture du chemostat mentionnée dans [40, Chapitre 2, Sec. 4 ] pour
n = 2 du-moins pour un systéme singulierement perturbé. Nous présentons la
méthode de la variété intrinseque de faible dimension ILDM pour approximer les
variétés lentes en fin du chapitre.

Dans le cinquieme chapitre, nous présentons des résultats théoriques en termes de
perturbation réguliere pour les systemes dynamiques sous certaines conditions de
dissipativité. Une application de ces résultats & un modeéle de compétition entre
n — 1 espéces d’algues et une bactérie dans les eaux usées sera présentée dans le
dernier paragraphe du chapitre.

Cette thése se clot par une conclusion générale et une annexe contenant quelques
notions des systémes dynamiques dissipatifs et d’écologie théorique.
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Chapitre 1

Revue des connaissances

e chapitre est essentiellement consacré a dresser un apergu de la modélisation

du procédé a boues activées. Tout d’abord, nous décrivons le principe de

fonctionnement d'un procédé a boues activées, ainsi que le principe de nutrition

et de développements bactériens. Le dernier paragraphe décrit le modéle en mode

fermé et en mode continu. De toute évidence, le présent chapitre ne constitue pas

une revue exhaustive sur le procédé a boues activées. 1l présente seulement ce qui
est nécessaire aux les chapitres suivants.

Le procédé a boues activées est le systeme le plus favorable a 1’épuration micro-
biologique des eaux usées rejetées par les industries. Il s’appuie sur la mise en
ceuvre de bactéries dans un réacteur biologique. Les micro-organismes maintenus
en état aérobie dans l'eau polluée utilisent le substrat comme nutriment et dé-
gradent la matiere organique polluante par oxydation en composés inorganiques
simples. Parmi ces micro-organismes on trouve des bactéries, mais aussi des pro-
tozoaires, des métazoaires,....

Dans cette these, il convient de noter que nous parlons du procédé a boues activées,
comme étant un systéme chemostat avec recyclage de boues. Avant de présenter le
principe de fonctionnement de ce systeme, nous passons par une petite revue de
littérature biologique et chimique [41].

Milieu aérobie : milieu caractérisé par la présence d’oxygene libre O,.

Biomasse : groupe de micro-organismes qui ont la méme fonction ou qui parti-
cipent aux chaines de dégradation.
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Substrat : nourriture nécessaire au développement des micro-organismes.
Effluent : I'eau usagée polluée par des matieres organiques (substrat).

Liqueur mixte : un mélange de micro-organismes et de matiere organique.

1.1 Description et principe de fonctionnement d’un che-

mostat avec recyclage

Le systéeme comporte : un bassin d’aération dans lequel se développent des micro-
organismes ot le liquide est mis en mouvement par un agitateur a faible vitesse
de rotation ; un clarificateur servant a séparer les micro-organismes de 1’eau pure,
et des installations pour la recirculation des liqueurs mixtes et une sortie pour les

micro-organismes en exces.

Bassin d'aération

— Clarificateur

Asitateur Effluent traité
Effluent non traité Liqueurs mixtes Eau pure —
=

$

0,
=TT Aération
' %
—=
Boues activées recirculées Boues en excés

F1Gure 1.1.1: Vue schématique d'un chemostat aérobie avec recyclage de boues

Premiérement, 1'effluent est pompé vers le bassin d’aération avec un débit Q (le dé-
bit Q est constant ou variable en temps). Les microorganismes, en se développant,
forment une boue, et a 1'aide de l'agitateur on peut mélanger la boue avec 1'eau
polluée (liqueur mixte). Aprés une période requise de I’agitation et ’aération dans
le bassin d’aération, la biomasse s’écoule vers le clarificateur secondaire dans le-
quel la boue cellulaire est séparée de 1’eau pure par sédimentation. Une partie des
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micro-organismes décantés est recyclée vers le bassin d’aération pour maintenir la
concentration désirée. Les solides et les micro-organismes en exces sont rejetés et
collectés dans un réservoir, et finalement il ne reste dans le clarificateur que de
I'eau pure. Le schéma d’écoulement de l'unité de traitement est présenté dans la
tigure 1.1.1.

1.2 Principe de nutrition et développements bactériens

La conversion de la matiére organique se divise en deux étapes principales :

Transport de la matiére organique vers le micro-organisme : dans une premiere
étape la bactérie rassemble le substrat soluble et le substrat insoluble dans sa paroi.
Le substrat insoluble est converti en molécules plus simples qui peuvent traverser
la paroi facilement.

Métabolisation du substrat : cette étape se divise en deux phases

La respiration et I'assimilation : représente la dégradation enzymatique par oxyda-
tion ; cette activité libere I'énergie nécessaire aux micro-organismes pour synthéti-

ser de nouveaux constituants cellulaires.

Respiration endogene : représente la phase de stockage de la matiére carbonée; en
cas d’absence de substrat, des bactéries meurent, et d’autre bactéries s’alimentent
sur les micro-organismes morts. Si une masse bactérienne retourne dans un envi-

ronnement riche de substrat le cycle recommencera.

1.3 Modélisation d’'un chemostat avec recyclage

En raison de la complexité de ce systeme (le systéme contient plusieurs compo-
santes physiques et chimiques), et la difficulté de controler 'opération de trai-
tement des eaux résiduaires, et puisque le systeme chemostat possede un carac-
tere dynamique, les microbiologistes ont été intéressés par la modélisation ma-
thématique de ce processus. L'utilisation de modeles dynamiques nous aide a ré-
soudre des problemes importants (optimisation, examination de la production bio-
logique,...). Parmi les modeles, nous choisissons un modele simplifié proposé par
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M. Ramanathan et A. F. Gaudy [33]. Gaudy et ses collaborateurs (Gaudy et Sri-
nivasaraghaven [10], Rozich et Gaudy [37, 36]), Sundstrom et al. [43] ont suggéré

l"utilisation d’un réservoir de stockage de boues dans la ligne de recyclage pour

maintenir la concentration des solides recyclés a un niveau constant. Il différe du

modele de Herbert [18] en ce sens que la concentration des cellules recyclées n’est

pas représentée comme le rapport entre la biomasse du sous-écoulement du clarifi-

cateur et la biomasse du réacteur. Le modele avec recyclage constant ou variable est

présenté plus tard dans des travaux détaillés dans [2, 29, 20] avec des simulations.

On trouvera aussi une autre étude intéressante sur la modélisation d’un réacteur

biologique a boues activées dans [53]. Dans cette these, nous allons donner une

étude qualitative précise de ce modele.

Bassin d'aération

=

Effluent non traité | Agitateur Liqueurs mixtes

Q (1+nQ

Clarificateur
Effluent traité

? =
S

SOx)

I 1
D o

Eau pure —

1 Aération Bassin de stockage de
~ boues et de réaération

Sédiments

Boues activées recirculées S x/

Boues en excés

FiGure 1.3.1: Bilan de masse d’un chemostat aérobie avec recyclage de boues

La figure 1.3.1 introduit les différents parametres du modéle :

Bilan massique du substrat :

as

V—=08"4rQS—(Q+rQ)S—rew V.

dt

Bilan massique de la biomasse :

dx
VE = Qx0+err_(Q+7Q)x+rorg.netv-

Q : débit d’entrée de I'effluent dans le bassin d’aération [m>/j],
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r : rapport de recyclage (débit de recyclage des micro-organismes/Q),

SO S : la concentration de substrat dans l'effluent non traité et dans le bassin
d’aération respectivement [mg/m?>],

0 x, x" : la concentration de biomasse dans l’effluent non traité, dans le bassin

x
d’aération, et la concentration de la partie des micro-organismes recyclée respecti-

vement [mg/m3],

V : le volume du bassin d’aération [m?],

reub : le taux d’utilisation du substrat[mg/ (m3.f)],

Torgnet : e taux net de croissance des micro-organismes [mg/ (m>.f)].

Dans un chemostat 1'activité des bactéries est caractérisée par la quantité d’oxy-
geéne dissout consommée. L’évolution d’oxygéne dissout en fonction du temps est
estimée par le bilan massique [20, 46, 5] :

do

Vo= QO —0)+rQ (0" —0) +kpa(t) (Ogat — O) V — our(t) V

N

ou

0, OY, Ogat, O : la concentration en oxygene dissout dans le bassin d’aération,
dans I'effluent non traité, a saturation, dans la partie des micro-organismes recyclée
respectivement [mg/m3],

kra : coefficient de transfert d’oxygene, (dans la suite on suppose qu’il est constant)

[1/7],

our : taux de consommation d’oxygene par la biomasse dans le bassin d’aération
(en anglais oxygen uptake rate)

OUT = O0UTexo + OUTendo-

La quantité

1-Y
OUTexo(t) = %f(S(t)) X
est le taux de respiration exogene [mg/(m>.j)]; elle représente la respiration en
présence de substrat, ou f(S(t)) est le taux de croissance du micro-organisme, Y
est un terme de conversion du substrat en biomasse et sa valeur est inférieure a 1.
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La quantité

OUTendo(t) = kqx(t)

est le taux de respiration endogene [mg/(m?.j)], elle représente la respiration en
I’absence de substrat, et k4 le taux spécifique de dépérissement de la biomasse non
statistiquement différent de zéro.

La fonction naturelle qui définit le taux spécifique de croissance de la biomasse
(appelé aussi cinétique de croissance ou taux d’absorption) est la fonction dite de
Monod ou Michaelis-Menten

_,umaxs
M) = ot s

N

ol
Hmax : le taux maximal de croissance [1/]],
ks : la constante de Michaelis (ou de demi-saturation de substrat) [mg/m?],

On définit alors Torg, le taux de croissance des micro-organismes, par

Hmax S
= ———x=1u(S)x.
Torg ks + S X lu( ) x
Le taux d’utilisation de substrat est défini par

o Torg masse de cellules
sub ™ N T nassede substrat’

Le taux net de croissance des micro-organismes est alors donné par

Torgnet = Torg — "mortalité — “Ll(S ) x —kqx,

ol ici, kg est le coefficient de mortalité. Dans la suite, on s’intéresse a 1’étude des
modeles de chemostat avec taux de croissance des micro-organismes strictement

croissant quelconque.

Le procédé a boues activées peut étre mis en ceuvre en mode fermé, semi-continu,
ou continu. Dans ce travail, on s’intéressera a I'étude du systeme en mode fermé

et continu.
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Modeéle en mode continu (le débit d’entrée est le méme que le débit de sortie) :

Le modele suivant exprime la biodégradation d’un seul polluant (substrat) par n

especes de micro-organismes dans une culture mixte continue.

S5=D(S"4+rS)—D(1+1)S— 3 L fi(S)x,
i=1 "'

xj =D (x) +rx]) =D (1+r)xi+ (fi(S) — ki) xi, i=1n
O=D(O0%+r0") =D (1+47)O +kpa(Osat — O) — our(t),

ou
OUT = OUTexo + OUT endo,

avec
n 1 _
OUTexo = ) v

i=1 !

Y; 1
fi(S) xi, ourengo = Y _ ki x;.
i-1

D = Q/V est le taux de dilution [1/j],

Y; : le coefficient de rendement de ]jéme micro-organisme,
k; : le taux de mortalité de i micro-organisme [1/j],
x; : la concentration de 1'i" micro-organisme [mg/m?],
S : la concentration en substrat [mg/m?>],

eme

fi(S) : le taux de croissance de 1’ micro-organisme.

Nous faisons la premiere hypothése suivante :

(1.3.1)

H1 La fonction f; est de classe C!, £;(0) = 0 et /(S) > 0 pour tout S > 0.

Notez que nous n'imposons pas a f; d’étre bornée.

Modele en mode fermé (terme de transport Q = 0, donc sans recyclage) :
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Dans le mode de fonctionnement fermé, un lot (batch en anglais) de substrat est
introduit au début de la réaction, en une seule fois.

5= L §lS)x,
xi = (fi(S) — ki) xi,

. . no
C=—kaC—5§ —'Z X;,

L i=1

(1.3.2)

~
Il
—_
~
=

ol C = Ogat — O représente le déficit en oxygene dissout.

Notre but étant une étude mathématique des modeles (1.3.1, 1.3.2) et une discus-
sion sur un probléeme ouvert, celui du principe d’exclusion compétitive pour un
chemostat avec fonctions de croissance monotones et taux de prélevements dis-
tincts. Le modéle que nous avons choisi est un modeéle de boues activées et non
pas un modele de procédé a boues activées. Un modele de boues activées est un
sous modele bio-cinétique qui décrit le mécanisme de réaction et les relations stce-
chiométriques et cinétiques entre différents composants, constituants, especes dans
le réacteur biologique (le bassin d’aération). Un modéle de procédé a boues acti-
vées est, quant a lui, un modéle mathématique du processus de boues activées.
En général, il se compose d'un certain nombre d’équations différentielles et non
différentielles, voire algébriques, avec retard,... Il repose sur des lois scientifiques
et techniques fondamentales telles que le bilan de masse et le bilan énergétique.
Parmi ces modeles, on trouve les modeles de 'TWA (ASM1 [16], ASM2 [11, 17]
et ASM3 [12]). I est tres difficile d’analyser ce type des modéles sans réduire le
nombre de variables.



Chapitre 2

Analyse d’identifiabilité et étude du
modele en mode fermé

ans ce chapitre, nous étudions le modele en mode fermé (1.3.2). Nous nous
D intéressons, dans le premier paragraphe, a 'analyse d’identifiabilité du mo-
dele. Ensuite, nous étudions le comportement asymptotique des points d’équilibre.
Nous démontrons théoriquement que dans un systeme fermé la matiere organique
est quasi-dégradée.

2.1 Analyse d’identifiabilité du modéle chemostat

La construction d'un modele mathématique biologiquement validé nécessite tou-
jours l'identification de ses parametres. L'analyse d’identification traite le pro-
bleme, mais jusqu’a présent il n’y a aucune méthode générale qui résout les pro-
blemes d’identification pour un systéme non linéaire. Dans le probleme étudié on
utilisera, de préférence, la méthode de développement de Taylor on se basant sur
les travaux de H. Pohjanpalo [32].

Selon la paramétrisation, on distingue trois types des modeles :

— Modele globalement identifiable : si chaque parametre possede une seule valeur.

— Modéle localement identifiable : si chaque parametre possede un nombre fini de
valeurs.

— Modele non identifiable : si chaque parametre posséde une infinité de valeurs.

13
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Considérons le systeme décrit par :

{ (t) = f(() P),

ou le temps t € [0,T], x : [0,T] - R", P € R? un vecteur dont les composantes
sont les p parametres du modele précité.

Supposons que f est réguliére et analytique par rapport a ¢.

On introduit les notations :

k
£ (x(0), ) £ S F(x(0),1,P) o

K a df
2 () [0

Développons f au voisinage de 0 par rapport au temps :

tk
flx = Y fY0,P)
k=0
donc
®) t
¥ () = ¥ f9(x(0),P) .
k=0
Si on dérive les deux membres j fois, on obtient :
(1) (k) ( t
X(e) = Y f(x(0), P) £

k=0

Pour t = 0 dans l'expression précédente, il ne nous reste que le premier terme de
la somme. Nous obtenons alors :

xéHl)(O) — f(f)(x(O),P), j=0,k k>0. (2.1.1)

Supposons que, (2.1.1) posséde au moins une solution pour P. On distingue donc

trois cas
— si (2.1.1) posseéde une solution unique, alors le modele est dit globalement identi-

fiable.
— si (2.1.1) possede un nombre fini de solutions, alors le modele est dit localement
identifiable.
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— si (2.1.1) possede une infinité de solutions, alors le modele est dit non identifiable.

On se propose d’identifier les parametres du modele (1.3.1) autres que les entrées
dans le cas d'un taux de croissance de type Monod en utilisant la méthode pré-
sentée ! (l'identifiabilité pour une fonction de croissance générale ne se pose évi-
demment pas car les parametres n’y sont pas définis explicitement). Les constantes
Osat et kra sont inconnues jusqu’a ce que la réaction prenne fin. Dans la preuve
du théoreme suivant, on considére pour simplifier le cas d"une seule espece de
micro-organismes et on estime la valeur de ces parameétres a partir de la mesure
des conditions initiales.

Théoréme 2.1. Le modeéle défini par le systeme (1.3.2) avec un taux de croissance de type
Monod, est globalement identifiable.

Démonstration. On suppose premiérement que xo = x(0) > 0,59 = S(0) > 0, Oy =
O(0) > 0. Considérons le modele en mode fermé avec une seule espece de micro-
organismes

S
x=(u(S) —kq) x, (2.1.2)
O =kia (Osat — 0) — (15X u(S) +kq) x,

ou u(S) = P;{‘;‘fﬁss, kra est constante et ymax > kq. Les parametres du systeme (2.1.2)

sont : ks, pmax, Y, kq, kra et Og,t. Le systeme (2.1.2) s’écrit sous la forme :

S = —%y(S) X, (2.1.3a)
x = (u(S) —kq) x, (2.1.3b)
O =kra(Osat —O)+ S + x. (2.1.3c)

En dérivant le systeme (2.1.3a-2.1.3c) par rapport au temps, nous obtenons :

1. Pour le modele chemostat, les parametres les plus importants, sont effectivement ceux qui
apparaissent dans le modeéle en mode fermé. L'identifiabilité du modele continu découle de l'iden-
tifiabilité du modéle en mode fermé.
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S —_M(S x(l_

- -5 s gt (2.1.4a)
.11 .
¥ =u(S) S x(§ m) + (u(S) —ka) x, (2.1.4b)
O = —kpa O 4S5 +&. (2.1.4¢)

De (2.1.3a) on a —% 1(s) zg. Remplagons cette quantité dans (2.1.4a). De méme de
(21.3a) ona p(s)x = —Y Setde (2.1.3b) ona ju(S) — kg = Z, et par remplacement
des deux dernieres quantités dans (2.1.4b), le systeme (2.1.4a-2.1.4c) devient :

. .2 1 1 Sx
= = — 2.1.
S =S (S kg+S)+x’ (2.1.5a)
2
2 1 1 X

= = = 2.1.

* Ys (S k5+5)+x' (2.1.5b)
O =—kpa O +S+%. (2.1.5¢)

En prenant t = 0 dans (2.1.3a-2.1.3c) et (2.1.5a-2.1.5c), on obtient

) 1

So =~y 1(So) xo, (2.1.6a)

xo = (1(So) — ka) xo, (2.1.6b)

Op = k1.a (Osat — Og)+ So + o, (2.1.6¢)
. -2 1 1 So .').C()

= = = 2.1.7
So =Sy (SO ks+50)+ P (2.1.7a)
2 1 1 i

i = —Y Sy (o — +5, 2.1.7b
0 50 (50 ks +So”  xo ( )
Oo = —kpa Oo —|—50 + Xp. (2.1.7¢)

Posons &« =S xg —Sg x0; B = X0 X¥o— x%; v =Sp Xo. En utilisant (2.1.7a), on constate

que :
—a S3
= 2.1.8
xS+ ( )
En remplacant (2.1.8) dans (2.1.7b), on obtient
Y = é (2.1.9)
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En remplacant (2.1.8) et (2.1.9) dans (2.1.6a), il vient que
-3
B So
= ) 2.1.10
Hmax X ((X So + r)/) ( )

En remplacant (2.1.8) et (2.1.10) dans (2.1.6b), on a

ey — zxxl—ﬁsl
4T Ty

De (2.1.7c) on peut tirer la valeur de kra

kpa = 20T %0 =00 2.1.11)
Oo
En remplacant (2.1.11) dans (2.1.6c), nous obtenons
So + o — Oo
st So + %9 — O 0
O

2.2 Analyse asymptotique du modele en mode fermé

Puisque le champ de vecteur du systéme (1.3.2) est localement lipschitzien le théo-
réme de Cauchy-Lipschitz montre que, pour tout (S, x?, v x?l, co) = 0, il existe

0

une unique solution maximale passant par (S, x?, .y X, €0). Soit Imax 'intervalle

de définition de cette solution.

Les deux premieres propositions établissent la positivité et la bornitude des solu-
tions a conditions initiales positives.

Proposition 2.2. Sous I’hypothese H1, les solutions du modele (1.3.2) sont positives pour
toute condition initiale positive.
Démonstration. Montrons que IRTZ est positivement invariant pour le systeme

(1.3.2) i.e, pouri=1,n

S(0), x;(0), C(0) > 0= S(¢), x;(t), C(t) >0,
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pour tout t dans l'intervalle maximal positive Imax.

De (1.3.2) on a

X; —(fZ(S) - kz) X = 0. (221)

En posant &;(S) = f;(S) — k;, on obtient

Wt >0, x(t) = x,(0) exp(/@i(S(T))dT)) >0.
0

Comme f; est une fonction de classe C! nulle en 0, il existe une fonction g; telle
que f;(S) = Sgi(S), puisque

S
its) = [ i)z
0

1
=/ S F(Su) du
0

Considérons donc g; : R4 — R définie par VS € R, gi(S fo f(Su)du.

1

Donc la premiere équation du systéme (1.3.2) nous donne

S(t) = S(0) exp(— ]

:<|+—‘

t
/g, Yx;dt) >0 Vt>0.
0

La derniere équation du systéme (1.3.2) s’écrit

C —JrkLElC = —(S —szl)

Puisque

alors



§2.2  Analyse asymptotique du modele en mode fermé 19

C +kraC > 0. (2.2.3)

Par comparaison, 1'inégalité (2.2.3) nous donne

Vi >0, C(t) exp(krat) = C(0),

d’ot le résultat. 0

Proposition 2.3. Les demi-trajectoires positives du systeme (1.3.2) sont bornées dans
]RTH—Z
e

Démonstration. Du systeme (1.3.2) on a

n
C+S+) % =—kaC
i=1

< —kpaC —kpa (Z(t) - /_\(0))/

ouA(t) =S+ i x; (voir (2.2.2)). Posons ¢(t) = C(t) + A(t), on a donc
i=1

P (t) < —ka (g(t) — A(0)), (224)

et, par conséquent,

Vi 20, ¢(t) < (¢(0) — A(0)) exp(—krat) + A(0),
ce qui nous donne
lim sup ¢(t) < A(0). (2.2.5)
t——+o0

Alors, pour tout € > 0 il existe T > 0, tel que ¢(t) < A(0) +¢, t > T. Comme,
d’apres la proposition précédente, les composantes des solutions sont positives
alors elles sont asymptotiquement bornées. O

Remarque 2.4. De l'inégalité (2.2.4) on pouvait affirmer que les solutions ne peuvent
pas exploser en temps fini. Donc, d’apres le théoréeme de sortie de tout compact
[31, Théoréme 2, P 90], la solution maximale est globale (on peut aussi appliquer
directement le Corollaire 2 dans [31, P 91]).



20 Analyse d’identifiabilité et étude du modéle en mode fermé

La preuve du théoreme précédent nous indique que la bornitude de S, x; et C,
dépend seulement de (S(0), x1(0), .., x,(0)).

Le systeme (1.3.2) a I’état stationnaire nous donne I'équation algébrique

fi(§*)x; =0 i=1n,
(fi(S*) — ki) =0 i=1n,
kpaC* =0 S, xt, C* >0,

qui montre que le modele admet un continuum de points d’équilibre le long de
I'axe des S et que ce sont les seuls. Le systéme (1.3.2) est non hyperbolique en
(5*,0,..,0). Pour étudier la stabilité nous passons par des méthodes directes.

Soit la famille des seuils de rentabilité

{Zi ki = fi(Z) i

Nous faisons 1’hypothese :

H2 Les seuils de rentabilité ; = f; ' (k;) existent et sont finis. De plus

Y1 < Xji=2n.

Proposition 2.5. Soit a; i = 1,1 des constantes positives fixées. L'ensemble

k; le
kLaY

n
Q/:{(S/xlz--,xn,c)EIerrz;OéSéZl,ngig(xi 1i=1 C Z
i=1

est un compact positivement invariant pour le systeme (1.3.2). De plus, le segment

I'={(S,x1,.,%,C) ER"% 0<S< Xy, x;,=0i=1,n, C=0}
est attractif pour toute solution partant de (',

Démonstration. Soit (S(t), x1(t),.., xx(t), C(t)) une solution du systeme (1.3.2) telle
que (5(0),x1(0),..,x,(0),C(0)) € Q. D’apres la premiere équation, S(t) est dé-
croissante. Donc pour tout ¢+ > 0, S(f) < S(0) < X;. Pour S(t) < Zj on a
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fi(S(t)) < fi(X1) < fi(%;) = kj, donc x; < 0 pour tout i = 1,n. Ce qui nous
n
donne x;(t) < x;(0) < @;. Pour C = kﬁf{,, la troisiéme équation du systéme

(1.3.2) donne

i=1 "1 i=1
= )y, (ALE) % AZ0m) + L (RS — A=)

Soit V une fonction définie par
V:0Q— ]R+
n
(S,%1,..,%0,C) — C+ S+ ) x;.
i=1

La dérive de Lie de V le long des trajectoires du systeme (1.3.2) est :

n
V(S,x1,.,%,,C) =C+ S+ ) _ %
i=1

= —k;aC <0 dans (2.

Soit E = {(S,x1,..,x,,C)€ Q'; V (S,x1,..,x1,C) = 0}. Il est clair que T est le plus
grand domaine positivement invariant contenu dans (2. Donc d’apres le théoreme
de LaSalle A.2, toute solution de (1.3.2) commencant dans (2’ tend vers I'ensemble
I' lorsque le temps tend vers l'infini. O

Théoréme 2.6. Soit (S(t), x1(t), .., x,(t), C(t)) une solution de (1.3.2) avec des conditions
initiales positives. Alors :

i) tgrfoox,-(t) =0,i=1,n,
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ii)0 < lim S(t) < Iy,

t——+4o0

iii) lim C(t) = 0.

t—+4o0

iv) Dans le cas d'un taux de croissance de type Monod, le systeme (1.3.2) avec une seule
espece de micro-organismes admet la limite

Tim S(1) = ~2W W (=22) exp(— X)),

ot YV représente la fonction de Lambert A.6 et

Y Kmax
Xo = .
0 ks kg X0

Démonstration.

n
i) Si on pose A(t) = Y. +x;(t) + S(t), alors
i=1"

Ainsi la fonction A est décroissante et positive, donc il existe une constante A > 0
telle que lim A(t) = A. Par majoration
t— 400

1=

()] = Y kixilk; — £i(S)]

~
I
[y

< ) kixi(k + £i(5(0)).

&

N
Il
—_

La dérivée A étant bornée, ce qui prouve ) est lipschitzienne, ce qui prouve que )\
est uniformément continue. On conclut, en utilisant le lemme de Barbalat A.5, que

lim A () =0.P dquent lim x;(f) = touti =1,n.
t —1>I—|I—loo/\() 0. Par conséquen t —11—|‘I—looxz() 0 pour touti =1,n

if) La premiere équation de (1.3.2) peut s’écrire

S _&1fi(S)
S_Z;Yi s M
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Par intégration et en utilisant le théoréme des accroissements finis et en rappelant
que S est décroissante, on a

In(S(0)/S(f)) = le/f(ss((f))) xi(t) dr
i= 10
W1 [AS@) O
- io/ S d

xi(t)  sup  fi(o)dT
ce{&.,tel0,t}

i=1 "lo
Soit
k = min{kl, kz,..., kn},
Ymin = min{Yl, Yz,..., Yn},
B=max{ sup f1(0),, sup fu(0)}.
€]0,5(0)] €1]0,5(0)]
Comme ;
—A() =Y kixi > k) x,
i=1 i=1
alors
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et par conséquent

lim In(S(0)/S(t)) < —P— (A(0) — ),

<
t—+o0 k Ymin

ce qui implique que tHT S(t) # 0 (puisque tll}rf In(S(0)/S(t)) < o0).
—r—+o0 o0
iif) L'inégalité (2.2.5) nous donne

lim ¢(t) < limsup ¢(t) < A(0).

t—=+o0 t—4o00

De plus |¢(t)| = | —kra C (t)| est bornée, donc ¢ est uniformément continue, et
puisque thrf @(t) est finie, on peut appliquer le lemme de Barbalat. Il en résulte
——+o0

que tggloo ¢ (t) =0 et que tkrfmC(t) = 0.

iv) Pour le cas de Monod on a le sous systeme suivant

On pose x = x(S(t)). Si on utilise la regle de la chaine on obtient (on exclut le cas

trivial S = 0),
dx _ dx ds
dt — dS dt’
d
onc dx_ -1 ( —k)-|— ks kq 1
dS - Y]/lmax ymax d Y,umax S.

On pose X = LHmax x, Xo = X(0), on obtient un systéme normalisé
p ks kq y

dX 1 1
s =S
Par intégration simple
X = Xp = (—5 +1n(S)) — (=2 +1n(S0)),
donc S S 5 5
—5 &p(—5) =~ exp(—5) exp(X — Xo),
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alors g S
-1 0
2 _20 X — Xp)).
S W W () exp(X — Xy)
La fonction W est continue et lim X(f) = lim x(t) =0, cela implique

t— o0 t—+o0

lim S(f) = —ZW(Wl(—%) exp(—Xo)) > 0.

t—+o0

301
201
S, x, c
104 Substrat
——— Biomasse
——-déficit en oxygeéne
0

00 150

F1Gure 2.2.1: Comportement asymptotique du systeme (1.3.2) avec une seule espéce

suivant les entrées f(S) = u(S) = P;{’;‘f‘:ss, ks = 50, hmax = 04,Y = 05, kq =

0.08, kra = 0.2.

Le théoreme 2.6 nous donne un résultat principal pour la dégradation organique,
dans une culture fermée aérobie. Apres quelques jours la concentration de bactéries
hétérotrophes devient nulle, mais il reste une petite quantité de matiére organique
polluante. Dans le bassin d’aération, la concentration d’oxygene dissout persiste
au niveau de saturation (figure 2.2.1).

Pour des conditions spéciales on peut estimer le coefficient de transfert d’oxygene
kra par une valeur d’ordre 1072-10~3, dans ce cas on peut négliger le terme kyac
dans le systeme (1.3.2). Pour le cas d’une seule espece on obtient alors le systeme
réduit suivant
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X = (f(S) —kd) X, (2.2.6)
c=kyo—x—S, ouky=Syg+ x9+ co.

Le résultat du théoréme suivant a été démontré pour le systeme réduit; on veut
voir le comportement asymptotique des trajectoires dans le plan a 'aide des pro-
priétés géométriques remarquables sur les systémes planaires.
Théoréme 2.7. Pour tout (Sy, xp) € R2, tlirf x(t) = 0.

— 400

Démonstration. Dans 1’étude on choisit x > 0 pour exclure les solutions périodiques
triviales.

Pour x > 0, il existe y : Ry — R tel que x(t) = exp(#(t)). On obtient un systeme
topologiquement équivalent au systeme (2.2.6)

G=—L(S) expln(t) = 1(S,1),
= f(S) —kq = 82(5177)'

Par calcul

B+ B2 ) = 3 £(9) expn() <0,
L’équivalence topologique préserve la périodicité des trajectoires ; d’apres le critere
négatif de Bendixson A.3 il ne peut exister de cycles limites entiérement contenus
dans R? pour le systéme (2.2.6). Puisque les solutions sont bornées, et d’apres le
théoreme de Poincaré-Bendixson A.4 I’ensemble w—limite pour tout (Sp, x9) € R2
est un équilibre, d’ot1

lim (S(t),x(t)) = (5%,0) o 0 < §* < X.

t—+oo

Dans le cas d’un taux de croissance de type Monod on remarque que
y

dx B 1(S) —kq
s e
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est positive pour S > X et x > 0, et négative pour 0 < S < X et x > 0. On peut
donc diviser le plan en deux régions principales par la demi droite [S = X, x > 0]
(tigure 2.2.2).
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FIGURE 2.2.2: Portrait de phase d’un chemostat avec taux de croissance de type
Monod en culture fermée

Biologiquement la premieére région S > ¥ X x > 0, représente la phase de la respi-
ration et 1’assimilation ; 'oxygene est nécessaire pour cette phase. La bactérie dé-
grade la matieére organique pour synthétiser de nouveaux constituants cellulaires;
x atteint son maximum sur la frontiere de la premiére région en la valeur

Y kqksY
(Mmax —ka) (So —Z) +

max Hmax

Xmax = In(Sg/Z) + xo,

(on suppose que le milieu est riche en substrat i.e. Sy > X). La deuxiéme région
0 <SS < XXxx >0, représente la phase de la respiration endogene; dans cette
phase le milieu est pauvre en substrat et dans ce cas, la faible croissance serait uni-
quement liée a une faible alimentation des bactéries. Par conséquent, les bactéries
s’alimentent sur les micro-organismes morts jusqu’a extinction (tgrfoo x(t) = 0) et
la concentration de la matiere polluante persiste a une quantité strictement positive
ie.
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_ Y Hmax

lim S(t) = —ZW (W 1(=3)) exp( ks ky

t—4-o00 >

XQ).



Chapitre 3

Ftude asymptotique du modéle en

mode continu

e chapitre traite principalement de I'analyse asymptotique du modele en mode
C continu. Plus particulierement sont examinées les questions classiques de
dissipativité, de persistance des solutions et de stabilité asymptotique des équi-
libres. L'analyse mathématique du modele (1.3.1) montre I'existence d'un équi-
libre strictement positif unique. Pour des taux de mortalité identiques la stabilité
asymptotique globale de ce point d’équilibre est prouvée tandis qu’elle est conjec-
turée pour des taux différents. Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, nous
montrerons que la conjecture pour n = 2 de notre probleme est équivalente a la
conjecture connue d’exclusion compétitive pour un chemostat sans recyclage avec
fonctions de croissance monotones générales et taux de prélevement distincts. La
base du chapitre est 'article [15].

En raison de la complexité du modele (1.3.1), il est préférable de normaliser le
systéme pour réduire le nombre des parametres. On peut écrire les équations du
systeme (1.3.1) sous la forme

s=D(1-%) - L v fil&S) &

G= ZETE 4 (f($S0) — (D (1+7) +K)) &,

S0 S0
o D (0%4-rO")4kpaOg, 19)
s = (D1 47) +kpa)( (D(1+r)+k£a) )
L 1_Yi i i
- El - fi(580) 5 - E ki 56-

29
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En effectuant les substitutions

D (x? +rxl)

h; < 30 l,ki<—ki—|-(1—|-7’)D, S<_S/SO/ xl-<—xi/SO,

D (O° +rO") + kpa Osat

0

, kpa <D (1+7r)+kpa,

dans les trois équations précédentes, et en remplacant f;(S°S) par f;(S), on obtient

xi=hi+ (fi(S) —
O:kLa<Osat_ Z 1lelfl( )xi_'zlkixi-
=

\ i=1

3.1 Positivité, dissipativité et persistance

Dans ce qui suit, nous allons ignorer 1'équation de 1'oxygene étant donné que les
équations du substrat et de la biomasse n’en dépendent pas explicitement. Nous
nous concentrons sur I'étude asymptotique du modele

5=D(1-5)— ¥ & fi(S)x,
5=D{-5) E v fild)x (3.1.1)

xlzhi—l—(fi(S) —ki) Xi, i=1,n.

I est remarquable qu’apres ces transformations, si on prenait ; = 0 pour i = 1,1,
le systeme précédent revient a un chemostat simple modélisant la compétition de n
micro-organismes sur un substrat, avec un dispositif ou le bioréacteur est alimenté

a I'entrée seulement en substrat.

szD<1—s>—§ L fi(S)x
= (fi(S) — ki) xj, i=1,n.

(3.1.2)

Proposition 3.1. Sous les hypothéses H1, H2, le seul point d’équilibre du systeme (3.1.1),
noté (S*, xi,.., x3,), est intérieur avec S* < min{%;,1}.
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Démonstration. Les équilibres éventuels sont solutions des équations

i=1 "' (3.1.3)

En vue de la positivité des équilibres, on doit avoir, a partir de la deuxiéme équa-
tion de (3.1.3)

xi:L>0i:1,n < fi(S)<kii=1n

ki — fi(S)

— fi(S) < fiZ)i=T,n
— S<Y;i= L_n(fi est injective, i = 1,n)
— S <X

On additionne les deux équations de (3.1.3) apres avoir multiplié la seconde par %

et on remplace x; par sa valeur h;/ (k; — f;(S)) pour obtenir :

11 est clair que g'(S) <0, g(0) = D et lim g(S) = —co, d’ott il existe une unique
55y,
valeur S* €]0, X4 telle que g(5*) = 0 (voir figure 3.1.1).

Ainsi, le systeme (3.1.1) admet I'unique équilibre positif (S*, xj, .., x};) avec x} :k'*]}(lW’

i=1,n.
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D g(s)

FIGURE 3.1.1: Variation de g(S) sur [0, %]

]

Lemme 3.2. Le domaine Q = {(S,xq,...,x,) € R"™, S >0, x; >0, i = 1,n} est
positivement invariant par (3.1.1).

Démonstration. Soit (S, x1,..,x,) un point du bord 9Q). Premiérement, pour S = 0
ona S= D > 0, et si x; = 0 pour certains i, X;= h; > 0, ce qui prouve le lemme. [

Notez que, contrairement au modéle du chemostat sans recyclage, les hyperplans

x1 =0, ..., x, = 0 ne sont pas invariants et le champ y est transverse et entrant dans
Q.

Lemme 3.3. Les solutions des systémes (3.1.1) sont uniformément bornées.

Démonstration. Soient

Du systeme (3.1.1), on déduit que
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z—i—lJrS —D(l—S)+i(E—&x)
_z:1Yl Bl i=1 Y; Y; :
n h1 _ n xz
<D+) —-D()_T+5)
=Y =Y
i=1 i=1
De 13,
z(t) < =D (z(t) - D)
Alors,
4z =D) L b (21— D) <0,

En multipliant cette inégalité par le facteur intégrant eP!, on obtient

GO =D) 01 4 (a(r) - DY <.

dt
Donc
d(z(t)—f)) Dt N d(e’jt)
i el S — <0.
T e”' + (z(t) — D) T <0

En appliquant la regle du produit a I'envers, on constate que

d((2(t) — D)eP")

<0.
dt <0

Cela prouve que g(t) = (z(t) — D)eP?, est décroissante par rapport a t. Donc g(t) <

¢(0), pour tout t > 0. Par conséquent, z(t) < D + z(0)e~D! pour tout t > 0, et

limsup,_, , . z(t) < D. Ceci signifie que pour tout 77 > 0, il existe T > 0, tel que

z(t)<D+17,t>T.

]

Faute de pouvoir établir l'attractivité globale de 1’équilibre positif, le théoreme

suivant assure cependant la persistance uniforme du modele.

Théoreme 3.4. Sous I'hypothése H1, le systeme (3.1.1) est uniformément persistant sur

Q) et possede un attracteur global compact dans ().
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Démonstration. De (3.1.1) on a

xi = hi + (fi(S) — ki) x;

= hi — kix;,
donc ' .
vt >0, xi(t) > (x:(0) — k—;) exp(—kit) + k—
Cela implique
ltigli?ofx,-(t) > % > 0.

D’apreés le lemme (3.3) le systeme est dissipatif. Donc il existe une constante M > 0
telle que x;(t) < M et S(t) < M pour t assez grand. D’apres le théoreme des
accroissements finis, pour tout 0 < S < M, il existe au moins un nombre ¢; dans
10, S[ tel que f;(S) = f/(0;)S pour tout i = 1, n. De plus comme

filoi)) < sup f(9) < oo
6€]0,M|

alors, de (3.1.1) on a

. "1
5=D1-8) Y w fi(S)x
i=1 Yl
>D(1-5)—SMY. ~ sup f£(6)
i=1 Yiee}O,M[

n

1
=D — [D—i—MZ? sup f{(0)]S.
i=1 "1 6€]0,M]|

Par comparaison, cette derniére inégalité nous donne
D

lgmjLinfS(t) > - > 0. (3.1.4)
— oo
D+ Mi; % supee]O/M[fi’(O)

Donc le systeme est uniformément persistant. D’apres le théoréme 3.2 [14], puisque
le systéme est dissipatif, il existe un attracteur global compact dans (). O
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3.2 Stabilité de 1’équilibre pour le modele avec une

seule espece

Pour une seule espéce de micro-organismes le systeme (3.1.1) s’écrit

{SD(lS)% (S) x,

_ (3.2.1)
x=h+ (f(S) _kd) X.

Dans ce cas simple, nous savons montrer qu’il y a persistance uniforme a 1'équi-
libre, grace aux propriétés des systemes planaires. En tenant compte ensuite de
I’équation dynamique de I'oxygeéne, le lemme de séparation permettra de conclure.

Proposition 3.5. Sous I'hypothese H1, I'unique point d’équilibre (S*,x*) du systeme
(3.2.1) est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. La matrice jacobienne associée au systeme (3.2.1) au point (S*,x*)
est donnée par :

[ —D — 5 f'(§*)x* —vf(S%)
(57x7) £(5%)x —h/x* )

De 13, Tr(J(g«x+)) = —(D + LF(S*)x* +h/x*) <0, et Det(J(s+ 1+)) > 0. D’ot la
stabilité asymptotique locale de (3.2.1).

Pour x > 0, il existe 7 : Ry — R tel que x(t) = exp(#(t)). On obtient le systeme
suivant, topologiquement équivalent au systeme (3.2.1),

S=D(1-8)—+f(S) exp(y(t)) =: g1(S, 1),
N=hexp(—y(t)) + f(S) —ka =: (S, 7).

La divergence de (g1, g2) vaut

S S+ B2(Sm) = =D — 3£ (5) exp(n(t) — h exp(—n(1)) <0
Comme I'équivalence topologique préserve la périodicité des trajectoires, et d’apres
le critére négatif de Bendixson A.3, il ne peut exister de cycles limites pour le
modele (3.2.1). Puisque le systeme est dissipatif, d’apres le théoréme de Poincaré-
Bendixson A.4 1’ensemble w—limite de tout point (Sp, xp) € Q) est réduit a I'équi-
libre unique (5%, x*). O
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Rappelons que le modele (1.3.1) sous la forme normalisée s’écrit dans le cas d'une
seule espece

S=D(1-S5)—+f(9)x,
x=h+(f(S) —kq) x, (3.2.2)
O = kia (Osat — 0) — 3Y £(S) x — kq x,

et il possede un équilibre intérieur unique (S*, x*,0*) = (S*,%, Osat — %(D(l —
S*)+h)).

Proposition 3.6. Sous I’hypothese H1, les solutions de (3.2.2) sont positives et bornées.

Démonstration. La positivité des solutions est claire d’apres la proposition 3.2 et du
fait que O= k1a Osat > 0 sur le plan O = 0.

D’apres le lemme 3.3, il existe deux constantes S et % telles que 0 < S(t) < Set
0 < x(t) < % a partir d'un t > 0 assez grand.

Puisque Y < 1ona

O < k[ﬂ (Osat - O)

Cette inégalité différentielle donne

limsup O(t) < Osat.

t— o0

]

Théoreme 3.7. Sous I'hypothése H1, I'équilibre (S*, x*,0*) est globalement asymptoti-
quement pour le systeme (3.2.2).

Démonstration. La preuve de ce théoréme est basée sur le lemme de séparation
A.6, en choisissant comme domaine de bornitude un compact de dissipativité. La
conclusion découle alors de la proposition 3.5 et de la stabilité exponentielle globale
de O* pour le systtme O = kpa (Osat — O) — 15X £(S*) x* — kg x* (voir exemple de
simulation sur figure 3.2.1). O
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e e S e . o — —— —— —

— — — — — —

100 150
t

|

FiGure 3.2.1: Comportement asymptotique du systeme (3.2.2) suivant les entrées
f(S) = P,ir;‘_a:SS, ks =50, pimax = 0.4, Y = 0.5, kg = 0.1, kpa = 0.2, Osat = 8.65, D =
0.5, h=0.7.

Substrat - Biomasse —=—= Oxygene dissout|

Sur la figure 3.2.2 on représente le portrait de phases et on observe que x est
croissante lorsque /1 + (f(S) — kq) x > 0 et décroissante pour h + (f(S) —kq) x < 0.
Suivant I’analyse asymptotique on peut diviser le plan en deux zones par la courbe
[h+ (f(S) —kq) x = 0] (une droite dans le cas ou f est une fonction de Michaelis-
Menten). En pratique, la région a droite [h + (f(S) —kgq)x > 0] est la phase de
développement et de croissance bactérienne (la respiration et ’assimilation, voir le
chapitre 1). La masse bactérienne x atteint son maximum sur la courbe {x = 0}.
La deuxiéme région [+ (f(S) — kq) x < 0] représente la phase de la respiration
endogene ; dans cette phase le milieu est pauvre en substrat organique. Une partie
des micro-organismes (la nouvelle masse bactérienne) est recyclée vers le bassin
d’aération pour maintenir la concentration désirée, et les microorganismes en excés
(la vieille masse bactérienne) sont rejetés. De cette maniere la vitesse de croissance
de la biomasse ralentit puis s’annule. Le recyclage permet donc de stabiliser la
concentration des microorganismes.
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FIGURE 3.2.2

3.3 Stabilité du systéme avec n-especes de micro-organismes

3.3.1 Cas des taux de prélevement identiques

Pour simplifier 1’étude, nous considérons dans ce paragraphe le systeme (3.1.1)

avec D = ky = kp = ... = k;. Le nouveau systeme s’écrit alors sous la forme
5=D(1-5)~ ¥ L £i(5)
S= —9)— r v fi(o)xi,
=R (3.3.1)
x1:h1+(f1(5)—D)xl i=1,n.

C’est exactement ce que Robledo et al. [35] ont présenté en proposant un nouveau
modele de compétition de n-especes dans un chemostat, avec une entrée constante
de certaines especes et des taux de prélevement identiques. Ils ont utilisé des fonc-
tions de Lyapunov polytopiques. Dans ce paragraphe, nous proposons une analyse
simplifiée, conduisant au méme résultat.
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Faisons la somme suivante de toutes les équations de (3.3.1) :

iﬁz ih__ _DZﬁ
= Y =Y = Y

qui s’écrit encore :

sey S apy My - psey S oy iy
dt =Y = DY; =Y = DY; )
Posons
Zi =5+ 5 4
N i1 Yi ’
ou

On obtient le systeme :

7=-DZ

n
Jéz:hiJr(fi(ZJrﬂ—,21%)—17)951' i=1n
1=

(3.3.2)

Puisque
Vt >0, Z(t) = Z(0) exp(—Dt),

il est clair que thI—I',—l Z(t) = 0, et donc 0 est un équilibre globalement exponentiel-
—+o0

xi<t>) _
Y;

montre aussi que 0 < (t1i151r1 S(t) et 1113 xi(t) i = 1,n )< a parce qu'ils sont tous
— 400 t—400

lement stable pour le systtme Z= —D Z.

Cette limite

Mn<ﬂﬂ+i
i=1

t—4o0

positifs.

On peut donc conclure que I'ensemble w -limite de toute trajectoire de (3.3.1) inclus
dans L = {(S,x1,..,x,) € R*1; S+ Z ¥ = a}, et le systeme peut étre réduit a

un systeme limite de dimension 7 ;
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n .
Xj

+(fila=)7)—D)xi=1n (3.33)

Un théoreme dti a Thieme [40] fait le lien entre le comportement asymptotique
des solutions de (3.3.3) et de celui des solutions du modéle. Cependant, dans notre
cas, il nous suffira d’utiliser le lemme A.6 de séparation pour déduire la stabilité
asymptotique globale de 1'unique équilibre intérieur (S, xj,x3,..,x;;) du systeme
(3.3.1), ce lemme étant un cas particulier du théoréme de Thieme.

n

Proposition 3.8. Sous I'hypothese H1, Le domaine A = {(x1,...,xn) € R"; Y} 71 <a}
i=1
est positivement invariant par rapport a (3.3.3).

Démonstration. Sur le bord L de A, on a

xj=h;—Dx;i=1,n,

donc

a=-D <0.

:<|F

DY Y=Y g-

i=1 "1 i=1

-1y

i=1

)y

i=1

:<|3<-
:<|F

Il en résulte que si une trajectoire rentre dans A, elle n’en sort plus, et donc on peut
restreindre le flot a A. O

Théoreme 3.9. Sous les hypotheses H1, H2, I'unique équilibre intérieur (x7,..,x;,) du
systeme (3.3.3) est globalement asymptotiquement stable.
Démonstration. Soient
I=1{1,2,..,n},
I}Z{iGI} xl-)x?‘},
Ic={iel; x; <x'},

et V une fonction définie par

Vo A|—>IR_|_

(41(5), w2 (£)) — max{ Y S5 3 v

ZEI> l lelg 1
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Montrons que V est une fonction de Lyapunov strict.

Premiérement on peut voir que V(xy,.,x,) > 0 pour (x1,.,x,) # (x],.,x;) et
V(xj, .., x;) =0.

Si
ixi—x* nox

i€1>

i i 1
_— > ,
Y; L Y;

iGIg

la dérivé de Lie de V le long des trajectoires du systeme (3.3.3) est

Y ¢ i = 3 o [((S) ~ D) xi+
iely 1 icly !
= L. IA(5) - D)~ ((5) - D)
< L gl((S) - D)3~ ((5) - D))
= Y S I(A(S) ~ (5 %
iely 71
B e PTIE b
= Xyt Y~ e = Ll

n x]’-‘—x]- n x]—x]* LI
= (Y LT - Y T YA <0
j€l< ] jel> I iel, 1
Si . .
Xj— X7 X7 — X
L Y; <L Y;

i€I> ielg
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la dérivé de V le long des trajectoires du systéme (3.3.3) est

. n
V:—in.

ielg
Cette dérivé est négative, dont la preuve est similaire a celle du cas précédent.

donc V (x1,..,x,) < 0 pour (x1,..,x,) # (x},.,x}) et V (x},..,x};) = 0. Par consé-
quent, 'ensemble w — limite de toute solution positive appartenant a 1’ensemble
V= 0. D'ot la stabilité asymptotique globale asymptotique de I'unique équilibre
(x7,..,x;,) du systeme (3.3.3) dans R’} A.1. O

F1Gure 3.3.1: Portrait de phase du systeme (3.3.1) avec deux espéces des micro-

organismes suivant les entrées f1(S) = pu1(S) = P]’(}{‘f:SS, ki =50, i = 04,V =
S

2
0.5, f(S) = uz(S) = %T; k2 =45, 42, =03, Y, =05, D = 0.1, hy = 0.15, hy =
0.2
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Théoreme 3.10. L'unique équilibre intérieur positive (S*,x3, .., x};) du systéme (3.3.1) est
globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Ce théoreme est un résultat direct a 'aide de théoreme précédent
et le lemme de séparation lemma A.6. O

3.3.2 Cas des taux de mortalité distincts

Nous énongons premiérement une conjecture de stabilité asymptotique globale :
Conjecture 3.11. Le point d’équilibre positive unique (S*, xj,x3,..,x;,) de (3.1.1) est glo-

balement asymptotiquement stable dans IR’_frl.

On donne quelques exemples de simulations numériques (figures 3.3.2, 3.3.3) qui
appuient la conjecture supposée :

On donne quelques exemples de simulations numériques qui appuient la conjec-
ture supposée :

e ————

T T 1 T T
t 0 W0 0 0 10 0 t

FIGure 3.3.2: Comportement asymptotique du systeme (3.1.1) dans le cas de trois
types des micro-organismes avec des conditions initiales différentes et les données

. lax S 2ax S xS
suivantes : f1(S) = %, f2(8) = };%‘ixs , f[3(S) = ’%‘i‘s ki =50,k3 = 45, k3 =

40, ,ugnax =2, .u%nax =3, ,u?nax =4,Y1=05Y,=04=Y3k =01,k =02, k3 =
0.5, D=0.2, hy =0.15, h, =0.2, h3 = 0.5.
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FiGure 3.3.3: Comportement asymptotique du systéeme (3.1.1) dans le cas de

trois types des micro-organismes avec des taux de croissance monotones quel-

conques. Dans nos simulations, nous prenons fi(S) = {5In(1+ %), f2(S) =

EIn(1+ %), f3(S) = &5In(1+ %), et les autres parametres sont similaires a ceux
de la figure précédente.

3.4 Relation avec un probleme ouvert d’exclusion com-

pétitive

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a un probleme ouvert d’exclusion com-
pétitive mentionné dans [40, Chapitre 2, Sec. 4 ]. Le principe d’exclusion compé-
titive signifie que, dans un environnement constant, au plus une espéce de mi-
croorganismes est capable de survivre a long terme, tandis que les autres doivent
disparaitre. Pratiquement aucun résultat de stabilité asymptotique globale pour le
systeme (3.1.2) sous I'hypothese générale H1 n’a été obtenu a ce jour compte tenu
de la difficulté du probleme. Cette étude nous permettra d’établir un lien entre
notre probleme et la conjecture du chemostat classique pour n = 2.

Nous considérons le cas d'un systeme chemostat avec deux micro-organismes.
Pour cela, nous supposons que tous les h; sont identiques h; = h, et nous étudions
le probléme simplifié suivant
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P (3.4.1)

Si nous fixons h = 0, ce qui revient a considérer un rapport de recyclage r = 0
et une concentration initiale des micro-organismes nulle, nous obtenons le modele
du chemostat simple

,. ' (3.4.2)
J.Cl' = (fz(S) - kl) Xi, i = 1,2

I est bien connu que le comportement asymptotique dun tel modéle est encore
un probleme ouvert, pour lequel il est conjecturé que l'espéce avec la plus pe-
tite concentration de rentabilité puisse gagner la compétition et les autres dispa-
raissent. Notez que le probléme a été résolu pour le cas d’une fonction de crois-
sance Monod par Hsu [22].

Le comportement asymptotique du systeme (3.4.2) est décrit plus en détail en
[51],[1]. Dans [38], Sari considere des coefficients de rendement variables.

Tout d’abord, nous voulons comprendre le lien entre les équilibres du modele
(3.4.1) (h > 0) et les équilibres du modele (3.4.2) (h = 0) . En mettant un instant
de coté le sens biologique, nous permettons aux composantes x; d’étre négatives.
Notons que cette hypothese de travail est justifiable par le fait que, contrairement
au cas sans recyclage, les plans x; = 0 ne sont pas invariants. Les équilibres de
(3.4.1) et (3.4.2) sont les suivant :

Equilibres de (3.4.1) Caractéristiques de 1'équilibre

p1 = (51, 5—firsry oy Positif, S;<I1 <%y S7<1,

p2 = (S5, kl—;i(s;)' szf;;(S;)) non positif, X1 <S55 < X,

p3 = (53, klff}i(sg)’ szﬁz(sg)) non positif, X; <X, <53, 55 > 1.

Equilibres de (3.4.2)

g1 = (1, 7 (1-%1),0),

g2 = (£2,0, 22(1 - %,)),

73 = (1,0,0) (lessivage du chemostat).
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ou S* est défini par

2 /Y
—h L —o. (3.4.3)
121: k; —ﬁ (5%)

Le théoréme des fonctions implicites implique que 1'équation (3.4.3) donne lo-

calement le graphe d’une fonction S* = S*(h). Montrons comment les limites
}lzintl) pi(h),i =1,2,3 sont liées aux équilibres de (3.4.1).
%

De (3.4.3), nous avons

h(S*) =D (8" =1)/(81(57) — 82(57)), (3.4.4)

o :1(5) = fig, et S =~

|
|
!

FIGURE 3.4.1: Signe de g1(S) — g2(S)
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On trace le graphe de g1(S) et g2(S) sur les mémes axes pour le cas d'une fonction
de croissance de type Monod. On peut facilement vérifier que les graphes des
fonctions générales ¢1(S) et g2(S) ont globalement le méme aspect, (voir figure
3.4.1). Les deux graphes se coupent a l'intérieur du quadrant positif en un point
unique d’abscisse R €]X1,%;], et le signe de g1(S*) — g2(S*) est positif lorsque
S* €]¥1, R[U]X,, +o0] et négatif dans ]0, %1 [U]R, Xa|.

Par différenciation implicite de (3.4.3) par rapport a S*, la pente est donnée par

Ry 1 2, kif{(s*)/
h(s)—g1<s*>—gz<s*>(“h LG ke ->)'

Les domaines pour lesquels 1 > 0 et le signe de 1/, lorsque i > 0, peuvent se

résumer dans le tableau suivant :

I <1 L1<1<X 1< <k
Sik<21<22 Sik<21 ST<21 ST<21
51 <1 h(S7)\ h(S7)\ h(S7) \
L1 <S8 <X R<SI <X, min(R 1)< S5 <max(R,1) R<S <X
h(s)\ H(S3)\ iR > 1 n(s)
h(s3) 7 siR <1
Z.1<Z:2<S;< S§>1 S§>22 S§>22
55 >1 h(S3) 7 h(S3) 7 h(S3) 7

TaBLE 3.1: Les inégalités surlignées représentent les intervalles dans lesquels & > 0.

Le signe /' (resp. \) désigne une fonction croissante (resp. décroissante). La pre-

miére ligne du tableau indique la position de X, %, par rapport a 1, et la premiere
colonne indique la position des premieres composantes de pi, ps et ps.

La lecture des colonnes du Tableau 3.1 permet de tracer les graphes de h(S*) dans
les trois cas considérés. Les deux figures 3.4.2 et 3.4.4 expliquent comment les
équilibres du systeme (3.4.1) tendent vers ceux de (3.4.2) quand h tend vers zéro.
Par exemple, lorsque ¥y < ¥y < 1, 1’équilibre positif p; du systeme (3.4.1) converge
vers 1’équilibre q; correspondant, dans le modele du chemostat simple (3.4.2), a
I'espece avec le plus petit seuil de rentabilité. Les équilibres non positifs p, et p3
tendent respectivement vers g, pour lequel la premiere espéce disparait, et vers
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I'équilibre de lessivage g3. La conclusion est la méme lorsque X1 < 1 < X mais

p2 converge vers 1’équilibre de lessivage et p3 converge vers g,. Les limites sont

résumées dans le tableau 3.2.

h(S) R

z\ >, T S

l

Figure 3.4.2: Le graphe de h(5*) dans
lecas ¥y <Xp <1

h(S)

(@) R <1

(S)

M
%)

0 N~

Figure 3.4.3: Le graphe de h(5*) dans
lecas1 < X1 < Xy

h(S)

®b)R > 1

Figure 3.4.4: Le graphe de h(S*) dans le cas 1 < 1 < X,.
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< <1l <1< 1< <D,

p1(h) e 7 7 93
pa(h) e q2 q3 7
ps(h) e e 72 92

TaBLE 3.2: Les limites de py, po, et p3

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréeme 3.12. Supposons que ¥4 < Xy et Xy < 1, et considérons les solutions positives
des équations (3.4.1) et (3.4.2). Si p1 est globalement asymptotiquement stable pour le
modele (3.4.1), alors q; est globalement asymptotiquement stable pour le modele (3.4.2).

Démonstration. Nous avons expliqué comment p;—q; lorsque h — 07. D’autre
part, les figures 3.4.2 et 3.4.4 peuvent étre considérées comme des diagrammes de
bifurcation. Nous pouvons observer que i = 0 n’est pas une valeur de bifurcation.
La conclusion vient du fait que les équilibres g, et g3 sont instables dans la direction
positive, donc aucune trajectoire (strictement) positive ne peut converger vers 1'un
des deux. O

Ce théoreme est équivalent au probleme ouvert mentionné précédemment, pour
n = 2. Notons bien que nous n’avons résolu aucune des deux conjectures mais
nous en tirerons un résultat dans le cadre des systéemes singuliérement perturbés
dans le chapitre 4 (Théoreme 4.8).
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Deuxiéme partie

Perturbations dans le modele avec
recyclage
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Chapitre 4

Un systeme chemostat singulierement
perturbé

n bio-mathématiques, les méthodes classiques de réduction des systemes sont
basées sur le principe de la conservation, qui joue un role important pour
réduire les systemes de dimension supérieure en un systeme limite simple a I'aide
des théoremes de séparation [40]. Malheureusement, le systeme étudié (3.1.1) n'a
pas la propriété de conservation, ce qui rend le probleme plus ardu. C’est d’ailleurs
le principal obstacle a la démonstration de la conjecture énoncée dans la premiere
partie y compris pour le cas sans recyclage. Notre objectif dans cette partie est de
déduire la stabilité asymptotique globale de I'équilibre intérieur du modeéle dans
certains cas spécifiques, qui sont biologiquement plausibles. La théorie de la per-
turbation est un outil important pour la réduction des systémes régulierement ou
singuliérement perturbés. Dans ce chapitre, nous considérons le cas d'un systeme
singulierement perturbé de type lent-rapide. A l'aide de la théorie géométrique
des perturbations singulieres nous montrons la stabilité asymptotique globale de
I'équilibre positif pour un systeéme avec deux especes de micro-organismes. Nous
montrons également que dans un systéme de chemostat sans recyclage singuliére-
ment perturbé, I'équilibre correspondant a 'espéce avec le plus petit seuil de ren-
tabilité est globalement asymptotiquement stable. Cela montre, en particulier, la
conjecture du chemostat mentionnée dans [40, Chapitre 2, Sec. 4 | pour n = 2.
Nous présentons enfin, a titre indicatif, la méthode de la variété intrinseque de
faible dimension ILDM pour approximer les variétés lentes.

53
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4.1 Systémes lents-rapides

Dans ce paragraphe nous commencons par rappeler des résultats sur les systémes
singulierement perturbés, et nous nous intéressons en particulier a des systémes
d’équations différentielles ordinaires dit lents-rapides dans le cadre de la théorie
géométrique des perturbations singulieres. Soit le systeme :

{ ex = gi_f =floye), @.1.1)
y =% =g(xye),

ot x € R", y € R, 0 < € < ¢ < 1. Les fonctions f : R™ x R"x]0, eg[—
R™ et ¢ : R™ x R"x]0, eg]—~ R" sont supposées suffisamment régulieres. Les
composantes de x sont appelées variables rapides, celles de y sont appelées variables
lentes.

En appliquant sur (4.1.1) le changement de variable temporel T = t/€, on obtient
le systeme

x! :%:f(x,y,e), (4.12)
y =% =eg(xye). B

Les systemes (4.1.1) et (4.1.2) sont appelés, dans la théorie géométrique des pertur-
bations singulieres systeme lent et systeme rapide. Lorsque € — 0, le systeme (4.1.1)

0 = f(x,y,0), 113
{ y = g(x,y,0), @19

appelé systéme lent réduit, et le systéme (4.1.2) se réduit au systeme

{ X' = f(x,y,0), (4.1.4)

se réduit au systeme

y' =0,

appelé systeme rapide réduit.
La dynamique lente peut étre approchée par la dynamique du systéme algébro-
différentiel (4.1.3) et est restreinte a la variété critique

Co={(x,y) e R" xR", f(x,y,0) =0)}.

Durant les années 1950, Tikhonov [45] a établi une bonne approximation du flot
perturbé du systeme original par la dynamique lente. Plus tard, Neil Fenichel dans
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l'article [6] présente des résultats plus précis sur le comportement asymptotique
de la dynamique perturbée a l'aide de la théorie des variétés invariantes.

Définition 4.1. Une sous-variété M C Cy est dite normalement hyperbolique si toutes
les valeurs propres de la matrice Jacobienne Dy f(xo, 1o, 0) de la dynamique rapide
par rapport a la variable rapide x ont une partie réelle non nulle pour tout (xo, yo) €
M. De plus, si toutes les parties réelles sont strictement négatives, nous dirons que
M, est attractive.

Définition 4.2. Une sous-variété S C RN est localement invariante sous le flot de
(4.1.1) si pour tout point p € S\ 9S, il existe deux instants t1(p) < 0 < t2(p) tels
que pour tout t € [t,f], $:(p) € S out ¢; représente le flot associé au systeme
(4.1.1).

Théoréme 4.3 ([6, 23] Premier théoréme de la variété invariante de Fenichel). Sup-
posons que Mo C Cy est une sous-variété compacte normalement hyperbolique et que f
et g sont régulieres. Alors, pour tout € > 0 assez petit, il existe une variété M. (dite
variété lente) O(€)-proche de My, qui est localement invariante pour le systeme (4.1.1) et
difféomorphe a M.

En général, la théorie de Fenichel assure l'invariance locale; cela est dt au fait
que M, pourrait avoir une frontiere. Dans notre cas (voir les résultats du para-
graphe 4.2), la variété critique n’a pas de frontiere autre que le bord du domaine
de définition, donc M est invariante.

Remarquons que si M est normalement hyperbolique, le théoréeme des fonc-
tions implicites assure que la variété My est localement le graphe d'une fonc-
tion de classe au moins C2. Supposons qu’il existe un compact K C R” simple-
ment connexe, et une fonction h°, définie pour y € K telle que My = {(x,y) €
R"™ x R", x = h(y))}.

Dans le cas ou la variété critique est attractive, c’est-a-dire quand les valeurs propres
de la matrice Jacobienne D, f (xo, 1o, 0) de la dynamique rapide ont une partie réelle
strictement négative pour tout (xo, yo) € My, le théoréme précédent implique alors
que toute variété critique attractive persiste sous de petites perturbations en une

variété invariante attractive. Plus précisément :

Théoréeme 4.4 ([23, Théoreme 2]). Supposons que My C Cy est une sous variété attrac-
tive a bord, telle que My = {(x,y) € R" x R"; x = h%(y), y € K}. Soit I'équation

y =g(h°(y),y,0). (4.1.5)
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Alors, pour tout € > 0 assez petit, il existe une fonction h(y) définie pour y € K telle
que Me = {(x,y) € R" xR"; x = h®(y), y € K} est une variété invariante attractive
a bord (M attire les trajectoires voisines exponentiellement rapidement) et réguliere en e.
Soit I'équation

y =g(h(y),y €. (4.1.6)

Alors, les solutions du systeme réduit de Fenichel (4.1.6) défini sur la variété M. sont
O(€e)-proches des solutions du systeme réduit (4.1.5) sur M.

Ce résultat nous assure que certaines solutions vivent sur une surface M, O(e)-
proche de la variété M, telle que

he(y) = h°(y) + O(e) uniformément par rapport a y € K.

Systéme rapide réduit
y=0

Systéme complet, le cas € > (
M

Systeme lent réduit
Axy,0)=0

\]

X

FIGURE 4.1.1: Evolution d’une solution d’un systéeme singulierement perturbé au
voisinage d"une variété lente attractive.

Soit (x*,y*) un équilibre du systéme lent réduit (4.1.3), ie. f(x*,y*,0) = 0 et
g(x*,y*,0) = 0. Alors, le théoreme suivant (un cas spécial du théoréeme 2 dans
[21]) nous aide a caractériser la dynamique du systeme (4.1.1) au voisinage de la
variété critique.
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Théoreme 4.5. Supposons que

1. La variété critique My est localement le graphe d’une fonction x = h%(y),
telle que f(h°(y),y,0) = 0.
2. f(x,y,€) et g(x,y, €) ont une dérivé continue et bornée par rapport a x, y et €.

3. Le systeme Z—T = ¢(h°(y),y,0) posséde un équilibre globalement asymptoti-
quement stable y* avec x* = h%(y*). Toutes les valeurs propres de la matrice

(Dyg —Dxg (Dxf)_l Dyf)(x*,y*,O)

ont une partie réelle strictement négative.

4. L'équilibre du systeme % = f(h°(¢) + x, &,0) est globalement asymptotique-
ment stable pour tout ¢.

5. Les valeurs propres de la matrice (D, f)(x*, y*,0) ont une partie réelle stric-
tement négative.

Si le systéeme perturbé (4.1.1) possede un équilibre localement asymptotiquement
stable, alors il est globalement asymptotiquement stable pour € assez petit.

4.2 Réduction d’'un modele chemostat singuliérement

perturbé

Théoriquement, dans ce paragraphe, nous voulons réduire I’analyse de la stabilité
du systéme (3.1.1) a une dimension inférieure en utilisant une analyse de pertur-
bation. Toutefois, pour y parvenir, il est nécessaire d’introduire un parametre €
dans les équations dynamiques. Cela peut se faire artificiellement en multipliant
par €. Néanmoins, nous avons essayé de donner un exemple d’une justification
biologiquement vraisemblable.

Cela pourrait étre réalisé en considérant un grand taux de dilution et des coeffi-
cients de rendement faibles dans le modele (voir par exemple [49, P. 72, Fig 3.3.7]
pour plus d’explications). Plus précisément, nous prenons Y; = €Y; et D = €D avec
0 < & < 1. Pour une culture de trois especes de micro-organismes cela conduit a
un systeme donné par
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||»i

ifl-(S) x; = G(S,x1,x2,%3), 421)

x; =hi+ (fi(S) — ki) x;, i=1,3.

>-<

eszD(l—S)—i
i=1

Dans ce paragraphe nous étudions le comportement asymptotique du systeme au
voisinage du point d’équilibre. Par la proposition 3.1, ce systeme possede un point
tixe unique positif

X* = (8%, x7,x5,x3)

qui, en fait, ne dépend pas de € dans ce cas. En posant € = 0 dans le systeme
ci-dessus, nous obtenons

_ 3
0=D(1-5)— .zl%i £i(S) x; =: G(S, x1,x2, x3),
1=

(4.2.2)
xj = hi + (fi(S) — ki) xi, i=1,3
La dérivée partielle de la fonction G par rapport a S est
A |
Gs=-D-Y = fi(5)x <0 (4.2.3)

pour tout (S, x1,x2,x3) € RY. Le théoréme des fonctions implicites affirme 1’exis-
tence d’une fonction réguliere S = ¢(x1, xp, x3) définie sur tout compact K de ]Ri
contenant l'attracteur global dans son intérieur, telle que

G(lp(xler/ X3),x1,x2, x3) = 0/ (424)

ou K définie par la bornitude des solutions du modéle. D’autre part, 'inégalité
(4.2.3) montre que la variété critique

MO — {(S/ X1, X2, X3) S IR4 ’ S = lp(xll X2, X3), (xll X2, x3) € K}
est attractive, et donc le premier Théoreme de Fenichel 4.3 assure l'existence d'une

variété attractive M. = {(S,x1,x2,%3) € R%,S = we(x1, x2, x3)}, qui est invariante
sous le flot de (4.2.1) et O(e)-proche de la variété M.

Sur M la dynamique lente se découple de la dynamique rapide et alors nous
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pouvons restreindre 1'étude au probleme régulierement perturbé

xi - hi + (fi(lp€(x1/x2/ X3)) - kl) Xi, = 13. (425)

Lorsque € tend vers 0 dans (4.2.5), on obtient un systéme compétitif de trois di-
mensions

.’561' = hi + (fl(lp) - kl) Xi, i = 1,3. (4.2.6)

Nous avons vu que ce systétme admettait un point fixe positif (xj,x3, x3) tel que
S* =p(x],x3,%3).

Maintenant, si nous dérivons implicitement 'équation (4.2.4) par rapport a x1,x2,
et x3, nous obtenons

'alp > 1 alp ! 1 o .
- a_x]._gfijjﬁ(s)xz—iﬂ(s)—O,]—1,2,3.
Ceci nous donne
1
1lr(s
lij:g—lP:_ ?f]( ) <0, ]':1,2,3.
Xi _
D+ YL A9

i=1 "1

La matrice Jacobienne de (4.2.6) a I’équilibre (x7, x5, x3) est donnée par

ap + aq aip ai3
J (xpa5x5) = — a ax + ag a3 ,
asi asp a3 + a3
ou ,
aij = —f1(S")x}x (x7,%3,x3) > Oet; = x—
1

Premierement, pour simplifier les calculs remarquons que 4;jamn = a;,a,,j (en par-
ticulier, a;;a;; = aj;;a;;). Le polyndme caractéristique de la Jacobienne ci-dessus est

p(A) = A3+ b1A% + byA + b3,
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ou,

b1 = a11 +axp +az + g +ax + as,
by = a1(ax + az + ax + azz) + az(az + a1 + asz) + az(a +ax),

b = 0(1062(0(3 + 1133) + o3 (0(11122 + oczan).

Par le Critere de Routh-Hurwitz [9], les racines de p ont des parties réelles néga-
tives si et seulement si tous les déterminants de Hurwitz sont strictement positifs.
Les coefficients b; et b3 sont strictement positifs, et

by 1

=b1by-b
by by 10203

=b1 (a1 (a2 + a3 + ax + as3) + ao(az + ar + az3)
+az(ary +axn)) — araz(as +as3) — az(wgaxn + axaqy)
=b1(a1(ag + ax +a33) + az(az + a11)) + b1 (w1as + agass + az(a11 + ax))
—a1ao(as + asz)—az (w14 + axar)
=by (a1 (a2 + ax +az3) + az(az +ar1)) + araz(br—az)
+ azazz(bi—ay) + azar (bi—a2) + azaxn(b1—a1)
=by (a1 (a2 +ax +azs) +az(az +a11))
+ (apa11 + azany) (b1—a1) + as(ay + a1)(b1—ag) > 0.

Ainsi, le point d’équilibre (xj, x3, x}) est localement asymptotiquement stable pour
le systéme (4.2.6). D’apres la théorie de persistance de Fenichel (Jones [23, Théo-
réeme 1 et 2]) et la théorie classique de perturbation réguliere, les orbites sur la
variété invariante M., pour € assez petit, sont difféomorphes a celles qui sont sur
la variété critique My pour (x1,x2,x3) € K, et

Xe(t) = Xo(t) + O(e) (4.2.7)

ott X = (x1,x2,x3) et Xc(t), Xo(t) sont respectivement solutions de (4.2.5) et (4.2.6).
L'approximation est uniforme par rapport a t > 0 pour X((0) dans le bassin d’at-
traction de (x7, x5, x3). Le point d’équilibre (x}, x5, x}) est hyperbolique par rap-
port a (4.2.6) donc il reste hyperbolique par une petite perturbation pour le systéeme
régulierement perturbé (4.2.5). Cela montre que pour des € suffisamment petits,
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I'équilibre (x7, x5, x3) est localement asymptotiquement stable pour le systeme ré-
gulierement perturbé (4.2.5). Puisque la variété M. est attractive, toute trajectoire
proche de M, converge exponentiellement vite vers une orbite de (4.2.5). Plus
précisément, soit (Se(t), Xe(f)) une solution de (4.2.1) avec une conditions initiale
(S¢(0), Xe(0)). 11 existe une solution particuliere X(t) pour le systéme réguliere-
ment perturbé (4.2.5), « > 0 et k > 0 (voir [27, Théoreme 2]) tels que

11(Se(t), Xe(£)) — (We(Xe (1)), Re ()] < a]|(Se(0), Xe(0)) — (9e(Xe(0)), Xe(0))]|e7FE/e,

Par conséquent, la limite du membre de gauche lorsque t tend vers +oo est nulle.
Ceci, avec I'approximation (4.2.7), nous donne

i (Se(0), Xe(£)) = lim (re(Re(t)), Rel0)) = (57}, 35, 33),
a condition que X¢(0) se trouve dans le bassin d’attraction (x}, x5, x}). Par consé-
quent, 'équilibre X* = (5%, x7, x5, x}) (point d'intersection de la variété critique
avec la variété invariante lente) est localement asymptotiquement stable pour le
systéeme perturbé (4.2.1).

Nous venons d’établir le résultat suivant

Théoreme 4.6. Pour € suffisamment petit, le modele singulierement perturbé (4.2.1) de di-
mension 4 posséde un point d’équilibre unique positif qui est localement asymptotiquement
stable.

La méme conclusion, mais en terme de stabilité asymptotique globale, peut étre
tirée pour le cas d'un systeme avec deux especes de microorganismes

e5=D(1-5)- ¥ Lf(S)n,

i=1 (4.2.8)
Xi = hi+ (fi(S) — ki) xi, i=1,2.
On obtient un systéme a deux dimensions
xj = hi+ (fi(pe(x1,%2)) — ki) xi, i =1,2, (4.2.9)

qui est une perturbation réguliére de
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xi = hi+ (fi(e(x1,x2)) — ki) xi =: pi(x1,x2), i =1,2. (4.2.10)

La matrice Jacobienne du systeme (4.2.10) au point (xj, x3) sécrit

i o ain +aq a2
x¥ k) — T
(x132) a1 ax + a

b

* °
i

aj = —f{(8")x] gy, (x7,%3) > Oeta; =

=

Le déterminant de ], (x:,x5) est donné par
det(]) = (—1)* (w1822 + 2811 + 1182 — A12821) = A1 + a2a11 > 0,

et puisque la trace est strictement négative, le point d’équilibre (x], x3) est locale-
ment asymptotiquement stable.

Utilisons maintenant le critere de Dulac-Bendixson avec une fonction

9(351, xz) = E,

définie sur le cone positif, donc

0 0 2 hj
—(0p1) + =—(6p2) = 0(x1, x2 Z @x; fi(p(x1,%2)) x; — =) <0,
8x1 a i—1 i

~.

Puisque le cone positif est invariant, le critere exclut la possibilité d’orbites pério-
diques pour (4.2.10), et comme les solutions sont bornées, la stabilité asymptoti-
quement de (x7, x;) est globale par le Théoreme de Poincaré-Bendixson. En outre,
toutes les conditions du Théoreme 4.5 sont satisfaites. Cela confirme que 'équilibre
X* = (8%, x7,x3) du systeme (4.2.8) est globalement asymptotiquement stable.
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Remarque 4.7. Sans l'utilisation du critere de Dulac, comme le systeme planaire
(4.2.10) est compétitif, on pouvait conclure directement que les solutions convergent
vers 1’équilibre intérieur [19, théoreme 3.22].

Nous avons ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 4.8. Pour € suffisamment petit, le modéle singulierement perturbé (4.2.8) de
dimension 3 est uniformément persistant autour d’un point d’équilibre globalement asymp-
totiguement stable.

Ce théoréme nous permet, a la lumiere de la discussion du probleme ouvert du
paragraphe 3.4, d’énoncer le résultat d’exclusion compétitive du modéle de che-
mostat simple singuliérement perturbé avec fonctions de croissance monotones et
taux de prélevement distincts :

Théoreme 4.9. Supposons que, pour i = 1,2, les fonctions de croissance f; : Ry — R
sont continiiment différentiables et strictement croissantes, avec f;(0) = 0. Considérons le
probleme singulierement perturbé

. 2
eS=D(1-5) - g%f()xi/
(fl( ) )xu i=1,2

(4.2.11)

et supposons que X1 < Xp et £y < 1. Alors, pour tout € > 0 assez petit, toute solution po-
sitive (S(t), x1(t), x2(t)) de (4.2.11) converge vers I'équilibre g1 = (21, (1 —¥1),0).

Notons que la procédure de réduction a 1'aide de la théorie de perturbation sin-
guliere du théoreme 4.8 si on l'applique au systeme 4.2.11 ne nous donne que des
approximations en temps fini (probleme d’équilibres au bord).

Nous donnons quelques simulations numériques qui illustrent la robustesse de la
stabilité lorsque € augmente.
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L'équilibre positif

Solutions dans le cas £€=0.05

FIGURE 4.2.1: Portrait de phase du systéeme (4.2.8) pour différentes valeurs de ¢,

suivant les entrées f1(S) = a5 f2(S) = MpaS jl 50 k2 = 45, yl =
1 ké—&—S’ 2 k§+5’ S 7 Rg s Mmax

0.3, Y2« = 04Y; = 05,Y, = 04,k; = 0.1,k = 02, D = 0.15, hy = 0.15, hpy =
0.2. Les simulations numériques montrent que le méme équilibre intérieur est glo-
balement asymptotiquement stable.
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F1GURE 4.2.2: Cet angle de vue de la figure 4.2.1 montre la disparition de la couche
limite (la région de changement rapide en Xc(t) = (Se(t), x{(t), x5(t), x5(t)) pres
de la variété lente) lorsque € augmente.

4.3 Le modele chemostat dans le cas d’un taux de di-
lution élevé

Soit D un nombre réel positif petit par rapport au taux de dilution D (i.e D = eD
et 0 < ¢ < 1). Dans ce cas, le systeme (3.1.1) prend une forme lente-rapide

. _ n
eS=D(1-95)—¢ 'Zl %f,(S) x; = Fe(S, x1, .., Xn)
1=

X; :hi+(f1-(5)—ki)xi i=1,n

(4.3.1)
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En posant € = 0, on obtient :

0=D(1-5)

(4.3.2)
xp =hi+(fi(S)—ki)x; i=1n

La variété critique est donnée par My = {(S, x1, ..., xn) : S = 1}. Il est clair que

oF

% _ _p
53 | Mo <0,

alors la variété critique S = 1 est uniformément attractive. Le Théoreme de Fenichel
implique I’existence d’une variété lente invariante pour (4.3.1) O(e)-proche de M.
De plus, les solutions du systeme perturbé sont O(e)-voisinage des solutions du
systeme réduit (4.3.2). Ainsi, (4.3.1) se réduit a la dynamique

Xi = hl' + (fl(l) — kl) X i = 1, n. (433)

Lorsque X; > 1 pour tout i = 1,7, on observe que le point fixe unique positif

(e o)

de systeme (4.3.3) est globalement exponentiellement stable au voisinage d'une
variété invariante, et donc tous les trajectoires de (4.3.1) contenues dans le qua-
drant positif tendent asymptotiquement vers un point d’équilibre O(e)-proche de

h hy,
L e rfom))-
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FIGURE 4.3.1: Portrait de phase du systtmee S= D(1—S) — £u(S)x, x =

h+ (u(S) — k) x avec plusieurs trajectoires pour € = 0.05. Ici , u(S) = ?I‘{fé‘j’:ss, kg =
5, hmax = 0.4, Y = 0.8, kg = 0.8, D =05, h = 0.5, & := ks k/ (ptmax — k) = 1.25 >
1. A partir des trajectoires tracées, nous voyons que les solutions convergent ex-
ponentiellement vite vers la variété lente, puis continues lentement vers le point
d’équilibre, ce qui prouve une fois de plus que I'équilibre est globalement asymp-

totiquement stable.

4.4 ILDM du modele chemostat avec recyclage

La méthode de la variété intrinseque de dimension réduite ILDM (intrinsic low-
dimensional manifold en anglais) a été a 1’origine proposée par Maas et Pope en
1992 [26]. Cette méthode a été complétée et développée ultérieurement par Kaper
dans [24]. Elle permet entre autres d’obtenir une approximation de la variété lente.
La méthode ILDM est basée sur 1’analyse spectrale de la matrice Jacobienne.
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4.4.1 Principe de la méthode ILDM

Considérons le systeme dynamique suivant
z=F(z),
ou F : R"™" — R™" est supposée continument dérivable par rapport a z.

Supposons que les valeurs propres du Jacobien ] = DF(z) sont triées par ordre
croissant en module (sans perte de généralités) | A; |>] A;j | sii > j. Supposons, en
outre, que 'ensemble des valeurs propres est divisé en deux parties,

Os = {)\1/)\2/---/ Ai’l}/
Uf = {)L,H_l,..., /\TZ—H?’I}/

telles que | A5 | / | Af |[< 1 pour tous As € 05 et As € 0y. Le sous-espace vectoriel
associé aux valeurs propres de o; est appelé sous-espace lent et est noté E;, et les
autres vecteurs propres engendrent le sous-espace rapide Ey.

La variété intrinseque de faible dimension ILDM est le lieu des points z € R"*"
vérifiant F(z) € E;(z). La méthode utilise une décomposition de Schur (A.8) de la
matrice Jacobienne.

Soit
T= (TS Ler )
0 T
M bip - by M1 bipta 0 biugm
I — 0 Az | bZ.,n cCm, Ty = 0 Aut2 | bZ,n.—Hn c cmm
0 --- 0 A, 0 0 Apam

Il existe une matrice unitaire Q donnée par

| | | |
Q = <QS Qf) — ql e qn , qn+1 Ce qn+m € Cn+m’n+m,
| | | |
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ol g; est le vecteur propre associé a la valeur propre A;, et telle que

ol
-9 _
_qy  _
Q* — i — c Cn—&—m,n—l—m.
<Qf>
— 1 —
— q;kH—m —

Les n colonnes de Qg forment une base orthogonale pour le sous-espace lent Ej,
tandis que les m vecteurs de Qy forment une base orthogonale pour le complément
orthogonal E;-. Le champs de vecteur F(z) € Es(z) si et seulement si

Q;-F=0, (4.4.1)

et cette équation définit la surface ILDM. Il est de plus possible de définir des
problemes réduits de dimension n sur 'ILDM.

4.4.2 Application a un modele de chemostat avec recyclage

Dans ce paragraphe nous voulons trouver une ILDM pour le systéeme (3.2.1) dans
le cas d"une seule espece de micro-organisme; on suppose que ¥ = 1;

S=D(1-5)—f(S)x,

. (4.4.2)
x =h+(f(S)—k)x.

La matrice jacobienne est donnée par
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d’ou

D 4c D 4c
_ 2 _ — _ 2 _
M=+ \P=25), A== (b—[t2 =),

Les vecteurs propres associés aux valeurs propres sont

_ A8 o [
R 1O B LR v o7 By L

On remarque que si 3 est proche de zéro, alors |A;| < |A;]. Donc le sous espace

lent E est engendré par v;. Les vecteurs v; et (S, ¥) sont linéairement dépendants
si le déterminant

S &
021 022

=0, (4.4.3)

ce qui signifie que le rang de la matrice est inférieur a 2.

Calculons (4.4.3). Il en résulte alors que ILDM = {(S, x) € R3; fEDA-S) -y /(S)x) _

M=(f(S)=k)
h—(f(S)—k)x =0, \qy=80b+/02-%)}

4.4.3 ILDM pour les systémes lents-rapides
Le résultat suivant donne, a titre indicatif, ’erreur commise en remplacant la va-
riété lente de Fenichel d'un systéme lent-rapide par I'ILDM.

D’aprés le théoréme 4.4, le systéme (4.1.1) posséde une variété lente définie par
une fonction h€(y), telle que

x=h(y) = Y h(y)e", (4.4.4)
k
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dans le cas ot h€ est analytique en ¢, et la variété critique est donnée par My =
{(ry) € R" < RY, x = ho(y))}-

Considérons le champ de vecteurs du systéme (4.1.1) et sa matrice Jacobienne

1 1 1
8 Dxg Dyg
ou la matrice carrée D, ¢ de dimension n X n représente la matrice des dérivées

partielles %’;, Dy f est de dimension m x m, Dy ¢ est de dimension n x m et D, f

est de dimension m x n.

Les valeurs propres de J se divisent en deux groupes : n valeurs propres avec partie
réelle négative O(1) et m valeurs propres avec partie réelle négative O(1). Le sous-
espace vectoriel associé aux valeurs propres O(1) est le sous-espace lent E;, et les
autres vecteurs propres engendrent le sous-espace rapide Ey. La surface ILDM est
donnée par

ILDM = {(x,y) € R" xR", Q% - G(x,y) = 0}.

Théoreme 4.10 ([24]). L’équation de I'ILDM (4.4.1) admet une solution asymptotique de
la forme

x= (€)= ¥ ply)et
]

lorsque € — 0. De plus, les termes g et 1 coincident avec les deux premiers termes
ho et hy du développement asymptotique de la variété lente (4.4.4), et donc I'ILDM est
une approximation O(e) de la variété lente M. En général, Yo # hy, d’oit 'erreur de
I'approximation est d’ordre O(€?). Plus précisément, nous avons

2 — ho = (Dxf)2(D*ho) (8, 8),

oit la forme bilinéaire (D?hg)(g,g) = ((D?hg)g)g et toutes les autres expressions sont
évaluées en (ho(y),y,0). Par conséquent, l'erreur est directement liée a la courbure de la
variété lente M (puisque la variété ILDM en général n’est pas invariante par la dyna-
mique du systeme (4.1.1)).

Nous voulons maintenant utiliser deux méthodes pour approximer la variété lente
associée a un modele de chemostat avec recyclage : la méthode ILDM et la méthode
de développement de Taylor.
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Approximation ILDM pour un modele de chemostat avec recyclage lent-rapide
Pour simplifier le calcul on suppose que f1(S) = f2(S), Y1 = Yo =1, k1 = k».

{e §=D(1-5) ~ (x1 +x2)f(5), (4.4.5)

Xi :hi+(f(5)—k) Xi, i:1,2.

En appliquant sur (4.4.5) le changement de variable temporel T = t/€, on obtient
le systeme (en notant " la dérivée 4 77)

S' = D(1-5) - (x1 + ) (S),
xi =e(hi+ (f(S) —k)x;), i=1,2.

La matrice jacobienne est donnée par

—D—(x1+x)f'(5)  —f(5) —f(S)
ef'(5)x1 e(f(S) —k) 0
ef'(S) x2 0 e(f(8) —k)

Le polyndme caractéristique est donné par
P(A) = (A —e(f(S) = k)P (A),

ou
Pi(A) = A2 4+ DA+,
b=—e(f(S)—k)+ (x1+x2)f (S)+D, c=—e(f(S)—k)D + €k(x1 + x2)f'(5).

Les valeurs propres sont données par

7\1(6) =€e(f(S) = k),
(€) =(=b+ Vb*—4c)/
(e) =(—b— Vb2 4c)/2.

1l est clair que |A1] < |A2] < |A3] puisque b > 0 et b > 4 ¢ (pour € assez petit).
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Pour € proche de 0 on a [A1] >~ 0 ~ |Ay| < |A3] ~ 1+ % Ceci prouve que le

sous espace lent E; est engendré par les deux vecteurs propres v; et v, associés aux
A1 et Ay, ol

0 e [ SO@ ) x Y
w0 0T e (s ey )

Un vecteur appartient a Es sil est combinaison linéaire de v; et vy, ou s'il est
orthogonal au produit vectoriel
X1
1+ o
U NUp = U2 ,

—021
puisque le produit vectoriel v; A v; est orthogonal aux deux vecteurs v; et v;.

L’équation de I'I[LDM est alors

s/
x rl
(1 + x—; , U1 —021> x| = 0.
'
)
D’ou
4

2 —x3)M(e) +e(xy +x2) (1 — hy)
x2(A3(€) — Ai(€))
X1+ X2

+ IR (D1 8) - (11 + 1) f(5) = 0} @446)

ILDM = {(S, 31, %) € R3; 1

Nous pouvons remarquer que pour € = 0, la variété

D(1-5)
f(S)

il est de ce fait clair que l'approximation ILDM de la variété lente est meilleure

ILDM = Mg = {(S,x1,%2) € R%; x; +x = 1

que la variété critique. La figure 4.4.1 montre I'écart entre la surface ILDM et la
vraie variété lente. Les trajectoires tendent vers la variété lente qui est ici attractive.
On devine dans ce cas de figure que la variété lente se situe sous 'ILDM, et que
les trajectoires convergent vers un équilibre qui semble se trouver sur les deux
variétés.
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FIGURE 4.4.1: Portrait de phase du systeme (4.4.5) avec plusieurs trajectoires, sui-
vant les entrées f(S) = 125, D = 1, k = 04, ¢ = 005, h; = 05 et h; = 0.2. La
surface représente la variété ILDM.

Approximations a l’ordre 2 de la variété lente du systeme (4.2.8)

D’aprés le paragraphe 4.2 le systéme (4.2.8) posséde une variété lente M, =
{(S,x1,x2) € IR‘j’r,S = @e(x1,x2)}. Le développement limité de ¢ au voisinage
de € = 0 nous donne

S = @e(x1,%2) = @o(x1,x2) + @1(x1, x2)€ + 0(62). (4.4.7)

En effectuant le changement de variable T = t/€, on obtient le systéeme

§' = D(1-5) - ¥ fi(S)

1

x; =€e(hi+ (fi(S) —ki)x;), i=12
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La dérivation de (4.4.7) par rapport a T, nous donne

2

2
D(1—8) =) fi(S)xi=e}) (hi+ (fi(S) — ki) x;)Dx, e (x1, x2).

i=1 i=1

Remplacons S par 1'expression (4.4.7) :

D(1— (¢o+ g1+ O(€?))) — éfz‘(q’o +p1e+0(e?)) x; =€ é(hi + (filpo + @1+
O(e?)) — ki) xi) Dy, @e (x1, x2).

Un développement limité a l'ordre 2 du membre de gauche, et a 'ordre 1 du
membre de droite en € = 0, nous donne

2 2 2

D(1—go) = ) filwo) xi —ep1(1+) fi(¢ = e Y (hi+ (fi(9o) — ki) x;)Dx, 0+ O(€?).
i=1 i=1 i=1

En identifiant terme a terme, on a

D(1 = ¢o) - éﬁ(qvo) xi =0,
P1(1+ & filg0)x) = = L (i + (ilgo) ~ k) 3)Dsgo,
d’ot1

2
Mo = {(S,x1,%) €R3; S = @o(x1,x2) telle que D(1— ¢p) — Y fi(go) x; = 0}.
i=1

On obtient alors I'approximation suivante

o iél(hi + (fi(po) — ki) xi)DxiGUO

Me = MZ =1 (S,x1,x) €ER3; S =go(x1,x2) +e >
1+ .Zlfl‘/(QDO) Xi
1=

En particulier pour f1(S) = f2(S) = f(S) = S/(1+S) (une fonction de Monod

simple), k; = ko = k # D (le cas du systeme (4.4.5)), la variété critique est donnée

_g2 . N .
par l'équation x1 + xp = w, qui posseéde deux solutions

S= (=X + VX?+4D?) >

2D
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et
1
S=_—(—X—+vVX244D2 0,
2D( + ) <

ou X = x1 + x». Donc

1
Mo ={(S,x1,x2) €RY; S = go(x1,%2) = S5 ("X VX2+H4DY)} (448

Cela donne 'approximation suivante

e e X (XY}

1+ f'(@o) X - VX2 +4D?
(4.4.9)

Mg = {(S,xl,xz) €ER%; S=¢o+e

i
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FIGURE 4.4.2: Portrait de phase du systeme (4.4.5) avec plusieurs trajectoires pour

€ = 0.05 h; = 0.5 et hp = 0.2. La surface représente la variété M. Nous remar-

quons que la variété lente approximative Mg est tres proche de la vraie variété
lente.

La figure 4.4.3 compare une solution de (4.4.5) qui part de la surface ILDM, a une
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solution qui part de Mg, et a une vraie solution.

une solution part de MZ"

une vraie solution

une soliition part de ILDM

0.8

FIGURE 4.4.3: Evolution d’une solution du systeme (4.4.5) avec € = 0.05, h; = 0.5 et
hy, = 0.2.

Dans la méme figure (4.4.4) on veut simuler I'évolution d’une solution du systeme
(4.4.5) réduit a la variété lente approximative M7 (4.4.9), définie par

xi =hi+(f(S)—k)x;, i=1,2,

-+ (F(g0) —k) X X

e I 0X (14 ) (4.4.10)
9o(x1,%2) = 35 (—X + VX2 +4D?),

S=¢o+e€

une solution du systéme (4.4.5) réduit a la variété ILDM (4.4.6), définie par
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5Ci = hl’ + (f(S) - k) Xi, i = 1,2,
f(8)(xF=x3)A1(€)+eX (h—hy)

B Ao E— (44.11)
X(D(1-S)—Xf(S)) =0,

x2

et une projection d"une vraie solution sur le plan x1, xo du systeme (4.4.5).

Dans cet exemple, nous avons choisi la méme condition initiale pour x; et x, pour

les trois solutions.

Sn a7
I-LLH Oy ;
L ! gV S
I\ ,44_‘{/‘71‘3 .\\'T{\
0<5._x,\w ) = \w\\'\; YW

A A\
A
N \
.N | mﬁ. \

1.5

0

FIGURE 4.4.4: En bleu, en rouge et en noir, des solutions de (4.4.11), (4.4.10) et (4.4.5)
respectivement, avec la condition initiale (x1(0), x2(0)) = (0.5,2).



Chapitre 5

Compétition entre des especes
d’algues et une bactérie dans un

2 N\

procédé a boues activées

De nombreux micro-organismes ayant différentes vitesses de croissance, tels que
les bactéries, les algues, les champignons et les protozoaires sont associés au pro-
cessus a boues activées. Nous considérons dans ce chapitre le cas d'une compétition
entre n — 1 especes d’algues et une bactérie dans les eaux usées. Nous présentons
d’abord des résultats théoriques pour la théorie des perturbations réguliéres des
systemes dynamiques dissipatifs que nous appliquerons a notre modéle de com-
pétition.

Nous voulons donc réduire I’analyse de la stabilité du systeme (3.1.1) avec 'utilisa-
tion de la théorie des perturbations réguliéres. Plus exactement, nous discutons la
stabilité du systéme (3.1.1) pour des “petites” fonctions de croissances fy, f3, .., fx
des algues. Pour atteindre notre objectif, nous introduisons un parametres d’échelle
€ dans les équations dynamiques.

Comme le taux de croissance des algues est généralement faible par rapport au
taux de croissance des bactéries [34], on peut écrire f;(S) = €f;(S) pour i = 2,n,
tels que € est un petit parametre positif et f; satisfait la méme hypothése H1 que
fi. En particulier si f est une fonction de Monod, on pose ymax = €fimax tel que
0 < fimax, Hmax < 1 et 0 < € < 1. Nous pouvons écrire notre systéme sous la forme

§=D(1=8) = FASm—c L} A6)
x1="h1+ (f1(S) — k1) x1, (5.0.1)
Xi=hi+ (efi(S) — ki) x;. i

Il
N
S

79
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Sous les hypotheéses ci-dessus et d’aprés le théoréeme de dépendance réguliere
des solutions par rapport aux parametres, le probléeme (5.0.1) admet une solution
unique X¢(f) dépendant régulierement du parametre € pour toute condition ini-
tiale fixée c. réguliere en €. L'unique équilibre positif de (5.0.1) est noté par X;. Le
probleme non perturbé associé a (5.0.1) est donné par

$=D(1-5)—¢fi(S)x,
Xi = h1 + (fl(S) - kl) X1, (502)

xi:hi—k,-xi. iZZ,Vl

Le systeme (5.0.2) admet une solution unique Xy(f) de condition initiale ¢y, et un

unique équilibre positif Xj = (S, x§, Z—;, - Z—Z)

Il est connu principalement que lim¢_,o X¢(f) = Xo(t) sur tout intervalle compact

inclus dans l'intervalle de définition de Xy () et que, si X est asymptotiquement
stable, alors cette limite est vraie pour tout ¢t > 0.

Dans ce qui suit, nous voulons démontrer que 1'équilibre X est globalement asymp-
totiquement stable pour le probleme non perturbé (5.0.2), et que cette stabilité
persiste sous de petites perturbations pour 1'équilibre X7 du probléeme perturbé
(5.0.1). En effet, la seule chose que nous pouvons affirmer pour l'instant c’est
que l'équilibre X7 sera semi-globalement pratiquement asymptotiquement stable
quand € — 0 A.2. Pour arriver a notre résultat, nous commencons par établir des
résultats théoriques.

5.1 Résultats théoriques

Rappelons quelques définitions et théoremes de base des systemes dynamiques
utiles pour la suite.

Définition 5.1. Un champ de vecteurs linéaire L € L(IR") est hyperbolique si au-
cune valeur propre ne rencontre 1’axe imaginaire. L'indice de L est le nombre de

ses valeurs propres a partie réelle strictement négative.

Lemme 5.2 ([28, Proposition 2.18]). Si L € L(IR") est un champ de vecteurs hyperbo-
ligue alors il existe un voisinage V C L(R") de L tel que tous les T € V ont le méme
indice que L. On ne parle, selon la référence [28], que de 'indice d'un champ de vecteurs
hyperbolique.
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Définition 5.3. Soit (2 un ouvert de IR”. Un ensemble des conditions initiales Ky C
Q) est dit absorbant pour le systeme dynamique ¥= f(y) défini sur (2 si pour toute
partie bornée K de 2 il existe un temps fini ty = t(K) tel que y(t,K) C Ky pour
tout £ >t.

Définition 5.4. Un ensemble 2 est un attracteur global d'un systéme dynamique
Y= f(y) défini sur O si 2 est une partie compacte, invariante, et w(B) C 2 pour
tout ensemble borné B.

De cette définition, il est clair que l'attracteur global contient tous les ensembles
limites, et si un attracteur global existe, il est unique.

Théoreme 5.5 ([44, Theorem 1.1]). Soit Y= f(y) un systeme dynamique défini sur un
ouvert (2 C R". On suppose que ce systeme admet un ensemble absorbant borné Ko C (2,
alors w(Ky) est I'unique attracteur global dans Q.

On désigne par d(x, A) = inf{d(x,y) : y € A} la distance de x € R" a 1’ensemble
A C R". B(x,r), B(x,r) représentent respectivement la boule ouverte et la boule
fermée de centre x et de rayon r .

Considérons le systeme dynamique suivant
Ae:x= f(x(t),€),

ou f : (O C R") x [—ep,e9] — R”" sera supposée continiment différentiable
par rapport a x et continue en €. Elle vérifie donc les hypotheses du théoreme
de Cauchy-Lipschitz qui assure l'existence et 1'unicité d’une solution maximale
Xe(xo,t) de A¢ vérifiant x.(xg,0) = xo. Supposons que le systéeme non perturbé

Ag:x= f(x(t),0)

admet un point d’équilibre x* globalement asymptotiquement stable et localement
exponentiellement stable. Sous des hypothéses de dissipativité uniforme par rap-
port au parametre de perturbation, le théoreme suivant montre que 1'équilibre x*
persiste sous de petites perturbations du champ de vecteurs A ; plus exactement,
pour € suffisamment petit, il existe un équilibre x} globalement asymptotiquement
stable et proche de x*.
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Théoréme 5.6. Supposons que le systeme A, est dissipatif uniformément par rapport a
€. Supposons que le systeme non perturbé Ay admet un point d’'équilibre x* globalement
asymptotiquement stable dans (2 et localement exponentiellement stable. Alors il existe une
constante positive €* < ey assez proche de 0 telle que A possede un équilibre unique x* (),
globalement asymptotiquement stable dans (2 pour tout € € [—€*,€*].

Démonstration. Puisque le systeme A, est dissipatif uniformément par rapport a
€, il possede un ensemble compact K C(2 uniformément absorbant. D’apres le
Théoreme 5.5, 'ensemble oméga limite w(K) = A C K est 'unique attracteur
global dans 2 pour tout € € [—€,€p], olt we(.) désigne les ensembles oméga
limites relatifs a Ac.

Soient 7 > 0 fixé, B(x*, 17/2) la boule fermée de centre x* et de rayon 77/2 et soit
x(xp,t) la solution de I'équation Ay qui passe par xp au temps t = 0. Le point
d’équilibre x* est globalement asymptotiquement stable pour Ay dans (2, donc il
existe un temps fini T, tel

x(Q,t) C B(x*,n/2), Vt > Ty. (5.1.1)

D’autre part, par la dépendance continue de la solution par rapport aux conditions
initiales et aux parametres, la solution x.(xp, ) est uniformément continue sur
IC x [—e0, €0)) et par le fait que T, est indépendant de ¢, il existe é(77) tel que pour
tout € € [—¢, €]

d(xe(x0, Ty), x(x0,Ty)) < 1/2, Vxo € K. (5.1.2)

En utilisant 1'inégalité triangulaire, avec (5.1.1) et (5.1.2), nous obtenons alors

d(Xe(XO, T;7), x*) gd(xe(XOI T17)/ X(Xo, Tﬂ))
+d(x(x0, Ty), x*) < 11.

Dong,
xe(Ae, Ty) = Ae C B(x*,77), (5.1.3)

pour tout € € [—¢, €], puisque A. est invariant.

D’autre part, puisque I'équilibre de Aj est localement exponentiellement stable, la
matrice Jacobienne Df(x*,0) de Ay au point d’équilibre x* est Hurwitz, et donc,
son rang est maximal. D’aprés le théoréme des fonctions implicites il existe, un
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voisinage ouvert U de x*, une constante €; > 0 et une application € € [—€1,€1] —
x*(e) € U continue telle que x*(0) = x* et x*(€) est un point d’équilibre pour Ae.
Soit Jc = Df(x*(€),€) la matrice Jacobienne de A, au point d’équilibre x*(e). Le
développement limité de J. au voisinage de € = 0 nous donne

Je = Jo+O(e),

ot Jo = Df(x*(0),0) = Df(x*,0).

Comme le spectre de la matrice Jacobienne J. dépend continument de €, le Théo-
reme 5.2 affirme qu’il existe €, > 0 tel que I'indice de J¢ est le méme que l'indice de
Jo pour tout € € [—€3, €2]. Dong, l'indice de I'équilibre perturbé x*(e) est maximal.
D’apres le théoreme de Hartman-Grobman, il existe un voisinage B(x*(€),7¢) de
x*(e) tel que toute courbe d'une solution de A, avec |e | < min{eg, €1, €,} partant
de B(x*(e), re) tend vers I'équilibre hyperbolique x*(¢).

Par continuité de x*(e), il existe €3 et une constante ry > 0, telle que

B(x*,r0) C [ B(x*(e),re),

le|<es

étant entendu que, d’apres l'attractivité de I'équilibre x*, le minimum de r, est
strictement positif. Par (5.1.3), il existe €4(rg) tel que pour tout € € [—ey, 4],

Ae C B(x*,19).

Soit | €| < €* = min{eg, €1, €2, €3, €4}

Comme A, C B(x*,rp), toute trajectoire initialisée dans () entre dans B(x*,rp) en
temps fini. Mais il est clair que pour tout € € [—€*, €], toute solution est dans une
des boules B(x*(€),r¢) et converge vers x*(e€) lorsque t tend vers l'infini, ce qui
acheve la démonstration. O

Le corollaire suivant reprend les résultats du théoreme dans le cas des systemes
définis dans le cone positif avec une hypothése supplémentaire assurant que 'équi-
libre du probleme perturbé ne tend pas vers le bord quand € tend vers zéro.

Corollaire 5.7. Supposons satisfaites les hypotheses du théoreme (5.6) avec (2 C R}. Si
de plus, le systeme A¢ est uniformément persistant et que I'équilibre x* du systéme non
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perturbé A est strictement positif, alors il existe une constante positive €* < €q assez

proche de O telle que A¢ possede un équilibre unique x*(€), globalement asymptotiquement
stable dans ) qui est strictement positif, pour tout € € [—€*, €*].

Nous donnons a présent une limite uniforme de la solution x¢(xp, t) lorsque € — 0
pour tout t > 0.

Corollaire 5.8. Sous les hypotheses du théoreme 5.6, pour tout 1 > 0, il existe €** €

[0, €o] tel que pour tout € € [—e**, e**]

d(xe(xo,t), x(xo,t)) <1,
pour tout t > 0.

Démonstration. Soit 7 > 0 fixé. Puisque x* est un équilibre globalement asymptoti-
quement stable pour Ay, il existe un temps fini 61 (1) tel que

d(x(xo,t), x*) < g pour tout t > 61(77).

D’apres le Théoreme 5.6 il existe un équilibre x*(e), O(e)-proche de x*, et donc il
existe €1 < ¢ tel que pour tout € € [—ey, €1]

d(x"(e), x7) <

W=

Le méme théoréme montre qu'il existe €* > 0 tel que x*(e) est globalement asymp-
totiquement stable pour A.. Il en résulte qu'il existe un temps fini 6,(77) > 0 tel que

d(xe(xo, 1), x*(€)) < g pour tous t > 6 et —€* < e < €.

Soit T = max{6;,6,}. Alors,
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Dans l'intervalle fini [0, T], par la dépendance continue de la solution par rapport
aux parametres [31, Théoréeme 2, P 84], il existe e < € tel que pour tout € €

[—€2, €]
d(xe(xo,t), x(x0,t)) < 7.

5.2 Application

Théoreme 5.9. Il existe €* > 0 tel que X} est globalement asymptotiquement stable pour
le systeme (5.0.2) dans le cone positif pour tout € € [0, €*].

Démonstration. La matrice Jacobienne du sous-systeme

$=D(1-5) -y fi(S) x1 = g1(S,x1),

‘ (5.2.1)
x1=h1 + (f1(S) — k1) x1 = g2(S, x1),
au point (5%, x7) est donnée par

Dg(s", %) = ( AE RS ) |

Utilisons maintenant le critére de Dulac avec la fonction p(S, x1) = xll ;

J J N o
95 P81 + 5 ~(pg2) = =~ = - fi(S) 2 <0

et par conséquent, (5.2.1) n’admet aucune solution périodique dans le cone posi-
tif. Puisque ce systeme est dissipatif, le théoréme de Poincaré-Bendixson affirme
que l’ensemble w-limite de tout point dans le cone positif est réduit a I'équilibre
unique (5%, x7). D’autre part, toutes les solutions du sous-systeme x;= h; — k;x;, i =

2,1 tendent exponentiellement vers (Z—i,.., Z—Z) lorsque t — +oo, et a l'aide du

Lemme A.6 on voit que X = (5§, x{, Z—;, v Z—Z) est globalement asymptotiquement
stable pour (5.0.2). Par linéarisation, I’équilibre Xjest localement exponentiellement

stable.
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Nous avons vu précédemment que le systeme (5.0.1) possede un seul équilibre
positif. Notons que notre modele n’est autre que le modele (3.1.1) avec f;(S) =
€fi(S) pour i = 2,n. Ainsi, a partir de la preuve du Lemme 3.3 on voit que
limsup,_,  , z(t) est uniforme par rapport a €, donc la dissipativité de (5.0.1) est
uniforme. Dans la preuve du Théoreme 3.4, la preuve de la persistance uniforme
affirme que liminf;_, { x;(#) admet une borne inférieure uniforme en € pour tout

i =1,netliminf;,  S(t) (voir l'inégalité (3.1.4)) est minorée par

D

l(e) =

~/

D + M(y; supgeio u f1(0) +€ ;2 ¥ SuPgejo i fi (0))

La fonction [ est strictement décroissante sur [0, €y, sa borne inférieure est I(ep). On
en déduit que, pour tout € € [0, €] le systeme (5.0.1) est uniformément persistant
avec une borne inférieure indépendante de €. En appliquant le Corollaire 5.7, il
en résulte immédiatement qu’il existe €* > 0 tel que tout équilibre X7 avec € €
[—€*, €*] est globalement asymptotiquement stable pour le systéme dans R, [

Remarque 5.10. Le Corollaire 5.8 donne de plus un résultat d’approximation d"une
solution de (5.0.1) par une solution de (5.0.2) uniformément pour tout ¢ > 0.



Conclusion

Le premier objectif de ce travail a été une étude asymptotique d'un modele de
boues activées proposé par M. Ramanathan et A. F. Gaudy [33]. Sans conditions
autres que celles imposées par les auteurs, le modéle de boues activées avec n-
espéces de microorganismes (3.1.1) est uniformément persistant et ayant un équi-
libre unique dans le cone positif. Ainsi, la coexistence des espéces peut étre réalisée
théoriquement. Pour obtenir la stabilité¢, au moins localement, de 1équilibre positif,
nous avons choisi de réduire le modele par l'utilisation de la théorie des systemes
dynamiques lents-rapides. Le théoréme 4.8 montre la stabilité asymptotique locale
dans le cas de deux espéces de microorganismes et la stabilité asymptotique glo-
bale dans le cas de trois especes pour le modele avec un grand taux de dilution et
de petits coefficients de rendement. Notez que ces résultats pourraient également
étre prouvés en utilisant le théoreme 2 dans (Hoppensteadt [21]) ou le théoreme 1
dans (Wang et Sontag [50]). Pour le cas de trois espéces, nous sommes convaincus
que la stabilité asymptotique globale peut étre étudiée a l'aide de la théorie des
perturbations singulieres et/ou la théorie des systemes dynamiques monotones,
toutes deux permettant de réduire éventuellement la dimension du probleme. Le
paragraphe 3.4 donne une contribution a la compréhension du lien entre le modele
étudié et le modele chemostat avec des taux de mortalité distincts et des fonctions
de croissance monotones, dans le cas n = 2 et h{ = h>. Nous avons montré dans
le théoréme 3.12 que la stabilité asymptotique globale pour le probleme ouvert
[40, chapitre 2, Sec. 4] est déduite de la stabilité asymptotique globale du point
d’équilibre unique de notre modele lorsque h; = hy = 0. Les théorémes 4.8 et 4.9
nous permettent de résoudre un cas particulier de modele singulierement perturbé
de ce probleme ouvert en trois dimensions. Une autre approche permettant d’at-
teindre les mémes objectifs que ceux du paragraphe 3.4 mais pour des dimensions
plus élevées fait 1’objet de notre attention pour nos prochains travaux. Finalement
le dernier chapitre nous a permis d’arriver a la stabilité asymptotique globale de
I'équilibre de coexistence du modeéle régulierement perturbé (5.0.1) avec n-especes
de microorganismes. Ce dernier résultat prouve que la coexistence est possible
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entre tous les groupes dans un processus a boues activées, malgré la différence de

la vitesse de croissance entre les microorganismes.



Annexe A

Outils mathématiques

A.1 Propriétés asymptotiques des équations différen-

tielles autonomes

En dehors des résultats classiques d’existence, d’unicité, de globalité etc... des
solutions d’équations différentielles ordinaires, nous rappelons dans ce qui suit
quelques autres notions adaptées de [3] et de [48].

Soit le systeme autonome :

X:f(X) ) n n
{x(o :xof.UCIR — R, (A.1.1)

~—

ot f = (f1,..., fn) est une application de classe C!, U est un ouvert de R" et
X € U.

Flot : On définit le flot

d: OCRxU—U
(t,x) — O(t,x)

associé a I'équation différentielle ordinaire (on le note souvent ®;(x)) qui, a une
donnée initiale x(0) = x, associe x(t), olt x est la solution du probléeme de Cauchy.

Systéme dissipatif : Le systéme X = f(x) est dit dissipatif si les trajectoires sont asymp-
totiguement uniformément bornées en temps positif, autrement dit, s’il existe un nombre
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réel positif R tel que toutes les solutions x(.) avec x(t) € U pour tout t > 0 satisfont
limsup || x(¢) ||< R.

t——+o00
Ensemble invariant : Un ensemble A C U est dit invariant (resp. positivement inva-
riant) pour (A.1.1) s’il contient son image par le flot pour tout t (resp. pour tout t > 0) :

D (A) C A, VE€ER (resp. VYt > 0).

Si A est un ensemble invariant, alors A (intérieur de A) et A (la fermeture de A)
sont aussi des ensembles invariants, mais cela n'implique pas que dA (le bord de
A) est un ensemble invariant.

Ensembles w-limite et a-limite : L'ensemble des points d’accumulation de T4 (x) =
{®@(x); t > 0} (ensemble de toutes les limites possibles de suites extraites @y, (x) de la
suite (P(x)=0)) est appelé ensemble w-limite de x, plus précisément :

w(x) ={p € R": I (t)ken, tel que ty — Fooetdy(x) — p}

k—+o0 k—+o0
=N {@x): t =T}
T=0

De méme on définit aussi I’ensemble a-limite :

a(x) ={p e R": I (f)ken, tel que ty — —coet Py (x) — p}

k—+o0 k—+o0
= {®_:(x); t > T}
T>0

Ensemble attractant : Une partie des conditions initiales A de U est dite ensemble at-
tractant si elle est incluse dans un compact absorbant Ay tel que

A =) @:(A).

t>0

Le basin d’attraction de A est l'ensemble

B(A) =[] @A)

t<0

De plus, I'ensemble A est dit attracteur s’il existe un point x tel que A = w(x).
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A.2 Stabilité des équilibres d’équations différentielles

autonomes

x=f(x);, f:UCR"'"—-R", (A.2.1)

ot f = (f1,..., fn) est une application de classe C!, U est un ouvert de R".

Stabilité (au sens de Lyapunov) et instabilité [48] : L'équilibre X (i.e. la solution
constante x(t) = X) est dit stable au sens de Lyapunov pour le systeme (A.2.1) si et
seulement si pour tout € > 0, il existe un scalaire v > 0 tel que pour tout xo vérifiant

| xo — % ||< 7, la solution de (A.2.1) issue de xo a t = O, est définie pour tout temps
positif et vérifie || x(t,xo) — % ||< €, pour tout temps t > 0. S’il n’est pas stable, il est dit

instable.

Attractivité [48] : L'équilibre X est dit attractif pour le systeme (A.2.1) si et seulement si
pour tout € > 0, il existe un scalaire r > 0 tel que toute solution x(t) de (A.2.1), partant
en t = 0 du point x telle que || xo — % ||< r, converge vers % lorsque t tend vers +oo.

Lorsque U = R" et r = +o0, on dit que X est globalement attractif.

Stabilité asymptotique [48] : Le point % est un point d’équilibre asymptotiquement
(resp. globalement asymptotiquement) stable pour le systéme (A.2.1) s’il est stable et
attractif (resp. globalement attractif).

Stabilité exponentielle [48] : Le point £ est un point d’équilibre localement exponen-
tiellement stable pour (A.2.1) s'il existe trois nombres réels positifs w,p et r tels que pour
tout xo vérifiant || xo — £ ||< v, la solution de (A.2.1) issue de xo a t = 0, est définie pour
tout temps positif et vérifie || x(t, xo) — £ ||< « || xo — £ || e 7P, pour tout t > 0.

Si la propriété de stabilité exponentielle est vérifiée quelque soit xq, le point d’équilibre est
globalement exponentiellement stable.

Théoréeme A.1 (Stabilité directe au sens de Lyapunov, [13] chapitre 10). Soit £ un
point d'équilibre pour le systeme (A.2.1), etV : W C U — R" une fonction

voisinage de £
continfiment différentiable sur W — {1}, telle que

() V(%) = 0et V(x) > 0 pour tout x € W — {1},
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(i) V(x) < 0 pour tout x € W — {£},

alors % est stable. Dans ce cas V s’appelle une fonction faible de Lyapunov pour £.
Side plus :

(iii) V(x) < 0 pour tout x € W — {%},

alors % est asymptotiquement stable. Dans ce cas V s’appelle une fonction forte de Lyapu-
1nov.

Théoréeme A.2 (Principe d’invariance de LaSalle, [25]). Soit A un sous-ensemble de
R"; supposons que A est un compact positivement invariant pour le systeme (A.2.1) et
V : A C U — R" une fonction continfiment différentiable sur A, telle que V(x) < 0
pour tout x € A. Soient E = {x € A; V(x) = 0} et L le plus grand ensemble invariant par
(A.2.1) et contenu dans E. Alors, toute solution commengant dans A tend vers l'ensemble
L lorsque le temps tend vers l'infini.

Lorsque L est réduit au point £ , alors, X est un point d’équilibre globalement attractif pour
le systeme (A.2.1) dansA.

Stabilité pratique semi-globale [52] : Soit le systeme

£ = flxe) f:U C R'xR: —R" (A2.2)
x(O, 6) = Xy ouvert

un point X de R" est dit semi-globalement pratiquement asymptotiquement stable lorsque
€ — 0 si, pour tout compact K et tout r > 0, il existe g > 0 et T > 0 tels que pour
tout € < €g, tout t > T et tout xg € K, toute solution x(t,xg,€) de (A.2.2) satisfait
| x(t,x0,€) — % ||< 1.

A.3 Systéme dynamique planaire

Théoreme A.3 (Critere négatif de Bendixson, [30] section 3.9). Soit W un ouvert
simplement connexe de R". Si g—Q(xl, x2) + %(xl, X ) est de signe constant et non iden-
tiguement nulle sur W, alors le systeme (A.2.1) n’a aucune orbite périodique incluse dans
W.
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Théoréme A.4 (Poincaré-Bendixson, [13] chapitre 2). On considere le systeme (A.2.1)
avec n = 2. Soit x € U, tel que sa trajectoire positive T 4 (x) = {®P(x); t > 0} est conte-
nue dans un compact K. On suppose que K contient un nombre fini de points d’équilibre.
Alors I'ensemble w(x) prend les formes suivantes :

(i) w(x) est un point d’équilibre.
(i1) w(x) est une orbite périodique.

(iid) w(x) contient un nombre fini d’équilibres et un ensemble d’orbites dont les ensembles
« et w—limites sont des points d’équilibre.

A.4 Quelques notions d’écologie théorique

Soit le modele écologique ot les variables sont positives :

xl' - fi(xllle Y2 xn)/
A4l
{ x;(0) =29 > 0. ( )

Les définitions dans ce paragraphe sont tirées de [7, 8].

Persistance : une espéce 'x;’ est dite persistante si x;(0) > 0 et liminf;, 0 x;(t) > 0.
Le systeme (A.4.1) est dit persistant si toutes les especes sont persistantes.

Persistance uniforme : une espéce 'x;" est dite uniformément persistante si 36; > 0
(indépendant des conditions initiales) tel que liminf; , | x]-(t) > J;. Le systeme (A.4.1)
est dit uniformément persistant si toutes les especes sont uniformément persistantes.

A5 Quelques lemmes utiles dans 1’étude de stabilité

Lemme A.5 (Lemme de Barbalat, [39], P 123). Soit a un réel constant.

(@) Soit f : [a, +oo[— R une fonction différentiable. Si la limite lim;_, o f(t) existe et est
finie et la fonction dérivé f' est uniformément continue sur |a, +oo[, alors lim;_, 4 o f'(t) =
0.

De maniere équivalente :

(i) Soit g : [a,4+co[— R une fonction uniformément continue avec | a+°° | ¢(T) | dT <
co. alors, lim;_, 1o g(t) = 0.
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Lemme A.6 (Lemme de séparation, [47]). Considérons I'équation différentielle ordi-
naire suivante :

X = f(X) X € R,

. (A5.1)
Y=g(X,Y) YeR"k

Soit (X*,Y*) un équilibre pour (A.5.1). Si le systeme (A.5.1) vérifie les hypotheses sui-
vantes

X* est globalement asymptotiquement stable pour X= f(X),
Y*est globalement asymptotiquement stable pour Y= g(X*,Y),

il existe un compact positivement invariant Q) C R" contenant (X*,Y*) dans son inté-
rieur,

alors (X*,Y*) est un équilibre globalement asymptotiquement stable pour la restriction de
(A5.1)a Q.

A.6 Fonction )V de Lambert

La fonction de Lambert est la fonction W définie par 1'équation transcendantale
x = W(x)eVW
telle que x € R et W(x) > —1 [Si nous nous limitons a x > —1/e (ce qui exige
W > —1) alors il existe une fonction et une seule V ainsi définie].
Proposition A.7 ([4]). La fonction de Lambert VV posséde les propriétés suivantes

(@) Pour tout x € R, W(xe*) = x.
(i) Pour x > —1/e, W(x) est différentiable avec

(iii) Pour x > —1/e
- la fonction W(x) est strictement croissante et concave,

- de plus W(x) < x.
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(V) [W(x)dx = x(W(x) + yyy — 1) +C.

A.7 Théoreme des fonctions implicites

Théoreme A.8. Soient U C R x R? un ouvert, p: U — R4 de classe Ck (k €
IN* U {oo}). Supposons que ¢(a,b) = 0 au point (a,b) = (ay,..,ac_4,b1,..,by) € U, et

d9;
{a—b,.(”' & } |
ij=1,..,d

- un voisinage ouvert V de a dans R°~1,

que la matrice

est non singuliere, alors il existe :

- un voisinage ouvert W de b dans R tels que V. x W C U,

- et une unique application ¥ : V — W de classe CX, tels que pour tout (x,y) € U
ol y) =0&y=px).

En particulier, on a ¢(a) = b et ¢(x, f(x)) = 0 pour tout x € V.

A.8 Décomposition de Schur

Matrice unitaire : Soit M une matrice carrée d’ordre n, on dit que M est une matrice
unitaire si M - M* = Idy, ot M* = M ( la matrice transposée de la matrice conjuguée
de M). Les matrices unitaires a coefficients réels sont les matrices orthogonales.

Théoréeme A.9 (Théoreme de Schur, [42, Chapitre 1]). Pour tout A € C'*", il existe
Q € C"" unitaire telle que

A1 bip - by
0 A b

QflAQ:Q*AQ:T: ' 2 . 2',?1 ,
0 --- 0 A,

oit A1, ..., Ay € C sont les valeurs propres de A.
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Remarque A.10. Dans le théoréme précédent les matrices T et Q ne sont pas néces-

sairement uniques.
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RESUME. Cette thése est dédiée a I'étude d'un modéle de chemostat avec recyclage
de dimension 1+n (un substrat, plusieurs espéces). La particularité de ce travail est que
le systéme étudié ne posséde plus qu’un seul point d’équilibre et qu’il est positif. Les
principales difficultés par rapport aux travaux existants sont dues au fait que le point
d’équilibre a une forme implicite. Quand le taux de dilution est grand et que les taux de
rendement sont faibles, par la théorie des systémes dynamiques lents-rapides on établit
la stabilité globale en dimension 3 et la stabilité locale en dimension 4. Ceci permet de
résoudre un probléme ouvert d’exclusion compétitive sous les mémes conditions. Dans la
derniére partie, nous obtenons des résultats théoriques pour les systémes réguliérement
perturbés. Nous appliquons ensuite ces résultats pour déduire la stabilité globale du
point d’équilibre en dimension n+ 1, pour un modéle de compétition entre n — 1 espéces
d’algues et une bactérie.

MOTS CLES. Chemostat avec recyclage ; systémes dynamiques dissipatifs ; stabilité
locale ; stabilité globale ; perturbation réguliére ; systémes lents-rapides; ILDM.

ABSTRACT. The purpose of this thesis is to study a 1 + n dimensional chemostat
model with recycle (one nutrient, several species). The main interest of this work is
that the model does not possess more than one equilibrium in the positive cone. The
main difficulties come from the implicitness of the equilibrium point. By the Theory
of Fast-Slow Dynamical Systems, we show the local stability in 4 dimensions and the
global stability in three dimensions in case of large dilution rate and small yield rates.
This result enables us to solve an open problem of competitive exclusion under the same
conditions in three dimensions. Next, we prove some theoretical results for regularly
perturbed systems. These results are applied to deduce the global stability in n + 1
dimensions when the culture contains n — 1 species of algae and one bacterium.

KEY WORDS. Chemostat with recycle; Dissipative dynamical systems; Local sta-
bility; Global stability; Regular perturbation; Slow-fast systems.
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