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Introduction

0.1 Eléments de synthèse sur les travaux antérieurs

Le produit des variétés Riemanniennes est un moyen d'exhiber de nouvelles variétés
Riemanniennes. Pour étudier les variétés à courbure négative et en utilisant la déformation
homothétique d'une variété produit, Bishop et O'Neill ont introduit la notion du produit
tordu en 1969 [7]. La dé�nition de cette notion est actuellement donnée par : Soient (M1, g1)
et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et f : M1 → R∗ une fonction di�érentiable positive
sur M1, le produit tordu de (M1, g1) et (M2, g2) est la variété produit M1 ×f M2 munie de la
métrique Riemannienne g̃ := π∗g1 + (f ◦π)2σ∗g2, où π et σ sont les projections canoniques de
M1 ×f M2 sur M1 et M2 respectivement. La variété M1 est dite la base de M1 ×f M2 tandis
que M2 est dite la �bre. La fonction f est appelée la fonction de distortion.
La variété Riemannienne produit tordu est une généralisation naturelle de la variété Rieman-
nienne produit. Par exemple, la surface de révolution M obtenue par rotation d'une courbe
(C) plane autour d'une droite L dans son plan est une variété produit tordu. Explicitement,
si M est obtenu en faisant tourner une courbe plane (C) autour d'un axe L dans R3 et
f : (C)→ R+ donne la distance à l'axe, alors M = (C)×f S1.
Aujourd'hui, il est bien connu que la notion du produit tordu joue un rôle important dans le
domaine de la géométrie di�érentielle et celui de la physique, par exemple, le meilleur modèle
relativiste de l'espace temps de Schawarchild, décrivant l'espace de sortie autour d'une étoile
massive ou d'un trou noire, est donné comme produit tordu de variétés adaptées [20].

En 1960 et 1970, lorsque les variétés presque de contact ont été étudiées comme une
contrepartie des variétés presque complexes de dimensions impaires. Le produit tordu a joué
un rôle intéressant dans la clari�cation de la relation entre les variétés presque de contact et
les variétés presque hermitienne [15], [53].

Au moyen d'un changement naturel de la métrique produit, on peut largement construire
des structures presque hemitiennes sur les variétés produits de deux variétés métrique presque
de contact. Puisque beaucoup de structures métrique presque de contact sont maintenant bien
dé�nies (par exemple, voir [10], [32], [37], [44], [54]), cette méthode nous permet de fournir
des di�érents types de structures presque hermitiennes.

Dans [24], A. Gray et L.M. Hervella ont dé�ni 16 classes de structures presque hermi-
tiennes. En utilisant seulement M̃ = M2n+1 × R, le produit d'une variété métrique presque
de contact par la droite réelle, J. A. Oubiña [44], [45] a montré que M̃ peut être munie de
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deux structures presque hermitiennes conformément di�éomorphes. En faisant parcourir ces
structures dans la classi�cation de Gray et Hervella, Oubiña a pu dé�nir quelques classes
remarquables de structures métriques presque de contact en géométrie cosymplectique et en
géométrie Sasakienne [45]. Nous notons ici qu'il a établi pour la première fois, la correspon-
dance bijective (one-to-one) entre les structures de Sasaki et les structures kählériennes [44].
Par une technique similaire, Bär [1] puis Tshikuna-Matamba [55] ont montré qu'il existe une
correspondance bijective entre les 3-structures de Sasaki sur une variété et les structures hy-
perkählériennes.

Par ailleurs, la notion du produit tordu M̃ = R×f M2n de la droite réelle par une variété
kähléerienne a permis à K. Kenmotsu [32] de dé�nir une classe de variétés métriques presque
de contact qui ne sont ni cosymplectiques ni Sasakiennes.
En reprenant la métrique de Kenmotsu lorsque la variété M décrit l'ensemble des classes
de Gray et Hervella, T. Tshikuna-Matamba a pu dégager, dans [54], quelques classes remar-
quables de structures métriques presque de contact semblables à celle de Kenmotsu.

En étudiant le produit de deux variétés métrique presque de contact, M. Capursi [17]
a établi que ce produit est une variété presque hermitienne, il a montré que ce produit
est une variété hermitienne, Kählérienne, presque Kählérienne ou approximativement Kählé-
rienne (nearly Kählerian), si et seulement si, les deux facteurs sont normaux, cosymplectiques,
presque cosymplectiques ou approximativement cosymplectiques respectivement. Blair-Oubiña
[12] ont posé la question ouverte suivante : Quel type de changement de métrique produit
faut il faire pour que le produit de deux variétés Sasakiennes soit une variété Kählérienne ?.
D'autre part, T. Tshikuna-Matamba s'est demandé : Quelles classes remarquables de struc-
tures peuvent être induites sur le produit de deux variétés Riemanniennes ?. Dans [56], il a
pu complété l'étude de Capursi concernant le produit de deux variétés métriques presque de
contact, et celui de Oubiña [44] et [45] sur le produit d'une variété presque hermitienne par
une variété métrique presque de contact. Ensuite, il a traité avec le produit d'une variété
presque quaternion qui a été découvert en 1951 dans les papiers de P. Libermann [39], avec
une variété presque hermitienne métrique presque de contact [35], [11]. Ce produit a été uti-
lisé pour construire d'autres classes de variétés métriques à 3-structure presque de contact [55].

Récemment, en se basant sur les travaux de Tanno [52] (la déformation homothétique
des variétés métrique de contact), Blair [13] a pu introduire la notion de la métrique tordu
D-homothétique sur le produit d'une variété Riemannienne par une variété métrique presque
de contact et il a montré comme l'a fait Oubiña en 1985 dans [44] mais en montrant par
une autre méthode la correspondance (one-to-one) entre la variété Sasakienne et la variété
Kählérienne. Ensuite, il a donné la dé�nition de la métrique tordu D-homothétique doublée
sur le produit de deux variétés métrique presque de contact, considéré comme domaine de
recherche dans l'avenir.
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0.2 Objectif et plan de travail

L'objectif de ce travail est de construire quelques structures presque hermitiennes ou
structures métrique presque de contact sur une variété Riemannienne produit en munissant
les deux facteurs avec quelques structures essentielles. Notre recherche durant les quatre
années, nous a permet d'introduire la notion de lamétrique bi-tordu D-homothétique sur
le produit d'une variété Riemannienne avec une variété métrique presque de contact comme
généralisation de la métrique tordu de Bishop-O'Neill [7] et la métrique tordu D-homothétique
de Blair [13]. En utilisant cette métrique nous avons montré :

� Qu'à partir d'une seule structure Sasakienne nous pouvons construire une famille de
structures Kählérinnes à 1-paramètre.

� Qu'à partir d'une seule structure cosymplectique ou de Kenmotsu nous pouvons construire
une famille de structures conformément Kählérinnes à 1-paramètre.

� Qu'à partir d'une seule structure Sasakienne nous pouvons construire une famille de
structures de Kenmotsu à 1-paramètre.

� Qu'à partir d'une structure 3-Sasakienne nous pouvons construire une structure Käh-
lérienne quaternionique.

� Qu'à partir d'une variété β-Kenmotsu classique nous pouvons construire une variété
Kählérienne généralisée.

De plus, nous avons donné la notion de la métrique bi-tordu D-homothétique doublée sur
le produit de deux variétés métrique presque de contact. Malheureusement, cette dernière
ne donne pas une réponse positive pour le problème de Blair-Oubiña mais elle généralise le
résultat de Capursi [17].
D'autre part, nous avons étudié le produit de deux variété métrique presque de contact presque
hermitienne. Après avoir construire une structure 3-cosymplectique puis une structure mé-
trique quaternionique à partir d'une structure métrique presque de contact presque hermi-
tienne, nous donnons une construction d'une structure métrique quaternionique sur le produit
de deux variété métrique presque de contact presque hermitienne. Cela donne une nouvelle
réponse positive à un problème ouvert posée par Tshikuna-MATAMBA [56].

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres :

Le présent chapitre d'introduction présente des travaux antérieurs concernant le sujet, et
contient aussi un résumé des résultats que nous avons obtenus.

Le chapitre suivant (chapitre 1), contient des généralités sur les notions de la géométrie
Riemannienne nécessaires pour le reste de ce mémoire. En particulier, nous rappelons les
tenseurs et les formes di�érentielles sur une variété Riemannienne.

Quant au chapitre 2, il est consacré à la notion de la variété Riemannienne produit. Nous
rappelons les dé�nitions et les propriétés en donnant quelques types de métriques Rieman-
niennes qu'on peut dé�nir sur une variété produit, nous donnons aussi leurs connexions.

Les structures presque hermitiennes et les structures presque de contact sur une variété
Riemannienne font l'objet du chapitre 3. Nous donnons les dé�nitions des structures qui
interviendront dans ce travail, notamment les structures Trans-Sasakienne, Sasakianne, Co-
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symplectique, Kenmotsu et Kählérienne avec des exemples et nous citons quelque passages
reliants ces structures.

Finalement, dans le dernier chapitre nous présentons avec les détails nos résultats obtenues.
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0.3 Introduction en arabe

مقدّمة 

 

... قبل كل شيء 

في دراشث لمٌِعّات ذات . يعخبر جُداء المٌِعّات الريىاًيث إخدى الأدوات الهاوّث في إنشاء وٌِعّات ريىاًيث جديدة
 1969وي إدراج وفُِم الجدُاء الإلتفافي شٌث  [3]التقِسّ الصامب ، حىكي كلا وي ةيشِب و أوًايل 

كخعىيه طتيعي لجدُاء المٌِعّات الريىاًيث و الذي أصتح في وا ةعد ينعب دورا وُىّا في عديد المجالات وٌُا 
. الهٌدشث التفاطنيث و مجال امفيزياء

، عٌدوا أدرجج المٌِعّات التلامصيث حقريتا كصٌف وقاةل لنىٌِعّات المركّتث حقريتا ، 1970 و 1960في 
ةاشخعىال . معب الجدُاء الإلتفافي دورا ةارزا في حِطيح امعلاقث ةين الصٌفين كىا أنشئج جصِر الاًخقال ةيٌُىا

حغيير طتيعي لمترك الجدُاء، نصخطيع إنشاء ةنى مركّتث حقريتا على جُداء وٌِعّات مزودة ةبنى حلامصيث حقريتا و 
. امعكس أيظا ةاعختار أن البنى التلامصيث حقريتا ةعدَا فردي و ةعد البنى المركّتث حقريتا زوجي

.           صٌفا وي البنى المركتث حقريتا ( 16) َيرفلا قدوا حعريفا لصخث عشر . م. كراي و ل. ، أ[20] في المرجع 
و ةاشخعىال  2 1nM M 

  عِّث وتريث حلامصيث حقريتا وع المصخقيه الحقيقي، ةرَي ج أوبيٌا . أ. جُداء وٌ
و ةعرض َاحين البنيتين .  ةبٌيخين َارويصيخين حقريتا وتشاكلخين حفاطنياMأًٍ يىكي حزويد  [41]، [40]

َيرفلا، حىكي أوبيٌا وي حعريف ةعض البنى الهاوث خاصث في ٌَدشث شازاكي . م. كراي و ل. على حصٌيف أ
و  . [40]نشير ٌَا أًٍ حىكي و لأول مرّة وي تحديد الاصطفاف التقاةلي ةين ةنى شاشاكي و ةنى كامير . [41]

وي حأكيد َذا التقاةل ةين البنى ثلاثيث الصاشاكي و  [51]واحاوتا -ةخقٌيث مماثنث اشخطاع كلا وي ةار و تشيكيٌا
.   ةنى كامير الزائديث

وي جُث أخرى، و ةاشخعىال  2n

fM M  عِّث كامير ةالمصخقيه الحقيقي اشخطاع ك .  الجدُاء الالتفافي لمٌ
عِّث  [28]كاًىِتصِ  .  على حصٌيف أ2nMادراج صٌف جديد وي البنى التلامصيث حقريتا،  و ةخىرير المٌ
وي اشخخراج ةعض البنى التلامصيث حقريتا  [50]واطاوتا -تشيكيٌا. َيرفلا، حىكي ت. م. كراي و ل

. المىاثنث لبنيث كاًىِتصِ
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مقدّمة 

 - 1تابع - 

عّْة كاهير إذا و فقط إذا كاٍت [13]في البحح  عّْجين  ثلامسيجين ثقريبا ِْ يَ ، برٌِ كابيرسي أن جُداء يَ
سًْبلالجيك   عّْجين يٌ ًٍط ل المسأهة  [8]أوبيَا -و يٌ خىّ طرح اهعالمان بوير. (cosymplectique)المَ

حْة التالية عّْجين ساسميتين ِْ /" المفج يا ٍْع التغيير الذي ٍدخوُ على يترك الجدُاء حتى يكْن جُداء يَ
عّْة كاهير؟ ". يَ

إدراج  [9]، اسجطاع بوير (التحْين المحاكي لوًَْعّات التلامسية   ) [48]مؤخرا و اعجًادا على أعًال طاٍْ 
عّْة ريًاٍية  بأخرى يترية ثلامسية ثقريبا و قد ثًكٌ يٌ -يفّْم الجدُاء الإلتفافي ت تحاكي  على جُداء يَ

لًا أدرج يفّْم . 1985سَة  [40]ثْظيفُ في إخبات التقابن بين بنى ساساكي و بنى كاهير لًا فعن أوبيَا 
عّْجين مزودثين ببَيجين ثلامسيجين ثقريبا باعجباره مجالا رحبا -الجدُاء الإلتفافي ت تحاكي  المزدوج بين يَ

. لوبحح في ييدان البنى مسجقبلا

: الهدف و مخطط العمل

يٌ أجن ذلك، . ِدف ِذه المذلرة يجوخص في دراسة و يَاقشة جُداء المَْعّات المزودّة ببعض البنى الأساسية 
َّا يٌ إدراج يفّْم  عْجين إحداًِا على الأقن مزودة تحاكي-(2n)الُجداء ثنائي الإلتفاف ثًم  على جداء يَ

/ ببَية يترية ثلامسية ثقريبا و قًَا بجْظيفُ في إخبات النجائج  التالية

ًَا بذلك فمرة التقابن  - ًّ اٍطلاقا يٌ بنية ساساكي واحدة يًكٌ انشاء عائوة يٌ بنى كاهير و ع
 .كالار- ساساكي

سًْبومجيمية أو بنية كاًٍْتسْ يًكٌ انشاء عائوة يٌ بنى كاهير المطابقة محويا -  .اٍطلاقا يٌ بنية ل

 .اٍطلاقا يٌ بنية ساساكي واحدة يًكٌ انشاء عائوة يٌ بنى كاًٍْتسْ -

 .اٍطلاقا يٌ بنية خلاخية الساساكي يًكٌ انشاء بنية كاهير كاثرٍيْ -

عّْة  - ًة-βاٍطلاقا يٌ يَ ًّ عّْة كاهير المع  .كاًٍْتسْ اعجيادية يًكٌ انشاء يَ
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مقدّمة 

 - 2تابع - 

لا يػؽي -  للأسف–و ٍبرٌِ أن ِذا المترك المزدوج  تحاكي-(2n)الُجداء ثنائي الإلتفاف بػد ذلك ٍقدّم يفّْم 
رْبة لمسأهة بوير غّْتي ساساكي لا -أوبيَا و إًٍا يساٍد ورّة ٍظر كلابي-إرابة م إلًان اهتي يفادِا أن رُداء يَ

غّْة كاهير أبدا .  يػؽي يَ

فبػد أن قًَا بإنشاء بنية ، في ٍّاية ِذه المذلرة، قًَا بدراسة البني المترية التلامسية ثقريبا المركّبة ثقريبا
خلاخية ثلامسية ثقريبا خى بنية خلاخية مركّبة ثقريبا اٍؽلاقا يٌ بنية يترية ثلامسية ثقريبا مركبة ثقريبا قديَا 

غْجين  يتريتين ثلامسيجين ثقريبا مركبتين  غّْة ذات بنية خلاخية مركّبة ثقريبا اغجًادا على رداء يَ إنشاء لمَ
حْة اهتي ؼرحّا تشميَا [. 55]ياؼايبا -ثقريبا يقديين بذلك إرابة غٌ إحدى المسائن المفج

: هذه المذكّرة مقسمة إلى خمسة فصول 

فطن المقدّية الحالي،  ٍقدم فيُ خلاضة غٌ الدراسات اهتي أرريت في ِذا الاتجاه و مخؽػ اهػًن المػجًد في 
. ِذه المذلرة لًا يغى أيغا موخطا غٌ أِى الججائذ اهتي حطوَا غويّا

ٍذلّر فيُ ببػظ التػاريف الأساسية و الخْاص الهايّة لًا . اهفطن الثاني،  مخطّص لجدُاء المَْعّات الريًاٍية
غّْجين ريًاٍيجين يع اغؽاء  ٍػؽي فيُ الأًٍاط المػروفة لوًترك الريًاني الذي يًكٌ ثػريفُ على رُداء يَ

. سيفيؽا لكل ًٍػ-مركّبات وضوة لْفي

ٍػؽي . البنى التلامسية ثقريبا و البنى الهارييسية ثقريبا هي محجْى اهفطن الثاهح و الرابع على التْالي
ثػاريف و خْاص البنى المػجًدة في ِذا اهػًن و نخص بالذلر بنية ساساكي، بنية كاًٍْتسْ و بنية كاهير  يع 

. أيدوة يَاسبة و نحدد الجسْر اهتي ثْعح اهػلاقات بيَّا

اهفطن الأخير ِْ اهفطن المخطّص لتفطين الججائذ الأضوية المجحطّن غويّا و اهتي ثرثكز على المترك 
ى و الجدُاء الالتفافي ت-الجديد المدرج و ٍقطد الجدُاء الالتفافي ت ًّ ى و بػظ -تحاكي المػ ًّ تحاكي المزدوج المػ

غّْجين مزودثين ببنى مخجوفة  .ثؽبيقاثًّا في إنشاء بنى على رُداء يَ
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0.4 Principaux résultats

Dé�nition 0.4.1. (page. 63)
Soient (M ′m, g′) une variété Riemannienne, (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque
de contact. La métrique bi-tordu D-homothétique sur M̃ = M ′ ×M est dé�nie par

g̃ = g′ + f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η.

où f et h sont deux fonctions di�érentiables sur M ′ véri�ant fh 6= 0 partout.
De plus, le couple (M̃, g̃) s'appelle variété Riemannienne produit bi-tordu D-homothétique.

Proposition 0.4.1. (page. 64)
Soient ∇′,∇ and ∇̃ les connexions Riemannienne associées à g′, g, et g̃ respectivement.
Pour tous X ′, Y ′, Z ′ champs de vecteurs sur M ′ indépendants de M et de même pour X, Y, Z
champs de vecteurs sur M , en particulier [X ′, Y ′] est tangent à M ′, [X, Y ] est tangent à M
et [X ′, Y ] = 0. On a

∇̃X′Y ′ = ∇′X′Y ′,

∇̃X′Y = ∇̃YX
′ = X′(f)

f
g(Y, Z) + X′(h)

h
η(Y )η(Z),

g̃(∇̃YZ,X
′) = −fX ′(f)g(Y, Z)− f

(
(h2 − 1)X ′(f) + fhX ′(h)

)
η(Y )η(Z),

2g̃(∇̃XY, Z) = 2g̃(∇XY, Z) + f 2(h2 − 1)
((
g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X)

)
η(Z)

+2dη(X,Z)η(Y ) + 2dη(Y, Z)η(X)
)
.

Théorème 0.4.1. (page. 66)
Pour une variété Riemannienne (M ′, g′), une variété métrique presque de contact (M2n+1, ϕ, ξ, η, g)
et une métrique bi-tordu D-homothétique sur M̃ = M ′ ×M on a

1. Pour tout y0 ∈M , M ′ × {y0} est une sous variété totalement géodésique.

2. Si grad′(h − f) = 0 alors pour tout x′0 ∈ M , {x′0} ×M est une sous variété quasi-
ombilicale et sa 2-forme fondamentale est

σ(X, Y ) = −f
(
g(X, Y ) + (h2 + fh− 1)η(X)η(Y )

)
grad′f.

3. La courbure moyenne de M dans M ′ ×M est donnée par

H = −grad′
((2n+ h2)f 2

2(2n+ 1)

)
.

4. Pour tout x′0 ∈M ′, la sous variété {x′0} ×M est minimale si et seulement si

h2 =
2c(2n+ 1)

f 2
− 2n
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où c > 0 et dans ce cas {x′0} ×M est quasi-ombilicale et sa 2-forme fondamentale est

σ(X, Y ) =
1

2

(
g(X, Y )− 2n+ 1

f 2
η(X)η(Y )

)
grad′f 2.

5. Si dη(ξ,X) = 0 pour tout champ de vecteurs X sur M ( c.à.d. les courbes intégrales de
ξ sont des géodésiques ). Alors, le champ de vecteurs de Reeb ξ est g̃-Killing si et seulement
si il est g-Killing.

Théorème 0.4.2. (page. 70)
Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact. On dé�nit sur la variété M =
R×M une structure presque complexe (g̃, J̃) par

g̃ = dt2 + f 2g + f 2(f ′2 − 1)η ⊗ η,

J̃(a
∂

∂t
,X) =

(
ff ′η(X)

∂

∂t
, ϕX − a

ff ′
ξ
)
,

où fh 6= 0 partout et X un champ de vecteurs sur M . Alors on a
1. La structure métrique presque de contact sur M est une structure métrique de contact

si et seulement si la structure presque hermitienne (g̃, J̃) est presque Kälérienne pour
toute fonction f sur R telle que ff ′ 6= 0. De plus, la structure sur M est Sasakienne
si et seulement si la structure (g̃, J̃) sur M̃ est Kählérienne.

2. La structure métrique presque de contact sur M est presque cosymplectique si et seule-
ment si la structure presque hermitienne (g̃, J̃) satisfait dΩ̃ = 2ff ′(dt∧Φ) dans ce cas
la structure est conformément presque Kählérienne. De plus, la structure sur M est co-
symplectique si et seulement si la structure (g̃, J̃) on M̃ est conformément Kählérienne.

3. La structure métrique presque de contact sur M est presque Kenmotsu si et seulement
si la structure presque hermitienne (g̃, J̃) satisfait dΩ̃ = 2f(f ′dt + fη) ∧ Φ dans ce
cas la structure est conformément presque Kählérienne si et seulement si η est exacte.
De plus, si la structure sur M est de Kenmotsu alors la structure (g̃, J̃) sur M̃ est
conformément Kählérienne si et seulement si η est exacte. et aussi, si η = −dβ pour
quelque β ∈ C∞(M̃) alors e2(β−ln |f |)g̃ sera une métrique Kählérienne sur M̃ .

Théorème 0.4.3. (page. 74)
Soit M(c) un espace de forme Sasakienne. Donc on a

� Cas 1. R∗ ×M est une variété Kählerienne plat pour f(t) = ± t
2

√
c+ 3 où c > −3.

� Cas 2. I×M est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomorphique

C > 0 pour f(t) =
√

c+3
C

sin( t
2

√
C) où c > −3 et I = R− {mπ√

C
/m ∈ Z}.

� Cas 3. R ×M est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomor-

phique C < 0 for f(t) = −1
2
√
−C

(
c+ 3− e± 1

2
(t−1)

√
−C
)
.

Théorème 0.4.4. (page. 76)
Soient (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété η-Einstein. Alors, on a
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(1) Si f(t) = t
√

1− p avec p < 1, alors le produit R∗×M avec la métrique (4.6) est Ricci
plat.

(2) Si f(t) =
√

1−p
−q sin(−t

√
−q) avec p < 1, alors le produit I1×M avec la métrique (4.6)

est une variété Kähler-Einstein pour λ = −2k(n+ 2), où k est une constante négative
et I1 = R− {− mπ

2
√
−q/m ∈ Z}.

(3) S f(t) = 1√
q

sinh(t
√
q) + p

2
√
q
e−t
√
q, then the product I2×M avec la métrique (4.6) est

une variété Kähler-Einstein pour λ = −2k(n + 2), où k est une constante positive et
I2 = R− { 1

4
√
q

ln
(
1− p)2

)
/p 6= 1} .

Théorème 0.4.5. (page. 80)
Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne. On dé�nit sur la variété M = I× R×M où I et
un intervalle ouvert dans R, une structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) par

ϕ
(
a
∂

∂r
, b
∂

∂t
,X,

)
=
(

0, ff ′η(X)
∂

∂t
, ϕX − b

ff ′
ξ
)
,

ξ =
∂

∂t
, η = dt,

g = dr2 + k2
(
dt2 + f 2g + f 2(f ′2 − 1)η ⊗ η

)
.

où k = k(r) et f = f(t) deux fonctions sur R2 telle que ff ′ 6= 0 partout et X un champ de
vecteurs sur M . Alors on a

1. (M,ϕ, ξ, η, g) est une variété cosymplectique ssi k = constant.
2. (M,ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu ssi k = cer avec c ∈ R.

Théorème 0.4.6. (page. 85)
Soit

(
M4n+3, (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1, g

)
une variété 3-Sasakienne. Une structure presque hermitienne

quaternionique
(
(J̃α)3

α=1, g̃) dé�nie sur R×M4n+3 par

J̃α(a
∂

∂t
,X) =

(
fh ηα(X)

∂

∂t
, ϕαX −

a

fh
ξα

)
,

où X un champ de vecteurs sur M et

g̃ = dt2 + f 2g + f 2(h2 − 1)
i=3∑
i=1

ηi ⊗ ηi,

où f, h deux fonctions sur R telle que fh 6= 0 partout est une structure :
(1). HyperKählérienne si f(t) = t.
(2). Kählérienne quaternionique si f(t) = 1√

c
sin(
√
ct) où c est une constante positive.

(3). Kählérienne quaternionique si f(t) = 1√
−c sinh(

√
−ct) où c est une constante néga-

tive.

Théorème 0.4.7. (page. 86)
Toute variété (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) connexe et β-Kenmotsu où β est une constante, engendre une
famille de structures Kählérienne généralisées à trois paramètres (g̃, b̃, J̃±) sur M × R.
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Théorème 0.4.8. (page. 88)
Toute variété Kählérienne (M ′2n, J ′, g′, ω′) , engendre deux familles de structures Kählé-
riennes généralisées à 1-paramètre(

g̃,
1

2

√
c− h4(ae−2r + be2r)ω′, J̃±

)
,

et (
g̃, h2

(
a cos(2r)− b sin(2r)

)
ω′, J̃±

)
.

Dé�nition 0.4.2. (page. 89)
Soient (M ′ϕ′, ξ′, η′, , g′) et (M,ϕ, ξ, η, g) deux variétés métrique presque de contact. La mé-
trique bi-tordu D-homothétique doublée sur M̃ = M ′ ×M est dé�nie par

g̃ = F 2g′ + F 2(H2 − 1)η′ ⊗ η′ + f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η.

où f, h sont deux fonctions sur M ′ et F,H sont deux fonctions sur M telle que fh 6= 0 et
FH 6= 0 partout.

Proposition 0.4.2. (page. 89)
Soit ∇̃,∇′ et ∇ les connexions de g̃, g′, and g respectivement. Pour tous X ′, Y ′ champs de
vecteurs tangent a M ′ et indépendant de M et de même pour X, Y , nous avons

g̃(∇̃X′Y ′, Z ′) = g̃(∇′X′Y ′, Z ′)

+ F 2(H2 − 1)
(1

2

(
g′(∇′X′ξ′, Y ′) + g′(∇′Y ′ξ′, X ′)

)
η′(Z ′)

+ dη′(X ′, Z ′)η′(Y ′) + dη′(Y ′, Z ′)η′(X ′)
)
,

g̃(∇̃XY
′, Z ′) = g̃(∇̃Y ′X,Z ′) = −g̃(∇̃Z′Y ′, X)

= FX(F )g′(Y ′, Z ′) + F
(
(H2 − 1)X(F ) + FHX(H)

)
η′(Y ′)η′(Z ′),

g̃(∇̃X′Y, Z) = g̃(∇̃YX
′, Z) = −g̃(∇̃ZY,X

′)

= fX ′(f)g(Y, Z) + f
(
(h2 − 1)X ′(f) + fhX ′(h)

)
η(Y )η(Z),

g̃(∇̃XY, Z) = g̃(∇XY, Z)

+ f 2(h2 − 1)
(1

2

(
g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X)

)
η(Z)

+ dη(X,Z)η(Y ) + dη(Y, Z)η(X)
)
.

Théorème 0.4.9. (page. 90)
Soient (M ′ϕ′, ξ′, η′, , g′) et (M, , ϕ, ξ, η, g) deux variétés métrique presque de contact et g̃ la
métrique bi-tordu D-homothétique doublée sur M̃ = M ′ ×M dé�nie ci-dessus (4.3.1) alors,
on a les assertions suivantes :

1. Pour tout x′0 ∈ M ′, la sous variété {x′0} ×M est quasi ombilicale si grad′h = grad′f
et dans ce cas la 2-forme fondamentale σ est donnée par

σ(X, Y ) = − 1

2F 2

(
g(X, Y ) + (h2 + fh− 1)η(X)η(Y )

)(
grad′f 2 +

1−H2

H2
ξ′(f 2)ξ′

)
.
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2. Pour tout x′0 ∈M ′, la sous variété {x′0}×M est minimale si et seulement si h2 = c
f2
−2n

où c est une constante positive et dans ce cas la 2-forme fondamentale σ est donnée par

σ(X, Y ) = − 1

2F 2

(
g(X, Y )− (2n+ 1)η(X)η(Y )

)(
grad′f 2 +

1−H2

H2
ξ′(f 2)ξ′

)
.

3. Si ∇ξξ = 0 alors,

∇̃ξξ = − 1

2F 2

(
grad′(f 2h2) +

1−H2

H2
ξ′(f 2h2)ξ

)
.

Les mêmes résultats par symétrie, nous pouvons les conclure dans la second direction (
c.à.d. pour la sous variété M ′ × {x0} où x ∈M).

Dé�nition 0.4.3. (page. 89)
Soient (M ′ϕ′, ξ′, η′, , g′) et (M,ϕ, ξ, η, g) deux variétés métrique presque de contact. La mé-
trique bi-tordu D-homothétique doublée sur M̃ = M ′ ×M est dé�nie par

g̃ = F 2g′ + F 2(H2 − 1)η′ ⊗ η′ + f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η.

où f, h sont deux fonctions sur M ′ et F,H sont deux fonctions sur M ′ ×M telle que fh 6= 0
et FH 6= 0 partout.

Proposition 0.4.3. (page. 94)
Soient (M ′ϕ′, ξ′, η′, , g′) et (M,ϕ, ξ, η, g) deux variétés métrique presque de contact.Soient
∇̃,∇′ et ∇ les connexions de g̃, g′, and g respectivement où

g̃ = F 2g′ + F 2(H2 − 1)η′ ⊗ η′ + f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η.

et F, f deux fonctions sur M̃ = M ′ × M . Pour tous X ′, Y ′ champs de vecteurs tangent a
M ′ et indépendant de M et de même pour X, Y , nous donnons la connexion tilde nabla
explicitement par

∇̃X′Y ′ =∇′X′Y ′ −
1

2

(
Y ′(lnF 2)ϕ′2X ′ +X ′(lnF 2)ϕ′2Y ′

)
− α′

F 2
(1− F 2)

(
η′(Y ′)ϕ′X ′ + η′(X ′)ϕ′Y ′

)
+
(
β′(1− F 2)− 1

2

(
grad′(lnF 2) + (F 2 − 1)η′

(
grad′(lnF 2)

))
g′(ϕ′X ′, ϕ′Y ′)ξ′

− 1

2f 2

((
grad(F 2) + (f 2 − 1)η

(
grad(F 2)

))
g′(ϕ′X ′, ϕ′Y ′)ξ,

∇̃X′Y = ∇̃YX
′ = −1

2

(
Y (lnF 2)ϕ′2X ′ +X ′(ln f 2)ϕ2Y

)
,

∇̃XY =∇XY −
1

2

(
Y (ln f 2)ϕ2X +X(ln f 2)ϕ2Y

)
− α

f 2
(1− f 2)

(
η(Y )ϕX + η(X)ϕY

)
+
(
β(1− f 2)− 1

2

(
grad(ln f 2) + (f 2 − 1)η

(
grad(ln f 2)

))
g(ϕX,ϕY )ξ

− 1

2F 2

((
grad′(f 2) + (F 2 − 1)η′

(
grad′(f 2)

))
g(ϕX,ϕY )ξ′.
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Proposition 0.4.4. (page. 96)
Soient (M ′, ϕ′, ξ′, η′, g′) et (M,ϕ, ξ, η, g) deux variétés trans-Sasakienne de type (α′, β′) et
(α, β) respectivement. Alors, la variété (M̃ = M ′ ×M, J̃, g̃) avec

g̃ = F 2g′ + (1− F 2)η′ ⊗ η′ + f 2g + (1− f 2)η ⊗ η,

où F, f sont des fonctions sur M̃ et

J̃(X ′, X) =
(
ϕ′X ′ − η(X)ξ′ , ϕX + η′(X ′)ξ

)
,

est Kählerian si et seulement si

grad′f 2 = −2αξ′, grad ln f 2 = −2βξ,

gradF 2 = 2α′ξ, grad′ lnF 2 = −2β′ξ′.

Théorème 0.4.10. (page. 96)
Soient M ′ et M deux variétés métrique presque de contact. Considérons la structure presque
hermitienne (g̃, J̃) sur M ′ ×M donnée par

g̃ = F 2g′ + (1− F 2)η′ ⊗ η′ + f 2g + (1− f 2)η ⊗ η,

où F, f sont des fonctions sur M̃ et

J̃(X ′, X) =
(
ϕ′X ′ − η(X)ξ′ , ϕX + η′(X ′)ξ

)
.

Alors, la variété(M ′ ×M, g̃, J̃) est Kählerian si et seulement si
(1) : M ′ est une variété connexe β′-Kenmotsu et M est une variété connexe β-Kenmotsu

avec F 2 = e−2β′ρ′ et f 2 = e−2βρ.
(2) : M ′ est une variété connexe β′-Kenmotsu et M est une variété α-Sasakienne avec

F 2 = e−2β′ρ′ et f 2 = −2αρ′.
(3) : M ′ est une variété connexe cosymplectique et M isest une variété α-Sasakian avec

F = constant et f 2 = −2αρ′.
(4) : M ′ et M sont deux variétés connexes cosymplectique avec F et f sont constantes.

Théorème 0.4.11. (page. 101)
La variété

(
M̃, g̃, (J̃i)

3
i=1

)
est hyperkählérienne si et seulement si

(
M4m+2, g, J, (ϕi, ξi, ηi)

2
i=1

)
et
(
M ′4m′+2, g, J ′, (ϕ′i, ξ

′
i, η
′
i)

2
i=1

)
sont deux variétés cosymplectique-Kählérienne.



chapter 1

Variétés Riemanniennes

Ce chapitre est élémentaire, au sens où la plus part des concepts étudiés sont des outils
nécessaires pour le reste de ce mémoire.

On va rappeler quelques dé�nitions fondamentales sur la théorie des variétés Rieman-
niennes on appuyant sur les tenseurs, les formes et les courbures.

Pour les détails voir ( [21], [33],[34]).

1.1 Les tenseurs

1.1.1 Champ de vecteurs

On désigne par TpM l'espace tangent à une variété M en un point p. Les espaces tangents
TpM où p parcourt la variété M forment une variété di�érentiable de dimension 2n ( ou
n = dimM ), noté TM qui se projette canoniquement sur M . La projection

π : TM −→M

associe à tout vecteurX son point d'application, c'est-à-dire un point p ∈M tel queX ∈ TpM ,
de sorte que TpM = π−1(p). Les sections de cette projection, c'est-à-dire les applications
di�érentiables

X : M −→ TM

p 7−→ Xp

telles que π ◦ X = id c.à.d. Xp ∈ TpM , s'appellent champs de vecteurs sur M . Ces champs
de vecteurs engendrent canoniquement un espace vectoriel (de dimension in�nie) qui sera
désigné par X(M).

Dé�nition 1.1.1. Soit M une variété di�érentiable.
Le crochet de Lie noté [, ] est dé�nie par [X, Y ] = XY −Y X pour tous X, Y ∈ X(M) véri�ant
les propriété suivantes :

1. [, ] est bilinéaire et antisymétrique.

2.
[
[X, Y ], Z

]
+
[
[Y, Z], X

]
+
[
[Z,X], Y

]
= 0 pour X, Y ∈ X(M).

3. [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X pour X, Y ∈ X(M) et f, g ∈ C∞.
4. [X, Y ] = (X i ∂Y j

∂xi
− Y i ∂Xj

∂xi
) ∂
∂xj

oùX = X i ∂
∂xi

et Y = Y j ∂
∂xj

.
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1.1.2 Tenseur sur une variété

Dé�nition 1.1.2. • Pour tout p ∈M nous dé�nissons l'espace vectoriel

T (r,s)
p M = TpM ⊗ TpM ⊗ · · · ⊗ TpM︸ ︷︷ ︸

sfois

⊗T ∗pM ⊗ T ∗pM ⊗ · · · ⊗ T ∗pM︸ ︷︷ ︸
rfois

• Un élément T ∈ T (r,s)
p M est un tenseur de type (r, s) au-dessus de p. Dans une base

associe à des coordonnées (xi au voisinage de p), il s'écrit

T |p = T i1i2···irj1j2···js(p)
∂

∂xi1
(p)⊗ ∂

∂xi2
(p)⊗ · · · ∂

∂xir
(p)⊗ dxj1|p ⊗ dxj2|p ⊗ · · · dxjs|p

où, T i1i2···irj1j2···js(p) sont des fonctions di�érentiables de classe C∞.

• On note T (r,s)M =
⋃
p∈M

T (r,s)
p M l'espace vectoriel des tenseur de type (r, s).

Dé�nition 1.1.3. Un champ de tenseur de type (r, s) est une section de classe C∞ de T (r,s)M .
L'ensemble des champs de tenseur de type (r, s) est noté par T(r,s)M .

1.1.3 Métriques Riemanniennes

Dé�nition 1.1.4. Soit M une variété di�érentiable. Une métrique Riemannienne g sur M
est un tenseur de type (0, 2) tel que pour tout p ∈ M l'application gp : TpM × TpM → R est
une application bilinéaire , symétrique , dé�nie positive et non dégénéré.

M munie d'une métrique Riemannienne g est appelée variété Riemannienne ,noté (M ; g).

Remarque 1.1.1. Dans un système de coordonnées locales (x1, . . . , xn) . Les composantes
de g sont gij = g( ∂

∂xi
, ∂
∂xj

) , où (gij)1≤i,j≤n est la matrice symétrique inversible associé à g .

1.1.4 Tenseur sur une variété Riemannienne

Dé�nition 1.1.5. Un tenseur de type (0, r) ou ( d'ordre r )sur une variété Riemannienne
M est une application multilinéaire

T : X(M)× X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
rfois

→ C∞

pour Y1, · · · , Yr ∈ X(M), T (Y1, · · · , Yr) est une fonction di�érentiable sur M linéaire pour
chaque argument c'est à dire,

T (Y1, · · · , fX + gY, · · · , Yr) = fT (Y1, · · · , X, · · · , Yr) + gT (Y1, · · · , Y, · · · , Yr)

avec X, Y ∈ X(M) et f, g ∈ C∞.
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1.1.5 Connexion Riemannienne

Connexion linéaire

Dé�nition 1.1.6. Une connexion linéaire sur une variété di�érentiableM est une application

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

telle que pour tous X,X ′, Y, Y ′ ∈ X(M) et f, g ∈ C∞(M)
1) ∇fX+gX′(Y ) = f∇X(Y ) + g∇X′(Y ),
2) ∇X(Y + Y ′) = ∇X(Y ) +∇X(Y ′),
3) ∇X(fY ) = f∇X(Y ) +X(f)Y .

Dé�nition 1.1.7. Soit (U,ϕ) une carte sur une variété di�érentiable M de dimension n et
{xi} les coordonnées assocoées pour les quelles on note ∂i = ∂

∂xi
.

Les symboles de Christo�el d'une connexion ∇ relativement aux coordonnées {xi} sont les n3

fonctions Γkij ∈ C∞(M) dé�nies par

∇∂i∂j =
∑
k

Γkij∂k.

Lemme 1.1.1. Localement, les symboles de Christo�el déterminent entièrement la connexion
∇. Plus précisement, pour X = X i ∂

∂xi
= X i∂i et Y = Y j ∂

∂xj
= Y j∂j, alors

∇XY =
(
XY k +X iY jΓkij

)
∂k

Torsion d'une connexion

Dé�nition 1.1.8.
La torsion d'une connexion est un tenseur de type (1; 2) dé�ni par l'expression

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

T (X, Y ) est donc un champ de vecteurs. Par dé�nition, nous remarquons que

T (X, Y ) = −T (Y,X).

La nullité du tenseur de torsion est équivalente à la relation Γkij = Γkji pour tous i, j, k. En
e�et, il est facile de constater que ce tenseur est la partie antisymétrique des symboles de
Christo�el : T kij = Γkij − Γkji pour tous i, j, k.

Localement, pour X = X i ∂
∂xi

et Y = Y j ∂
∂xj
∈ X(M) on a

T (X, Y ) = X iY j(Γkij − Γkji)
∂

∂xk
.
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Connexion Riemannienne

Dé�nition 1.1.9. On dit qu'une connexion linéaire sur une variété Riemannienne (M ; g)
est métrique ou Riemannienne si g est parallèle c.à.d. ∇g = 0.

Dé�nition 1.1.10. Soit M une variété Riemannienne. Il existe une unique connexion ∇ sur
le �bré tangent TM telle que :

(•) la torsion de ∇ est nulle ;

(•) la métrique Riemannienne est parallèle.

On l'appelle la connexion de Levi-Civita de M .

Proposition 1.1.1. Soit ∇ une connexion Riemannienne sur (M ; g) alors,

∀X, Y, Z ∈ X(M), Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ). (1.1)

On peut dire aussi que la connexion est compatible avec la métrique g.

Pour la preuve voir ([21], p.54)

Proposition 1.1.2. Connexion d'une métrique conforme

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n et ρ une fonction C∞ sur M . Pour
tout changement conforme de métrique c'est-à-dire, g̃ = e2ρg, la connexion ∇̃ associé à g̃ est
donnée par

∇̃XY = ∇XY +X(ρ)Y + Y (ρ)X − g(X, Y )gradρ.

où ∇ est la connexion Riemannienne associé à g.

Preuve . La preuve decoule directement on utilisant la formule de Koszul

2g̃(∇̃XY, Z) = Xg̃(Y, Z) +Y g̃(Z,X)−Zg̃(X, Y ) + g̃
(
Z, [X, Y ]

)
+ g̃
(
Y, [Z,X]

)
− g̃
(
X, [Y, Z]

)
,

pour tous X, Y, Z,∈ X(M).

1.2 Les formes di�érentielles

1.2.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 1.2.1. Une r-forme di�érentielle (ou plus brièvement r-forme) sur M est un
champ tensoriel de type(r, 0) complètement antisymétrique. Nous noterons Ωr(M) l'espace
vectoriel de ces r-formes. Pour r = 0, nous avons Ω0(M) = F(M). Pour r = 1, nous
retrouvons les 1-formes di�érentielles. Pour r > n = dimM , nous avons Ωr(M) = {0}. Une
r-forme di�érentielle est donc une application F(M)-multilinéaire antisymétrique de
Γ(M)× · · · × Γ(M) dans F(M)
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Expressions locales

Si {dxi} est une base locale des 1-formes di�érentielles, au dessus de l'ouvert U d'une
carte locale de M , de coordonnées (xi), nous posons

dxi1 ∧ · · · ∧ dxir =
∑
σ∈Cr

(−1)sign(σ)dxiσ(1) ⊗ · · · ⊗ dxiσ(r)

pour i1 < · · · < ir. Alors les dxi1 ∧ · · · ∧ dxir engendrent localement Ωr(M) sur les fonctions.
C'est à dire que toute r-forme ω s'écrit, au dessus de U ,

ω = ωi1···irdx
i1 ⊗ · · · ⊗ dxir

= ωi1···irdx
i1 ∧ · · · ∧ dxir

où la seconde sommation porte sur i1 < · · · < ir et où les ωi1···ir sont des fonctions
U −→ R. Parfois, cette seconde sommation portera sur tous les indices i1 · · · ir, ce qui suppose
que l'on étende la dé�nition des dxi1∧· · ·∧dxir à tous les (i1 · · · ir) et que les ωi1···ir : U −→ R
deviennent des fonctions complètement antisymétriques sur leurs indices ; il faudra alors aussi
placer un facteur 1

r!
devant la somme. Nous l'indiquerons quand ce sera le cas.

Produit extérieur

Pour ω ∈ Ωr(M) et η ∈ Ωs(M) , nous pouvons dé�nir le produit extérieur ω∧η ∈ Ωr+s(M)
par la formule :

(ω ∧ η)(X1, . . . , Xr+s) =
1

r!s!

∑
σ∈Cr+s

(−1)sign(σ)ω(Xσ(1), . . . , Xσ(r)) · η(Xσ(r+1), . . . , Xσ(r+s))

Ce produit donne à l'espace vectoriel Ω∗(M) = Ω0(M)⊕Ω1(M)⊕ · · ·⊕Ωn(M) une structure
d'algèbre. Il y a la propriété de commutativité

ω ∧ η = (−1)rsη ∧ ω.

Pull-back des formes di�érentielles

Soit F : M −→ N une application di�érentiable, et ω ∈ Ωr(N). Alors (F ∗ω) est une r-
forme di�érentielle surM , appelée le pull-back de ω par F . On remarquera que cette dé�nition
ne suppose pas que F soit inversible, puisque dans le cas des formes, la formule donnée comme
dé�nition sur les tenseurs généraux se réduit à

(F ∗ω)(X1, . . . , Xr) = ω(F∗X1, . . . , F∗Xr)

Pour r = 1, on retrouve la dé�nition du pull-back suivante

Dé�nition 1.2.2.
Soit F : M −→ N un di�éomorphisme et T un champ tensoriel sur N . On dé�nir

l'application pull-back sur les champs de tenseurs par :

(F ∗T )(α1, . . . , αs, X1, . . . , Xr) = T
(
(F−1)∗α1, . . . , (F−1)∗αs, F∗X1, . . . , F∗Xr

)
.
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1.2.2 Di�érentielle

Dé�nition 1.2.3. Nous dé�nissons la di�érentielle d sur Ωr(M) par l'ensemble des applica-
tions linéaires

d : Ωr(M) −→ Ωr+1(M)

et pour tout ω ∈ Ωr(M) on a

d : Ω0(M) −→ Ω1(M)

ω(X0, . . . , Xr) 7−→
r∑
i=0

(−1)iXi · ω(X0, . . . , x.
i, . . . , Xr)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], . . . , x.
i, . . . , x.

j, . . . , Xr).

Dans le premier terme du second membre, Xi agit comme dérivation sur la fonction
ω(X0, . . . , x.

i, . . . , Xr) (x.
i signi�e que l'on omet Xi dans les arguments de ω).

Propriétés 1.2.1. On utilisant l'identité de Jacobi, on obtient

d2 = 0.

Nous avons aussi l'importante relation (qui fait de d une antidérivation de l'algèbre Ω∗(M)),

d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)rω ∧ dη

où ω ∈ Ωr(M).
Au dessus d'un ouvert U d'une carte locale de M , si ω = ωi1...irdx

i1 ∧ · · · ∧ dxir , alors

dω =

(
∂

∂xi
ωi1...ir

)
dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir .

Cette sommation porte sur toutes les valeurs de i et sur i1 < · · · < ir.
Si M et N sont deux variétés di�érentiables, et si F : M −→ N est une application di�éren-
tiable, alors, pour toute forme di�érentielle ω ∈ Ω∗(N), nous avons

d(F ∗ω) = F ∗(dω),

c'est à dire que F ∗ et d commutent. Attention, d'un côté, il s'agit de la di�érentielle sur M ,
et de l'autre de la di�érentielle sur N .

Deux cas remarquables : pour tous X, Y, Z ∈ X(M)
∗ Si ω est une 1-forme,

2(dω)(X, Y ) = X
(
ω(Y )

)
− Y

(
ω(X)

)
− ω

(
[X, Y ]

)
∗ Si ω est une 2-forme,

3(dω)(X, Y, Z) = X
(
ω(Y, Z)

)
+ Y

(
ω(Z,X)

)
+ Z

(
ω(X, Y )

)
− ω

(
[X, Y ], Z

)
− ω

(
[Y, Z], X

)
− ω

(
[Z,X], Y

)
.
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1.3 Les courbures sur une variété Riemannienne

1.3.1 Courbure Riemannienne

Dé�nition 1.3.1. La courbure d'une variété Riemannienne (M ; g) est un tenseur de type
(1, 3) , noté R tel que

∀X, Y, Z ∈ X(M), R(X, Y )Z := [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

= (∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])Z

Propriétés 1.3.1. • R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z.
• R(fX, gY )hZ = fghR(X, Y )Z pour tous X, Y, Z,∈ X(M), etf, g, h ∈ C∞.

1.3.2 La courbure en coordonnées

Soit p ∈ M et x1, ..., xn des coordonnées autour de p . Le tenseur de courbure s'écrit
localement,

R = Rl
ijkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ ∂l
où les coe�cients Rl

ijk sont dé�nis par,

Rl
ijk∂l = R(∂i, ∂j)∂k

explicitement on a

Rl
ijk = ∂i(Γ

l
jk)− ∂j(Γlik) +

n∑
m=1

(
ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm

)
,

où, (∂i)i=1..n est une base locale des champs de vecteurs sur M . On remarque que le tenseur
de courbure ne dépend que des coe�cients de la métrique g et de leurs dérivées, les symboles
de Christo�el ne dépendant eux-mêmes que de g.

Proposition 1.3.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Rieman-
nienne R a les propriétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (1, 3).

2. g(R(X, Y )Z,W ) = −g(R(X, Y )W,Z).

3. g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y ).

4. R véri�e l'identité de Bianchi algébrique

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

5. R véri�e l'identité de Bianchi di�érentielle

(∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X, Y ) = 0.

∀X, Y, Z,W ∈ X(M)
Pour la preuve voir ([21],p 90).
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1.3.3 Courbure sectionnelle

Dé�nition 1.3.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n ≥ 2 et P un 2-plan
de TxM de base {X, Y }. On appelle courbure sectionnelle en x de P le réel Kx dé�ni par,

Kx(P ) =
g(R(X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
.

Remarquons que dans la dé�nition précédente, on peut remplacer X par λX pour λ 6= 0 et Y
par Y − g(X, Y )X. On peut donc supposer que {X, Y } est une base orthonormale. Dans ce
cas

Kx(P ) = g(R(X, Y )Y,X).

Dé�nition 1.3.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n. On dit que M est
une variété à courbure constante s'il existe une constante c ∈ R telle que pour tout x ∈M et
tout 2-plan P de TxM , on a

Kx(P ) = c.

Proposition 1.3.2.
Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante c si et seulement

si le tenseur de courbure véri�e l'équation :

R(X, Y )Z = c(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ).

pour tout X, Y et Z ∈ X(M).

1.3.4 Courbure de Ricci

Dé�nition 1.3.4. La courbure de Ricci d'une variété Riemannienne (Mn, g) est un tenseur
de type (0, 2) dé�ni par

S(X, Y ) = trace(Z 7−→ R(Z,X)Y )

=
n∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)

pour tout X, Y ∈ X(M), où (ei) une base orthonormée locale sur M .

Dé�nition 1.3.5.
Une variété Riemannienne (Mn, g) est dite variété d'Einstein si,

S(X, Y ) = λg(X, Y ),

pour tous X, Y ∈ X(M) et λ une constante.
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1.3.5 Courbure Scalaire

Dé�nition 1.3.6. On appelle courbure scalaire d'une variété Riemannienne (Mn, g) la fonc-
tion dé�nie sur M par,

r = trgS

=
n∑

i,j=1

g(R(ei, ej)ej, ei)

=
n∑
j=1

S(ej, ej).

où (ei)i=1..n une base orthonormée locale sur M .

Proposition 1.3.3. Toute variété Riemannienne (M, g) de courbure sectionnelle constante
c est une variété Einstiennienne.

Corollaire 1.3.1. Si (Mm, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante
c, alors pour tout X, Y ∈ X(M) on a

1. Ricci(X) = (m− 1)cX ,

2. S(X, Y ) = (m− 1)cg(X, Y ) ,

3. r = m(m− 1)c .



chapter 2

Variété Riemannienne produit

Dans ce chapitre, nous rappelons la notion d'une variété Riemannienne produit ainsi
quelques types de métrique Riemannienne citons la métrique diagonale, la métrique produit
tordu, la métrique produit tordu généralisée, la métrique produit doublé, la métrique produit
tordu doublé et la métrique produit tordu doublé généralisée. En donnant pour chaque type
la connexion de Levi-Cevita associée.

2.1 Variété Riemannienne produit

2.1.1 Variété Riemannienne produit

Dé�nition 2.1.1.
Soient (M1,A1), (M2,A2) deux variétés de classe C∞, munies de deux atlas A1 et A2 de
dimensions n1, n2 respectivement. Alors le produit A1 ×A2 donné par

A1 ×A2 = {(U1 × U2, ϕ1 × ϕ2) | (U1, ϕ1) ∈ A1, (U2, ϕ2) ∈ A2}

où,

ϕ1 × ϕ2 : U1 × U2 −→ ϕ1(U1)× ϕ2(U2)

(x1, x2) 7−→ (ϕ1(x1), ϕ2(x2))

est un atlas sur M1 ×M2 de dimension n1 + n2 et de classe C∞.

La variété (M1 ×M2,A1 ×A2) est dite variété produit de M1 et M2.

Proposition 2.1.1.

i) Si M1 et M2 sont deux variétés de classe C∞, alors les projections canoniques
π1 : M1 ×M2 −→M1 et π2 : M1 ×M2 −→M2 sont de classe C∞.

ii) Si M1,M2 et M3 sont trois variétés,alors l'application f : M3 −→ M1 ×M2 est de
classe C∞ si et seulement si π1 ◦ f et π2 ◦ f sont de classe C∞.

f = (π1 ◦ f, π2 ◦ f).

Proposition 2.1.2. Soient M1 et M2 deux variétés, alors pour tout (x1, x2) ∈ M1 ×M2 on
a :

T(x1,x2)M1 ×M2
∼= Tx1M1 × Tx2M2 .



2.1 Variété Riemannienne produit 29

Proposition 2.1.3. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur la variété produit M1×M2,
pour tout f1 ∈ C∞(M1) et pour tout f2 ∈ C∞(M2) on a{

X(f1 ◦ π1) = Y (f1 ◦ π1)
X(f2 ◦ π2) = Y (f2 ◦ π2)

⇒ X = Y

Proposition 2.1.4. Soient M1 et M2 deux variété di�érentiables, on a les propriétés sui-
vantes :

1. (X1, 0)(f1 ◦ π) = X1(f1) ◦ π1 et (X1, 0)(f2 ◦ π2) = 0

2. (0, X2)(f2 ◦ π2) = X2(f2) ◦ π2 et (0, X2)(f1 ◦ π1) = 0

3. [(X1, 0), (Y1, 0)] = ([X1, Y1], 0) , [(0, X2), (0, Y2)] = (0, [X1, Y2])
et [(X1, 0), (0, X2)] = 0

4. (f1X1, 0) = (f1 ◦ π1)(X1, 0) et (0, f2X2) = (f2 ◦ π2)(0, X2).

pour tout X1, Y1 ∈ X1(M1), X2, Y2 ∈ X(M2), f1 ∈ C∞(M1) et f2 ∈ C∞(M2).

Proposition 2.1.5. Soient ω, η deux formes di�érentielle sur la variété produit M1 ×M2.
Pour tout X1 ∈ X(M1) et X2 ∈ X(M2) ,{

ω(X1, 0) = η(X1, 0)
ω(0, X2) = η(0, X2)

⇒ ω = η

Proposition 2.1.6. Soient ∇, ∇̃ deux connexions linéaires sur M ×N .

pour tout X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2),


∇(X1,0)(Y1, 0) = ∇̃(X1,0)(Y1, 0)

∇(X1,0)(0, X2) = ∇̃(X1,0)(0, X2)

∇(0,X2)(X1, 0) = ∇̃(0,X2)(X1, 0)

∇(0,X2)(0, Y2) = ∇̃(0,X2)(0, Y2)

⇒ ∇ = ∇̃

Proposition 2.1.7. Si ∇1 et ∇2 deux connexions linéaires sur M1 et M2 respectivement
alors, suivant la proposition précédente il existe une unique connexion ∇ sur la variété produit
M1 ×M2 telle que 

∇(X1,0)(Y1, 0) = (∇1
X1
Y1, 0)

∇(0,X2)(0, Y2) = (0,∇2
X2
Y2)

∇(X1,0)(0, X2) = ∇(0,X2)(X1, 0) = 0

pour tout X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2).

Proposition 2.1.8. Sous les mêmes hypothèses de la proposition précédente on a :
T
(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
=
(
T 1(X1, Y1), 0

)
T
(
(0, X2), (0, Y2)

)
=
(
0, T 2(X2, Y2)

)
T
(
(X1, 0), (0, X2)

)
= 0

pour tout X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2), où T, T 1 et T 2 désignent les tenseurs de torsion
sur M1 ×M2, M1 et M2 respectivement.
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2. Métrique diagonale sur la variété produit

Proposition 2.1.9. Si (M1, g1) et (M2, g2) sont deux variétés Riemanniennes de dimension
n1 et n2 respectivement, alors le tenseur g = π∗1g1 + π∗2g2 est une métrique Riemannienne sur
M1 ×M2 telle que

g((X1, 0), (Y1, 0)) = g1(X1, Y1) ◦ π1

g((0, X2), (0, Y2)) = g2(X2, Y2) ◦ π2

g((X1, 0), (0, X2)) = 0

pour tout X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2).

il su�t de voir la matrice associé à g, (g1ij)
... 0

. . . . . . . . .

0
... (g2ab)


Dé�nition 2.1.2. La variété Riemannienne (M1×M2, g) est dite variété Riemannienne
produit.

Proposition 2.1.10. La connexion deM1×M2 associé à g = π∗1g1+π∗2g2 est bien la connexion
de la proposition (2.1.7).

2.1.2 Tenseur de courbure Riemannienne et le tenseur de Ricci sur
la variété produit

Proposition 2.1.11. Soit (M1 ×M2, g = π∗1g1 + π∗2g2) une variété Riemannienne produit
avec son tenseur de courbure R. Si X1, Y1, Z1 ∈ X(M1), et X2, Y2, Z2 ∈ X(M2), alors


R
(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
(Z1, 0) =

(
R1(X1, Y1)Z1, 0

)
R
(
(0, X2), (0, Y2)

)
(0, Z2) =

(
0, R2(X2, Y2)Z2

)
R
(
(X1, 0), (0, Y2)

)
(Z1, 0) = R

(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
(0, Z2) = R

(
(0, X2), (0, Y2)

)
(Z1, 0) = 0

R
(
(X1, X2), (Y1, Y2)

)
(Z1, Z2) =

(
R1(X1, Y1)Z1, R

2(X2, Y2)Z2

)
.

Proposition 2.1.12. Soit (M1 ×M2, g = π∗1g1 + π∗2g2) une variété Riemannienne produit
avec S son tenseur de Ricci. Si X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2), alors

S((X1, 0), (Y1, 0)) = S1(X1, Y1) ◦ π1

S((0, X2), (0, Y2)) = S2(X2, Y2) ◦ π2

S((X1, 0), (0, X2)) = 0.
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2.2 Métrique Riemannienne du produit tordu

2.2.1 Métrique Riemannienne du produit tordu

Proposition 2.2.1. Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes de dimensions
n1 et n2 respectivement et f une fonction strictement positive sur M1. On considère la variété
produit M1 ×M2 avec ses projections canoniques π1 et π2, alors

g̃ = π∗1g1 + (f ◦ π1)2π∗2g2 ,

est une métrique sur M1 ×M2.

Preuve . Comme π1 et π2 sont des applications de classe C∞, et π∗1g1, π
∗
2g2 ∈ T0

2(M1×M2).
Si u, v ∈ T(x1,x2)M1 ×M2 alors

g̃(u, v) = g1(dπ1(u), dπ1(v)) + f 2(x1)g2(dπ2(u), dπ2(v)),

donc g̃ est symétrique.
On montre que g̃ induit une forme bilinéaire non dégénérée sur T(x1,x2)M1 ×M2. Supposons
g̃(u, v) = 0 pour tout v ∈ T(x1,x2)M1×M2, en particulier pour tout v ∈ T(x1,x2){x1}×M2 nous
avons f 2(x)g2(dπ2(u), dπ2(v)) = 0 et comme f strictement positive on obtient dπ2(u) = 0. De
même on obtient dπ1(u) = 0, d'où u = 0.

Remarque 2.2.1. La matrice associé à g̃ est (g1ij)
... 0

. . . . . . . . .

0
... f 2(g2ab)

 c..d. (g̃)αβ =


g1αβ , si α, β ∈ {1, ...,m} ;
f 2g2αβ , si α, β ∈ {m+ 1, ...,m+ n} ;
0, sinon.

Dé�nition 2.2.1. Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes de dimensions
n1 et n2 respectivement, et f une fonction strictement positive sur M . Le produit tordu noté
M1 ×f M2 est dé�nie comme étant la variété produit M1 ×M2 munie de la métrique g̃.

Le couple (M1×f M2, g̃) s'appelle variété Riemannienne produit tordu et f s'appelle
la fonction de distorsion du produit tordu .

Exemple 2.2.1. Surface de révolution
Une surface de révolution M obtenue par rotation d'une courbe (C) plane autour d'une droite
L dans son plan est une variété produit tordu.
Explicitement, si M est obtenu en faisant tourner une courbe plane (C) autour d'un axe L
dans R3 et f : (C)→ R+ donne la distance à l'axe, alors M = (C)×f S1.
Cas remarquables :

(1) : Si (C) est le segment [AB] avec A(a, 0, 0) et B(a, 0, b) on obtient une cylindre de
révolution dont la paramétrisation est

x
(
acosθ, asinθ, t

)
, avec t ∈ [0, b]
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et la métrique Riemannienne dans ce cas est

g̃ = dt2 + a2dθ2

c.à.d c'est une métrique Riemannienne tordu avec la fonction de distortion est constante.
(2) : Si (C) est le demi cercle de centre x0(a, 0, 0) et de rayon a > r > 0 on obtient une

surface de révolution "demi-Tore" telle que la paramétrisation est

x
(
(a+ rcosφ)cosθ, (a+ rcosφ)sinθ, rsinφ

)
et la métrique Riemannienne dans ce cas est

g̃ = dφ2 + (a+ rcosφ)2dθ2

c.à.d c'est une métrique Riemannienne tordu avec la fonction de distortion est f = a+rcosφ >
0 avec 0 < φ < π et 0 < θ < 2π.

Exemple 2.2.2. Le tore
∗ Le tore T 2 est la variété produit S1 × S1 avec gu = 4

(1+u2)2
du2 une métrique Riemannienne

sur la sphère unité S1 alors,
g̃ = gu + f 2gv ,

est une métrique Riemannienne tordu sur le tore T 2, où f une fonction de classe C∞ sur S1,
strictement positive.
∗ Le tore T 3 est la variété produit S1 × S1 × S1 alors, on peut dé�nir deux métriques Rie-
mannienne tordu,

g̃1 = gu + f 2
1

(
gv + gw

)
et g̃2 =

(
gu + gv

)
+ f 2

2 gw,

où f1 une fonction de classe C∞ sur S1 et f2 une fonction de classe C∞ sur S1 × S1, stric-
tement positives.

Proposition 2.2.2. Soient (M1, g1), (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et (M1×fM2, g̃)
la variété produit tordu. Si X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2), on a

1. ∇̃(X1,0)(Y1, 0) = (∇1
X1
Y1, 0)

2. ∇̃(X1,0)(0, X2) = ∇̃(0,X2)(X1, 0) = X1(lnf)(0, X2)

3. ∇̃(0,X2)(0, Y2) = (0,∇2
X2
Y2)− 1

2
g2(X2, Y2)(gradf 2, 0)

Preuve ..
1. En utilisant la formule de Koszul

2g̃(∇̃XY, Z) = Xg̃(Y, Z) + Y g̃(Z,X)−Zg̃(X, Y ) + g̃
(
Z, [X, Y ]

)
+ g̃
(
Y, [Z,X]

)
− g̃
(
X, [Y, Z]

)
pour tous X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2), Z = (Z1, Z2) ∈ X(M̃ = M1 ×f M2)
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on a

2g̃
(
∇̃(X1,0)(Y1, 0), (Z1, 0)

)
= (X1, 0)g̃((Y1, 0), (Z1, 0)) + (Y1, 0)g̃((Z1, 0), (X1, 0))

−(Z1, 0)g̃
((
X1, 0), (Y1, 0)

)
+ g̃
((
Z1, 0), [(X1, 0), (Y1, 0)])

+g̃
(

(Y1, 0),
[
(Z1, 0), (X1, 0)

])
− g̃
(

(X1, 0),
[
(Y1, 0), (Z1, 0)

]
)

= X1

(
g1(Y1, Z1)

)
+ Y1

(
g1(Z1, X1)

)
− Z1

(
g1(X1, Y1)

)
+ g1

(
Z1, [X1, Y1

]
)

+g1

(
Y1, [Z1, X1]

)
− g1

(
X1, [Y1, Z1]

)
= 2g1

(
∇1
X1
Y1, Z1

)
= 2g̃

(
(∇1

X1
Y1, 0), (Z1, 0)

)
pour tout Z1 ∈ X(M1).
de même on a

g
(
∇̃(X1,0)(Y1, 0), (0, Z2)

)
= 0

pour tout Z2 ∈ X(M2), d'où
∇̃(X1,0)(Y,0) =

(
∇1
X1
Y1, 0

)
.

2.

2g̃
(
∇̃(X1,0)(0, Y2), (0, Z2)

)
= (X1, 0)g̃

(
(0, Y2), (0, Z2)

)
+ (0, Y2)g̃

(
(0, Z2), (X1, 0)

)
−(0, Z2)g̃

(
(X1, 0), (0, Y2)

)
+ g̃
(

(0, Z2),
[
(X1, 0), (0, Y2)

])
+g̃
(

(0, Y2),
[
(0, Z2), (X1, 0)

])
− g̃
(

(X1, 0),
[
(0, Y2), (0, Z2)

])
= 2fX1(f)g2(Y2, Z2)

= 2f 2g2(
X1(f)

f
Y2, Z2)

= 2f 2g2(X1(lnf)Y2, Z2)

= 2g̃
(
(0, X1(lnf)Y2), (0, Z2)

)
d'où,

g̃
(
∇̃(X1,0)(0, Y2), (0, Z2)

)
= X1(lnf)g̃

(
(0, Y2), (0, Z2)

)
pour tout Z2 ∈ X(M2).
Si Z1 ∈ X(M1) alors :

g̃
(
∇̃(X1,0)(0, Y2), (Z1, 0)

)
= (X1, 0)g̃

(
(0, Y2), (Z1, 0)

)
− g̃
(
(0, Y2), ∇̃(X1,0)(Z1, 0)

)
= −g̃

(
(0, Y2), (∇̃X1Z1, 0)

)
= 0.

comme [(X1, 0), (0, Y2)] = 0 on déduit

∇̃(X1,0)(0, Y2) = ∇̃(0,Y2)(X1, 0) = X1(lnf)(0, Y2).

3. En utilisant la formule de Koszul et remarquons que pour tout Z2 ∈ X(M2), on a

(0, Z2)(f) = 0
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on obtient :
g̃
(
∇̃(0,X2)(0, Y2), (0, Z2)

)
= g̃
(
(0,∇2

X2
Y2), (0, Z2)

)
et

g̃
(
∇̃(0,X2)(0, Y2), (Z1, 0)

)
= (0, X2)g

(
(0, Y2), (Z1, 0))− g((0, Y2),∇(0,X2)(Z1, 0)

)
= −Z1(lnf)g

(
(0, X2), (0, Y2)

)
= −f 2Z1(lnf)g2(X2, Y2)

= −1

2
g(gradf 2, Z1)g2(X2, Y2)

= −1

2
g2(X2, Y2)g̃

(
(gradf 2, 0), (Z1, 0)

)
d'où

∇̃(0,X2)(0, Y2) = (0,∇2
X2
Y2)− 1

2
g2(X2, Y2)(gradf 2, 0).

2.2.2 Tenseur de courbure Riemannienne et de Ricci du produit
tordu

Proposition 2.2.3. Soit M̃ = M1 ×f M2 une variété produit tordu et R̃ son tenseur de
courbure. Si X1, Y1, Z1 ∈ X(M1) et X2, Y2, Z2 ∈ X(M2), alors

1. R̃
(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
(Z1, 0) =

(
R1(X1, Y1)Z1, 0

)
2. R̃

(
(0, X2), (Y1, 0)

)
(Z1, 0) = − 1

f
g1

(
∇1
Y1
gradf, Z1

)
(0, X2)

3. R̃
(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
(0, Z2) = R

(
(0, X2), (0, Y2)

)
(Z1, 0) = 0

4. R̃
(
(X1, 0), (0, Y2)

)
(0, Z2) = R

(
(X1, 0), (0, Z2)

)
(0, Y2) = −fg2(Y2, Z2)

(
∇1
X1
gradf, 0

)
5. R̃

(
(0, X2), (0, Y2)

)
(0, Z2) =

(
0, R2(X2, Y2)Z2

)
− |gradf |2

(
(0, X2 ∧2 Y2)Z2

)
avec (X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y .

Preuve . La preuve découle directement de la dé�nition du tenseur de courbure et la
proposition (2.2.2).

Proposition 2.2.4. Soit M1×fM2 une variété produit tordu et S̃ sa courbure de Ricci. Pour
tout X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2) on a

1. S̃
(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
= S1(X1, Y1)− n2

f
g1(∇1

X1
grad f, Y1)

2. S̃
(
(X1, 0), (0, Y2)

)
= 0

3. S̃
(
(0, X2), (0, Y2)

)
= S1(X2, Y2)− g2(X2, Y2)

(
f41(f) + (n2 − 1)|gradf |2

)
,

où 41(f) est le Laplacien de la fonction f sur M1.

Preuve . La preuve est simple on utilisant la proposition (2.2.3), et la dé�nition de la
courbure de Ricci avec la base orthonormée {Ei, 1

f
Fk}.
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Exemple 2.2.3. Le cône sur une variété.
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n.
La variété Riemannienne produit tordu

(
M̃ = M ×r R+, g̃ = r2g + dr2

)
est dite cône sur une

variété.
Alors, la dérivée covariante ∇̃ de la connexion de Levi-Civita de g̃ satisfait les formules
suivantes ([48], p206)

∇̃∂r∂r = 0, ∇̃∂rX = ∇̃X∂r =
1

r
X, ∇̃XY = ∇XY − rg(X, Y )∂r, (notation ∂r =

∂

∂r
),

∀X, Y ∈ X(M). Les composantes non nulles du tenseur de courbure R̃ et le tenseur de Ricci
S̃ sont

* R̃(∂r,X)∂r = R̃(∂r,X)Y = R̃(X, Y )∂r = 0,
* R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z −

(
X ∧ Y )Z,

** S̃(∂r, ∂r) = 0,
** S̃(X, Y ) = S(X, Y )− (n− 2)g(X, Y ).

2.3 Autres métriques Riemannienne sur la variété produit

Dans cette section, nous donnons quelques types de métriques Riemannienne qu'on peut
dé�nir sur une variété produit et nous donnons aussi sans démonstration les connexions de
Levi-Cevita associées à ces métriques.

2.3.1 Métrique tordu généralisée

Dé�nition 2.3.1. Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et f une fonction
strictement positive sur M1 ×M2. La métrique tordu généralisée g̃ sur M1 ×f M2 est dé�nie
par

g̃ = π∗1g1 + (f ◦ π1)2π∗2g2

où π1 : (x1, x2) ∈ M1 ×M1 −→ x1 ∈ M1 et π2 : (x1, x2) ∈ M1 ×M1 −→ x2 ∈ M2 sont les
projections canoniques.

Pour tous champs de vecteurs X, Y sur M1 ×M2, on a

g̃(X, Y ) = g1

(
dπ1(X), dπ1(Y )

)
+ f 2g2

(
dπ2(X), dπ2(Y )

)
.

Proposition 2.3.1. [49] Soient (M1, g1), (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et (M1 ×f
M2, g̃) la variété produit tordu. Si X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2), on a

∇̃XY = ∇XY +X(ln f)(0, Y2) + Y (ln f)(0, X2)− 1

2
g2(X2, Y2)

(
grad1f

2,
1

f 2
grad2f

2
)

où X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) et ∇XY =
(
∇1
X1
Y1,∇2

X2
Y2

)
.
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2.3.2 Métrique tordu doublée

Dé�nition 2.3.2. Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et f1, f2 deux
fonctions strictement positives sur M1 et M2 respectivement. La métrique tordu doublée g̃ sur
M1.f1 ×f2 M2 est dé�nie par

g̃ = (f2 ◦ π2)2π∗1g1 + (f1 ◦ π1)2π∗2g2

où π1 : (x1, x2) ∈ M1 ×M1 −→ x1 ∈ M1 et π2 : (x1, x2) ∈ M1 ×M1 −→ x2 ∈ M2 sont les
projections canoniques.

Pour tous champs de vecteurs X, Y sur M1 ×M2, on a

g̃(X, Y ) = f 2
2 g1

(
dπ1(X), dπ1(Y )

)
+ f 2

1 g2

(
dπ2(X), dπ2(Y )

)
.

Proposition 2.3.2. [57] Soient (M1, g1), (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et (M1.h×f
M2, g̃) la variété produit tordu doublée. Si X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2), on a

∇̃XY = ∇XY +
1

2f 2
1

X1(f 2
1 )(0, Y2) +

1

2f 2
1

Y1(f 2
1 )(0, X2)

+
1

2f 2
2

X2(f 2
2 )(Y1, 0) +

1

2f 2
2

Y2(f 2
2 )(X1, 0)

− 1

2
g1(X1, Y1)

(
grad1f

2, 0
)
− 1

2
g2(X2, Y2)

(
0, grad2f

2
)
.

où X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) et ∇XY =
(
∇1
X1
Y1,∇2

X2
Y2

)
.

2.3.3 Métrique tordu doublée généralisée

Dé�nition 2.3.3. Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et f1, f2 deux
fonctions positives sur M1 ×M2 respectivement. La métrique tordu doublée généralisée g̃ sur
M1.f1 ×f2 M2 est dé�nie par

g̃ = (f2 ◦ π2)2π∗1g1 + (f1 ◦ π1)2π∗2g2

où π1 : (x1, x2) ∈ M1 ×M1 −→ x1 ∈ M1 et π2 : (x1, x2) ∈ M1 ×M1 −→ x2 ∈ M2 sont les
projections canoniques.

Pour tous champs de vecteurs X, Y sur M1 ×M2, on a

g̃(X, Y ) = f 2
2 g1

(
dπ1(X), dπ1(Y )

)
+ f 2

1 g2

(
dπ2(X), dπ2(Y )

)
.

Proposition 2.3.3. [12] Soient (M1, g1), (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et (M1.h×f
M2, g̃) la variété produit tordu doublée généralisée. Si X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2), on
a
∇̃(X1,0)(Y1, 0) =(
∇1
X1
Y1 +X1(ln f2)Y1 + Y1(ln f2)X1 − g1(X1, Y1)grad1(ln f2) , −f22

f21
g1(X1, Y1)grad2(ln f2)

)
,
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∇̃(0,X2)(0, Y2) =(
− f21

f22
g2(X2, Y2)grad1(ln f1) , ∇2

X2
Y2 +X2(ln f1)Y2 + Y2(ln f1)X2 − g2(X2, Y2)grad2(ln f1)

)
,

∇̃(X1,0)(0, Y2) =
(
Y2(f2)X1 , X1(f1)Y2

)
∇̃(0,X2)(Y1, 0) =

(
X2(f2)Y1 , Y1(f1)X2

)
où X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) et ∇XY =

(
∇1
X1
Y1,∇2

X2
Y2

)
.



chapter 3

Structures sur une variété Riemannienne

Munir un espace d'une structure conduit à produire un nouvel objet mathématique et,
par conséquent, contribuer au développement de la science.
Considérons une variété di�érentiable M , munie d'une structure Riemannienne g, souvent
appelée métrique Riemannienne. Lorsqu'on dé�nit une nouvelle structure géométrique com-
patible avec cette métrique, on arrive à une nouvelle variété Riemannienne. Cette nouvelle
variété conduit ainsi à une autre branche de la géométrie riemannienne.
On présente la construction des di�érentes structures en géométrie riemannienne. Ceci montre
comment naissent et se développent certaines branches de la géométrie di�érentielle.

Cette paragraphe comprend cinq sections essentielles à savoir :
Structures presque hermitiennes, structure presque hypercomplexe, structure presque com-
plexe généralisée, structure presque de contact et structure 3-presque de contact.

3.1 Structures presque hermitiennes

La théorie des variétés presque hermitiennes est l'un des importants branches de la géo-
métrie di�érentielle. Il a commencé comme une zone distincte de l'étude dans le 19ème siècle
avec l'enquête des variétés projectives dans un espace complexe projectif . En 1930 J.A Schou-
ten et D.van Dantzig ont essayé de transférer les résultats de la géométrie di�érentielle des
variété Riemanniennes aux variétés complexes, leurs papiers parut un espace hermitienne
avec la connexion dite unitaire symétrique. L'espace avec la même connexion a également été
constaté de façon indépendante par E. Kähler, maintenant cet espace est appelé " variété
Kählérienne". Depuis lors, les variétés Kählériennes ont été largement étudiés et des nom-
breux résultats importants ont été obtenus.
Dans ce chapitre, on va introduire quelques notions nécessaires ( variétés complexes , variétés
hermitiennes et variétés presque Kählériennes ) qui nous permettra de dé�nir les variétés
Kählériennes on donnant quelques exemples et contre exemples et en�n nous donnons les
dé�nitions de la variété hypercomplexe et la variété Kählérienne généralisée.

A�n d'élargir et de façon plus détaillée sur le sujet s'il vous plaît se référer aux références
suivantes [34], [51] et[58]...
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3.1.1 Structure presque complexe sur une variété

Dé�nition 3.1.1. Soit M une variété di�érentiable de dimension 2n. Une structure presque
complexe J sur M est un endomorphisme sur TpM , ∀p ∈ M tel que J2 = −I, où I dénote
la transformation identité. Si une telle structure J existe sur M , alors (M,J) est dite une
variété presque complexe.

Remarque 3.1.1. 1. Une variété complexe c'est une variété di�érentiable telles que les
applications de changements de cartes soient des fonctions holomorphes d'un ouvert
de Cn dans un autre.

2. Toute vatiété complexe M est une variété presque complexe munie d'une structure
presque complexe J .

3. ∀p ∈M , si (z1, ..., zn) est un système de coordonneés complexe local en p alors,
J( ∂

∂xk
) = ∂

∂yk
, J( ∂

∂yk
) = − ∂

∂xk
, ∀k = 1, n avec zk = xk+iyk et J : TpM → TpM

Tenseur de Nijenhuis

Dé�nition 3.1.2. Soit M une variété presque complexe munie d'une structure presque com-
plexe J . Le tenseur de torsion complexe N est un tenseur de type (1, 2) dé�ni par :

N(X, Y ) = 2{[JX, JY ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]− [X, Y ]}, ∀X, Y ∈ X(M)

Théorème 3.1.1. Soit M une variété presque complexe munie d'une structure presque com-
plexe J . M est dite variété complexe si et seulement si N ≡ 0

Pour la preuve voir ([51],p124)

Remarque 3.1.2. Pour toute structure presque complexe J dé�nie sur une variété de di-
mension 2 on a, N(X, Y ) = N(X, JX) = 0.

Théorème 3.1.2. [51] Soit M une variété presque complexe munie d'une structure presque
complexe J . M est dite variété complexe si et seulement si M admet une connexion linéaire
∇ de torsion T telle que ∇J = 0 et T = 0

Théorème 3.1.3. [51] Une structure presque-complexe J est intégrable si et seulement si
N = 0. ( Théorème de Newlander-Nirenberg )

3.1.2 Structures hermitienne

Dé�nition 3.1.3. Soit M une variété presque complexe munie d'une structure presque com-
plexe J . On appelle métrique hermitienne toute métrique Riemannienne g qui véri�e :

g(JX, JY ) = g(X, Y ), ∀X, Y ∈ X(M)

et nous disons que J et g sont compatibles.

Proposition 3.1.1. Toute variété Riemannienne (M, g) admet une métrique hermitienne
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Preuve . Soit (M, g) une variété Riemannienne, on pose

h(X, Y ) = g(JX, JY ) + g(X, Y ), ∀X, Y ∈ X(M)

alors,
h(JX, JY ) = g(X, Y ) + g(JX, JY ) = h(X, Y ), ∀X, Y ∈ X(M)

donc h est une métrique hermitienne.

Dé�nition 3.1.4. Toute variété M presque complexe munie d'une métrique hermitienne est
une variété presque hermitienne .
De plus, si M est une variété complexe alors, elle est hermitienne.

Dé�nition 3.1.5. Soit M une variété presque hermitienne munie d'une structure presque
complexe J et une métrique hermitienne g . On appelle 2-forme fondamentale l'application Ω
dé�nie sur M par :

Ω(X, Y ) = g(X, JY ) ∀X, Y ∈ X(M)

Propriétés 3.1.1.

1. La 2-forme fondamentale Ω est antisymétrique c.à.d Ω(X, Y ) = −Ω(Y,X).

2. Ω(JX, JY ) = Ω(X, Y ).

Remarque 3.1.3. Cette 2-forme non-dégénérée Ω et la structure presque complexe J sont
dites compatibles si,

Ω(X, JX) > 0, ∀X 6= 0 ∈ X(M)

Ω induit alors une métrique Riemannienne g dé�nie par g(., .) = Ω(., J.), La structure (J,Ω, g)
est dite une structure presque hermitienne.

Lemme 3.1.1. Soit M une variété presque hermitienne munie d'une structure presque com-
plexe J et une métrique hermitienne g alors, la connexion Riemannienne ∇ , la deuxième
forme fondamentale Ω et la Torsion T satisfont la relation suivante :

2g((∇XJ)Y, Z)− g(JX,N(Y, Z))) = 3dΩ(X, JY, JZ)− 3dΩ(X, Y, Z)

pour tous X, Y, Z ∈ X(M)

Pour la preuve voir ([34], p148).

Théorème 3.1.4.
Soit (M, g, J) une variété hermitienne et ∇ la connexion de Levi-Cevita associé à g . Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(a) ∇J = 0

(b) ∇Ω = 0

(c) N ≡ 0 et dΩ = 0

Preuve . Pour tous X, Y, Z ∈ X(M), on a
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i) (a)⇐⇒ (b)

(∇XΩ)(Y, Z) = XΩ(Y, Z)− Ω(∇XY, Z)− Ω(Y,∇XZ)

= Xg(Y, JZ)− g(∇XY, JZ)− g(Y, J(∇XZ))

= g(∇XY, JZ) + g(Y,∇X(JZ))− g(∇XY, JZ)− g(Y, J(∇XZ))

= g(Y, (∇XJ)Z).

ii) (b)⇐⇒ (c)
Supposons ∇Ω = 0 d'aprés le lemme (3.1.1) on a dΩ = 0 et N ≡ 0
Inversement, si dΩ = 0 et N ≡ 0 d'aprés le lemme (3.1.1), ∇J = 0 donc ∇Ω = 0

3.1.3 Structures Kählériennes

On souhaite donner ici quelques dé�nitions générales et quelques résultats simples ou
classiques sur les variétés presque Kählériennes.

Structures Presque Kählériennes

Dé�nition 3.1.6. Une variété presque hermitienne (M, g, J) est dite presque Kählérienne si
la 2-forme fondamentale Ω est fermée c.à.d. dΩ = 0 .

Proposition 3.1.2. Pour tous X, Y, Z ∈ X(M), on a

dΩ = 0 ⇐⇒ g
(
(∇XJ)Y, Z

)
+ g
(
(∇Y J)Z,X

)
+ g
(
(∇ZJ)X, Y

)
= 0.

pour la preuve utilisons la relation suivante

3dΩ(X, Y, Z) = X(Ω(Y, Z))+Y (Ω(Z,X))+Z(Ω(x, Y ))−Ω([X, Y ], Z)−Ω([Y, Z], X)−Ω([Z,X], Y )

Proposition 3.1.3. Une variété strictement presque Kählérienne est une variété presque
Kählérienne dont la structure presque complexe n'est pas intégrable (c.à.d. N 6= 0).

Structures Kählériennes

Dé�nition 3.1.7. Soit M une variété presque complexe munie d'une structure presque com-
plexe J .
La métrique hermitienne g est dite métrique Kählérienne si la 2-forme fondamentale Ω est
fermée c.à.d. dΩ = 0.

Dé�nition 3.1.8. Toute variété presque complexe M munie d'une métrique Kählérienne est
dite variété presque Kählérienne.
De plus, Toute variété complexe M munie d'une métrique Kählérienne est dite variété Käh-
lérienne .

Théorème 3.1.5. Toute variété presque hermitienne est une variété Kählérienne si et seule-
ment si ∇J = 0.
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Preuve . D'aprés théorème (3.1.4) la preuve est directe.

Dé�nition 3.1.9. [22] une variété hermitienne M munie d'une forme de Kähler Ω qui sa-
tisfait dΩ = θ ∧ Ω où θ est une 1-forme sur M est dite variété localement conformément
kählerienne (LCK) si θ est fermée (exacte).

Remarque 3.1.4. Certains auteurs incluent les variétés Kählériennes comme un cas parti-
culier des variétés LCK. Bien que ce soit un choix légitime, et donc nous supposons toujours
que les variétés LCK sont de type non-Kähler.

Proposition 3.1.4. Le tenseur de courbure R et le tenseur de Ricci S d'une variété Kählé-
rienne M satisfaient les propriétés suivantes :
Pour tous X, Y, Z ∈ XM

(a) R(X, Y )J = JR(X, Y ) , R(JX, JY ) = R(X, Y ) , R(JX, Y ) +R(X, JY ) = 0 .

(b) S(JX, JY ) = S(X, Y ) , S(JX, Y ) + S(X, JY ) = 0 .

(c) S(X, Y ) = 1
2
trg{J ◦R(X, JY )} , S(JX, Y ) = 1

2
trg{(X, Y )→ R(JX, Y, Z,W )}

Preuve . Pour la preuve voir ([51], p 130).

Proposition 3.1.5. Soit M une variété Kählérienne de dimension réelle 2n (n > 1). Si M
à une courbure constante alors, M est plate.

Preuve .
Soit M une variété Kählérienne à courbure constante c. donc,

R(X, Y )Z = c
(
g(Z, Y )X − g(X,Z)Y

)
= c(X ∧ Y )Z, ∀X, Y, Z ∈ X(M)

Sachons que R(JX, JY ) = R(X, Y ) et X = X iei avec ei une base orthonormée, alors,

R(X, ei)ei = c
(
g(ei, ei)X − g(X, ei)eiY

)
= c(2n− 1)X...(1)

R(JX, Jei)ei = c
(
g(ei, Jei)JX − g(JX, ei)Jei

)
= −c

(
0− (JX)iJei

)
= −cJ(JX)iei

= −cJJX
= cX...(2)

de (1) et (2) on a c(2n− 1)X = cX, ∀X ∈ X(M) et donc,
pour n > 1 on obtient c = 0
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Courbure sectionnelle holomorphique

Dé�nition 3.1.10. Soit (M,J, g) une variété Kählérienne et R le tenseur de courbure Rie-
mannienne

(*) Pour tout plan P de l'espace tangent TxM , x ∈M on a dé�nit la courbure sectionnelle
K(P ) par :

K(P ) = R(X, Y,X, Y ) = g(R(X, Y )Y,X), ∀X, Y ∈ TxM

avec {X, Y } une base orthonormée de P dans TxM .

(**) Si P est invarient par J (JP = P ), la courbure sectionnelle K(P ) est dite holomor-
phique dé�nie par :

K(P ) = R(X, JX,X, JX) = g(R(X, JX)JX,X), ∀X, Y ∈ TxM

pour tout vecteur unitaire X ∈ P avec {X, JX} est une base orthonormée de P dans
TxM .

Remarque 3.1.5. (i) La courbure sectionnelle holomorphique ne dépend pas du choix de
la base.

(ii) Si K(P ) est constante pour tout plan P invarient par J dans TxM pour tous x ∈M ,
on dit que la variété Kählérienne à courbure sectionnelle holomorphique constante .

Théorème 3.1.6. [51]
Soit (M,J, g) une variété Kählérienne de dimension 2n. Si n > 1 et K(P ) = c(x) pour

tout plan P dans TxM alors, M à courbure sectionnelle holomorphique constante.

Théorème 3.1.7. [51]
Si une variété Kählérienne M à courbure sectionnelle holomorphique constante c alors,

M est dite espace de forme complexe ( Kählerian space forms ). Le tenseur de courbure
Riemannienne dans ce cas est donné par

R(X, Y )Z = − c
4

[
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(JY, Z)JX − g(JX,Z)JY + 2g(X, JY )JZ

]
= − c

4

[
(X ∧ Y )Z + (JX ∧ JY )Z + 2g(X, JY )JZ

]
avec X ∧ Y = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y .

Pour tous X, Y, Z ∈ X(M), posons

RH(X, Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(JY, Z)JX − g(JX,Z)JY + 2g(X, JY )JZ

= (X ∧ Y )Z + (JX ∧ JY )Z + 2g(X, JY )JZ,

c'est à dire,
RH(X, Y ) = X ∧ Y + JX ∧ JY + 2g(X, JY )J,
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Dé�nition 3.1.11. [29] L' opérateur de courbure RH(U, V ) ou le tenseur de Kählér standard
est un opérateur de courbure dé�ni pour tout X ∈ X(M) par,

RH(U, V )X = g(V,X)U − g(U,X)V + g(JV,X)JU − g(JU,X)JV − 2g(JU, V )JX

= (U ∧ V )X + (JU ∧ JV )X + 2g(U, JV )JX.

Remarque 3.1.6. ([51], p144) Pour toute variété Kählérienne à courbure sectionnelle holo-
morphique constante c on a

R(X, Y )Z = − c
4
RH(X, Y )Z.

Si cette variété est complexe et simplement connexe, elle est bien connue qu'elle est iso-
métrique à
(*) un espace projectif complexe de CPn(c), si c > 0,
(**) un espace euclidien complexe Cn , si c = 0,
(***) un espace hyperbolique complexe CHn(c), si c < 0.

Proposition 3.1.6. ([51] page 135 )
Toute variété Kählérienne à courbure sectionnelle holomorphique constante c est une va-

riété d'Einstien.

3.2 Structure presque hypercomplexe

Dé�nition 3.2.1. [27], [51] On appelle structure presque hypercomplexe ( ou presque quater-
nion ) la donnée d'un triplet (J1, J2, J3) des structures presque complexes qui se comportent
comme des quaternions en véri�ant les conditions suivantes

J2
i = −Id pour i = 1, 2, 3;

J1J2 = J3, J2J3 = J1, J3J1 = J2.
(3.1)

et la triplet (M4n, g, (Ji)
3
i=1) s'appelle variété presque quaternionique. De plus,

� lorsqu'il existe un tenseur métrique g tel que , pour tout Ji, (g, Ji) est kählérienne,
on dit que (g, (Ji)

3
i=1) est une structure hyperkählérienne et le couple (M4n, g, (Ji)

3
i=1)

s'appelle variété hyperkählérienne.
� lorsqu'il existe un tenseur métrique g tel que , pour tout Ji, (g, Ji) est presque hermi-

tienne, on dit que (g, (Ji)
3
i=1) est une structure métrique presque quaternionique et le

couple (M4n, g, (Ji)
3
i=1) s'appelle variété métrique presque quaternionique.

On dé�nit une 4-forme di�érentielle

Ω̃ =
3∑
i=1

Ωi ∧ Ωi.

telle que pour tous champs de vecteurs X, Y sur M

Ωi(X, Y ) = g(X, JiY ),

et un champ de vecteur global de type (2, 2) sur M

Λ = J1 ⊗ J1 + J2 ⊗ J2 + J3 ⊗ J3,
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Théorème 3.2.1. ([51], p 161) Une variété métrique presque quaternion est dite variété
Kählérienne quaternionique si et seulement si ∇Ω̃ = 0 ou ∇Λ = 0 .

Proposition 3.2.1. ([51], p 161) Une variété métrique presque quaternionique est dite variété
Kählérienne quaternionique si pour toutes coordonnées locales d'un ouvert U on a

∇XJ1 = ω3(X)J2 − ω2(X)J3

∇XJ2 = −ω3(X)J1 + ω1(X)J3

∇XJ3 = ω2(X)J1 − ω1(X)J2

(3.2)

pour tout champ de vecteurs X sur U , où ∇ est la connexion de Levi-Civita et ωi sont certaines
1-formes locales dé�nies dans U .

En particulier, si ωi = 0 pour tout i = 1, 2, 3, alors la structure est appelée hyperKählé-
rienne.

Remarque 3.2.1. si n > 1, une variété Kählérienne quaternionique est une variété d' Ein-
stein.

3.3 Structures presques complexes généralisée

Soit M une variété de dimension 2n. En géométrie généralisée on étudie non pas le �bré
tangent deM noté TM mais plutôt la somme du �bré tangent et du �bré cotangent que nous
noterons TM = TM ⊕ T ∗M . On dé�ni sur l'espace des sections TM ⊕ T ∗M −→ M deux
opérations R-bilinéaires.
• Une forme < −,− > symmétrique, non-dégénérée et bilinéaire dé�nie par

< X + α, Y + β >:=
1

2
(ιXβ + ιY α)

• Le crochet de Courant [−,−]c est un crochet anti-symétrique,

[X + α, Y + β]c := [X, Y ] + LXβ − LY α−
1

2
d(ιXβ − ιY α)

où X, Y ∈ TM et α, β ∈ T ∗M.

Dé�nition 3.3.1. [26] Une structure presque complexe généralisée sur M est une endomor-
phisme J de la somme directe TM ⊕ T ∗M qui satisfait les deux conditions,

J + J ∗ = 0, J 2 = −id,

où J ∗ est dé�ni par < JA,B >=< A,J ∗B > pour tous A,B ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M).

Dé�nition 3.3.2. [26] Une structure (presque) Kählérienne généralisée sur TM est une paire
(J1,J2) de structures (presque) complexes généralisées qui commutent et G = −J1J2 donne
une métrique dé�nie positive sur TM ⊕ T ∗M.
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Exemple 3.3.1. Soit (M,J, ω, g) une structure kählérienne classique, c'est-à-dire une struc-
ture complexe J , une structure symplectique ω et une métrique riemannienne g telles qu'on
ait le diagramme commutatif

TM
J //

g

$$

TM

ωzz
T ∗M

La métrique Riemannienne g sur TM s'étend en une métrique sur TM . En identi�ant TM
et T∗M grâce à la pseudo-métrique < ., . >, la métrique g peut-être vue comme un endomor-

phisme G =

(
0 g−1

g 0

)
de TM . Comme JJJω = JωJJ = −G, la paire (JJ ,Jω) est une

structure Kählérienne généralisée sur TM .

Théorème 3.3.1. [26] La structure Kählérienne généralisée (J1,J2) est équivalente à la
structure bi-hermitienne (g, b, J±) qui satisfait la condition suivante.
• pour tous champs de vecteurs X, Y, Z,

dω±
(
J±X, J±Y, J±Z

)
= ±db(X, Y, Z),

where ω± = g(X, J±Y ).
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3.4 Structure métrique presque de contact

La géométrie de contact est la partie de la géométrie di�érentielle qui étudie les formes
et les structures de contact. Elle entretient d'étroits liens avec la géométrie symplectique, la
géométrie complexe, la théorie des feuilletages de codimension un et les systèmes dynamiques.
La géométrie de contact classique est née de l'étude de la thermodynamique et de l'optique
géométrique. Une structure de contact sur une variété (géométrie) est un champ d'hyper-
plan, c'est-à-dire la donnée en tout point d'un hyperplan dans l'espace tangent. L'illustration
montre un exemple de structure de contact sur S3 qui est le modèle local de toutes les struc-
tures de contact en dimension trois. . . .

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques structures qui interviendront dans cette étude
en donnant des exemples pour comprendre les notions et pour manipuler les di�érents calculs.

Pour plus de détail, voir [8], [10], [11],[51]...

3.4.1 Structures de Contact

Dé�nition 3.4.1. Une variété di�érentiable M de dimension impair (2n+1) est dite variété
de contact si elle existe une 1-forme η globale sur M telle que

η ∧ (dη)n 6= 0.

En particulier, η ∧ (dη)n 6= 0 est un élément de volume de M , de sorte qu'une variété de
contact est orientable. Aussi le rang de dη est 2n sur l'algèbre de Grassmann T ∗pM à chaque
point p ∈ M , et donc nous avons un sous-espace de dimension 1, {X ∈ TpM/dη(X,TpM) =
0}, dont η 6= 0 et qui est complémentaire au sous-espace dé�ni par η = 0. Par conséquent le
choix de ξp dans ce sous-espace normalisée par η(ξp) = 1, nous avons un champ de vecteurs
globale ξ satisfaisant

dη(ξ,X) = 0, η(ξ) = 1.

ξ est appelé le champ de vecteur caractéristique ou le champ de Reeb de la structure de
contact η. Utilisant la dérivée de Lie on obtient immédiatement,

Lξη = 0, Lξdη = 0.

On note D la distribution de contact ou sous-�bré dé�ni par le sous-espace Dp = {X ∈ TpM :
η(X) = 0}. Grosso modo, le sens de la condition η ∧ (dη)n 6= 0, est que le sous-�bré de
contact est aussi loin d'être intégrable que possible, en particulier, D tourne comme un seul
mouvement sur la variété. Pour un sous-�bré dé�ni par une 1-forme η d'être intégrable, il
faut et il su�t que η ∧ (dη)n ≡ 0.

Théorème 3.4.1. [10]
Soit w une 1-forme sur une variété di�érentiable Mn et supposons que w ∧ (dw)p 6= 0

et (dw)p+1 ≡ 0 sur Mn. Ensuite, sur chaque point, il existe un systéme de coordonnées
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(x1, . . . , xp, y1, yn−p) de telle sorte que w = dyp+1−
∑p

i=1 y
idxi. Ainsi, sur chaque point d'une

variété de contact M2n+1 il existe des coordonnées (xi, yi, z), i = 1, . . . , n telle que

η = dz −
n∑
i=1

yidxi. (3.3)

3.4.2 Structures métrique presque de contact

Structures presque de contact

Dé�nition 3.4.2. [10]
Soit M une variété di�érentiable de dimension impaire (2n + 1). On appelle structure

presque de contact sur M la donnée d'un triplet (η, ξ, ϕ) tel que
� ϕ un champ de tenseur de type (1, 1)
� ξ un champ de vecteurs
� η une 1-forme sur M

véri�ant les conditions suivantes

η(ξ) = 1, ϕ2X = −X + η(X)ξ.

Dé�nition 3.4.3. Une variété de dimension (2n+1) munie d'une structure presque de contact
(ϕ, ξ, η) est une variéte presque de contact.

Théorème 3.4.2. Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque de contact ,alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

ϕξ = 0

η ◦ ϕ = 0

rangϕ = 2n

Pour la preuve voir [10].

Dé�nition 3.4.4. Rang d'une structure
Soit (ϕ, η, ξ) une structure presque de contact. On dit que

� la forme η est de rang r = 2n si (dη)n 6= 0 et η ∧ (dη)n = 0,
� la forme η est de rang r = 2n+ 1 si (dη)n+1 = 0 et η ∧ (dη)n 6= 0,

et on dit aussi que r est le rang de la structure (ϕ, η, ξ).

Métrique Riemannienne associée

Théorème 3.4.3. [11]
Toute variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η) admet une métrique Riemannienne g telle

que,
g(X, ξ) = η(X).
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Proposition 3.4.1. [11] Toute variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η) admet une métrique
Riemannienne g telle que,

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), (3.4)

et g dans ce cas dite compatible avec la structure.

Dé�nition 3.4.5. On appelle une variété métrique presque de contact et on la note (M,ϕ, ξ, η, g),
toute variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η) munie d'une métrique Riemannienne g compatible
avec la structure presque de contact sur M .

Dé�nition 3.4.6. Pour chaque structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) sur M on
dé�nit la 2-forme fondamental Φ par,

Φ(X, Y ) = g(X,ϕY ).

Dé�nition 3.4.7. On dit que M2n+1 admet une structure presque de contact si il existe une
1-forme di�érentielle globale η et une 2-forme di�érentielle globale Φ sur M tel que

η ∧ Φn 6= 0

Proposition 3.4.2. [11]
SiM2n+1 est une variété de contact avec la forme de contact η, alors il existe une structure

métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) tel que la 2-forme fondamental Φ est dé�nie par,

Φ = dη.

Preuve . Pour la preuve voir( [11], page 26)

Structure presque de contact normale

Dé�nition 3.4.8. Soient (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact et M2n+1×R la variété
produit où (X, f d

dt
) un champ de vecteurs sur M ×R tel que X un champ de vecteurs sur M ,

f une fonction sur M2n+1 × R et t système de coordonnée sur R. On dé�nit sur M2n+1 × R
une structure presque complexe J par,

J(X, f
d

dt
) = (ϕX − fξ, η(X)

d

dt
)

on peut facilement véri�er que J2 = −I c.à.d. la variété (M2n+1×R, J) est presque complexe.

Dé�nition 3.4.9. Soit J une structure presque complexe sur M2n+1 ×R, J est intégrable si
et seulement si le tenseur de Nijenhuis NJ(X, Y ) = 0. ( voir théorème 3.1.1 )

Dé�nition 3.4.10. ( [11], page 80) Soit (ϕ, ξ, η, g) une structure métrique presque de contact
sur M . On dit que M est normale si la structure presque complexe J est intégrable.
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Utilisant (3.1.2) on peut facilement véri�er que

NJ ((X, 0) , (Y, 0)) =
(
N1(X, Y ), N2(X, Y )

)
.

et

NJ

(
(X, 0) ,

(
0,
d

dt

))
=
(
N (3) (X) , N (4) (X)

)
où

N (1) (X, Y ) = Nϕ (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ, N (2) (X, Y ) (LϕXη)Y − (LϕY η)X

N (3) (X) = (Lξϕ)X, N (4) (X) = (Lξη)X.

Remarque 3.4.1. La structure presque de contact est normale si

N (1) = N (2) = N (3) = N (4) = 0.

Théorème 3.4.4. [51]
Soit (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact si N1 = 0 alors,

N (2) = N (3) = N (4) = 0

Exemple 3.4.1. Soit S3 ⊂ R4 et X = (x, y, z, t) ∈ R4.
Prenons la paramétrisation suivante :

X =


x = cosα cosβ cosγ
y = cosα cosβ sinγ
z = cosα sinβ
t = sinα

et utilisons le produit scalaire

gij =

〈
∂X

∂xi
,
∂X

∂xj

〉
,

nous trouvons la matrice associée à la métrique Riemannienne g

(gij)1≤i,j≤3 =

 1 0 0
0 cos2 α 0
0 0 cos2 α cos2 β

 .

Utilisons l'équation ( 3.3), nous pouvons dé�nir la 1-forme η comme suit :

η =
n∑
i=1

xidyi − yidxi ⇔ η = xdy − ydx+ zdt− tdz.

Avec la paramétrisation ci-dessus on a

η =
(
sin β,− cosα sinα cos β, cos2 α cos2 β

)
.
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Remarquer que
η ∧ dη = −2 cos2 α cos βdα ∧ dβ ∧ dγ 6= 0

c.à.d. la variété est de contact.
Calculons le champ de vecteur ξ, Posons

ξ = ξ1∂α + ξ2∂β + ξ3∂γ

et sachons que g(X, ξ) = η(X) on peut avoir

ξ =

 sin β
− tanα cos β

1


et nous pouvons facilement voir que η (ξ) = 1

Calculons maintenant l'endomorphisme ϕ, nous avons{
g (X,ϕY ) = dη (X, Y )
2dη(X, Y ) = Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])

c.à.d.

g(X,ϕY ) =
1

2

(
Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])

)
localement l'équation précédente donne,

ϕkj =
1

2
gki
(
∂i
(
η(∂j)

)
− ∂i

(
η(∂j)

))
d'où la matrice associé à ϕ est donnée par

(ϕij)1≤i,j≤3 =

 0 − cos2 α cos β − cosα sinα cos2 β
cos β 0 − cos β sin β
tanα tan β 0

 ,

et on peut véri�er que

ϕ2 = −I + η ⊗ ξ.

Donc, (S3, ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique de contact et nous pouvons véri�er que

η ◦ ϕ = 0, ϕξ = 0, g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ).

Véri�ons maintenant que la structure (ϕ, ξ, η) est normale. on a

N (X, Y ) = Nϕ (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ,

l'expression locale du N(X, Y ) peut s'écrire sous la forme,

N i
kj = ϕhk(∂hϕ

i
j − ∂jϕih)− ϕhj (∂hϕik − ∂kϕih) + ηk(∂jξ

i)− ηj(∂kξi)

et avec des calculs simples on peut véri�er que N i
kj = 0 pour tous i, j, k ∈ {1, 2, 3}.
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Lemme 3.4.1. ([12], p 82) Pour une structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g), la
dérivée covariante de ϕ est donnée par,

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z

)
= 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z) + g

(
N (1)(Y, Z), ϕX

)
+ N (2)(Y, Z)η(X) + 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ).

3.4.3 Quelques Structures métrique presque de contact normales

De D. Chinea et C. Gonzalez ( voir [56]), on sait qu'il ya 4.096 classes de structures
métrique presque de contact. Ces structures sont regroupées en tros familles : Sasakiennes,
cosymplectic et Kenmotsu. En 1985, Oubiña [44] introduit une nouvelle classe des variétés
presque de contact , à savoir, la variété trans-Sasakienne du type (α, β), qui peut être consi-
dérée comme une généralisation des variétés Sasakienne, Kenmotsu et cosymplectique où α
et β sont des fonctions di�érentiables sur la variété.
Les structures trans-Sasakiennes de type (0, 0), (0, β), et (α, 0) sont cosymplectique [11], β-
Kenmotsu [28], et α-Sasakienne [28], respectivement.

Dans cette paragraphe, nous allons rappelé quelques structures métrique presque de
contact qui interviendront dans cette étude ainsi des exemples pour clari�er les notions.

Structure Sasakienne

Dé�nition 3.4.11. Soient (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact et Φ la 2-forme fon-
damentale. On dit que M est une variété Sasakienne si Φ = dη et la triplet (ϕ, ξ, η) est
normale.

Dé�nition 3.4.12. Une variété Riemannienne (M, g) est dite Sasakienne si et seulement si
la métrique du cône (C(S) = R+ × S, g = dr2 + r2g) est kählérienne.

Théorème 3.4.5. ([11], p 86) Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variéré métrique presque de contact,
M est une variété de Sasaki si et seulement si

(∇Xϕ)Y = g (X, Y ) ξ − η (Y )X

pour tous champs de vecteurs X, Y ∈ X(M).

Proposition 3.4.3. Le tenseur de courbure Riemannienne R et le tenseur de Ricci S d'une
variété Sasakienne M satisfaient les propriétés suivantes :
Pour tous X, Y, Z ∈ XM

(a) R(ξ,X)ξ = −X
(b) R(X, ξ)X = −ξ
(c) R(X, Y )ξ = η(Y )X − η(X)Y

(d) g
(
R(ϕX,ϕY )ϕZ, ϕW

)
= g
(
R(X, Y )Z,W

)
(e) S(ϕX,ϕY ) = S(X, Y )

Pour la preuve voir ([10], p 93).
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Dé�nition 3.4.13. [10] Soit M2n+1 une variété Sasakienne, pour tout plant P de l'espace
tangent TpM de base orthonormée {X,ϕX} où X est un champ de vecteurs orthogonal à ξ.
On dé�ni la courbure ϕ-sectionnelle de P par

K(P ) = g
(
R(X,ϕX)ϕX,X

)
.

Théorème 3.4.6. ([10], p 97 ). Si une variété Sasakienne M à une courbure ϕ-sectionnelle
constante c alors, M est appellée espace de forme Sasakienne ( Sasakian space forms ) noté
par M2n+1(c).
Le tenseur de courbure Riemannienne dans ce cas est donné par

R(X, Y ) = X ∧ Y +
c− 1

4

(
ϕ2X ∧ ϕ2Y + ϕX ∧ ϕY + 2g(X,ϕY )ϕ

)
, (3.5)

où (X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y pour tous X, Y, Z ∈ X(M) et la courbure de Ricci S
est donnée par

2S(X, Y ) =
(
n(c+ 3) + c− 1

)
g(X, Y )− (n+ 1)(c− 1)η(X)η(Y ). (3.6)

Remarque 3.4.2. Une variété Sasakienne (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) est dite variété Sasaki-Einstein
si g est une métrique d'Einstein, c.à.d.,

S = λg,

pour une constante λ. Sachons que R(X, ξ)Y = g(X, ξ)Y −g(X, Y )ξ. On peut voir facilement
que λ = 2n.

Remarque 3.4.3. Une variété Sasakienne (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) est dite variété η-Einstein si g
satisfait

S = ag + bη ⊗ η,

où initialement a et b sont des fonctions, mais si la dimension est ≥ 5, a et b doivent être
des constantes ([11], p 131). On peut voir facilement que a+ b = 2n.

Pour une étude récente sur les variétés η-Einstein, voir [8].

Exemples 3.4.1.

(1) La sphère d'unité S2n+1 munie de la structure canonique (ϕ, ξ, η, g) est une variété
Sasakienne à courbure sectionnelle égale 1.(voir l'exemple 3.4.1). Ensuite, tenu compte
de la déformation D-homothétique de structure

η′ = aη, ξ′ =
1

a
ξ, φ′ = φ, g′ = ag + a(a− 1)η ⊗ η, a ∈ R+.

Nous pouvons obtenir une variété Sasakienne (S2n+1
a , φ′, ξ′, η′, g′) de courbure section-

nelle constante c′ = 4
a
− 3 ([11], p 99).
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(2) E.Blair a donné un exemple important d'une variété Sasakienne à courbure ϕ-sectionnelle
constante c = −3.

g =
1

4

 δij + yiyj 0 −yi
0 δij 0
−yj 0 1

 , ϕ =

 0 δij 0
−δij 0 0

0 yj 0

 ,

ξ = 2

(
∂

∂z

)
, η =

1

2
(dz − yidx).

Structure de Kenmotsu

Dé�nition 3.4.14. Soient (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact et Φ la 2-forme fonda-
mentale. On dit que M est de Kenmotsu si η est fermée (c.à.d. dη = 0), dΦ = 2Φ ∧ η et la
triplet (ϕ, ξ, η) est normale.

Théorème 3.4.7. [32] Soient (M,ϕ, ξ, η, g) une variété presque de contact de dimension
(2n + 1) et ∇ la connexion de Levi-Cevita sur M . On dit que M est de Kenmotsu si et
seulement si pour tous X, Y ∈ X(M),

(∇Xϕ)Y = g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX.

Théorème 3.4.8. [32] Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu. Alors pour tout point
p ∈ M , il existe un ouvert U de p qui est un produit tordu (−ε, ε) ×f V où f(t) = Cetsur
l'intervalle (−ε, ε) et V est une variété Kählerienne.

De plus, on a la notion la plus générale d'une structure β-Kenmotsu [28], qui peut être
dé�nie par

(∇Xϕ)Y = β
(
g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX

)
,

où β est une constante non nulle. De cette condition, on peut facilement déduire que

∇Xξ = β
(
X − η(X)ξ

)
.

Exemple 3.4.2. [13] Soit (x, y, z) les coordonnées cartésiennes sur R3 on pose

η = dz, ξ =
∂

∂z
, Φ = −2e2zdx ∧ dy, g = 2e2z(dx2 + dy2).

Alors, la variété (R3, ϕ, η, ξ, g) est une variété de Kenmotsu à courbure sectionnelle c = −1
elle s'appelle ( l'espace hyperbolique ).

Structure cosymplectique

Dé�nition 3.4.15. Soient (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact et Φ la 2-forme fonda-
mentale. On dit que M est cosymplectique si Φ et η sont fermées (c.à.d. dΦ = 0, dη = 0) et
la triplet (ϕ, ξ, η) est normale.
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Théorème 3.4.9. [47]
Soient (M,ϕ, ξ, η, g) une variété presque de contact de dimension (2n+ 1) et ∇ la connexion
de Levi-Cevita sur M . On dit que M est cosymplectique si et seulement si pour tous X, Y ∈
X(M),

(∇Xϕ)Y = 0

Proposition 3.4.4. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété cosymplectique. Pour tous X, Y, Z ∈
X(M),

(∇XΦ)(Y, Z) = 0.

Preuve . On a

(∇XΦ)(Y, Z) = XΦ(Y, Z)− Φ(∇XY, Z)− Φ(Y,∇XZ)

= Xg(Y, ϕZ)− g(∇XY, ϕZ)− g(Y, ϕ∇XZ)

= g(∇XY, ϕZ) + g(Y,∇XϕZ)− g(∇XY, ϕZ)− g(Y, ϕ∇XZ)

= g
(
Y, (∇Xϕ)Z

)
= 0.

d'où
(∇XΦ)(Y, Z) = 0.

Exemple 3.4.3.
Voici une structure cosymplectique très simple sur R3 = C× R,

η = dz, ξ =
∂

∂z
, Φ = dx ∧ dy.

Structure Trans-Sasakienne

Dé�nition 3.4.16. [44], [40] Soient (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact
et Φ la 2-forme fondamentale. On dit que M est trans-Sasakienne si et seulement si elle est
normale et

dη = αΦ, dΦ = 2β(Φ ∧ η),

où α = 1
2n
δΦ(ξ) = 0 et β = 1

2n
divξ sont des fonctions di�érentiables sur M et δΦ est la

codi�érentielle de Φ (la divergence) dé�nie par

δΦ(X) = −
2n∑
i=1

(
(∇eiΦ)(ei, X) + (∇ϕeiΦ)(ϕei, X)

)
− (∇ξϕ)(ξ,X),

avec {e1, ..., en, ϕe1, ..., ϕen, ξ} une ϕ-base locale d'un ouvert quelconque de M ,(voir [25], page
209).
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Théorème 3.4.10. [12]
Soient (M,ϕ, ξ, η, g) une variété presque de contact de dimension (2n+ 1) et ∇ la connexion
de Levi-Cevita sur M . On dit que M est trans-Sasakienne si et seulement si pour tous X, Y ∈
X(M),

(∇Xϕ)Y = α
(
g(X, Y )ξ − η(Y )X

)
+ β

(
g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX

)
où α et β sont des fonctions di�érentiables sur M , et on dit aussi que la structure trans-
Sasakienne est de type (α, β).

En particulier, la structure est normale en plus,
� si α = 1 et β = 0 , la structure est dite Sasakienne,
� si α ∈ R∗ − {1} et β = 0, la structure est dite α-Sasakienne,
� si α = 0 et β = 1, la structure est dite de Kenmotsu,
� si α = 0, et β ∈ R∗ − {1} la structure est dite β-Kenmotsu,
� si α = β = 0 , la structure est dite cosymplectique.

Proposition 3.4.5. [12] Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété trans-Sasakienne. Pour tous X, Y, Z ∈
X(M),

∇Xξ = −αϕX + β(X − η(X)ξ),

(∇Xη)Y = −αg(ϕX, Y ) + β
(
g(X, Y )− η(X)η(Y )

)
,

(∇XΦ)(Y, Z) = α
(
g(X,Z)η(Y )− g(X, Y )η(Z)

)
− β

(
g(X,ϕZ)η(Y )− g(X,ϕY )η(Z)

)
.

Remarque 3.4.4. Du proposition 3.4.5 on tire

(∇XΦ)(Y, ξ) = −α, (∇Xη)X = −β.

Pour X orthogonal à ξ et g(X,X) = 1, on a

δΦ(ξ) = 2nα, δη = −2nβ.

Exemple 3.4.4. [12] Soit (x, y, z) les coordonnées cartésiennes sur R3 on pose

ξ =
∂

∂z
, η = dz − ydx

ϕ =

 0 −1 0
1 0 0
0 −y 0

 , g =

 ez + y2 0 −y
0 ez 0
−y 0 1

 .

Utilisant

δΦ(X) = −
2n∑
i=1

(
(∇eiΦ)(ei, X) + (∇ϕeiΦ)(ϕei, X)

)
− (∇ξϕ)(ξ,X),

et

δη = −
2n∑
i=1

(
(∇eiη)ei + (∇ϕeiη)ϕei

)
,

on trouve
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δΦ(ξ) = −e−z, δη = −1 et (R3, ϕ, ξ, η, g) est une variété trans-Sasakienne de type
(−1

2
e−z, 1

2
). Et remarquer bien que

ξ(α) =
∂

∂z
(−1

2
e−z) =

1

2
e−z = −2(−1

2
e−z)(

1

2
) = −2αβ.

La relation entre les structure trans-Sasakienne, α-Sasakienne et β-Kenmotsu, récemment
ont été discuté par Marrero [40].

Proposition 3.4.6. (Marrero [40]) Toute variété trans-Sasakienne de dimension ≥ 5 est
α-Sasakienne, β-Kenmotsu ou cosymplectique.

Proposition 3.4.7. (Marrero [40]) Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne 3-dimensionnelle,
f > 0 une fonction non-constante sur M et g = fg + (1− f)η ⊗ η. Alors (ϕ, ξ, η, g) est une
structure trans-Sasakienne de type

(
1
f
, 1

2
ξ(ln f).

)
Nous pouvons donner une généralisation pour cette Proposition. Considérant (M,ϕ, ξ, η, g)

une variété métrique presque de contact de dimension 3 et f, h deux fonctions sur M telle
que fh 6= 0 partout. La déformation

η̃ = fhη, ξ̃ =
1

fh
ξ, ϕ̃ = ϕ, g̃ = f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η,

est aussi une structure métrique presque de contact. Supposons (M,ϕ, ξ, η, g) est une variété
trans-Sasakienne de type (α, β) et Φ sa 2-forme fondamentale alors, on a

dη = αΦ, dΦ = 2βη ∧ Φ,

et comme Φ̃ = f 2Φ donc

dη̃ = d(fhη)

= d(fh) ∧ η +
αh

f
Φ̃,

et

dΦ̃ = d(f 2Φ)

= 2
(
d
(1

2
ln(f 2)

)
+ βη

)
∧ Φ̃.

Si fh = 1 alors η̃ = η et on obtient

dη̃ =
α

f 2
Φ̃, dΦ̃ = 2

(1

2
d(
(

ln(f 2)
)

+ βη
)
∧ Φ̃,

posons α̃ = α
f2

et β̃η̃ = 1
2
d(
(

ln(f 2)
)

+ βη, donc on peut déclarer la proposition suivante :

Proposition 3.4.8. Soit (M3, ϕ, ξ, η, g) une variété trans-Sasakienne de type (α, β), f une
fonction non-constante sur M et g̃ = f 2g + (1− f 2)η ⊗ η. Alors (ϕ, ξ, η, g̃) est une structure
trans-Sasakienne de type

(
α
f2
, β + 1

2
ξ(ln f 2)

)
.
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Corollaire 3.4.1. Si (M3, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu avec η exacte ( c.à.d.
η = dρ où ρ ∈ C∞(M)) et g̃ = e−2ρg + (1 − e−2ρ)η ⊗ η. Alors (ϕ, ξ, η, g̃) est une structure
cosymplectique.

 

 

Relations entre  les structures metrique presque de contact 

Construction d'un exemple à 2-paramètres

Exemple 3.4.5. Construction d'un exemple de dimension 3
Soit {x, y, z} les coordonnés cartésiennes sur R3 posons

g =

 ρ2 + τ 2 0 −τ
0 ρ2 0
−τ 0 1


telle que ρ et τ des fonction sur R3.
On dé�nie une structure presque de contact (ϕ, ξ, η) sur R3 par

ϕ =

 0 −1 0
1 0 0
0 −τ 0

 , ξ =

 0
0
1

 , η = (−τ, 0, 1)

(R3, ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique presque de contact.
La 1-forme η et la 2-forme fondamentale Φ sont donnée par,

η = dz − τdx and Φ = −2ρ2dx ∧ dy,

et par conséquent

dη = τ2dx ∧ dy + τ3dx ∧ dz
dΦ = −4ρ3ρdx ∧ dy ∧ dz
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tel que ρi = ∂ρ
∂xi

and τi = ∂τ
∂xi
.

Les composantes du tenseur N peut s'écrire sous la forme,

N i
kj = ϕhk(∂hϕ

i
j − ∂jϕih)− ϕhj (∂hϕik − ∂kϕih) + ηk(∂jξ

i)− ηj(∂kξi)
= 0 ∀i, j, k

c.à.d. la structure métrique presque de contact ϕ, ξ, η, g) est normale pour toutes f et h des
fonctions sur R3.
Donc, (R3, ϕ, ξ, η, g) est une variété

(1) Trans-Sasakienne si ρ1 = ρ2 = τ3 = 0, ρ3 = α
2
ρ et τ2 = −2βρ2

(2) Sasakienne si ρ3 = 0, τ2 = −2ρ2 et τ3 = 0,
(3) Cosymplectique si ρ3 = 0, τ2 = 0, et τ3 = 0 ,
(4) Kenmotsu si ρ3 = ρ, τ2 = 0 et τ3 = 0.
De plus, on peut donner des structures non-triviales sur M par exemple :
(1)′ ρ = ez, τ = x2 − 2y, α = 2 et β = e−2z,
(2)′ ρ = e−y, τ = e−2y,
(3)′ ρ = 2xy, τ = x3,
(4)′ ρ = ez et τ = x.

3.5 Structures 3-presque de contact

Dé�nition 3.5.1. Soient (ϕi, ξi, ηi)
3
i=1 trois structures presque de contact . On dit que (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1

est une 3-structures presque de contact [37], si pour toute permutation cyclique (i, j, k) de
(1, 2, 3), les conditions suivantes sont remplies :

(1) : ηi(ξj) = ηj(ξi) = 0;
(2) : ϕiξj = −ϕjξi = ξk;
(3) : ϕi ◦ ϕj − ηj ⊗ ξi = −ϕj ◦ ϕi + ηi ⊗ ξj = ϕk;
(4) : ηi ◦ ϕj = −ηj ◦ ϕi = ηk.

(3.7)

Il est bien connu (voir [37]) que la dimension d'une variété munie de 3-structures presque
de contact est 4n+ 3 pour un entier naturel n. Une métrique Riemannienne g est dite associé
à la 3-structures si elle satisfait

g(ϕiX,ϕiY ) = g(X, Y )− ηi(X)ηi(Y ), avec i = 1, 2, 3 (3.8)

pour tous champs de vecteurs X, Y sur M .
Dans une telle variété M avec 3-structures presque de contact il existe toujours une mé-
trique Riemannienne g satisfaisant (??), et (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1 est appelée une 3-structures métrique

presque de contact. Dans ce cas
(
M, g, (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1

)
est dite variété métrique à 3-structures

presque de contact.

Dé�nition 3.5.2. Une variété métrique à 3-structures presque de contact
(
M, g, (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1

)
est dite variété 3-structures Sasakienne ( ou variété 3-Sasakiennes ) si chacune de trois struc-
tures (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1 soit Sasakienne.
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Théorème 3.5.1. ([11], p 294)
Si
(
M, g, (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1

)
est une variété 3-structures Sasakienne alors, ξ1, ξ2, ξ3 sont des champs

de vecteurs orthonormés, satisfaisant

[ξi, ξj] = 2ξk

pour toute permutation cyclique (i, j, k) de (1, 2, 3).

Remarque 3.5.1. ([11], p 294)
Toute variété 3- Sasakiennes est Einsteinienne avec courbure scalaire positive.

3.6 Structure métrique presque de contact presque her-

mitienne

Dé�nition 3.6.1. Soient
(
M4m+2, g, J, (ϕi, ξi, ηi)

2
i=1

)
une variété presque hermitienne munie

de deux structures presque de contact. On dit qu'elle est une variété métrique presque de
contact presque hermitienne si on a :

(1) : g(ϕiX, Y ) = −g(X,ϕiY );
(2) : Jξ1 = −ξ2, Jξ2 = ξ1;
(3) : ϕ2

iX = −X + η1(X)ξ1 + η2(X)ξ2;
(4) : ϕ1(JX) = −Jϕ1X = ϕ2X;
(5) : ϕ2(JX) = −Jϕ2X = −ϕ1X;
(6) : ϕ2(ϕ1X) = −ϕ1(ϕ2X) = JX + η1(X)ξ2 − η2(X)ξ1.

(3.9)

Comme dans le cas des variétés métriques presque de contact et des variétés presque
hermitiennes, localement, les formes fondamentales sont dé�nies par les formules suivantes

φi(X, Y ) = g(X,ϕiY ), pour i = 1, 2

et
Ω(X, Y ) = g(X, JY ).

pour tous champs de vecteurs X, Y sur M .
La dimension de ce type de variété est 4m+ 2. Pour la nomenclature, nous indiquons le nom
de la structure métrique presque de contact suivi du nom de la structure presque hermitienne.
Par exemple, une variété Sasakienne-kählérienne c'est une variété kählérienne équipé de deux
structures Sasakienne.
Il est bien connu que l'espace complexe projectif P2m+1(C) est un exemple d'une variété mé-
trique presque de contact presque hermitienne. il possède une structure kählérienne et deux
structures Sasakienne. Pour cette raison, il est appelé une variété Sasaki-kähler.



chapter 4

Résultats

Pour étudier les variétés à courbure négative, Bishop et O'Neill ont introduit la notion
de produit tordu comme étant une généralisation du produit de variétés Riemanniennes [7] .
En 1985, en utilisant le produit tordu, Oubiña a montré qu'il y a une correspondance ( one-
to-one ) entre les structures Sasakiennes et les structures Kählériennes[44].
Récemment, en se basant sur les travaux de Tanno [52] (la déformation homothétique sur les
variété métrique de contact). Blair [13] a introduit la notion du produit torduD-homothétique.
Il l'a utilisé pour montrer par une autre technique qu'il existe une correspondance entre la
structures Sasakienne et la structures Kählérienne.

Dans ce chapitre qui est la partie originale de ce travail, nous avons traité notre objectis
selon deux direction, dans la première nous généralisons le produit tordu D-homothétique et
nous montrons que le produit tordu et le produit tordu D-homothétique sont des cas parti-
culiers.

Après avoir dé�ni notre métrique bi-tordu D-homothétique et déterminé ses propriétés
géométrique ainsi que la métrique bi-tordu D-homothétique doublée, nous prouvons l'impor-
tance de cette dernière en traitant les points suivants :

(1) Étude sur les sous variétés de la variété produit bi-tordu D-homothétique.
(2) Construction d'une famille de structures Kählérienne à 1-paramètre à partir d'une

seule structure Sasakienne, ce qui élimine la correspondance d'Oubiña et de Blair.
(3) Construction d'une famille de structures conformément Kählérienne à 1-paramètre, à

partir d'une seule structure cosymplectique ou de Kenmotsu.
(4) Étude géométrique de la famille Kählérienne engendrée par une seule structure Sasa-

kienne.
(5) Construction d'une famille de structures de Kenmotsu à 1-paramètre à partir d'une

seule structure Sasakienne.
(6) Construction d'une structure Kählérienne qauternionique à partir d'une 3-structures

Sasakiennes.
(7) Construction d'une structure Kählérienne généralisée à partir d'une structure bi-

hermitienne.
(8) Étude sur les sous variétés de la variété produit bi-tordu D-homothétique doublée.
(9) Le Produit bi-tordu D-homothétique doublé et le problème de Blair-Oubiña.

Dans la deuxième direction nous donnons une réponse positive pour une question ouverte de
Tshikuna-MATAMBA [56] concernant le produit de deux variété métrique presque de contact
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presque hermitienne.

4.1 Produit bi-tordu D-homothétique

Dans cette partie, nous donnons la dé�nition de la métrique bi-tordu D-homothétique
sur la variété produit M̃ = M ′ ×M avec la connexion de Levi-Civita associée. Ensuite nous
traitons quelques propriétés géométriques.

4.1.1 Dé�nitions et Propriétés

La notion de la déformation D-homothétique ou déformation 2n-homothétique sur une
variété métrique de contact (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) a été introduite par Tanno [52] où D est la
distribution dé�nie par η = 0. Pour une structure métrique de contact (ϕ, ξ, η, g) et une
constante positive a la structure

ϕ = ϕ, η = aη, ξ =
1

a
ξ, g = ag + a(a− 1)η ⊗ η,

est aussi une structure métrique de contact.
L'idée fonctionne aussi bien pour les structures métrique presque de contact. Pour une

structure métrique presque de contact, la déformation

ϕ = ϕ, η = λη, ξ =
1

λ
ξ, g = α2g + β2η ⊗ η,

est aussi une structure métrique presque de contact si λ2 = α2+β2 (condition de compatibilité)
où α, β et λ sont des constantes non nulles.
Posons α2 = a2 et β2 = a2(b2 − 1) où λ = ab, nous obtenons la déformation

ϕ = ϕ, η = abη, ξ =
1

ab
ξ, g = a2g + a2(b2 − 1)η ⊗ η.

ce qui nous permet de poser la dé�nition suivante :

Dé�nition 4.1.1. Soient (M ′m, g′) une variété Riemannienne et (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une va-
riété métrique presque de contact. La métrique bi-tordu D-homothétique sur M̃ = M ′×M
est dé�nie par

g̃ = g′ + f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η.

où f et h sont deux fonctions di�érentiables sur M ′ véri�ant fh 6= 0 partout.
De plus, le couple (M̃, g̃) s'appelle variété Riemannienne produit bi-tordu D-homothétique.

En particulier, si h = ±1 alors on a une métrique produit tordu et si h = ±f nous obte-
nons une métrique produit tordu D-homothétique [13] .
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Remarque 4.1.1.
(*) : La matrice associée à g̃ est (g′ij)

... 0
. . . . . . . . .

0
... f 2(gab) + f 2(h2 − 1)ηaηb


c.à.d.

(g̃)αβ =


g′αβ, si α, β ∈ {1, ...,m} ;
f 2gαβ + f 2(h2 − 1)ηαηβ, si α, β ∈ {m+ 1, ...,m+ 2n+ 1} ;
0, sinon.

(*) : La métrique inverse est donnée par

(g̃−1)αβ =


g′−1
αβ , si α, β ∈ {1, ...,m} ;
1
f2
g−1
αβ + 1

f2(h2−1)
ξ ⊗ ξ, si α, β ∈ {m+ 1, ...,m+ 2n+ 1} ; et h2 6= 1

1
f2
g−1
αβ , si α, β ∈ {m+ 1, ...,m+ 2n+ 1} ; et h2 = 1

0, sinon.

Utilisant la formule de Koszul pour la connexion de Levi-Civita de la métrique Rieman-
nienne, nous pouvons obtenir la proposition suivante :

Proposition 4.1.1. Soient ∇′,∇ et ∇̃ les connexions Riemannienne associées à g′, g, et g̃
respectivement. Pour tous X ′, Y ′, Z ′ champs de vecteurs sur M ′ indépendants de M et de
même pour X, Y, Z champs de vecteurs sur M , en particulier [X ′, Y ′] est tangent à M ′,
[X, Y ] est tangent à M et [X ′, Y ] = 0. On a

∇̃X′Y ′ = ∇′X′Y ′,

∇̃X′Y = ∇̃YX
′ = X ′(ln f)Y +X ′(lnh)η(Y )ξ, ,

g̃(∇̃XY, Z
′) = −fZ ′(f)g(X, Y )− f

(
(h2 − 1)Z ′(f) + fhZ ′(h)

)
η(X)η(Y ),

2g̃(∇̃XY, Z) = 2g̃(∇XY, Z) + f 2(h2 − 1)
((
g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X)

)
η(Z)

+2dη(X,Z)η(Y ) + 2dη(Y, Z)η(X)
)
.

Preuve . En utilisant la formule de Koszul,

2g̃(∇̃X̃ Ỹ , Z̃) = X̃g̃(Ỹ , Z̃) + Ỹ g̃(X̃, Z̃)− Z̃g̃(X̃, Ỹ )

+ g̃([X̃, Ỹ ], Z̃) + g̃([Z̃, X̃], Ỹ )− g̃([Ỹ , Z̃], X̃),

1. Pour tous X ′, Y ′, Z ′ ∈ X(M ′)on a
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2g̃(∇̃X′Y ′, Z ′) = X ′g̃(Y ′, Z ′) + Y ′g̃(Z ′, X ′)− Z ′g̃(X ′, Y ′)

+g̃
(
Z ′, [X ′, Y ′]

)
+ g̃
(
Y ′, [Z ′, X ′]

)
− g̃
(
X ′, [Y ′, Z ′]

)
= X ′g′(Y ′, Z ′) + Y ′g′(Z ′, X ′)− Z ′g′(X ′, Y ′)

+g′
(
Z ′, [X ′, Y ′]

)
+ g′

(
Y ′, [Z ′, X ′]

)
− g′

(
X ′, [Y ′, Z ′]

)
= 2g′(∇′X′Y ′, Z ′),

pour tout Z ′ ∈ X(M ′).
de même on a

g̃(∇̃X′Y ′, Z) = 0

pour tout Z ∈ X(M), d'où
∇̃X′Y ′ = ∇′X′Y ′.

2.

2g̃(∇̃X′Y, Z) = 2g̃(∇̃YX
′, Z)

= X ′g̃(Y, Z)

= X ′
(
f 2g(Y, Z) + f 2(h2 − 1)η(Y )η(Z)

)
= 2fX ′(f)

(
g(Y, Z) + (h2 − 1)η(Y )η(Z)

)
+ 2hf 2X ′(h)η(Y )η(Z)

= 2
X ′(f)

f
g̃(Y, Z) + 2hf 2X ′(h)η(Y )η(Z)

= 2
X ′(f)

f
g̃(Y, Z) + 2

X ′(h)

h
η(Y )g̃(ξ, Z)

= 2g̃
(X ′(f)

f
Y +

X ′(h)

h
η(Y )ξ+, Z

)

et puisque g̃(∇̃X′Y, Z ′) = 0, alors

∇̃X′Y = ∇̃YX
′ =

X ′(f)

f
Y +

X ′(h)

h
η(Y )ξ.

3. On sait que
Y g̃(X ′, Z) = 0⇔ g̃(∇̃YX

′, Z) = −g̃(∇̃YZ,X
′)

on obtient

g̃(∇̃YZ,X
′) = −g̃(∇̃X′Y, Z)

= −fX ′(f)g(Y, Z) + f
(

(h2 − 1)X ′(f)− fhX ′(h)
)
η(Y )η(Z).
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4.

2g̃(∇̃XY, Z) = Xg̃(Y, Z) + Y g̃(Z,X)− Zg̃(X, Y )

+g̃
(
Z, [X, Y ]

)
+ g̃
(
Y, [Z,X]

)
− g̃
(
X, [Y, Z]

)
= f 2

(
Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )

+g
(
Z, [X, Y ]

)
+ g
(
Y, [Z,X]

)
− g
(
X, [Y, Z]

)
+f 2(h2 − 1)

(
X
(
η(Y )η(Z)

)
+ Y

(
η(Z)η(X)

)
− Z

(
η(X)η(Y )

)
+η(Z)η([X, Y ]) + η(Y )η([Z,X])− η(X)η([Y, Z])

)
,

sachons que

dη(X, Y ) = Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ]) et g(∇Xξ, Y ) = Xη(Y )− η(∇XY )

alors,

2g̃(∇̃XY, Z) = 2g̃(∇XY, Z) + f 2(h2 − 1)
((
g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X)

)
η(Z)

+2dη(X,Z)η(Y ) + 2dη(Y, Z)η(X)
)
,

ce qui achève la démonstration.

Maintenant, on va étudier quelques propriétés géométriques concernant cette métrique.

Soient σ et σ̃ les 2-formes fondamentales de {x′0} ×M et M ′ ×M repectivement avec
x′0 ∈M ′. Nous avons alors le Théorème suivant :

Théorème 4.1.1. Pour une variété métrique presque de contact (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) et une
métrique bi-tordu D-homothétique sur M̃ = M ′ ×M on a

1. Pour tout x0 ∈M , M ′ × {x0} est une sous variété totalement géodésique.

2. Si grad′(h − f) = 0 alors pour tout x′0 ∈ M ′, {x′0} ×M est une sous variété quasi-
ombilicale et sa 2-forme fondamentale est

σ(X, Y ) = −1

2

(
g(X, Y ) + (h2 + fh− 1)η(X)η(Y )

)
grad′f 2.

3. La courbure moyenne de M dans M ′ ×M est donnée par

H = −grad′
((2n+ h2)f 2

2(2n+ 1)

)
.

4. Pour tout x′0 ∈M ′, la sous variété connexe {x′0} ×M est minimale si et seulement si

h2 =
c

f 2
− 2n
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où c > 0 et dans ce cas {x′0} ×M est quasi-ombilicale et sa 2-forme fondamentale est

σ(X, Y ) =
1

2

(
g(X, Y )− (2n+ 1)η(X)η(Y )

)
grad′f 2.

5. Si dη(ξ,X) = 0 pour tout champ de vecteurs X sur M ( c.à.d. les courbes intégrales de
ξ sont des géodésiques ). Alors, le champ de vecteurs de Reeb ξ est g̃-Killing si et seulement
si il est g-Killing.

Preuve . Rappelons que toute sous-variété N de M̃ est une sous variété quasi-ombilicale
si la 2-forme fondamentale ω de N a la forme suivante

ω(X, Y ) = αg(X, Y )ρ′ + βη(X)η(Y )ρ′

où α, β sont deux scalaires, X, Y deux champs de vecteurs sur N et ρ′ un champ de vecteurs
normal à N .

� Si α = 0 on dit que N est cylindrique.
� Si β = 0 on dit que N est ombilicale.
� Si α = β = 0 on dit que N est géodésique.
1. soit σ′ la 2-forme fondamentale de M ′. Puisque nous avons ∇̃X′Y ′ = ∇′X′Y ′ alors,

σ′ = ∇̃X′Y ′ −∇′X′Y ′ = 0.

2. Soit σ la 2-forme fondamentale de M , nous avons

g̃
(
∇̃XY, Z

′) = −fZ ′(f)g(X, Y )− f
(

(h2 − 1)Z ′(f) + fhZ ′(h)
)
η(X)η(Y )

= −fg′
(
g(X, Y )grad′f + f

(
(h2 − 1)grad′f + fh grad′h

)
η(X)η(Y ), Z ′

)
,

puisque g̃
(
∇XY, Z

′) = 0 et sachons que σ = ∇̃XY −∇XY donc

σ(X, Y ) =
1

2
g(X, Y )grad′f 2 +

1

2

(
(h2 − 1)grad′f 2 + f 2 grad′h2

)
η(X)η(Y )...(∗)

Si grad′h = grad′f alors, on obtient

σ(X, Y ) = −f
(
g(X, Y ) + (h2 + fh− 1)η(X)η(Y )

)
grad′f.

3. Sachant que la courbure moyenne de M est donnée par

H =
1

2n+ 1
trg σ =

1

2n+ 1

2n+1∑
i=1

σ(ei, ei)

où {ei}i=1,2n+1 est une base orthonormée sur M alors,

H =
1

2n+ 1

i=2n+1∑
i=1

σ(ei, ei)

= − f

2n+ 1

i=2n+1∑
i=1

(
(2n+ 1)grad′f +

(
(h2 − 1)grad′f + fh grad′h

))
= −grad′

((2n+ h2)f 2

2(2n+ 1)

)
.
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4. La sous variété {x′0}×M est minimale veut dire que la courbure moyenne H est nulle,
ce qui donne en utilisant le résultat (3),

h2 =
c

f 2
− 2n.

Remplaçons maintenant grad′h2 = − c
f4
grad′f 2 dans (∗) nous trouvons

σ(X, Y ) =
1

2

(
g(X, Y )− (2n+ 1)η(X)η(Y )

)
grad′f 2.

5. Pour tous X̃ = X ′ +X et Ỹ = Y ′ + Y deux champs de vecteurs sur M̃ on a

ξ est g̃ −Killing ⇔ g̃(∇̃X̃ξ, Ỹ ) + g̃(∇̃Ỹ ξ, X̃) = 0,

alors

g̃(∇̃X̃ξ, Ỹ ) + g̃(∇̃Ỹ ξ, X̃) = g̃(∇̃X′+Xξ, Y
′ + Y ) + g̃(∇̃Y ′+Y ξ,X

′ +X)

= g̃(∇̃X′ξ, Y ) + g̃(∇̃Xξ, Y
′) + g̃(∇̃Xξ, Y )

+g̃(∇̃Y ′ξ,X) + g̃(∇̃Y ξ,X
′) + g̃(∇̃Y ξ,X)...(∗∗)

supposons dη(ξ,X) = 0, c.à.d. ξη(X) = η
(
∇ξX

)
alors, on peut facilement véri�er les asser-

tions suivantes :

g̃(∇̃X′ξ, Y ) =
1

2
X ′(f 2h2)η(Y ),

g̃(∇̃Xξ, Y
′) = −1

2
Y ′(f 2h2)η(X),

g̃(∇̃Xξ, Y ) = g̃(∇Xξ, Y ) + f 2(h2 − 1)dη(X, Y ).

Nous remplaçons cette equation dans (∗∗) nous obtenons

g̃(∇̃X̃ξ, Ỹ ) + g̃(∇̃Ỹ ξ, X̃) = g̃(∇Xξ, Y ) + g̃(∇Y ξ,X)

= f 2
(
g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X)

)
,

ce qui achève la démonstration.

4.2 Applications sur le produit bi-tordu D-homothétique

4.2.1 Géométrie des structures

Pour notre première application de la métrique bi-tordu D-homothétique nous considérons
le cas où M ′ = I ⊆ R un intervalle ouvert et (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque
de contact. On dé�ni sur le produit M̃ = I×M la métrique g̃ par,

g̃ = dt2 + f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η. (4.1)
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Les champs de vecteurs sur I × M2n+1 sont donnés par (a∂t, X) oú X est un champs de
vecteurs sur M2n+1, t la coordonnée de I ( avec ∂t = ∂

∂t
) et f, h deux fonctions sur I telle que

fh 6= 0 partout.
Sous ces conditions, en utilisant la proposition (4.1.1) on peut obtenir la proposition suivante :

Proposition 4.2.1. Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact. Soit
∇ et ∇̃ les connexions Riemanniennes de g et g̃ respectivement. Pour tous X, Y, Z champs
de vecteurs sur M indépendants de I, on a

∇̃∂tX = ∇̃X∂t =
f ′

f
X +

h′

h
η(X)ξ,

g̃(∇̃XY, ∂t) = −ff ′g(ϕX,ϕY )− fh(fh)′η(X)η(Y ),

g̃(∇̃XY, Z) = g̃(∇XY, Z) + f 2(h2 − 1)
(1

2

(
g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X)

)
η(Z)

+ dη(X,Z)η(Y ) + dη(Y, Z)η(X)
)
.

Structure presque complexe sur I×M2n+1

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact. On dé�nit sur l'espace
tangent de I×M2n+1 l'application J̃ par :

J̃(a
∂

∂t
,X) =

(
fhη(X)

∂

∂t
, ϕX − a

fh
ξ
)
, (4.2)

où fh 6= 0 partout et X un champ de vecteurs sur M .

Proposition 4.2.2. La structure (g̃, J̃) dé�nie par (4.1) et (4.2) est une structure presque
hermitienne.

Preuve . Pour que la structure (g̃, J̃) soit presque hermitienne il faut et il su�t que

J̃2X̃ = −X̃ et g̃(J̃X̃, J̃ Ỹ ) = g̃(X̃, Ỹ ),

avec X̃ = (a∂t,X) et Ỹ = (a∂t, Y ) deux champs de vecteurs sur I ×M ce qui est simple a
véri�er.

D'autre part, la 2-forme fondamentale Ω̃ de (J̃ , g̃) est

Ω̃
((
a
∂

∂t
,X
)
,
(
b
∂

∂t
, Y
))

= g̃
((
a
∂

∂t
,X
)
, J̃
(
b
∂

∂t
, Y
))
,

nous pouvons véri�er facilement que

Ω̃ = f(2h dt ∧ η + fΦ), (4.3)

où Φ est la 2-forme fondamentale de M . Nous avons immédiatement,

dΩ̃ = f(−2h dt ∧ dη + 2f ′dt ∧ Φ + fdΦ). (4.4)
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Pour les cas particuliers, nous avons le suivant :
(1) : métrique de contact : dΩ̃ = −2f(h− f ′)dt ∧ Φ,

(2) : presque cosymplectique : dΩ̃ = 2ff ′dt ∧ Φ,

(3) : presque de Kenmotsu : dΩ̃ = 2f(f ′dt+ fη) ∧ Φ.

(4.5)

Nous remarquons que Ω̃ est fermée dans le cas d'une métrique de contact si et seulement
si h = f ′ et dans le cas presque cosymplectique si et seulement si f est constante. Dans le cas
de Kenmotsu la 2 forme Ω̃ ne peut pas être fermée, elle oblige f d'être nulle.

Maintenant, posons h = f ′, la structure (g̃, J̃) (voir (4.1), (4.2)) devient :

g̃ = dr2 + f 2g + f 2(f ′2 − 1)η ⊗ η, (4.6)

J̃(a
∂

∂t
,X) =

(
ff ′η(X)

∂

∂t
, ϕX − a

ff ′
ξ
)
, (4.7)

où ff ′ 6= 0 sur M partout, et X un champ de vecteurs de M .

On note NJ̃ le tenseur de Nijenhuis de la structure presque complexe J̃ . Alors, de (4.7)
on a

NJ̃

(
(0, X), (0, Y )

)
=
(
ff ′N (2)

ϕ (X, Y )
∂

∂t
, N (1)

ϕ (X, Y )
)
,

NJ̃

(
(
∂

∂t
, 0), (0, X)

)
=
(
N (4)
ϕ (X)

∂

∂t
,

1

ff ′
N (3)
ϕ (X)

)
.

pour tous champs de vecteurs X, Y de M . Désignons par N (1)
ϕ , N

(2)
ϕ , N

(3)
ϕ et N (4)

ϕ les
champs de tenseur sur M donnés respectivement par

N (1)
ϕ (X, Y ) = [ϕ, ϕ](X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ,

N (2)
ϕ (X) =

(
LϕX

)
(Y )−

(
LϕY

)
(X),

N (3)
ϕ (X) = −

(
Lξϕ)(X),

N (4)
ϕ (X) =

(
Lξη)(X).

Proposition 4.2.3. [11] Pour une variété presque de contact M = (M,ϕ, ξ, η) la disparition

du champ de tenseur N
(1)
ϕ implique la disparition des champs de tenseurs N

(2)
ϕ , N

(3)
ϕ est N

(4)
ϕ .

A partir de la proposition ci-dessus, on voit qu'une variété métrique presque de contact
M = (M,ϕ, ξ, η) est normale si et seulement si N (1)

ϕ s'annule partout sur M ( [11], p.81).

Par conséquent, résumant les arguments ci-dessus, nous obtenons le théorème principal
suivant :

Théorème 4.2.1.
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1. La structure métrique presque de contact sur M est une structure métrique de contact
si et seulement si la structure presque hermitienne (g̃, J̃) est presque Kälérienne pour
toute fonction f sur R telle que ff ′ 6= 0. De plus, la structure sur M est Sasakienne
si et seulement si la structure (g̃, J̃) sur M̃ est Kählérienne.

2. La structure métrique presque de contact sur M est presque cosymplectique si et seule-
ment si la structure presque hermitienne (g̃, J̃) satisfait dΩ̃ = 2ff ′(dt∧Φ) dans ce cas
la structure est conformément presque Kählérienne. De plus, la structure sur M est
cosymplectique si et seulement si la structure (g̃, J̃) sur M̃ est conformément Kählé-
rienne.

3. La structure métrique presque de contact sur M est presque Kenmotsu si et seulement
si la structure presque hermitienne (g̃, J̃) satisfait dΩ̃ = 2f(f ′dt + fη) ∧ Φ dans ce
cas la structure est conformément presque Kählérienne si et seulement si η est exacte.
De plus, si la structure sur M est de Kenmotsu alors la structure (g̃, J̃) sur M̃ est
conformément Kählérienne si et seulement si η est exacte et aussi, si η = −dβ pour
certain β ∈ C∞(M̃) alors e2(β−ln |f |)g̃ sera une métrique Kählérienne sur M̃ .

Preuve . Pour la nécessité, elle est directe en utilisant (4.5) et appliquant les dé�nitions
de ces structures (3.4.14).
Pour la su�sance, nous observons d'abord que l'équation (4.4) quand h = f ′ donne

(1) :

dΩ̃
(( ∂
∂t
, 0
)
,
(
0, X

)
,
(
0, Y

))
= 2ff ′

(
Φ− dη

)
(X, Y ). (4.8)

Si dΩ̃ = 0, alors de l'équation (4.8) on tire Φ = dη et on obtient une structure métrique de
contact.

Donc, si M est Sasakienne alors la structure (g, J) est Kählérienne.

(2) : Si dΩ̃ = 2ff ′(dt ∧ Φ) alors, l'équation (4.8) donne dη = 0 et appliquons d sur dΩ̃ =
2ff ′(dt∧Φ) nous obtenons dΦ = 0 et donc nous avons une structure presque cosymplectique
sur M .
Maintenant, considérons la métrique g = 1

f2
g̃, elle est presque hermitienne par rapport à J̃

et sa 2-forme fondamentale Ω = 1
f2

Ω̃. Alors

dΩ =
−2f ′

f 3
dt ∧ Ω̃ +

1

f 2
dΩ̃

=
−2f ′

f 3
dt ∧ f(2f ′dt ∧ η + fΦ) +

1

f
(−2f ′dt ∧ dη + 2f ′dt ∧ Φ + fdΦ)

= 0,

ce qui donne une structure presque confomément Kählérienne.

(3) : Si dΩ̃ = 2f(f ′dt + fη) ∧ Φ alors, l'équation (4.8) donne dη = 0 et appliquons d sur
dΩ̃ = 2f(f ′dt+ fη) ∧ Φ nous obtenons

(f ′dt+ fη) ∧ dΦ = 2f ′dt ∧ η ∧ Φ,
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ce qui donne dΦ = 2η ∧ Φ, et donc une structure presque de Kenmotsu sur M .

Utilisons (4.3) et la dé�nition d'une structure de Kenmotsu ( Voir chapitre 4) avec h = f ′

nous recevons
dΩ̃ = 2

(
d(ln |f |) + η

)
∧ Ω̃. (4.9)

A partir de la dé�nition (3.1.9), il est évident que M̃ est conformément Kählérienne si et
seulement si η est exacte.
Maintenant, considérons la métrique ĝ = e2(β−ln |f |)g̃ avec β ∈ C∞(M̃). cette métrique est
hermitienne est la 2-forme fondamentale Ω̂ = e2(β−ln |f |)Ω̃. Alors, par un simple calcul et en
utilisant l'équation (4.9) et η = −dβ nous obtenons dΩ̂ = 0 et cela achève la démonstration.

Cas particuliers :

� Pour f = t , où t > 0 on obtient le cône de Kähler c.à.d

g̃ = dt2 + t2g et J̃(a
∂

∂t
,X) =

(
tη(X)

∂

∂t
, ϕX − a

t
ξ
)
.

� Pour f = et , on obtient le produit tordu D-homothetique [13] c.à.d

g̃ = dt2 + e2tg + e2t(e2t − 1)η ⊗ η et J̃(a
∂

∂t
,X) =

(
e2tη(X)

∂

∂t
, ϕX − ae−2tξ

)
.

� Pour f =
√

2t où t > 0 on obtient la structure

g̃ = dt2 + 2tg + (1− 2t)η ⊗ η et J̃(a
∂

∂t
,X) =

(
− 2η(X)

∂

∂t
, ϕX − a

2
ξ
)
.

Exemple 4.2.1. Pour cet exemple, nous nous appuyons sur l'exemple de Blair ([10], p 81).
Nous savons que R2n+1 avec les coordonnées (xi, yi, z), i = 1..n, admet une structure Sasa-
kienne

g =
1

4

 δij + yiyj 0 −yi
0 δij 0
−yj 0 1

 , ϕ =

 0 δij 0
−δij 0 0

0 yj 0

 ,

ξ = 2

(
∂

∂z

)
, η =

1

2
(dz − yidxi).

Ainsi, en utilisant cette structure, nous pouvons dé�nir une famille des structures Kählerienne
(J̃ , g̃) sur R2n+2 comme suit :

g̃ =


1 0 0 0
0 1

4
f 2(δij + f ′2yiyj) 0 −1

4
f 2f ′2yj

0 0
δij
4
f 2 0

0 −1
4
f 2f ′2yj 0 1

4
f 2f ′2



J̃ =


0 −1

2
yjff ′ 0

δij
2
ff ′

0 0 δij 0
0 −δij 0 0

−2δij
ff ′

0 yj 0


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Exemple 4.2.2. Reprenons l'exemple (3.4.3), on a (R3, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque
de contact dé�nie par

g =

 ρ2 + τ 2 0 −τ
0 ρ2 0
−τ 0 1

 , ϕ =

 0 −1 0
1 0 0
0 −τ 0

 , ξ =

 0
0
1

 , η = (−τ, 0, 1).

où ρ et τ sont des fonctions sur E3.

Nous avons les cas suivant :
(1) Sasaki si ρ3 = 0, τ2 = −2ρ2 et τ3 = 0,
(2) Cosymplectique si ρ3 = 0, τ2 = 0, est τ3 = 0 ,
(3) Kenmotsu si ρ3 = ρ, τ2 = 0 est τ3 = 0,

avec ρi = ∂ρ
∂xi

and τi = ∂τ
∂xi
. Utilisons (4.6) et (4.7) nous obtenons

g̃ =


1 0 0 0
0 f 2(ρ2 + f ′2τ 2) 0 −τf 2f ′2

0 0 f 2ρ2 0
0 −τf 2f ′2 0 f 2f ′2

 , J̃ =


0 −τff ′ 0 ff ′

0 0 −1 0
0 1 0 0
− 1
ff ′

0 −τ 0

 .,

Alors, (J̃ , g̃) est une :
(1) Structure Kählerienne si ρ3 = 0, τ2 = −2ρ2 et τ3 = 0,
(2) Structure conformément Kählérienne si , ρ3 = 0, τ2 = 0 et τ3 = 0.
(3) Structure conformément Kählérienne si ρ3 = ρ, τ2 = 0 et τ3 = 0.

4.2.2 Étude géométrique d'une nouvelle famille Kählérienne

Rappelons que nous avons pu construire dans la sections précédente, une famille Kählé-
rienne a 1-paramètre (M̃2n+2, g̃, J̃) à partir d'une seule variété Sasakienne (M2n+1, ϕ, ξ, η, g)
en utilisant la structure suivante :

g̃ = dr2 + f 2g + f 2(f ′2 − 1)η ⊗ η,

J̃(a
∂

∂t
,X) =

(
ff ′η(X)

∂

∂t
, ϕX − a

ff ′
ξ
)
,

( voir théorème 4.2.1 ).
En utilisant la propostion (4.2.1) avec h = f ′, on peut obtenir le suivant :

Proposition 4.2.4. Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne. Soit ∇ et ∇̃ les connexions
Riemanniennes de g et g̃ respectivement. Pour tous X, Y, Z champs de vecteurs sur M indé-
pendants de I, on a

∇̃∂tX = ∇̃X∂t =
f ′

f
X +

f ′′

f ′
η(X)ξ,

∇̃XY = ∇XY + (1− f ′2)
(
η(X)ϕY + η(Y )ϕX

)
− ff ′

(
g(ϕX,ϕY ) + (ff ′)′η(X)η(Y )

)
∂t.
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Puis un calcul direct en utilisant la formule (1.3.1) donne le suivant.

Proposition 4.2.5.

R̃(∂t,X)∂t =
f ′′

f
X +

(
2
f ′′

f
+
f ′′′

f ′

)
η(X)ξ,

R̃(∂t,X)Y = −f
′′

f ′
g(X,ϕY )ξ − f ′f ′′

(
2η(X)ϕY + η(Y )ϕX

)
− ff ′′g(ϕX,ϕY )∂t− ff ′(3f ′f ′′ + ff ′′′)η(X)η(Y )∂t,

R̃(X, Y )∂t =
2f ′′

f ′
g(X,ϕY )ξ + f ′f ′′

(
η(X)ϕY − η(Y )ϕX

)
,

R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z − (X ∧ Y )Z

+ (1− f ′2)
(
ϕ2X ∧ ϕ2Y + ϕX ∧ ϕY + 2g(X,ϕY )ϕ

)
Z

− ff ′2f ′′η(Z)(X ∧ Y )ξ − ff ′′η
(
(X ∧ Y )Z

)
ξ

+ f 2f ′f ′′η
(
(X ∧ Y )ϕZ − 2g(X,ϕY )Z

)
∂t,

où R̃ (resp. R) est le tenseur de courbure de g̃ (resp. g) et X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y.

Supposons que M(c) est un espace de forme Sasakienne ( Sasakian space form ) et M̃(C)
est un espace de forme complexe ( Kählerian space forms ). Utilisons (3.5),(3.1.7) et la pro-
position (4.2.5), nous obtenons : {

f ′′ = −C
4
f

f ′2 − C
4
f 2 = c+3

4
.

(4.10)

La solution f(t) du system ODE (4.10) est de la forme :
� Cas 1. C = 0, f(t) = ± t

2

√
c+ 3, c > −3

� Cas 2. C < 0, f(t) =
√

c+3
−C sin( t

2

√
−C), c > −3

� Cas 3. C > 0, f(t) = −1
2
√
C

(
(c+ 3)e∓

1
2

(t−1)
√
C − e± 1

2
(t−1)

√
C
)
.

Nous pouvons maintenant déclarer le théorème suivant :

Théorème 4.2.2. Soit M(c) un espace de forme Sasakienne et f une fonction sur R qui
satsfait le système ODE (4.10), donc on a :

� Cas 1. R∗ ×M est une variété Kählerienne plat pour f(t) = ± t
2

√
c+ 3 où c > −3.

� Cas 2. I×M est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomorphique

C < 0 pour f(t) =
√

c+3
C

sin( t
2

√
−C) où c > −3 et I = R− { mπ√

−C /m ∈ Z}.
� Cas 3. R ×M est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomor-

phique C > 0 pour f(t) = −1
2
√
C

(
(c+ 3)e∓

1
2

(t−1)
√
C − e± 1

2
(t−1)

√
C
)
.

Preuve . En utilisant les formules (3.5), (3.1.7) et la proposition (4.2.5) la preuve est
directe.

Exemple 4.2.3. Soit (S2n+1, ϕ, ξ, η, g) une (2n+ 1)-dimensionnelle sphère d'unité munie de
la structure Sasakienne canonique (ϕ, ξ, η, g) à courbure sectionnelle constante c = 1 ( voir
exemple 3.4.1). On peut facilement véri�er que :
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� Cas 1. R∗ × S2n+1 est une variété Kählerienne plat pour f(t) = ±t,
� Cas 2. I× S2n+1 est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomor-

phique C < 0 pour f(t) = 2√
−C sin( t

2

√
−C) et I = R− { mπ√

−C /m ∈ Z},
� Cas 3. R×S2n+1 un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomorphique

C > 0 pour f(t) = −1
2
√
C

(
4e∓

1
2

(t−1)
√
C − e± 1

2
(t−1)

√
C
)
.

Ensuite, compte tenu de la déformation D-homothétique de la structure

η′ = αη, ξ′ =
1

α
ξ, φ′ = φ, g′ = αg + α(α− 1)η ⊗ η, α ∈ R+.

Nous pouvons obtenir un espace de forme Sasakienne (S2n+1
α , φ′, ξ′, η′, g′) de courbure section-

nelle constante c′ = 4
α
− 3 ([11], p 99).

Dans ce cas, nous avons
� Cas 1. R∗ × S2n+1

α est une variété Kählerienne plate pour f(t) = ± t√
α
,

� Cas 2. I× S2n+1
α est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomor-

phique C < 0 pour f(t) = 2√
−αC sin( t

2

√
−C) et I = R− { mπ√

−C /m ∈ Z},
� Cas 3. R×S2n+1

α est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomor-

phique C > 0 pour f(t) = −1
2
√
C

(
4
α
e∓

1
2

(t−1)
√
C − e± 1

2
(t−1)

√
C
)
.

Maintenant, nous procédons aux considérations suivantes. Soit ei, i = 1..n un champ de
vecteur d'unité local dans le sous-�bré sur M . Alors, nous avons la base orthonormée locale
{ei, ϕei, ξ} sur M . Donnons une base orthonormée pour la métrique (4.6) par

E0 = ∂t, Ei =
1

f
ei, J̃Ei =

1

f
ϕei, J̃E0 = − 1

ff ′
ξ.

Utilisons la formule (1.3.4) et la proposition (4.2.5) on peut avoir

Proposition 4.2.6. Les composantes non-nulles du tenseur de Ricci sont

S̃(∂t, ∂t) = − 1

ff ′

(
(2n+ 3)f ′f ′′ + ff ′′′

)
,

S̃(X, Y ) = S(X, Y )− 2ng(X, Y ) +
(

(3n+ 1)(1− f ′2)− 2ff ′′
)
g(ϕX,ϕY )

− ff ′
(

(2n+ 3)f ′f ′′ + ff ′′′
)
η(X)η(Y ),

où S̃ et S sont les tenseurs de Ricci de (M̃, g̃) et (M, g) respectivement.

Ainsi, à partir de (4.6) et la proposition (4.2.6), on voit que (M̃, g̃) est Einsteinnienne si
et seulement si il existe une constante λ satisfaisant les conditions suivantes :

λg̃(∂t, ∂t) = − 1

ff ′

(
(2n+ 3)f ′f ′′ + ff ′′′

)
,

λg̃(X, Y ) = S(X, Y )− 2ng(X, Y )

+
(

(3n+ 1)(1− f ′2)− 2ff ′′
)
g(ϕX,ϕY )

− ff ′
(

(2n+ 3)f ′f ′′ + ff ′′′
)
η(X)η(Y ).



4.2 Applications sur le produit bi-tordu D-homothétique 76

Nous voyons que les conditions ci-dessus peuvent être réécrites comme suit,

−λff ′ =
(

(2n+ 3)f ′f ′′ + ff ′′′
)
, (4.11)

S(X, Y ) =
(
λf 2 + 2n−

(
(3n+ 1)(1− f ′2)− 2ff ′′

))
g(X, Y ) (4.12)

+
(
− λf 2 +

(
(3n+ 1)(1− f ′2)− 2ff ′′

))
η(X)η(Y ).

À première vue, nous remarquons que toute fonction f qui satisfait

f ′′ = kf, k ∈ R, (4.13)

est une solution de l'équation di�érentielle (4.11), dans ce cas l'équation (4.11) donne

λ = −2k(n+ 2).

Remplaçons λ dans (4.12) nous obtenons

S(X, Y ) =
(

2n− 2k(n+ 1)f 2 − (3n+ 1)(1− f ′2)
)
g(X, Y )

+
(

2k(n+ 1)f 2 + (3n+ 1)(1− f ′2)
)
η(X)η(Y ).

notons que S(X, ξ) = 2nη(X). Supposons maintenant queM est une variété η-Einstein c.à.d.
g satisfait S = ag + bη ⊗ η alors,

(
a− 2n+ 2k(n+ 1)f 2 + (3n+ 1)(1− f ′2)

)
g(X, Y )

+
(
b− 2k(n+ 1)f 2 − (3n+ 1)(1− f ′2)

)
η(X)η(Y ) = 0.

Pour X = Y = ξ on peut voir que a + b = 2n et pour tous X, Y ∈ X(M) nous obtenons
l'équation di�érentielle ordinaire suivante

b− 2k(n+ 1)f 2 − (3n+ 1)(1− f ′2) = 0, (4.14)

avec la condition ff ′ 6= 0 sur M partout.
Posons p = 1− b

3n+1
et q = 2k(n+1)

3n+1
, à partir duquel (4.14) se réduire à :

f ′2 = p+ qf 2.

Nous pouvons, à une motion de paramètre t, avoir une solution f(t) du OED (4.14) de la
forme :

� Cas 1. q = 0, f(t) = ±t√p, p > 0

� Cas 2. q < 0, f(t) = ±
√

p
−q sin(t

√
−q), p > 0

� Cas 3. q > 0, f(t) = 1
2
√
q

(
e±t
√
q − p e∓t

√
q
)
.

Théorème 4.2.3. Soient (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété η-Einstein et f une function sur R,
satisfait l'ODE (4.14). Alors, on a
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(1) Si f(t) = ±t√p avec p > 0, alors le produit R∗ ×M avec la métrique (4.6) est Ricci
plat.

(2) Si f(t) = ±
√

p
−q sin(−t

√
−q) avec p > 0, alors le produit I1 ×M avec la métrique

(4.6) est une variété Kähler-Einstein pour λ = −2k(n + 2), où k est une constante
négative et I1 = R− {− mπ

2
√
−q/m ∈ Z}.

(3) Si f(t) = 1
2
√
q

(
e±t
√
q − p e∓t

√
q
)
, alors le produit I2 ×M avec la métrique (4.6) est

une variété Kähler-Einstein pour λ = −2k(n + 2), où k est une constante positive et
I2 = R− { 1

2
√
q

ln | p |}.

Maintenant, nous supposons que M est un espace de forme Sasakienne et utilisons la
formule (3.6) c.à.d. remplaçons b = −1

2
(n+ 1)(c− 1) dans le théorème (4.2.3) nous obtenons,

Proposition 4.2.7. Soit (M2n+1(c), ϕ, ξ, η, g) un espace de forme Sasakienne.

(1') Si f(t) = t
√

(c+5)n+c+1
2(3n+1)

, alors le produit R∗×M avec la métrique (4.6) est Ricci plat.

(2') Si f(t) = 1
2
√
−k

√
(c+5)n+c+1)

n+1
sin
(
− t
√
−2k(n+1)

3n+1

)
, alors le produit

I1 ×M avec la métrique (4.6) est une variété Kähler-Einstein pour λ = −2k(n + 2),
où k est une constante negative.

(3') f(t) =
√

3n+1
2k(n+1)

sinh
(
t
√

2k(n+1)
3n+1

)
− c−1

4
√

2k

√
n+1
3n+1

e−t
√

2k(n+1)
3n+1 , alors le produit I2 ×M

avec la métrique (4.6) est une variété Kähler-Einstein pour λ = −2k(n+ 2), où k est
une constante positive.

Exemple 4.2.4. (1) : La variété Sasakienne (R2n+1, ϕ, ξ, η, g) dé�nie dans l'exemple (4.2.1)
est un espace de forme Sasakienne avec c = −3. Donc, nous pouvons a�rmer que

� (R∗ × R2n+1, J̃ , g̃) est une variété Ricci plate avec

f(t) = 2t

√
n− 1

3n+ 1
, and n > 1.

�
(
I1 × R2n+1, J̃ , g̃

)
est une variété Kähler-Einstein avec

f(t) =
1√
−2k

√
n− 1

n+ 1
sin
(
− t
√
−2k(n+ 1)

3n+ 1

)
, n > 1 and k < 0.

�
(
I2 × R2n+1, J̃ , g̃

)
est une variété Kähler-Einstein avec

f(t) =

√
3n+ 1

2k(n+ 1)
sinh

(
t

√
2k(n+ 1)

3n+ 1

)
+

1√
2k

√
n+ 1

3n+ 1
e−t

√
2k(n+1)
3n+1 , and k > 0.

(2) : Dans l'exemple (4.2.3) nous avons vu que (S2n+1
a , φ′, ξ′, η′, g′) est un espace de forme

Sasakienne avec c′ = 4
α
− 3 et α > 0. Nous pouvons donc a�rmer que

� (R∗ × S2n+1
α , J̃ , g̃) est une variété Ricci plate avec

f(t) = t

√
1− 2(n+ 1)(α− 1)

α(3n+ 1)
α < −2(n+ 1)

n− 1
and n > 1.
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�
(
I1 × S2n+1

α , J̃ , g̃
)
est une variété Kähler-Einstein avec

f(t) =
1√
−αk

√
(2 + α)n+ 2− α

2(n+ 1)
sin
(
− t
√
−2k(n+ 1)

3n+ 1

)
and k < 0.

�
(
I2 × S2n+1

α , J̃ , g̃
)
est une variété Kähler-Einstein avec

f(t) =

√
3n+ 1

2k(n+ 1)
sinh

(
t

√
2k(n+ 1)

3n+ 1

)
+
α− 1

α
√

2k

√
n+ 1

3n+ 1
e−t

√
2k(n+1)
3n+1 and k > 0.

4.2.3 Du Sasaki au Kenmotsu

Dans [32], Kenmotsu a montré qu'une variété M2n+1 est localement un produit tordu
I ×h M2n d'une variété Kählérienne et un intervalle ouvert I avec coordonnée t, et h = cet

pour quelque constante positive c. En utilisant le même raisonnement et le théorème principal
(4.2.1), nous pouvons construire une famille de structures de Kenmotsu à 1-paramètre et une
famille de structures cosymplectique à 1-paramètre à partir d'une seule structure Sasakienne.

Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne. Il est connu que le produit M = I×R×M est
une variété di�érentiable de dimension 2n+ 3.
Sur M , on dé�nit une structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) par

ϕ
(
a
∂

∂r
, b
∂

∂t
,X,

)
=
(

0, ff ′η(X)
∂

∂t
, ϕX − b

ff ′
ξ
)
,

ξ =
∂

∂t
, η = dt,

g = dr2 + k2
(
dt2 + f 2g + f 2(f ′2 − 1)η ⊗ η

)
.

où k = k(r) et f = f(t) deux fonctions sur R2 telle que ff ′ 6= 0 partout et X un champ de
vecteurs sur M .

Proposition 4.2.8. La structure
(
g, ϕ, ξ, η

)
construite ci-dessus est une structure métrique

presque de contact.

Preuve . La preuve est directe en véri�ant les conditions
1. ϕ2X = −X + η(X)ξ
2. ϕξ = 0
3. g(ϕX,ϕY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y ),

pour tous champs de vecteurs X = (a∂r, b∂t, X) et , Y = (c∂r, d∂t, Y ) sur M .
Remarqons que

g = dr2 + k2g̃

= dr2 + k2
(
dt2 + f 2g + f 2(f ′2 − 1)η ⊗ η

)
.

avec k = k(r) et f = f(t) deux fonctions sur R2. Donc, de la proposition (2.2.2) on a
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� ∇∂r∂r = 0
� ∇∂rX̃ = ∇X̃∂r = k′

k
X̃

� ∇X̃ Ỹ = ∇̃X̃ Ỹ − kk′g̃(X̃, Ỹ )∂r,
où X̃ = (a∂t,X) et Ỹ = (b∂t, Y ).

D'autre part, puisque (M,ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne nous pouvons tirer de la pro-
position (4.2.1) le suivant

� ∇̃∂t∂t = 0
� ∇̃∂tX = ∇̃X∂t = f ′

f
X + f ′′

f ′
η(X)ξ

� ∇̃XY = ∇XY + (1− f ′2)
(
η(Y )ϕX + η(X)ϕY

)
− ff ′

(
g(ϕX,ϕY ) + (ff ′)′η(X)η(Y )

)
∂t,

ce qui nous permet de conclure le suivant
� ∇∂r∂r = 0
� ∇∂r∂t = ∇∂t∂r = k′

k
∂̃t

� ∇∂rX = ∇X∂r = k′

k
X

� ∇∂t∂t = −kk′∂r
� ∇∂tX = ∇X∂t = f ′

f
X + f ′′

f ′
η(X)ξ

� ∇X̃ Ỹ = ∇XY + (1− f ′2)
(
η(Y )ϕX + η(X)ϕY

)
− ff ′

(
g(ϕX,ϕY ) + (ff ′)′η(X)η(Y )

)
∂t

. − kk′f 2
(
g(X, Y ) + (f ′2 − 1)η(X)η(Y )

)
∂r.

Les composantes non nulles du ∇ϕ sont données par la proposition suivante :

Proposition 4.2.9. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne. On dé�nit sur la variété
produit M = R2 ×M la structure métrique presque de contact donnée ci-dessus. Alors, on a

1.
(
∇∂tϕ

)
∂r = k′

kff ′
ξ

2.
(
∇Xϕ

)
∂r = −k′

k

(
ϕX + ff ′η(X)∂t

)
3.
(
∇∂tϕ

)
Y − kk′ff ′η(Y )∂r

4.
(
∇Xϕ

)
∂t = kk′ff ′η(X)∂r

5.
(
∇Xϕ

)
Y = kk′f 2g(ϕX, Y )∂r,

Preuve . Sachons que (
∇Xϕ

)
Y = ∇X

(
ϕY
)
− ϕ

(
∇XY

)
,

où X =
(
a ∂
∂r
, b ∂

∂t
, X
)
et Y =

(
c ∂
∂r
, d ∂

∂t
, Y
)
. Alors, on a

(
∇∂tϕ

)
∂r = ∇∂t

(
ϕ∂r
)
− ϕ

(
∇∂t∂r

)
= −ϕ

(k′
k
∂t

)
= −k

′

k
ϕ∂t

= −k
′

k

(
− 1

ff ′
ξ
)

=
k′

kff ′
ξ,
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(
∇Xϕ

)
Y = ∇X

(
ϕY
)
− ϕ

(
∇XY

)
= ∇X

(
ϕY + ff ′η(Y )∂t

)
− ϕ

(
∇XY + (1− f ′2)

(
η(X)ϕY + η(Y )ϕX

)
−ff ′

(
g(ϕX,ϕY ) + (ff ′)′η(X)η(Y )

)
∂t − kk′f 2

(
g(X, Y ) + (f ′2 − 1)η(X)η(Y )

)
∂r

)
= ∇XϕY + ff ′

(
(∇Xη)(Y ) + η(∇XY )

)
∂t + ff ′η(Y )∇X∂t − ϕ∇XY

+(f ′2 − 1)
(
η(X)ϕϕY + η(Y )ϕϕX

)
− ff ′

(
g(ϕX,ϕY ) + (ff ′)′η(X)η(Y )

)
ϕ∂t

= (∇Xϕ)Y − g(X, Y )ξ + η(Y )X + ff ′
(
(∇Xη)(Y ) + g(ϕX, Y )

)
∂t + kk′f 2g(ϕX, Y )∂r,

Utilisons les formules d'une variété Sasakienne,

(∇Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X, (∇X)Y = −g(ϕX, Y ),

nous obtenons (
∇Xϕ

)
Y = kk′f 2g(ϕX, Y )∂r.

Avec le même raisonnement on peut véri�er les autres composantes.
Maintenant, on va calculer g(ϕX, Y )ξ− η(Y )ϕX, sachons que ξ = ∂r et η = dr on trouve

1. g(ϕ∂t, ∂r)ξ − η(∂r)ϕ∂t = 1
ff ′
ξ

2. g(ϕX, ∂r)ξ − η(∂r)ϕX = −
(
ϕX + ff ′η(X)∂t

)
3. g(ϕ∂t, Y )ξ − η(Y )ϕ∂t = k2ff ′η(Y )∂r

4. g(ϕX, ∂t)ξ − η(∂t)ϕX = k2ff ′η(X)∂r

5. g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX = k2f 2g(ϕX, Y )∂r,

par comparaison, on peut facilement remarquer que :
� Si k′ = 0 alors, ∇ϕ = 0.
� Si k′ = k alors, (∇Xϕ)Y = g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX,
d'où le théorème suivant :

Théorème 4.2.4. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne. On dé�nit sur la variété M =
I × R ×M où I et un intervalle ouvert dans R, une structure métrique presque de contact
(ϕ, ξ, η, g) par :

ϕ
(
a
∂

∂r
, b
∂

∂t
,X,

)
=
(

0, ff ′η(X)
∂

∂t
, ϕX − b

ff ′
ξ
)
,

ξ =
∂

∂t
, η = dt,

g = dr2 + k2
(
dt2 + f 2g + f 2(f ′2 − 1)η ⊗ η

)
.

où k = k(r) et f = f(t) deux fonctions sur R2 telle que ff ′ 6= 0 partout et X un champ de
vecteurs sur M . Alors on a

1. (M,ϕ, ξ, η, g) est une variété cosymplectique ssi k = constant.
2. (M,ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu ssi k = cer avec c ∈ R.
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Exemple 4.2.5. En se basant sur l'exemple de Blair ( voir exemple 4.2.1), on peut dé�nir
sur R5 avec coordonées (r, t, x, y, z) une structure métrique presque de contact par :

g = dr2 + e2rdt2 +
1

4
e2rf 2

(
(1 + y2f ′2)dx2 + dy2 + f ′2dz2 − 2yf ′2dxdz

)
ϕ
∂

∂r
= 0, ϕ

∂

∂t
= − 2

ff ′
∂

∂z
, ϕ

∂

∂x
= − ∂

∂y
− 1

2
yff ′

∂

∂t
,

ϕ
∂

∂y
=

∂

∂x
+ y

∂

∂z
, ϕ

∂

∂z
=

1

2
ff ′

∂

∂t

ξ =
∂

∂r
, η = dr.

Remarquons que dη = 0 et avec un calcul simple, nous pouvons trouver aussi dΦ = 0 et
puisque (R3, ϕ, ξ, η, g) est Sasakienne alors, (R5, ϕ, ξ, η, g) est Kenmotsu pour toute fonction
f = f(t) telle que ff ′ 6= 0.

4.2.4 Structure Kählérienne quaternionique

Dans [59], Watanabe a pu construire une structure Kählérienne quaternionique à partire
d'une 3-structure Sasakienne. Ici, en utilisant la métrique bi-tordu D-homothétique nous
con�rmons ces résultats.

Soient (ϕi, ξi, ηi, g), i = 1, 2, 3 une 3-structure métrique presque de contact sur la variété
M4n+3 et I ⊆ R un intervalle ouvert. Nous dé�nissons une structure presque hypercomplex
J̃i, i = 1, 2, 3 sur I×M2n+1 par :

J̃i(a
∂

∂t
,X) =

(
fh ηi(X)

∂

∂t
, ϕiX −

a

fh
ξi

)
, (4.15)

où i = 1, 2, 3, X un champ de vecteurs surM , et f, h deux fonctions sur R telle que fh 6= 0
partout.

Nous donnons une métrique Riemannienne g̃ sur I×M2n+1 par

g̃ = dt2 + f 2g + f 2(h2 − 1)ηi ⊗ ηi, (4.16)

où dt2 est la métrique standart sur I.

Attention : Dans tout ce qui suit, nous utiliserons la convention d'Einstein (l'indice répété
est sommé) par exemple au lieu de

∑3
i=1 ηi ⊗ ηi on écrit simplement ηi ⊗ ηi .

Proposition 4.2.10. La structure (g̃, J̃i), i = 1, 2, 3 dé�nie par (4.15) et (4.16) est une
structure presque hermitienne quaternionique.

Preuve . Utilisant la proposition (4.2.2), on peut conclure que chaque structure (g̃, J̃i),
i = 1, 2, 3 est presque hermitienne. Il nous reste de montrer que

J̃1J̃2 = J̃3, J̃2J̃3 = J̃1, J̃3J̃1 = J̃2.
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Utilisons (4.15) et les formules (3.7) on obtient

J̃1

(
J̃2X

)
= J̃1

(
ϕ2X + fhη2(X)∂t

)
= J̃1(ϕ2X) + fhη2(X)J̃1∂t

= ϕ1(ϕ2X) + fhη1(ϕ2X)∂t+ fhη2(X)
(
− 1

fh
ξ1

)
= ϕ3X + η2(X)ξ1 + fhη3(X)∂t+ η2(X)ξ1

= ϕ3X + fhη3(X)∂t

= J̃3X,

et

J̃1

(
J̃2∂t

)
= J̃1

(
− 1

fh
ξ2

)
= − 1

fh
J̃1ξ2

= − 1

fh

(
ϕ1ξ2 + fhη1(ξ2)∂t

)
= − 1

fh
ξ3

= J̃3∂t,

alors,
J̃1J̃2 = J̃3.

Même raisonnement pour les autres deux cas.

Maintenant, Supposons (M4n+3ϕi, ξi, ηi, g), i = 1, 2, 3 une variété 3-Sasakienne et utilisons
la proposition (4.2.1). On peut conclure la proposition suivante :

Proposition 4.2.11. Soient ∇ et ∇̃, les connexions Riemanniennes de g et g̃ respectivement.
Pour tous X, Y, Z champs de vecteurs sur M indépendants de I, on a

∇̃∂tX = ∇̃X∂t =
f ′

f
X +

h′

h
ηi(X)ξi,

∇̃XY = ∇XY + (1− h2)
(
ηi(Y )ϕiX + ηi(X)ϕiY

)
−
(
ff ′g(ϕiX,ϕiY ) + fh(fh)′ηi(X)ηi(Y )

)
∂t.

Attention : nous avons utilisé la convention d'Einstein (l'indice répété est sommé) par
exemple au lieu de

∑3
i=1 ηi(X)ξi on écrit ηi(X)ξi .

Preuve . A partir de la proposition (4.2.1) on a

g̃(∇̃∂tX,Z) = g̃(∇̃X∂t, Z) = −g̃(∇̃XZ, ∂t) = ff ′g(ϕiX,ϕiZ) + fh(fh)′ηi(X)ηi(Z),
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donc

g̃(∇̃∂tX,Z) = ff ′g(ϕiX,ϕiZ) + fh(fh)′ηi(X)ηi(Z)

= ff ′g(X,Z) +
(
fh(fh)′ − ff ′

)
ηi(X)ηi(Z)

=
f ′

f
g̃(X,Z) + f 2hh′ηi(X)

( 1

f 2h2
g̃(ξi, Z)

)
= g̃

(f ′
f
X +

h′

h
ηi(X)ξi, Z

)
,

et puisque g̃(∇̃∂tX, ∂t) = 0 alors,

∇̃∂tX = ∇̃X∂t =
f ′

f
X +

h′

h
ηi(X)ξi.

Pour l'autre cas, nous utilisons toujours la proposition (4.2.1) et les formules d'une struc-
ture Sasakienne

∇Xξ = −ϕX et dη(X, Y ) = φ(X, Y ) = g(X,ϕY ),

on obtient

g̃(∇̃XY, Z) = g̃(∇XY, Z) + f 2(h2 − 1)
(1

2

(
g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X)

)
η(Z)

+dη(X,Z)η(Y ) + dη(Y, Z)η(X)
)

= g̃(∇XY, Z)− f 2(h2 − 1)g
(
ηi(Y )ϕiX + ηi(X)ϕiY, Z

)
= g̃

(
∇XY + (1− h2)

(
ηi(Y )ϕiX + ηi(X)ϕiY

)
, Z
)
,

d'autre part,

g̃(∇̃XY, ∂t) = −ff ′g(ϕiX,ϕiZ) + fh(fh)′ηi(X)ηi(Z)

= g̃
((
− ff ′g(ϕiX,ϕiY ) + fh(fh)′ηi(X)ηi(Y )

)
∂t, ∂t

)
,

�nalement on a

∇̃XY = ∇XY + (1− h2)
(
ηi(Y )ϕiX + ηi(X)ϕiY

)
−
(
ff ′g(ϕiX,ϕiY ) + fh(fh)′ηi(X)ηi(Y )

)
∂t.

L'objectif de cette étape et de construire une variété Kählérienne quaternionique. Com-
mençons par le calcul des composantes de ∇̃J̃α, en utilisant la proposition précédente et la
formule (

∇̃X J̃
)
Y = ∇̃X(J̃Y )− J̃∇̃XY

on obtient directement la poroposition suivante :
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Proposition 4.2.12. Soient ∇ et ∇̃, les connexions Riemanniennes de g et g̃ respectivement.
Pour tous X, Y, Z champs de vecteurs sur M indépendants de I, les composantes non nulles
du ∇̃J̃α pour α = 1, 2, 3 sont

(
∇̃X J̃α

)
∂t =

1

f
(h− f ′)ϕαX −

h′

h
ηi(X)ϕαξi,(

∇̃X J̃α
)
Y =(∇XϕαY + (1− h2)

(
ηi(ϕαY )ϕiX + ηi(X)ϕiϕαY − ηi(Y )ϕαϕiX − ηi(X)ϕαϕiY

)
+ f ′h ηα(Y )X + fh′ηα(Y )ηi(X)ξi −

f ′

h
g(ϕiX,ϕiY )ξα − (fh′)′ηi(X)ηi(Y )ξα

+
(
fh(∇Xη1)(Y )− ff ′g(ϕiX,ϕiϕαY )− fh(fh)′ηi(X)ηi(ϕαY )

)
∂t

Maintenant, comparons les composantes du ∇̃J̃α dans la proposition (4.2.12) et la propo-
sition (3.2.1) nous remarquons que si les fonctions f et h satisfont le système di�érentiell,

h− f ′ = 0
1− h2 + fh′ = 0,

2h2 − (fh)′ + f ′

h
− 2 = 0

h2 − f ′h+ f ′

h
− 1 = 0

nous dirons que (M4n+4J̃i, g̃), i = 1, 2, 3 est une variété Kählérienne quaternionique.
Donc on a la proposition suivante :

Proposition 4.2.13. Soit (M4n+3ϕi, ξi, ηi, g), i = 1, 2, 3 une variété 3-Sasakienne. Une struc-
ture presque hermitienne quaternionique construit sur I×M4n+3 comme dans la proposition
(4.2.10) est une structure Kählérienne quaternionique si et seulement si la fonction f satisfait
l'équation di�érentielle ordinaire :

ff ′′ − (f ′)2 + 1 = 0. (4.17)

avec f une fonctions sur I non constante.

pour résoudre l'ODE (4.17), posons p = f ′ = df
dt
c.à.d.

f ′′ =
dp

dt

=
df

dt

dp

df

= p
dp

df

à partir de laquelle l'équation (4.17) se réduit à

p

p2 − 1
dp =

df

f
,

intégrons cette équation nous obtenons

p2 − 1 = cf 2,
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où c est une constante. Rappelons que p = f ′(t) et f 6= constante.

La solution f(t) du l'équation (4.17) est de la forme :
� Cas 1. c = 0, f(t) = t, I = R
� Cas 2. c > 0, f(t) = 1√

c
sin(
√
ct), I = R

� Cas 3. c < 0, f(t) = 1√
−c sinh(

√
−ct), I = R.

L'existence des solutions nous oblige de déclarer le théorème suivant :

Théorème 4.2.5. Soit (M4n+3ϕi, ξi, ηi, g), i = 1, 2, 3 une variété 3-Sasakienne. Une structure
presque hermitienne quaternionique construite sur R × M4n+3 comme dans la proposition
(4.2.10) est une structure Kählérienne quaternionique

(1). Si f(t) = t, alors le produit R ×M4n+3 avec la structure (4.15) et (4.16) est une
variété hyperKählérienne.

(2). Si f(t) = 1√
c

sin(
√
ct), alors le produit R ×M4n+3 avec la structure (4.15) et (4.16)

est une Kählérienne quaternionique. où c est une constante positive.
(3). Si f(t) = 1√

−c sinh(
√
−ct), alors le produit R × M4n+3 avec la structure (4.15) et

(4.16) est une Kählérienne quaternionique, où c est une constante negative.

Remarque 4.2.1. Ce résultat a été trouvé indépendamment dans [42].

4.2.5 Structure Kählérienne généralisée

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus en collaboration avec prof Aissa
Wade et mon collegue Bouzir Habib durant le stage scienti�que qui a eétait en USA ( Mai 2015
). Nous utilisons la métrique bi-tordu D-homothétique pour construire un pont de passage des
structures classiques vers les structures Kählériennes généralisées. D'abord en se basant sur
les structure trans-Sasakiennes, ensuite sur les structures presques Kählérienne où le travail
de Kin'ichi [31] devient un cas particulier.

Du trans-Sasakian au Kählérienne généralisée

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété trans-Saskienne de type (α, β) et I un intervalle ouvert
de R. On dé�ni sur le produit M̃2n+2 = M × I la métrique (4.1) c.à.d.

g̃ = f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η + dt2, (4.18)

et les deux structures presque complexes ( à partir de la structure presque complexe (4.2) )
par

J̃± = ±ϕ+ fhη ⊗ ∂t− 1

fh
dt⊗ ξ, (4.19)

où f et h sont deux fonctions sur R et fh 6= 0 partout.

Proposition 4.2.14. La structure (g̃, J̃±) construite ci-dessus est bi-Hermitienne.

Preuve . Utilisons la proposition (4.2.2) on peut voir que les deux structures (g̃, J̃+) et
(g̃, J̃−) sont hermitiennes.
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A partir de (4.3) on peut conclure la 2-forme fondamentale ω̃ de (J̃±, g̃) en fonction de la
2-forme fondamentale ω de (ϕ, ξ, η, g)

ω̃ = 2fh dt ∧ η ± f 2ω,

d'où,
dω̃ = −2fh dt ∧ dη ± 2ff ′dt ∧ ω ± f 2dω.

Utilisant la dé�nition ( 3.4.16 ) on obtient

dω̃ = −2βfh dt ∧ ω ± 2ff ′dt ∧ ω ± 2αf 2ω ∧ η.

donc,

dω̃±(J̃±., J̃±., J̃±.) = −2βfh
(
fhη

)
∧ ω ± 2ff ′

(
fhη) ∧ ω ± 2αf 2ω ∧

(
− 1

fh
dt
)

= ±2f
(
ff ′hη − α

h
dt
)
∧ ω − 2βf 2h2η ∧ ω.

Nous remarquons que pour β = 0 nous avons

dω̃±(J̃±., J̃±., J̃±.) = ±2f
(
ff ′hη − α

h
dt
)
∧ ω,

posons dω̃±(J̃±., J̃±., J̃±.) = ±db̃(., ., .) c.à.d.

db̃ = 2f
(
ff ′hη − α

h
dt
)
∧ ω,

nous obtenons le système suivant 
b̃ = 1

α
f 2f ′h ω(

f 2f ′h
)′

= −2α2 f
h

dβ = 0.

(4.20)

En résolvant le système ( 4.20 ) nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 4.2.15. Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété connexe α-Kenmotsu où α est constante.
Pour toute structure bi-hermitienne (g̃, J̃±) donnée dans (4.18) et (4.19) il existe une famille
de 2-forme b̃ à trois paramètres dé�nie par{

b̃ = ±2
√
c− α2f 4ω

h(t) = ±
√
c−α2f4

f2f ′

où c est une constante arbitraire.

Maintenant, Utilisant le théorème (3.3.1) nous pouvons déclarer le théorème suivant :

Théorème 4.2.6. Toute variété (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) connexe et α-Kenmotsu où α est une
constante, engendre une famille de structures Kählérienne généralisées à trois paramètres
(g̃, b̃, J̃±) sur M × R.
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Proposition 4.2.16. [40]
Toute variété trans-Sasakienne de dimension ≥ 5 est une variété α-Sasakienne, β-Kenmotsu

ou cosymplectique .

Sachant qu'à partir des propositions (1) et (2) dans [46] pour toute variété métrique
presque de contact normal 3-dimensionnelle (M,ϕ, ξ, η, g) on a :

(∇Xϕ)Y =
1

2
trg(ϕ∇ξ)

(
g(X, Y )ξ − η(Y )X

)
+

1

2
divξ

(
g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX

)
,

où ∇ est la connexion de Levi-Civita surM ,c.à.d. (M3, ϕ, ξ, η, g) est une variété trans-Saskian
de type

(
1
2
trg(ϕ∇ξ), 1

2
divξ

)
( voir [12] ). En utilisant le théorème (4.2.6) nous obtenons la

proposition suivante :

Proposition 4.2.17. Toute variété métrique presque de contact normal (M3, ϕ, ξ, η, g) telle
que trg(ϕ∇ξ) = 0 et divξ est une constante, donne une famille de structures Kählérienne
généralisées multi-paramètres sur M × R.

Du presque Kählérienne au Kählérienne généralisée

Soit (M ′2n, J ′, g′, ω′) une variété Kählérienne. On dé�ni une structure métrique presque
de contact (ϕ, η, ξ, g) on M = M ′ × R par

ϕ = J ′, η = dr, ξ =
∂

∂r
, g = f 2g′ + dr2,

où f = f(r) est une fonction sur R.
Sur M̃2n+2 = M×R = M ′×R×R, on dé�ni une structure presque complexe et une métrique
Riemannienne comme suit :

J̃± = ±ϕ± hkdr ⊗ ∂

∂t
∓ 1

hk
dt⊗ ∂

∂r
,

g̃ = f 2h2g′ + h2k2dr2 + dt2,

où h = h(t) et k = k(t) sont deux fonctions sur R. Donc, (g̃, J±) est une structure bi-
hermitienne et la 2-forme fondamentale ω± est

ω±

(
(X, a

∂

∂r
, b
∂

∂t
), (Y, a′

∂

∂r
, b′

∂

∂t
)
)

= g̃
(

(X, a
∂

∂r
, b
∂

∂t
), J±(Y, a′

∂

∂r
, b′

∂

∂t
)
)
,

on peut facilement véri�er que :

ω± = ±f 2h2ω′ − 2hkdr ∧ dt,

et immédiatement, nous obtenons

dω± = ±2f 2hh′dt ∧ ω′ ± 2ff ′h2dr ∧ ω′.

donc

dω±(J̃±., J̃±., J̃±.) = ±2f 2hh′(±hkdr) ∧ ω′ ± 2ff ′h2(∓ 1

hk
dt) ∧ ω′

=
(
2f 2h2h′kdr − 2ff ′

h

k
dt
)
∧ ω′. (4.21)
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Directement, on peut voir que dω± est exacte si et seulement si

(∗) :

{
d(ff ′) = 2f 2,
d(h2h′k) = −2h

k
,

or (∗∗) :

{
d(−ff ′) = 2f 2,
d(h2h′k) = 2h

k
.

Premièrement, à partir de (∗) nous obtenons les deux équations di�érentielle ordinaires
suivantes :

f ′2 + ff ′′ − 2f 2 = 0, (4.22)

2k2h′2 + hh′′k2 + k′kh′h+ 2 = 0. (4.23)

La solution f(r) de la première ODE (4.22) est :

f(r) = ± 1√
2

√
ae−2r − be2r,

où a et b sont deux constantes.

Pour la deuxième ODE, nous observons que toute fonction k(t) qui satisfait

k(t) = ±
√
c− h(t)4

h′(t)h(t)2
.

où c > 0 est une solution de l'équation di�érentielle (4.23). Sous ces conditions, l'équation
(4.21) donne

dω±(J̃±., J̃±., J̃±.) = d
(1

2

√
c− h4(ae−2r + be2r)ω′

)
.

Deuxièment, de (∗∗) nous obtenons les deux équations di�érentielles ordinaires suivantes :

f ′2 + ff ′′ + 2f 2 = 0, (4.24)

2k2h′2 + hh′′k2 + k′kh′h− 2 = 0. (4.25)

La solution f(r) de la première ODE (4.24) est :

f(r) = ±
√
a sin(2r) + b cos(2r),

où a et b sont deux constantes. Pour la deuxième ODE, nous remarquons que toute fonction
k(t) qui satisfait

k(t) = ± 1

h′(t)
,

est une solution de l'équation di�érentielle (4.25). Sous ces conditions, l'équation (4.21) donne

dω±(J̃±., J̃±., J̃±.) = d
(
h2
(
a cos(2r)− b sin(2r)

)
ω′
)
.

Finalement, on peut énoncer le théorème suivant

Théorème 4.2.7. Toute variété Kählérienne (M ′2n, J ′, g′, ω′), engendre deux familles de

structures Kählériennes généralisées à 1-paramètre
(
g̃, 1

2

√
c− h4(ae−2r + be2r)ω′, J̃±

)
et(

g̃, (h2
(
a cos(2r)− b sin(2r)

)
ω′, J̃±

)
.
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4.3 Produit bi-tordu D-homothétique doublé

4.3.1 Dé�nitions et propriétés

Dans cette section nous donnons la dé�nition et quelques propriétés géométriques du pro-
duit bi-tordu D-homothetic doublé.

Dans [13], Blair a introduit la notion d'une métrique tordue D-homothetique doublée sur
M̃ = M ′ ×M où M ′ et M sont deux variétés métrique presque de contact par

g̃ = Fg′ + F (F − 1)η′ ⊗ η′ + fg + f(f − 1)η ⊗ η,

où f est une fonction positive sur M ′ et F est une fonction positive sur M .

Dé�nition 4.3.1. Soient (M ′, ϕ′, ξ′, η′, , g′) et (M,ϕ, ξ, η, g) deux variétés métrique presque
de contact. La métrique bi-tordu D-homothétique doublée sur M̃ = M ′ ×M est dé�nie
par

g̃ = F 2g′ + F 2(H2 − 1)η′ ⊗ η′ + f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η.

où f, h sont deux fonctions sur M ′ et F,H sont deux fonctions sur M telle que fh 6= 0 et
FH 6= 0 partout.

En particulier, si H = h = ±1 alors, on obtient une métrique produit tordue doublée et
si H = F et h = f nous obtenons une métrique tordue D-homothetique doublée de Blair.

Proposition 4.3.1. Soient ∇̃,∇′ et ∇ les connexions de g̃, g′, et g respectivement. Pour tous
X ′, Y ′ champs de vecteurs tangents à M ′ et indépendants de M et de même pour X, Y , nous
avons :

g̃(∇̃X′Y ′, Z ′) = g̃(∇′X′Y ′, Z ′)

+ F 2(H2 − 1)
(1

2

(
g′(∇′X′ξ′, Y ′) + g′(∇′Y ′ξ′, X ′)

)
η′(Z ′)

+ dη′(X ′, Z ′)η′(Y ′) + dη′(Y ′, Z ′)η′(X ′)
)
,

g̃(∇̃XY
′, Z ′) = g̃(∇̃Y ′X,Z ′) = −g̃(∇̃Z′Y ′, X)

= FX(F )g′(Y ′, Z ′) + F
(
(H2 − 1)X(F ) + FHX(H)

)
η′(Y ′)η′(Z ′),

g̃(∇̃X′Y, Z) = g̃(∇̃YX
′, Z) = −g̃(∇̃ZY,X

′)

= fX ′(f)g(Y, Z) + f
(
(h2 − 1)X ′(f) + fhX ′(h)

)
η(Y )η(Z),

g̃(∇̃XY, Z) = g̃(∇XY, Z)

+ f 2(h2 − 1)
(1

2

(
g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X)

)
η(Z)

+ dη(X,Z)η(Y ) + dη(Y, Z)η(X)
)
,

Preuve . Il su�t d'utiliser la formule de Koszul et adapter la proposition (4.1.1).
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Théorème 4.3.1. Soient (M ′, ϕ′, ξ′, η′, , g′) et (M, , ϕ, ξ, η, g) deux variétés métrique presque
de contact et g̃ la métrique bi-tordue D-homothétique doublée sur M̃ = M ′ ×M dé�nie ci-
dessus (4.3.1) alors, on a les assertions suivantes :

1. Pour tout x′0 ∈ M ′, la sous variété {x′0} ×M est quasi ombilicale si grad′h = grad′f
et dans ce cas la 2-forme fondamentale σ est donnée par :

σ(X, Y ) = − 1

2F 2

(
g(X, Y ) + (h2 + fh− 1)η(X)η(Y )

)(
grad′f 2 +

1−H2

H2
ξ′(f 2)ξ′

)
.

2. Pour tout x′0 ∈M ′, la sous variété {x′0}×M est minimale si et seulement si h2 = c
f2
−2n

où c est une constante positive et dans ce cas la 2-forme fondamentale σ est donnée par :

σ(X, Y ) = − 1

2F 2

(
g(X, Y )− (2n+ 1)η(X)η(Y )

)(
grad′f 2 +

1−H2

H2
ξ′(f 2)ξ′

)
.

3. Si ∇ξξ = 0 alors,

∇̃ξξ = − 1

2F 2

(
grad′(f 2h2) +

1−H2

H2
ξ′(f 2h2)ξ′

)
.

Les mêmes résultats par symétrie, nous pouvons les conclure dans la seconde direction
(c.à.d. pour la sous variété M ′ × {x0} où x0 ∈M).

Preuve .
1. Soit σ la 2-forme fondamentale de {x′0} ×M , nous avons

g̃
(
∇̃XY, Z

′) = −fZ ′(f)g(X, Y )− f
(

(h2 − 1)Z ′(f) + fhZ ′(h)
)
η(X)η(Y )

= −1

2
g′
(
g(ϕX,ϕY )grad′f 2 + η(X)η(Y )grad′(f 2h2), Z ′

)
= − 1

2F 2
g̃
(
g(ϕX,ϕY )grad′f 2 + η(X)η(Y )grad′(f 2h2), Z ′

)
+

1

2
(H2 − 1)η′

(
g(ϕX,ϕY )grad′f 2 + η(X)η(Y )grad′(f 2h2)

)
η′(Z ′)

= − 1

2F 2
g̃
(
g(ϕX,ϕY )grad′f 2 + η(X)η(Y )grad′(f 2h2)

+
1−H2

H2

(
g(ϕX,ϕY )ξ′(f 2) + η(X)η(Y )ξ′(f 2h2)

)
ξ′, Z ′

)
puisque g̃

(
∇XY, Z

′) = 0 et sachant que σ = ∇̃XY −∇XY donc

σ(X, Y ) =
1

2F 2

(
g(ϕX,ϕY )grad′f 2 + η(X)η(Y )grad′(f 2h2)

+
1−H2

H2

(
g(ϕX,ϕY )ξ′(f 2) + η(X)η(Y )ξ′(f 2h2)

)
ξ′
)
...(∗)

Si grad′h = grad′f alors, on obtient

σ(X, Y ) = − 1

2F 2

(
g(X, Y ) + (h2 + fh− 1)η(X)η(Y )

)(
grad′f 2 +

1−H2

H2
ξ′(f 2)ξ′

)
.
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2. A partir de l'équation (*) ci-dessus, nous calculons la courbure moyenne H par

H =
1

2n+ 1
trg σ =

1

2n+ 1

2n+1∑
i=1

σ(ei, ei)

où {ei}i=1,2n+1 est une base orthonormée sur M alors,

H =
−1

2(2n+ 1)F 2

(
2ngrad′f 2 + grad′(f 2h2) +

1−H2

H2

(
2nξ′(f 2) + ξ′(f 2h2)

)
ξ′
)

=
−1

2(2n+ 1)F 2

(
grad′

(
(2n+ h2)f 2

)
+

1−H2

H2
ξ′
(
(2n+ h2)f 2

)
ξ′
)

nous pouvons remarquer facilement que

H = 0⇔ (2n+ h2)f 2 = c⇔ h2 =
c

f 2
− 2n,

avec c une constante positive. Dans ce cas, remplaçons h2 = c
f2
− 2n dans (*) nous obtenons

σ(X, Y ) = − 1

2F 2

(
g(X, Y )− (2n+ 1)η(X)η(Y )

)(
grad′f 2 +

1−H2

H2
ξ′(f 2)ξ′

)
.

3. De la proposition précédente, nous avons

g̃(∇̃XY, Z
′) = −fZ ′(f)g(X, Y )− f

(
(h2 − 1)Z ′(f)− fhZ ′(h)

)
η(X)η(Y ),

alors,

g̃(∇̃ξξ, Z
′) = −fZ ′(f)− f

(
(h2 − 1)Z ′(f)− fhZ ′(h)

)
= −1

2

(
Z ′(f 2) + (h2 − 1)Z ′(f 2) + f 2Z ′(h2)

)
= −1

2
Z ′(f 2h2)

= −1

2
g′
(
grad′(f 2h2), Z ′

)
= − 1

2F 2

(
g̃
(
grad′(f 2h2), Z ′

)
− F 2(H2 − 1)η′

(
grad′(f 2h2)

)
η′(Z ′)

)
= − 1

2F 2
g̃
(
grad′(f 2h2) +

1−H2

H2
ξ′(f 2h2)ξ′, Z ′

)
.

D'autre part, nous pouvons facilement prouver que si ∇ξξ = 0 alors g̃(∇̃ξξ, Z) = 0 d'où

∇̃ξξ = − 1

2F 2

(
grad′(f 2h2) +

1−H2

H2
ξ′(f 2h2)ξ′

)
,

ce qui achève la démonstration avec la remarque que si fh = constante alors, ∇̃ξξ = 0.
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4.3.2 Structures presque hermitienne sur le produit M ′ ×M

Soit la variété produit M̃ = M ′ × M de deux variétés métrique presque de contact
(M ′, ϕ′, ξ′, η′, g′) et (M,ϕ, ξ, η, g) et la métrique tordu D-homothétique doublée

g̃ = F 2g′ + F 2(H2 − 1)η′ ⊗ η′ + f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η, (4.26)

où f, h sont deux fonctions sur M ′ et F,H sont deux fonctions sur M .

Ensuite, nous introduisons une structure presque complexe J̃ sur M̃ :

J̃(X ′, X) =
(
ϕ′X ′ − fh

FH
η(X)ξ′ , ϕX +

FH

fh
η′(X ′)ξ

)
, (4.27)

pour tout champ de vecteurs X ′ de M ′ et tout champ de vecteurs X de M , où fh 6= 0 et
FH 6= 0 partout.

Proposition 4.3.2. La structure (g̃, J̃) dé�nie par (4.26) et (4.27) est une structure presque
hermitienne.

Preuve . On peut voir facilement que J2 = −I pour tous X̃ = (X ′, X), Ỹ = (Y ′, Y ) sur
M̃ et on peut véri�er que (g̃, J̃) est une structure presque hermitienne c.à.d.

g̃
(
J̃(X ′, X), J̃(Y ′, Y )

)
= g̃((X ′, X), (Y ′, Y )).

D'autre part, la 2-forme fondamentale Ω̃ de (J̃ , g̃) est

Ω̃ = F 2φ′ + f 2φ+ 2fhFH(η′ ∧ η)

où nous notons par φ′(X ′, Y ′) = g′(X ′, ϕ′Y ′) et φ(X, Y ) = g(X,ϕY ) pour tous champs de
vecteurs X ′, Y ′ sur M ′ et tous champs de vecteurs X, Y de M .

Il est facile de remarquer que,

dΩ̃ = 2FdF ∧ φ′ + F 2dφ′ + 2fdf ∧ φ+ f 2dφ

+ 2d(fhFH)(η′ ∧ η) + 2fhFH(dη′ ∧ η − η′ ∧ dη).

Remarque 4.3.1. Si φ′ , φ, η′ et η sont fermées avec f, h, F et H sont constantes alors, la
2-forme Ω̃ est fermée et la structure (J̃ , g̃) est presque Kählérienne.

4.3.3 Problème ouvert de Blair-Oubiña

Il est naturel de rechercher certaines conditions a�n qu'une structure presque hermitienne
dé�nie sur le produit de deux variétés Sasakienne soit Kählerienne. C'est la question ouverte
de Blair et Oubiña [12]. Un tel cas, en général, est incorrecte comme on le voit à partir des
variétés de Calabi-Eckmann , qui ne sont pas en mesure d'admettre aucune métrique Kählé-
rienne (voir [18]).
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Ici en utilisant la notion de la métrique bi-tordue D-homothétique doublée généralisée
(c.à.d. F,H, f et h sont des fonctions sur M̃), nous soutenons le point de vue de Calabi-
Eckmann que les structures presque hermitiennes dé�nies sur le produit de deux variétés
Sasakienne ne sont jamais Kählerienne.
Supposons (M ′, ϕ′, ξ′, η′, g′) et (M,ϕ, ξ, η, g) deus variétés trans-Sasakienne de type (α′, β′) et
(α, β) respectivement alors, on a

dη′ = α′Φ′, dΦ′ = 2β′η′ ∧ Φ′, dη = αΦ, dΦ = 2βη ∧ Φ. (4.28)

Basons sur la proposition (4.3.2) on a vu que la 2-forme fondamentale de la structure
(J̃ , g̃) dé�nie par (4.27) et (4.26) est donnée par

Ω̃ = F 2φ′ + f 2φ+ 2fhFH(η′ ∧ η),

avec f, h, F et H sont des fonctions sur M̃ = M ′ ×M ce qui donne

dΩ̃ = dF 2 ∧ φ′ + F 2dφ′ + df 2 ∧ φ+ f 2dφ

+ 2d(fhFH)(η′ ∧ η) + 2fhFH(dη′ ∧ η − η′ ∧ dη).

Utilisons les formules (4.28) nous obtenons

dΩ̃ = (dF 2 + 2β′F 2η′ + 2α′fhFHη) ∧ φ′ + (df 2 + 2βf 2η − 2αfhFHη′) ∧ φ
+ 2d(fhFH)(η′ ∧ η),

supposons dΩ̃ = 0 et fhFH = 1 alors, on obtient le système suivant :{
dF 2 + 2β′F 2η′ + 2α′η = 0
df 2 + 2βf 2η − 2αη′ = 0.

(4.29)

Étudions le cas où M ′ soit une variété α′-Sasakienne c.à.d. α′ = constante et β′ = 0, la
première équation dans le système (4.29) donne

dF 2 + 2α′η = 0, (4.30)

ce qui oblige η d'être exacte c.à.d dη = 0 d'où l'impossibilité d'avoir une structure α-
Sasakienne sur M .

Corollaire 4.3.1. soient (M ′, ϕ′, ξ′, η′, g′) et (M,ϕ, ξ, η, g) deux variétés Sasakienne. La va-
riété (M ′ ×M, J̃, g̃) munie de la structure hermitienne (J̃ , g̃) dé�nie par

g̃ = F 2g′ + F 2(H2 − 1)η′ ⊗ η′ + f 2g + f 2(h2 − 1)η ⊗ η,

et

J̃(X ′, X) =
(
ϕ′X ′ − fh

FH
η(X)ξ′ , ϕX +

FH

fh
η′(X ′)ξ

)
,

où F,H, f et h sont des fonctions sur M ′ ×M et fh 6= 0 et FH 6= 0 partout, n'est jamais
Kählérienne.



4.3 Produit bi-tordu D-homothétique doublé 94

Mais dans ces conditions, il est naturel de se demander sur le type des deux facteurs pour
que le produit soit Kählerien.

Pour notre motivation, nous considérons queM ′ etM sont deux variétés trans-Sasakienne
de type (α′, β′) et (α, β) respectivement, et f, h, F et H sont des fonctions sur M̃ = M ′ ×M
tel que fh = FH = ±1, à savoir que nous avons :

g̃ = F 2g′ + (1− F 2)η′ ⊗ η′ + f 2g + (1− f 2)η ⊗ η, (4.31)

et

J̃(X ′, X) =
(
ϕ′X ′ − η(X)ξ′ , ϕX + η′(X ′)ξ

)
. (4.32)

Proposition 4.3.3. Soient ∇̃,∇′ et ∇ les connexions de g̃, g′, et g respectivement. Pour tous
X ′, Y ′ champs de vecteurs tangent a M ′ et indépendant de M et de même pour X, Y , nous
donnons la connexion ∇̃ explicitement :

∇̃X′Y ′ =∇′X′Y ′ −
1

2

(
Y ′(lnF 2)ϕ′2X ′ +X ′(lnF 2)ϕ′2Y ′

)
− α′

F 2
(1− F 2)

(
η′(Y ′)ϕ′X ′ + η′(X ′)ϕ′Y ′

)
+
(
β′(1− F 2)− 1

2

(
grad′(lnF 2) + (F 2 − 1)η′

(
grad′(lnF 2)

))
g′(ϕ′X ′, ϕ′Y ′)ξ′

− 1

2f 2

((
grad(F 2) + (f 2 − 1)η

(
grad(F 2)

))
g′(ϕ′X ′, ϕ′Y ′)ξ,

∇̃X′Y = ∇̃YX
′ = −1

2

(
Y (lnF 2)ϕ′2X ′ +X ′(ln f 2)ϕ2Y

)
,

∇̃XY =∇XY −
1

2

(
Y (ln f 2)ϕ2X +X(ln f 2)ϕ2Y

)
− α

f 2
(1− f 2)

(
η(Y )ϕX + η(X)ϕY

)
+
(
β(1− f 2)− 1

2

(
grad(ln f 2) + (f 2 − 1)η

(
grad(ln f 2)

))
g(ϕX,ϕY )ξ

− 1

2F 2

((
grad′(f 2) + (F 2 − 1)η′

(
grad′(f 2)

))
g(ϕX,ϕY )ξ′.

Preuve . Il su�t d'utiliser la formule de Koszul, le théorème (3.4.10) et la proposition
(3.4.5).

Sachons que (∇XJ)Y = ∇X(JY )−J∇XY et en utilisant la proposition (4.3.3) on obtient
la proposition suivante :

Proposition 4.3.4. Pour tous X ′, Y ′ champs de vecteurs tangent à M ′ et indépendant de M
et de même pour X, Y , nous avons
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2
(
∇̃X′ J̃

)
Y ′ = −

(
(ϕ′Y ′)(lnF 2)−

(2α′

F 2
− ξ(lnF 2)

)
η′(Y ′)

)
ϕ′2X ′

−
(
2β′η′(Y ′) + Y ′(lnF 2)

)
ϕ′X ′

+
(

2β′F 2 + (F 2 − 1)η′(grad′ lnF 2)
)
g′(ϕ′X ′, Y ′)ξ′

+
(
2α′ − η(gradF 2

)
g′(ϕ′X ′, ϕ′Y ′)ξ′

+ g′(ϕ′X ′, Y ′)grad′ lnF 2 + g′(ϕ′X ′, ϕ′Y ′)ϕ′(grad′ lnF 2) (4.33)

−
(

2α′ − (1− 1

f 2
)η(gradF 2)

)
g′(ϕ′X ′, Y ′)ξ

+
(
2β′F 2 + F 2η′(grad′ lnF 2)

)
g′(ϕ′X ′, ϕ′Y ′)ξ

+
1

f 2
g′(ϕ′X ′, Y ′)gradF 2 +

1

f 2
g′(ϕ′X ′, ϕ′Y ′)ϕ(gradF 2),

2
(
∇̃X J̃

)
Y ′ = −

(
(ϕ′Y ′)(ln f 2) +

(
2β + ξ(ln f 2)

)
η′(Y ′)

)
ϕ2X

−
(2α

f 2
η′(Y ′) + Y ′(ln f 2)

)
ϕX, (4.34)

2
(
∇̃X′ J̃

)
= −

(
(ϕY )(lnF 2) +

(
2β′ + ξ′(ln f 2)

)
η(Y )

)
ϕ′2X ′

+
(2α′

F 2
η(Y )− Y ′(lnF 2)

)
ϕ′X ′, (4.35)

2
(
∇̃X J̃

)
Y = −

(
(ϕY )(ln f 2)−

(2α

f 2
+ ξ′(ln f 2)

)
η(Y )

)
ϕ2X

−
(
2βη(Y ) + Y (ln f 2)

)
ϕX

+
(

2βf 2 + (f 2 − 1)η(grad ln f 2)
)
g(ϕX, Y )ξ

+
(
2α + η′(grad′f 2

)
g(ϕX,ϕY )ξ

+ g(ϕX, Y )grad ln f 2 + g(ϕX,ϕY )ϕ(grad ln f 2) (4.36)

+
(

2α + (1− 1

F 2
)η′(grad′f 2)

)
g(ϕX, Y )ξ′

−
(
2βf 2 − f 2η(grad ln f 2)

)
g(ϕX,ϕY )ξ′

+
1

F 2
g(ϕX, Y )grad′f 2 +

1

F 2
g(ϕX,ϕY )ϕ′(grad′f 2).

Supposons maintenant que (M̃, J̃ , g̃) est une variété Kählerienne c.à.d. ∇̃J̃ = 0, dans
l'équation (4.36) posons X = Y avec X orthogonale à ξ, nous obtenons

(ϕX)(ln f 2)ϕ2X −X(ln f 2)ϕX + |X|2
(
2α + η′(grad′f 2)

)
ξ

− f 2|X|2
(
2β + η(grad ln f 2)

)
ξ′ (4.37)

+ |X|2
(
ϕ(grad ln f 2) +

1

F 2
η′(grad′f 2)

)
= 0,
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ce qui donne
grad′f 2 = −2αξ′ et grad ln f 2 = −2βξ.

Posons Y = ξ et en prenant X orthogonale à ξ, nous avons ensuite(
ξ′(ln f 2) +

2α

f 2

)
X +

(
2β + ξ(ln f 2)

)
ϕX = 0

c.à.d.
ξ′(f 2) = −2α et ξ(ln f 2) = −2β.

Avec le même raisonnement, si nous utilisons l'équation (4.33) nous trouvons

gradF 2 = 2α′ξ et grad′ lnF 2 = −2β′ξ′

Inversement, si grad′f 2 = −2αξ′, grad ln f 2 = −2βξ, gradF 2 = 2α′ξ et grad′ lnF 2 =
−2β′ξ′ puis on voit directement que toutes les composantes de ∇̃J̃ s'anullent, donnant le
résultat suivant.

Proposition 4.3.5. Soient (M ′, ϕ′, ξ′, η′, g′) et (M,ϕ, ξ, η, g) deux variétés trans-Sasakienne
de type (α′, β′) et (α, β) respectivement. Alors, la variété (M̃ = M ′ ×M, J̃, g̃) avec

g̃ = F 2g′ + (1− F 2)η′ ⊗ η′ + f 2g + (1− f 2)η ⊗ η,

où F, f sont des fonctions sur M̃ et

J̃(X ′, X) =
(
ϕ′X ′ − η(X)ξ′ , ϕX + η′(X ′)ξ

)
,

est Kählerian si et seulement si

grad′f 2 = −2αξ′, grad ln f 2 = −2βξ,

gradF 2 = 2α′ξ, grad′ lnF 2 = −2β′ξ′.

Maintenant, supposons queM ′ est β′-Kenmotsu, alors à partir de la proposition précédente
nous obtenons grad′ lnF 2 = −2β′ξ′ et F est indépendante deM . Sachons que, si η′ est exacte
c.à.d. η′ = dρ′ où ρ′ est une fonction sur M ′ alors ξ = gradρ.
De plus, si M ′ est une variété connexe alors

F 2 = e−2β′ρ′ .

D'autre part, si M est α-Sasakienne alors de la proposition (4.3.5) nous obtenons grad′f 2 =
−2αξ′ et f est indépendante de M . Ainsi nous obtenons

f 2 = −2αρ′,

et nous avons le théorème suivant :

Théorème 4.3.2. [5] SoientM ′ etM deux variétés métrique presque de contact. Considérons
la structure presque hermitienne (g̃, J̃) sur M ′ × M donnée par (4.31) est ( 4.32). Alors
(M ′ ×M, g̃, J̃) est Kählerian si et seulement si :



4.4 Produit des variétés métrique presque de contact presque hermitienne. 97

(1) : M ′ est une variété connexe β′-Kenmotsu et M est une variété connexe β-Kenmotsu
avec F 2 = e−2β′ρ′ et f 2 = e−2βρ.

(2) : M ′ est une variété connexe β′-Kenmotsu et M est une variété α-Sasakienne avec
F 2 = e−2β′ρ′ et f 2 = −2αρ′.

(3) : M ′ est une variété connexe cosymplectique et M est une variété α-Sasakian avec
F = constant et f 2 = −2αρ′.

(4) : M ′ et M sont deux variétés connexes cosymplectique avec F et f sont constantes.

Exemple 4.3.1. Pour les deux facteurs nous utilisons l'exemple (3.4.3) c.à.d. nous suppo-
sons les deux variétés Trans-Sasakienne (E ′3, ϕ′, ξ′, η′, g′) et (M,ϕ, ξ, η, g) données par,

g′ =

 ρ′2 + τ ′2 0 −τ ′
0 ρ′2 0
−τ ′ 0 1

 ϕ′ =

 0 −1 0
1 0 0
0 −τ ′ 0

 , ξ′ =

 0
0
1

 , η′ = (−τ ′, 0, 1).

où ρ′ et τ ′ sont des fonctions sur E ′3 telles que ρ′ 6= 0 partout. Et

g =

 ρ2 + τ 2 0 −τ
0 ρ2 0
−τ 0 1

 , ϕ =

 0 −1 0
1 0 0
0 −τ 0

 , ξ =

 0
0
1

 , η = (−τ, 0, 1).

où ρ et τ sont de fonctions E3 telle que ρ 6= 0 partout.

Notons par (u, v, w) et (x, y, z) les cordonnées Cartésiennes dans E ′3 et E3 repectivement
et avec un calcul simple en utilisant (4.31) et ( 4.32) nous obtnons les matrices associées de
g̃ et J̃ sur E6 = E ′3 × E3

g̃ =



F 2ρ′2 + τ ′2 0 −τ ′ 0 0 0
0 F 2ρ′2 0 0 0 0
−τ ′ 0 1 0 0 0
0 0 0 f2ρ2 + τ2 0 −τ
0 0 0 0 f2ρ2 0
0 0 0 −τ 0 1

 , J̃ =



0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 −τ ′ 0 τ 0 −1
0 0 0 0 0− 1 0
0 0 0 1 0 0
−τ ′ 0 1 0 −τ 0

 .

Utilisons les cas obtenus dans l'exemple ( 3.4.3, p. 59) nous déclarons les assesations sui-
vantes :

(1) : ρ′3 = ρ′, τ ′2 = τ ′3 = 0, F 2 = e−2β′(z′−
∫
τ ′dx′),

ρ3 = ρ, τ2 = τ3 = 0, f 2 = e−2β(z−
∫
τdx).

(2) : ρ′3 = ρ′, τ ′2 = τ ′3 = 0, F 2 = e−2β′(z′−
∫
τ ′dx′),

τ2 = −2ρ2, τ3 = 0 f 2 = −2α(z′ −
∫
τ ′dx′).

(3) : ρ′3 = τ ′2 = τ ′3 = 0, F = constante,
τ2 = −2ρ2, τ3 = 0 f 2 = −2α(z′ −

∫
τ ′dx′).

(4) : ρ′3 = τ ′2 = τ ′3 = ρ3 = τ2 = τ3 = 0, F et f sont constantes.

4.4 Produit des variétés métrique presque de contact presque

hermitienne.

Dans [56], Tshikuna-MATAMBA a déterminé certaines classes remarquables des struc-
tures induites sur le produit de deux variétés riemanniennes. Il a étudié le produit d'une va-
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riété presque quaternion avec une variété métrique presque de contact presque hermitienne.
Dans cette paragraphe, nous donnons une réponse positive pour une question ouverte de
Tshikuna-MATAMBA concernant le produit de deux variété métrique presque de contact
presque hermitienne.

4.4.1 Le produit M 4m+2 × R

Soit
(
M4m+2, g, J, (ϕi, ξi, ηi)

2
i=1

)
une variété métrique presque de contact presque hermi-

tienne. Le produit M = M4m+2 × R est de dimension 4m + 3. On dé�nit une structure
3-presque de contact (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1 par ;

ϕ1

(
X, f

∂

∂r

)
=
(
ϕ1X − fξ1, η1(X)

∂

∂r

)
, ξ1 = ξ2, η1 = η2,

ϕ2

(
X, f

∂

∂r

)
=
(
− ϕ2X + fξ2,−η2(X)

∂

∂r

)
, ξ2 = ξ1, η2 = η1,

ϕ3

(
X, f

∂

∂r

)
=
(
JX, 0

)
, ξ3 =

∂

∂r
, η3 = dr,

et on dé�nit aussi une métrique Riemannienne g par

g
((
X, f

∂

∂r

)
,
(
Y, h

∂

∂r

))
= g(X, Y ) + fh,

pour tous champs de vecteurs X, Y sur M et f, h deux fonctions sur R.

Proposition 4.4.1. La structure
(
g, (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1

)
dé�nie ci-dessus est une 3-structures mé-

trique presque de contact.

Preuve . Utilisons les dé�nitions (3.7) et (3.9) la preuve est directe.
La variété

(
M, g, (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1

)
à une 2-forme fondamentale φi dé�nie par :

φ1 = φ1 − η1 ∧ dr,
φ2 = −φ2 + η2 ∧ dr,
φ3 = Ω.

(4.38)

Soient ∇ et ∇ les connexions Riemannienne de g et g respectivement. Maintenant prenons
X et Y comme champs de vecteurs tangent à M et utilisons les propriétés algèbriques des
structures métrique presque de contact presque hermitienne et 3-structures métrique presque
de contact, nous obtenons

(
∇(

X,f ∂
∂r

)ϕ1

)(
Y, h ∂

∂r

)
=
(

(∇Xϕ1)Y − h∇Xξ1 , (∇Xη1)(Y ) ∂
∂r

)
,(

∇(
X,f ∂

∂r

)ϕ2

)(
Y, h ∂

∂r

)
=
(
− (∇Xϕ2)Y + h∇Xξ2 , −(∇Xη2)(Y ) ∂

∂r

)
,(

∇(
X,f ∂

∂r

)ϕ3

)(
Y, h ∂

∂r

)
=
(

(∇XJ)Y , 0
)
,

(4.39)

et nous pouvons déclarons le suivant :
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Proposition 4.4.2. Soit
(
M4m+2, g, J, (ϕi, ξi, ηi)

2
i=1

)
une variété métrique presque de contact

presque hermitienne. Si
(
g, (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1

)
est une 3-structures métrique presque de contact

sur la variété produit M = M × R, donnée ci-dessus, alors :
(a) M est presque 3-cosymplectique si et seulement si, M is presque cosymplectique-

presque Kählérienne ;
(b) M est 3-cosymplectique si et seulement si, M est cosymplectique-Kählérienne.

Preuve . Utilisons la dé�nition d'une structure presque cosymplectique et les équation
(4.38), la première assertion (a) est claire. Pour (b), supposons que

(
M4m+2, g, J, (ϕi, ξi, ηi)

2
i=1

)
est cosymplectique-Kählerienne c.à.d pour i = 1, 2 on a de (4.41){

(∇Xϕi)Y = 0
(∇XJ)Y = 0

Comme il est connu que, ∇ϕi = 0⇔ ∇ηi = ∇φi = 0 et utilisons la formule

(∇Xη)Y = g(Y,∇Xξ)

alors, ∇ϕi = 0.
Inversement, supposons que

(
g, (ϕi, ξi, ηi)

3
i=1

)
est 3-cosymplectique c.à.d pour i = 1, 3(

∇ϕi
)(
X,f ∂

∂r

)(Y, h ∂
∂r

)
= (0, 0),

alors, de (4.41) on obtient pour i = 1, 2
(∇Xϕi)Y − h∇Xξi = 0
(∇Xηi)(Y ) = 0
(∇XJ)Y = 0

⇒
{

(∇Xϕi)Y = 0
(∇XJ)Y = 0

c.à.d la structure
(
g, J, (ϕi, ξi, ηi)

2
i=1

)
est cosymplectique-Kählerienne.

4.4.2 Le produit M 4m+2 × R2

Soit
(
M4m+2, g, J, (ϕi, ξi, ηi)

2
i=1

)
une variété métrique presque de contact presque hermi-

tienne. La dimension du produit M = M4m+2 × R2 est 4n avec n = m + 1. Nous dé�nissons
pour tous X, Y surM et tous X ′, Y ′ sur R2 telle que X ′ = f1

∂
∂r1

+f2
∂
∂r2

et Y ′ = h1
∂
∂r1

+h2
∂
∂r2

une structure presque hypercomplexe (J̃i)
3
i=1 par ;

J1

(
X,X ′

)
=
(
JX , −f2

∂

∂r1

+ f1
∂

∂r2

)
,

J2(X,X ′) =
(
ϕ1X − f1ξ1 − f2ξ2 , η1(X)

∂

∂r1

+ η2(X)
∂

∂r2

)
,

J3(X,X ′) =
(
− ϕ2X − f2ξ1 + f1ξ2 , η1(X)

∂

∂r2

− η2(X)
∂

∂r1

)
,

et nous dé�nissons aussi une métrique Riemannienne g par

g = g + dr2
1 + dr2

2.
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Proposition 4.4.3. La structure
(
g, (J i)

3
i=1

)
dé�nie ci-dessus est une structure métrique

presque quaternionique.

Preuve . Utilisons la proposition (3.2.1) nous pouvons facilement véri�er cet résultat.

Par un calcul direct en utilisant les dé�nitions des 2-forme fondamentale (voir chapitre 2),
on peut a�rmer que : 

Ω1 = Ω− 2(dr1 ∧ dr2),

Ω2 = φ1 − 2(η1 ∧ dr1 + η2 ∧ dr2),

Ω3 = −φ2 − 2(η1 ∧ dr2 − η2 ∧ dr1).

(4.40)

Soient ∇ et ∇ les connexions Riemannienne de g et g respectivement. Utilisons les pro-
positions (3.2.1) et ( 3.9 ) nous obtenons,

(
∇(X,X′)J1

)
(Y, Y ′) =

(
(∇XJ)Y , 0

)
,(

∇(X,X′)J2

)
(Y, Y ′) =

(
(∇Xϕ1)Y − h1∇Xξ1 − h2∇Xξ2 ,

(∇Xη1)(Y ) ∂
∂r1

+ (∇Xη2)(Y ) ∂
∂r2

)
,(

∇(X,X′)J3

)
(Y, Y ′) =

(
− (∇Xϕ2)Y − h2∇Xξ1 + h1∇Xξ2 ,

−(∇Xη2)(Y ) ∂
∂r1

+ (∇Xη1)(Y ) ∂
∂r2

)
,

(4.41)

pour tous X, Y surM et tous X ′, Y ′ sur R2 telle que X ′ = f1
∂
∂r1

+f2
∂
∂r2

et Y ′ = h1
∂
∂r1

+h2
∂
∂r2

,
et nous pouvons a�rmer ce qui suit :

Proposition 4.4.4. Soit
(
M4m+2, g, J, (ϕi, ξi, ηi)

2
i=1

)
une variété métrique presque de contact

presque hermitienne. Si
(
g, (J i)

3
i=1

)
est une structure métrique presque quaternionique sur la

variété M = M × R2, dé�nie ci-dessus, alors :
(a) M est presque hyperkählérienne si et seulement si M est presque cosymplectique-

presque kählérienne ;
(b) M est hyperkählérienne si et seulement si M est cosymplectique-Kählérienne.

Preuve . Utilisons la dé�nition de la structure presque hyperkählerienne et les équations
(4.40), la première assertion (a) est claire. Pour (b), utilisons la dé�nition des structures
kählérienne et hyperkählerienne, on peut adapter la proposition (4.4.2).

4.4.3 Le produit M 4m+2 ×M ′4m′+2

Soient
(
M4m+2, g, J, (ϕi, ξi, ηi)

2
i=1

)
et
(
M ′4m′+2, g, J ′, (ϕ′i, ξ

′
i, η
′
i)

2
i=1

)
deux variétés métrique

presque de contact presque hermitienne. La dimension du produit M̃ = M4m+2×M ′4m′+2 est
4n avec (n = m+m′+ 1). Donc, on peut dé�nir une structure presque hypercomplexe (J̃i)

3
i=1

par ;

J̃1 = (J , J ′),
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J̃2 =
(
ϕ2 + η′1 ⊗ ξ1 − η′2 ⊗ ξ2 , ϕ

′
2 − η1 ⊗ ξ′1 + η2 ⊗ ξ′2

)
,

J̃3 =
(
ϕ1 − η′1 ⊗ ξ2 − η′2 ⊗ ξ1 , ϕ

′
1 + η1 ⊗ ξ′2 + η2 ⊗ ξ′1

)
,

et une métrique Riemannienne g̃ par

g̃ = g + g′.

Proposition 4.4.5. La structure
(
g̃, (J̃i)

3
i=1

)
dé�nie ci-dessus est une structure métrique

presque quaternionique.

Preuve . La preuve est directe on utilisons la dé�nition (3.2.1).
Soient∇,∇′ and ∇̃ les connexions Riemannienne de g, g′ et g̃ respectivement. Maintenant,

prenons X et Y comme champs de vecteurs tangent à M et indépendant de M ′ et de même
pour X ′ et Y ′ nous donnons ∇̃J̃i explicitement :

(
∇̃(X,X′)J̃1

)
(Y, Y ′) =

(
(∇XJ)Y , (∇′X′J ′)Y ′

)
, (1)(

∇̃(X,X′)J̃2

)
(Y, Y ′) =

(
(∇Xϕ2)Y + η′1(Y ′)∇Xξ1 − η′2(Y ′)∇Xξ2

+(∇′X′η′1)(Y ′)ξ1 − (∇′X′η′2)(Y ′)ξ2 ,
(∇′X′ϕ′2)Y ′ − η1(Y )∇′X′ξ′1 + η2(Y )∇′X′ξ′2

−(∇Xη1)(Y )ξ′1 + (∇Xη2)(Y )ξ′2

)
, (2)(

∇̃(X,X′)J̃3

)
(Y, Y ′) =

(
(∇Xϕ1)Y − η′2(Y ′)∇Xξ1 − η′1(Y ′)∇Xξ2

−(∇′X′η′2)(Y ′)ξ1 − (∇′X′η′1)(Y ′)ξ2 ,
(∇′X′ϕ′1)Y ′ + η2(Y )∇′X′ξ′1 + η1(Y )∇′X′ξ′2

+(∇Xη2)(Y )ξ′1 + (∇Xη1)(Y )ξ′2

)
. (3)

(4.42)

Supposons que ∇̃J̃i = 0, par (1) on a ∇J = 0 et ∇′J ′ = 0. Par (2) avec X ′ = Y ′ = 0 nous
avons ∇ϕ2 = 0 et avec X = Y = 0 nous obtenons ∇′ϕ′2 = 0, avec le même raisonnement,
utilisons (3) nous trouvons ∇ϕ1 = 0 et ∇′ϕ′1 = 0 c.à.d

∇̃J̃i = 0 ⇒
{
∇J = ∇ϕi = 0
∇′J ′ = ∇′ϕ′i = 0

Inversement, sachons que ∇ϕi = 0⇒ ∇ηi = 0⇒ ∇ξi = 0 for i = 1, 2 par conséquent, si{
∇J = ∇ϕi = 0
∇′J ′ = ∇′ϕ′i = 0

alors, on a ∇̃J̃i = 0 et nous pouvons a�rmer ce qui suit :

Théorème 4.4.1. La variété M̃ est hyperkählérienne si et seulement si M et M ′ sont deux
variétés cosymplectique-Kählérienne.
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4.5 Conclusion et perspective

Après avoir introduit la notion de la métrique bi-tordu D-homothétique d'une variété Rie-
mannienne par une variété métrique presque de contact et montrer que le produit tordu [7]
et le produit tordu D-homothétique [13] sont des cas particuliers, nous avons élargi l'idée de
la correspondance entre la structure Sasakienne et la structure Kählérienne, en considérant
notre résultat (4.2.1) prouvant que chaque structure Sasakienne peut engendrer une famille
de structure Kählérienne. La notion de la métrique bi-tordu D-homothétique est récente, ce
cette angle, en peut revoir l'ensemble des travaux faits sur la construction des structures
presque hermitienne sur le produit de deux variétés Riemanniennes ou une seule au moins
soit une variété métrique presque de contact.

L'étude approfondie de la famille des structures Kählériennes engendrée par une structure
Sasakienne, nous a conduit à se demander quelles sont les conditions nécessaires et su�santes
pour construire une structure Sasakienne à partir d'une structure Kählérienne. Nous avons
déjà parcouru un long chemin dans cette direction.

Les travaux de M. Capursi [17], Blair-Oubiña [12] et T. Tshikuna-Matamba [56] nous ont
permet d'adopter une méthode de recherche à travers une série de questions nécessaires pour
l'étude et la construction des structures selon trois axes :

1. En utilisant la métrique bi-tordu D-homothétique, nous cherchons des classes remar-
quables de structures sur le produit d'une variété presque hermitienne par une variété
métrique presque de contact ?. Cette direction va nous permet de généraliser les tra-
vaux d'Oubiña [44], [45] et de T. Tshikuna-Matamba [56].

2. La métrique bi-tordu D-homothétique doublée induite sur le produit de deux variétés
métrique presque de contact, surtout avec des fonctions de distorsion dé�nies sur la
variété produit, nous conduit fort possible à une réponse positive du problème ouvert
de Blair-Oubiña ou, au moins nous permet de généraliser leurs travaux dans [12].

3. Vu les problèmes ouverts mentionnés par T. Tshikuna-Matamba [56] nous espérons
trouver les conditions favorables pour continuer à travailler dans cette direction. Les
premiers pas ont été entamés notamment avec l'introduction de la notion du métrique
tordu H-homothétique pour les structures complexes contact basant sur les travaux
de B. Korkmaz [36] concernant la déformation H-homothétique.
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في دراسث لمَْعّات ذات . يعتبر جُداء المَْعّات الريًاٍيث إحدى الأدوات الهايّث في إنشاء يَْعّات ريًاٍيث جديدة. ملخص
ّْس الساهب تًكٌ كلا يٌ ةيشْب و أوٍين يٌ إدراج يفّْم الجدُاء الإلتفافي لتعًيى طتيعي لجدُاء المَْعّات الريًاٍيث  التق

عّْتي الجدُاء  . فتاستعًال تغيير طتيعي لمترك الجدُاء، نستطيع إنشاء ةنى مختوفث اعتًادا على ةنيتي يَ
عْث عّْتين مزودتين ةبنى أساسيث يتَ . ِدفَا ِْ إنشاء ةعض البنى على جُداء يَ

عّْث "تحاكي -(2n)الُجداء ثنائي الإلتفاف " المترك الذي أسًيَاه  عّْث ريًاٍيث يع يَ يتريث  و الذي  عرّفَاه على جُداء يَ
تحاكي الذي أدرجُ ةوير، -(2n)أوٍين و الجدُاء الإلتفافي - لتعًيى لمفّْمي الجدُاء الإلتفافي لبيشْبتلامسيث تقريتا

/ وظّفَاه في إنشاء

ًِينعائوث يٌ ةنى كالار اٍطلاقا يٌ ةنيث ساساكي واحدة  - ًِّ  .كالار-  ةذلك فمرة التقاةن ساساكييع
سًْتومتيميث أو ةنيث كاًٍْتسْ -  .عائوث ذات وسيط يٌ ةنى كاهير المطاةقث محويا اعتًادا على ةنيث ل
 .عائوث ذات وسيط يٌ ةنى كاًٍْتسْ اٍطلاقا يٌ ةنيث ساساكي واحدة -
 .ةنيث كالار لْاترٍيٍْيث اٍطلاقا يٌ ةنيث ثلاثيث الساساكي -
ًث جديدة ةاستعًال ةنى اعتياديث  - ًّ عّْث كالار يع   . يتريث تلامسيث تقريتا و أخرى مركّتث تقريتايَ

أنشئَا ةنيث ثلاثيث يتريث تلامسيث تقريتا و ةنيث يتريث لْاترٍيٍْيث تقريتا اٍطلاقا يٌ ةنيث يتريث تلامسيث يٌ جّث أخرى، 
عّْتين ةعد ذلك أنشئَا ةنيث  يتريث لْاترٍيٍْيث تقريتا على ، تقريتا مركّتث تقريتا يتريتين تلامسيتين تقريتا مركّتتين جُداء يَ

  .تقريتا
. يتريث تلامسيث تقريتا، ةنيث مركّتث تقريتا   جُداء المَْعّات الريًاٍيث، ةنيث : الكلمات المفتاحية

 

Abstract. The product of Riemannian manifolds is one way to exhibit new Riemannian manifolds. To 
study manifolds with negative curvature, Bishop and O’Neill introduced the notion of warped product as a 
generalization of Riemannian product. By means of a natural change of the product metric, one can widely 
construct remarkable structures from the structures of the two factors.  
Our goal is to construct some structures on the product of two Riemannian manifolds by providing both 
factors with some essential structures. 

The metric called  D-homothetic bi-warping that we introduced on the product of a Riemannian manifold 
with an almost contact metric manifold as a generalization of warped product and  D-homothetic warping  
allows us to construct: 

- A family of Kählerian structures starting from a Sasakian manifold. 

- A 1-parameter family of conformal Kähler structures with a cosymplectic or Kenmotsu structure. 

-  A 1-parameter family of Kenmotsu structures  from a single Sasakian manifold. 

- A quaternionic structure using a Sasakian 3-structure. 

- New generalized Kähler manifolds starting from both classical almost contact metric and almost 
Kählerian manifolds. 

On the other hand, we construct an almost contact metric 3-structure and an almost quaternionic metric 
structure starting from an almost contact manifold almost hermitian structure. Next, we construct an 
almost quaternionic metric structures on the product of two almost contact manifold almost hermitian 
structure. 
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