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Introduction

0.1 Eléments de synthése sur les travaux antérieurs

Le produit des variétés Riemanniennes est un moyen d’exhiber de nouvelles variétés
Riemanniennes. Pour étudier les variétés a courbure négative et en utilisant la déformation
homothétique d’une variété produit, Bishop et O’Neill ont introduit la notion du produit
tordu en 1969 [7]. La définition de cette notion est actuellement donnée par : Soient (M, g1)
et (M, go) deux variétés Riemanniennes et f : M; — R* une fonction différentiable positive
sur M, le produit tordu de (M, g1) et (Ms, g2) est la variété produit My x s My munie de la
métrique Riemannienne § := m*g; + (f om)%0*go, ol ™ et o sont les projections canoniques de
My x ¢y My sur M, et M, respectivement. La variété M, est dite la base de M; x ¢ M, tandis
que M, est dite la fibre. La fonction f est appelée la fonction de distortion.

La variété Riemannienne produit tordu est une généralisation naturelle de la variété Rieman-
nienne produit. Par exemple, la surface de révolution M obtenue par rotation d’une courbe
(C) plane autour d’une droite L dans son plan est une variété produit tordu. Explicitement,
si M est obtenu en faisant tourner une courbe plane (C') autour d’un axe L dans R® et
f:(C) = R donne la distance a I'axe, alors M = (C) x; S*.

Aujourd’hui, il est bien connu que la notion du produit tordu joue un roéle important dans le
domaine de la géométrie différentielle et celui de la physique, par exemple, le meilleur modéle
relativiste de 'espace temps de Schawarchild, décrivant 'espace de sortie autour d’une étoile
massive ou d’un trou noire, est donné comme produit tordu de variétés adaptées [20].

En 1960 et 1970, lorsque les variétés presque de contact ont été étudiées comme une
contrepartie des variétés presque complexes de dimensions impaires. Le produit tordu a joué
un role intéressant dans la clarification de la relation entre les variétés presque de contact et
les variétés presque hermitienne [15], [53].

Au moyen d’un changement naturel de la métrique produit, on peut largement construire
des structures presque hemitiennes sur les variétés produits de deux variétés métrique presque
de contact. Puisque beaucoup de structures métrique presque de contact sont maintenant bien
définies (par exemple, voir [10], [32], [37], [44], [54]), cette méthode nous permet de fournir
des différents types de structures presque hermitiennes.

Dans [24], A. Gray et L.M. Hervella ont défini 16 classes de structures presque hermi-
tiennes. En utilisant seulement M = M?"*! x R, le produit d’une variété meétrique presque
de contact par la droite réelle, J. A. Oubina [44], [45] a montré que M peut étre munie de
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deux structures presque hermitiennes conformément difféeomorphes. En faisant parcourir ces
structures dans la classification de Gray et Hervella, Oubina a pu définir quelques classes
remarquables de structures métriques presque de contact en géométrie cosymplectique et en
géométrie Sasakienne [45]. Nous notons ici qu’il a établi pour la premiére fois, la correspon-
dance bijective (one-to-one) entre les structures de Sasaki et les structures kithlériennes [44].
Par une technique similaire, Bér [1| puis Tshikuna-Matamba [55] ont montré qu’il existe une
correspondance bijective entre les 3-structures de Sasaki sur une variété et les structures hy-
perkihlériennes.

Par ailleurs, la notion du produit tordu M = R x 5 M?" de la droite réelle par une variété
kdhléerienne a permis a K. Kenmotsu [32] de définir une classe de variétés métriques presque
de contact qui ne sont ni cosymplectiques ni Sasakiennes.

En reprenant la métrique de Kenmotsu lorsque la variété M décrit I’ensemble des classes
de Gray et Hervella, T. Tshikuna-Matamba a pu dégager, dans [54], quelques classes remar-
quables de structures métriques presque de contact semblables a celle de Kenmotsu.

En étudiant le produit de deux variétés métrique presque de contact, M. Capursi [17]
a établi que ce produit est une variété presque hermitienne, il a montré que ce produit
est une variété hermitienne, Kéhlérienne, presque Kéhlérienne ou approximativement Kéahlé-
rienne (nearly Kahlerian), si et seulement si, les deux facteurs sont normaux, cosymplectiques,
presque cosymplectiques ou approximativement cosymplectiques respectivement. Blair-Oubina
[12] ont posé la question ouverte suivante : Quel type de changement de métrique produit
faut il faire pour que le produit de deux variétés Sasakiennes soit une variété Kahlérienne 7.
D’autre part, T. Tshikuna-Matamba s’est demandé : Quelles classes remarquables de struc-
tures peuvent étre induites sur le produit de deux variétés Riemanniennes?. Dans [56], il a
pu complété 1'étude de Capursi concernant le produit de deux variétés métriques presque de
contact, et celui de Oubina [44] et [45] sur le produit d’une variété presque hermitienne par
une variété métrique presque de contact. Ensuite, il a traité avec le produit d’une variété
presque quaternion qui a été découvert en 1951 dans les papiers de P. Libermann [39], avec
une variété presque hermitienne métrique presque de contact [35], [11]. Ce produit a été uti-
lisé pour construire d’autres classes de variétés métriques a 3-structure presque de contact [55].

Récemment, en se basant sur les travaux de Tanno [52] (la déformation homothétique
des variétés métrique de contact), Blair [13] a pu introduire la notion de la métrique tordu
D-homothétique sur le produit d’une variété Riemannienne par une variété métrique presque
de contact et il a montré comme l'a fait Oubina en 1985 dans [44] mais en montrant par
une autre méthode la correspondance (one-to-one) entre la variété Sasakienne et la variété
Kahlérienne. Ensuite, il a donné la définition de la métrique tordu D-homothétique doublée
sur le produit de deux variétés métrique presque de contact, considéré comme domaine de
recherche dans I’avenir.
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0.2 Objectif et plan de travail

L’objectif de ce travail est de construire quelques structures presque hermitiennes ou
structures métrique presque de contact sur une variété Riemannienne produit en munissant
les deux facteurs avec quelques structures essentielles. Notre recherche durant les quatre
années, nous a permet d’introduire la notion de la métrique bi-tordu D-homothétique sur
le produit d'une variété Riemannienne avec une variété métrique presque de contact comme
généralisation de la métrique tordu de Bishop-O’Neill [7] et la métrique tordu D-homothétique
de Blair [13]. En utilisant cette métrique nous avons montré :

— Qu’a partir d’une seule structure Sasakienne nous pouvons construire une famille de

structures Kdhlérinnes a 1-paramétre.

— Qu’a partir d’une seule structure cosymplectique ou de Kenmotsu nous pouvons construire

une famille de structures conformément Kéahlérinnes a 1-paramétre.

— Qu’a partir d’une seule structure Sasakienne nous pouvons construire une famille de

structures de Kenmotsu a 1-paramétre.

— Qu’a partir d’une structure 3-Sasakienne nous pouvons construire une structure Kéh-

lérienne quaternionique.

— Qu’a partir d’une variété S-Kenmotsu classique nous pouvons construire une variété

Kahlérienne généralisée.

De plus, nous avons donné la notion de la métrique bi-tordu D-homothétique doublée sur
le produit de deux variétés métrique presque de contact. Malheureusement, cette derniére
ne donne pas une réponse positive pour le probléme de Blair-Oubina mais elle généralise le
résultat de Capursi [17].

D’autre part, nous avons étudié le produit de deux variété métrique presque de contact presque
hermitienne. Aprés avoir construire une structure 3-cosymplectique puis une structure mé-
trique quaternionique a partir d’une structure métrique presque de contact presque hermi-
tienne, nous donnons une construction d’une structure métrique quaternionique sur le produit
de deux variété métrique presque de contact presque hermitienne. Cela donne une nouvelle
réponse positive 4 un probléme ouvert posée par Tshikuna-MATAMBA [56].

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres :

Le présent chapitre d’introduction présente des travaux antérieurs concernant le sujet, et
contient aussi un résumé des résultats que nous avons obtenus.

Le chapitre suivant (chapitre 1), contient des généralités sur les notions de la géométrie
Riemannienne nécessaires pour le reste de ce mémoire. En particulier, nous rappelons les
tenseurs et les formes différentielles sur une variété Riemannienne.

Quant au chapitre 2, il est consacré a la notion de la variété Riemannienne produit. Nous
rappelons les définitions et les propriétés en donnant quelques types de métriques Rieman-
niennes qu’on peut définir sur une variété produit, nous donnons aussi leurs connexions.

Les structures presque hermitiennes et les structures presque de contact sur une variété
Riemannienne font l'objet du chapitre 3. Nous donnons les définitions des structures qui
interviendront dans ce travail, notamment les structures Trans-Sasakienne, Sasakianne, Co-
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symplectique, Kenmotsu et Kahlérienne avec des exemples et nous citons quelque passages
reliants ces structures.

Finalement, dans le dernier chapitre nous présentons avec les détails nos résultats obtenues.
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0.4 Principaux résultats

Définition 0.4.1. (page. 63)
Soient (M'™,¢") une variété Riemannienne, (M2”“,g0,§,17,g) une variété métrique presque
de contact. La métrique bi-tordu D-homothétique sur M = M’ x M est définie par

ig=4d+ fPg+ fA(B*—1nen.

ot f et h sont deux fonctions différentiables sur M' vérifiant fh # 0 partout.
De plus, le couple (M, §) s’appelle variété Riemannienne produit bi-tordu D-homothétique.

Proposition 0.4.1. (page. 64)

Soient V',V and V les connezions Riemannienne associées d Jg,g9, et g respectivement.
Pour tous X', Y', Z' champs de vecteurs sur M’ indépendants de M et de méme pour X,Y, 7
champs de vecteurs sur M, en particulier [ X',Y"] est tangent o M', [X,Y] est tangent a M
et [X',Y]=0. On a

VxY'= ,X/Yla

VY = Vy X' = Xg(y, z) + XBy(v)y(2),

GVyZ,X') = =fX(F)g(Y. 2) = F((h = )X'(f) + FRX'(R) ) (Y In(Z),

2(VxY, Z) = 25(VxY. Z) + (b = 1)((9(Vx& Y) + 9(Vv €, X))n(2)
+2d0(X, Z)(Y') + 24n(Y, Z)n(X) )
Théoréme 0.4.1. (page. 66)

Pour une variété Riemannienne (M', g'), une variété métrique presque de contact (M2 0, Em, g)
et une métrique bi-tordu D-homothétique sur M = M’ x M on a

1. Pour tout yo € M, M' x {yo} est une sous variété totalement géodésique.

2. Si grad' (h — f) = 0 alors pour tout xy, € M, {z(} x M est une sous variété quasi-
ombilicale et sa 2-forme fondamentale est

o(X,Y) = —f(g(X,Y) + (h* + fh — D)n(X)n(Y)) grad'f.

3. La courbure moyenne de M dans M' x M est donnée par

(2n+h2)f2>'

7t = —grad ( 2(2n + 1)

4. Pour tout x{, € M', la sous variété {x,} x M est minimale si et seulement si
0 0
5 2¢(2n+1)

h 7

2n
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ot ¢ > 0 et dans ce cas {x(} x M est quasi-ombilicale et sa 2-forme fondamentale est

1

§<Q(X7Y) -

2n—+1
f2

o(X.Y) = n(XOn(Y))grad f.

5. Sidn(&, X) = 0 pour tout champ de vecteurs X sur M ( c.a.d. les courbes intégrales de
€ sont des géodésiques ). Alors, le champ de vecteurs de Reeb £ est g-Killing si et seulement
st il est g-Killing.

Théoréme 0.4.2. (page. 70) o
Soit (M, ¢,&,1n,9) une variété métrique presque de contact. On définit sur la variété M =
R x M une structure presque complexe (g,.J) par

g=dt* + fPg+ f(f* = nen,

= 0 , 0 a
ot fh # 0 partout et X un champ de vecteurs sur M. Alors on a
1. La structure métrique presque de contact sur M est une structure métrique de contact
si et seulement si la structure presque hermitienne (g, j) est presque Kdlérienne pour
toute fonction f sur R telle que ff' # 0. De plus, la structure sur M est Sasakienne
si et seulement si la structure (§,.J) sur M est Kdihlérienne.

2. La structure mélrique presque de contact sur M est presque cosymplectique si et seule-
ment si la structure presque hermitienne (§, J) satisfait dQ = 2f f'(dt A ®) dans ce cas
la structure est conformément presque Kdhlérienne. De plus, la structure sur M est co-
symplectique si et seulement si la structure (g, j) on M est conformément Kihlérienne.

3. La structure métrique presque de contact sur M est presque Kenmotsu si et seulement
si la structure presque hermitienne (§,.J) satisfait dQ = 2f(f'dt + fn) A ® dans ce
cas la structure est conformément presque Kdhlérienne si et seulement si n est exacte.
De plus, si la structure sur M est de Kenmotsu alors la structure (§,J) sur M est
conformément Kahlérienne si et seulement si n est exacte. et aussi, st n = —df pour
quelque B € C(M) alors 2PN sera une métrique Kihlérienne sur M.

Théoréme 0.4.3. (page. 74)
Soit M(c) un espace de forme Sasakienne. Donc on a
— Cas 1. R* x M est une variété Kihlerienne plat pour f(t) = £Lv/c+3 0w ¢ > 3.
— Cas 2. Ix M est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomorphique
C>Op0urf(t):\/¥sm(2\/6) otc>—-3etl=R-— { Z/m € L}.
— Cas 3. R x M est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomor-

phique C < 0 for f(t) = F(c—i—?) 2= I)JT)'

Théoréme 0.4.4. (page. 76)
Soient (M*"1 o € n, g) une variété n-Einstein. Alors, on a
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(1) Si f(t) =t/T—p avec p < 1, alors le produit R* x M avec la métrique (4.6) est Ricci

plat.

(2) Si f(t) = \/%sin(—t\/—_q) avec p < 1, alors le produit Iy x M avec la métrique (4.6)
est une variété Kahler-Einstein pour A\ = —2k(n + 2), ot k est une constante négative
et} =R — {

(3) S f(t) = — smh(t\/_) —e W4 then the product Ty x M avec la métrique (4.6) est
une variété Kahler Emstem pour A = —2k(n + 2), ot k est une constante positive et

I =R—{zzIn(1-p)?)/p#1} .

Théoréme 0.4.5. (page. 80)
Soit (M, p,€,m,9) une variété Sasakienne. On définit sur la variété M =T

XRx M oulet
un intervalle ouvert dans R, une structure métrique presque de contact (@, &, T,

g) par

(o b X ) = (07 /X) 20X — ).
0

g=dr®+ k(a2 + g+ (2= nen).

et f = f(t) deuzx fonctions sur R? telle que ff' # 0 partout et X un champ de
M. Alors on a

ouk:k(

Théoréme 0.4.6. (page. 85)
Soit (M4"+3, (i, & mi )2 1,g) une variété 3-Sasakienne. Une structure presque hermitienne
quaternionique ((J 13_1,9) définie sur R x M4"+3 p

0 0
&,X) = (fh 7701<X)a_ ; PaX — fhg >

ou X un champ de vecteurs sur M et

alv

ja(a

g=dt*+ f*g+ f*(n Zm@@m,

ot f,h deuz fonctions sur R telle que fh # 0 partout est une structure :
(1). HyperKdhlérienne si f(t) =t.
. Kdhlérienne quaternionique si = —=sin(y/ct) ot c est une constante positive.
2). Kdhléri ternioni | f(t } t) o t tant 17

(3). Kdhlérienne quaternionique si f(t) = \/}Csinh(\/—ct) ol ¢ est une constante néga-
live.

Théoréme 0.4.7. (page. 86)
Toute variété (M* 1 ¢ & n, g) connexe et f-Kenmotsu ot 3 est une constante, engendre une
famille de structures Kdihlérienne généralisées a trois parameétres (g, b Ji) sur M x R.
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Théoréme 0.4.8. (page. 88)
Toute variété Kihlérienne (M, J' ¢, W) , engendre deux familles de structures Kihlé-
riennes généralisées a 1-paramétre

1 -
(g, 5\/0 — hi(ae™?" + be*" )/, Ji>,

<§]7 h?(acos(2r) — bsin(2r))w’, ji> :

Définition 0.4.2. (page. 89)
Soient (M'¢',&§'\1',,9') et (M,p,&,m,9) deur variétés métrique presque de contact. La mé-
triqgue bi-tordu D-homothétique doublée sur M = M' x M est définie par

gzFzg/+F2(H2_1)77/®77,+f2g+f2(h2_1)77®77

ot f,h sont deux fonctions sur M' et F, H sont deuz fonctions sur M telle que fh # 0 et
FH # 0 partout.

Proposition 0.4.2. (page. 89)
Soit V,V' et V les connexions de g,g', and g respectivement. Pour tous X',Y' champs de
vecteurs tangent a M’ et indépendant de M et de méme pour X,Y , nous avons

§<@X’Y,7 Zl) = g( /X’Ylv Z,)
F P 1) (L0 (Vi Y') + o (T X (2)
il (X', 2 (V') + dof (', 2 (X)),

9(VxY', 2') = §(Vy X, Z') = =§(V2Y', X)
~ X () (V', 2) + F((F? = )X(F) + FHX (H)) (V') (2),
AV Y. 2) = §(Vy X', 2) = ~g(V,Y, X))

=X Z)+ PR = DX+ PRX )Y )(2),
9(VxY,Z)=q(VxY,Z)

0 = 1) (S (0(T5EY) + 9936 X))n(2)

(X, Z)n(Y) + dn(Y, Z)n(X) ).

Théoréme 0.4.9. (page. 90)
Soient (M'¢', &1, ,q") et (M,,p,&,1n,9) deur variétés métrique presque de contact et g la
métrique bi-tordu D-homothétique doublée sur M = M' x M définie ci-dessus (4.3.1) alors,
on a les assertions suivantes :

1. Pour tout xy € M', la sous variété {xy} x M est quasi ombilicale si grad'h = grad'f
et dans ce cas la 2-forme fondamentale o est donnée par
B
2

o(X.¥) = 5 (90X Y) 4 (0 4 = (V) (grad 12 + T e ()¢).
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2. Pour tout xy € M, la sous variété {x}} x M est minimale si et seulement si h* = =—2n
ol ¢ est une constante positive et dans ce cas la 2-forme fondamentale o est donnée par

— H?
o(X,¥) = 57 (90X, ¥) = @0+ V(X0 (grad 5 + -2/ (£)€)).
3. 851 V& =0 alors,
~ _ 2
Vet = —% (grad'(72n2) + %g’( 12h%)¢).

Les mémes résultats par symétrie, nous pouvons les conclure dans la second direction (
c.a.d. pour la sous variété M' x {xq} ou x € M).

Définition 0.4.3. (page. 89)
Soient (M'¢',&§'\1',,9') et (M,p,&,m,9) deur variétés métrique presque de contact. La mé-
triqgue bi-tordu D-homothétique doublée sur M = M' x M est définie par

g=F¢ + F*(H* = )y @0 + f2g + (B = L)n@.
ot f,h sont deux fonctions sur M' et F, H sont deux fonctions sur M' x M telle que fh # 0
et FH # 0 partout.

Proposition 0.4.3. (page. 94)
Soient (M'¢',&'\1',,9") et (M,9,§,n,9) deuz variétés métrique presque de contact.Soient
V.,V et V les connexions de g, ¢, and g respectivement ot

Gg=F¢ +FH - 1)f on + fPg+ fF(K* = 1n@n.

et F, f deuz fonctions sur M = M’ x M. Pour tous X',Y' champs de vecteurs tangent a
M’ et indépendant de M et de méme pour X,Y, nous donnons la connerion tilde nabla
explicitement par

. 1
V¥ =V -2 (Y’(ln F2)2X' + X'(In F2)¢'2Y’)

Oé/

— == P (0 (V)¢ X+ (X)eY)
H(pa-r) - %(gmd’(ln F2) + (F2 = 1)y (grad (In F)) ) (¢' X, 'Y )¢
- 2_}2((97’ad(F2) +(f* — l)n(gmd(F2))>g’(gp’X’, O'Y')E,

VxY =VyX' = —% (Y (n F2)¢X + X'(In )Y ),
~ 1
VY =Vl — o (Y(ln e’ X + X(In f2)902Y>

+ (B0 = 1) = 5 (grad(n £2) + (2 = Dn(gradin 7)) ) g(o X, £ )¢

- %((gmd'(ﬂ) + (F? - 1)77’(gmd’(f2)))g(<pX, PY)E.
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Proposition 0.4.4. (page. 96)
Soient (M',¢',&',1',g") et (M,p,&,m,9) deur variétés trans-Sasakienne de type (o, ') et
(o, B) respectivement. Alors, la variété (M = M’ x M, J,§) avec

G=F +(1-F o+ fg+1-fman,

ot F, f sont des fonctions sur M et

J(X',X) = (¢ X =n(X)¢', X +/(X)E),
est Kahlerian si et seulement si

grad f* = —2a€’, gradln f* = —2p¢,
gradF?* = 20/¢, grad In F? = —2p3'¢’.

Théoréme 0.4.10. (page. 96)
Soient M’ et M deux variélés métrique presque de contact. Considérons la structure presque

hermitienne (g, J) sur M' x M donnée par
g=Fg+1-F)en+fg+1-fmen,

ot F, f sont des fonctions sur M et

J(X',X) = (¢ X' =n(X)¢ X +/(X)E).

Alors, la variété(M' x M, §,J) est Kihlerian si et seulement si

(1) : M’ est une variété conneze ('-Kenmotsu et M est une variété connexe (-Kenmotsu
avec F? = e 2P et 2 = ¢=20p,

(2) : M' est une variété connexe 3'-Kenmotsu et M est une variété a-Sasakienne avec
F?2 =287 ¢t f2 = —2ap.

(3) : M’ est une variété connexe cosymplectique et M isest une variété a-Sasakian avec
F = constant et f?> = —2ap'.

(4) : M' et M sont deuz variétés connexes cosymplectique avec F et f sont constantes.

Théoréme 0.4.11. (page. 101)
La variété (M, g, (J;)2,) est hyperkihlérienne si et seulement si (M*™*2 g, J, (pi, & mi)2y)
et (M’4m/+2,g, J (€L ng)?zl) sont deuz variétés cosymplectique-Kdhlérienne.



chapter 1
Variétés Riemanniennes

Ce chapitre est élémentaire, au sens ou la plus part des concepts étudiés sont des outils
nécessaires pour le reste de ce mémoire.

On va rappeler quelques définitions fondamentales sur la théorie des variétés Rieman-
niennes on appuyant sur les tenseurs, les formes et les courbures.

Pour les détails voir ( [21], [33],[34]).

1.1 Les tenseurs

1.1.1 Champ de vecteurs

On désigne par T, M D'espace tangent a une variété M en un point p. Les espaces tangents
T,M ou p parcourt la variété M forment une variété différentiable de dimension 2n ( ou
n = dimM ), noté TM qui se projette canoniquement sur M. La projection

T:TM—M

associe a tout vecteur X son point d’application, c’est-a-dire un point p € M tel que X € T,M,
de sorte que T,M = 7 '(p). Les sections de cette projection, c¢’est-a-dire les applications
différentiables

X:M—TM

pr— X,

telles que m o X = id c.a.d. X, € T,M, s’appellent champs de vecteurs sur M. Ces champs
de vecteurs engendrent canoniquement un espace vectoriel (de dimension infinie) qui sera
désigné par X(M).

Définition 1.1.1. Soit M une variété différentiable.
Le crochet de Lie noté [,] est définie par [X,Y] = XY =Y X pour tous X, Y € X(M) vérifiant
les propriété suivantes :

1. [,] est bilinéaire et antisymétrique.
2. [[X,Y],Z] + [[v, 2], X] + [[Z,X],Y] =0 pour X,Y € X(M).
X, 9Y] = fglX. Y]+ fX(9)Y — gV ()X pour X,Y € X(M) et f,g € C™.

9. |
4o (XY= (X192 Y22 ou X = X et Y =YI 2
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1.1.2 Tenseur sur une variété

Définition 1.1.2. e Pour tout p € M nous définissons [’espace vectoriel

/

V. v~
sfois rfois

o Un élément T € TAT’S)M est un tenseur de type (r,s) au-dessus de p. Dans une base
associe o des coordonnées (x' au voisinage de p), il s’écrit

1192 Ty a a a . . i\
Ty = 13,55 () O (n)® Oz (p)@-- ox'r (p) ® dat], @ da’|, @ - - - ™|,
o, T;f]’;;; (p) sont des fonctions différentiables de classe C™.
e On note T™) M = U TIS’”’S)M Pespace vectoriel des tenseur de type (r,s).
peEM

Définition 1.1.3. Un champ de tenseur de type (r,s) est une section de classe O de T M.
L’ensemble des champs de tenseur de type (r,s) est noté par T M.,

1.1.3 Meétriques Riemanniennes

Définition 1.1.4. Soit M une variété différentiable. Une métrique Riemannienne g sur M
est un tenseur de type (0,2) tel que pour tout p € M Uapplication g, : T,M x T,M — R est
une application bilinéaire , symétrique , définie positive et non dégénére.

M munie d’une métriqgue Riemannienne g est appelée variété Riemannienne ,noté (M;g).

Remarque 1.1.1. Dans un systéme de coordonnées locales (x',... x") . Les composantes

de g sont g;j = g(%, %) , 00 (gij)1<ij<n est la matrice symétrique inversible associé & g .

1.1.4 Tenseur sur une variété Riemannienne

Définition 1.1.5. Un tenseur de type (0,7) ou ( d’ordre r )sur une variété Riemannienne
M est une application multilinéaire

T:X(M)xX(M) x - xX(M)—C*

J/

TV
rfois

pour Yi,--- Y, € X(M), T(Yy,---,Y,) est une fonction différentiable sur M linéaire pour
chaque argument c’est a dire,

T(}/la 7fX+gY7 aYr):fT(}/h aXy 7}/7’)+9T(}/17 7Y) 7Y;")

avec X, Y € X(M)et f,g € C*.
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1.1.5 Connexion Riemannienne

Connexion linéaire

Définition 1.1.6. Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est une application
V:X(M)xX(M)— X(M)

telle que pour tous X, X' Y)Y' € X(M) et f,g € C>*(M)

1) Vixigx(Y) = fVx(Y)+gVx/(Y),
2) VX(Y + Y’) = VX(Y> -+ Vx<Y/>,
3) Vx(fY)=fVx(Y)+X(f)Y.

Définition 1.1.7. Soit (U, p) une carte sur une variété différentiable M de dimension n et

{z'} les coordonnées assocoées pour les quelles on note 0; = a?cl'

Les symboles de Christoffel d’une connezion V relativement auz coordonnées {z'} sont les n®
fonctions Fk € C>(M) définies par

Vo, 0j = Z T'%0h.
Lemme 1.1.1. Localement, les symboles de Christoffel déterminent entiérement la connezion
V. Plus précisement, pour X = X'% = X'0; et Y =Y95% =Y70;, alors
VxY = (XYY" + XYITE) 0,

Torsion d’une connexion

Définition 1.1.8.
La torsion d’une connexion est un tenseur de type (1;2) défini par l'expression

T(X,Y)=VyY - VyX — [X,Y]

T(X,Y) est donc un champ de vecteurs. Par définition, nous remarquons que

T(X,Y)=-T(Y, X).

La nullité du tenseur de torsion est équivalente a la relation Fk = Fk pour tous i, 5, k. En
effet, il est facile de constater que ce tenseur est la partie antzsymetmque des symboles de
Christoffel : TZ’; = Fk Fk pour tous i, j, k.

Localement, pour X = Xiaii et Y = Y] - € X(M) on a

5,
T(X,Y)=X" w(rk — rfz) e
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Connexion Riemannienne

Définition 1.1.9. On dit qu’une connexion linéaire sur une variété Riemannienne (M;g)
est métrique ou Riemannienne si g est parallele c.a.d. Vg = 0.

Définition 1.1.10. Soit M une variété Riemannienne. Il existe une unique connexion V sur
le fibré tangent T M telle que :

(o) la torsion de V est nulle;
(o) la métrique Riemannienne est paralléle.

On Uappelle la connexion de Levi-Civita de M.

Proposition 1.1.1. Soit V une connezion Riemannienne sur (M;g) alors,
VXY, Z € X(M), Xg(Y,Z2)=9g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ). (1.1)
On peut dire aussi que la connexion est compatible avec la métrique g.

Pour la preuve voir (|21], p.54)

Proposition 1.1.2. Connexion d’une métrique conforme

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n et p une fonction C* sur M. Pour
tout changement conforme de métrique c’est-a-dire, § = e*°g, la connexion V associé a g est
donnée par )

VxY =VxY + X(p)Y +Y(p)X — g(X,Y)gradp.

ot V est la connexion Riemannienne associé a g.

Preuve . La preuve decoule directement on utilisant la formule de Koszul

pour tous X, Y, Z, € X(M). n

1.2 Les formes différentielles

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.2.1. Une r-forme différentielle (ou plus briévement r-forme) sur M est un
champ tensoriel de type(r,0) complétement antisymétrique. Nous noterons Q" (M) espace
vectoriel de ces r-formes. Pour v = 0, nous avons Q°(M) = F(M). Pour r = 1, nous
retrouvons les 1-formes différentielles. Pour r > n = dimM , nous avons Q" (M) = {0}. Une

r-forme différentielle est donc une application F(M)-multilinéaire antisymétrique de
(M) x - xT'(M) dans F(M)
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Expressions locales

Si {dz'} est une base locale des 1-formes différentielles, au dessus de 'ouvert U d’une
carte locale de M, de coordonnées (z'), nous posons

dz'' A Ada't =Y (=1t @ - @ dato)

UEC’!'

pour iy < -+ < 4,. Alors les dz* A --- A dz' engendrent localement Q"(M) sur les fonctions.
C’est a dire que toute r-forme w s’écrit, au dessus de U,

W o= Wi ds ® - ® da"
= wil...“dxil A Adxt

ol la seconde sommation porte sur ¢; < --- < 7, et o les w;,..;, sont des fonctions

U — R. Parfois, cette seconde sommation portera sur tous les indices 4 - - - 7,,, ce qui suppose
que l'on étende la définition des dz'* A-- - Adx™ & tous les (i1 - - -i,) et que les w;,..;. : U — R
deviennent des fonctions complétement antisymétriques sur leurs indices ; il faudra alors aussi
placer un facteur % devant la somme. Nous l'indiquerons quand ce sera le cas.

Produit extérieur

Pourw € Q" (M) et n € Q*(M) , nous pouvons définir le produit extérieur wAn € Q" +5(M)
par la formule :

1

rls!

(WAN(X1, - X)) = Y FU Xy, Xow) U Korrn)s - > Xogrrs)

c€Crys

Ce produit donne a I'espace vectoriel Q*(M) = Q(M) QY (M) @ ---® Q" (M) une structure
d’algébre. Il y a la propriété de commutativité

wAn=(—1)"nAw.

Pull-back des formes différentielles

Soitt F' : M — N une application différentiable, et w € Q"(N). Alors (F*w) est une -
forme différentielle sur M, appelée le pull-back de w par F'. On remarquera que cette définition
ne suppose pas que F' soit inversible, puisque dans le cas des formes, la formule donnée comme
définition sur les tenseurs généraux se réduit a

(F'w)(Xy,..., X,) =w(F. Xy, ..., F.X,)
Pour r = 1, on retrouve la définition du pull-back suivante

Définition 1.2.2.
Soit F': M — N un difféomorphisme et T un champ tensoriel sur N. On définir
Uapplication pull-back sur les champs de tenseurs par :

(F*T) (!, ..., 0% X1, ..., X)) =T((F ), ..., (F ) Xy, ..., F.X,).
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1.2.2 Différentielle

Définition 1.2.3. Nous définissons la différentielle d sur Q" (M) par l'ensemble des applica-
tions linéaires

d: Q" (M) — Q" (M)
et pour tout w € Q"(M) on a
d: QM) — Ql(]\/[)

w(Xo,..., X,) — Z )X w(Xo, .., 2 X))
+Z D Ho([X, X)X,
1<J

Dans le premier terme du second membre, X; agit comme dérivation sur la fonction
w(Xo, ..., 2, ..., X,) (¢ signifie que l'on omet X; dans les arguments de w).

Propriétés 1.2.1. On utilisant l'identité de Jacobi, on obtient
d* = 0.
Nous avons aussi U'importante relation (qui fait de d une antidérivation de Ualgébre Q*(M) ),
dlwAn) = (dw) An+(—=1)"w Adn
ot w € Q(M).

Au dessus d'un ouvert U d’une carte locale de M, si w = wy, 5, dx™* A -+ Adx', alors

dw = (aalwu h) Azt Adx™ A -+ Adzi

Cette sommation porte sur toutes les valeurs de i et sur i; < --- < i,.
St M et N sont deuz variétés différentiables, et st F': M — N est une application différen-
tiable, alors, pour toute forme différentielle w € Q*(N), nous avons

d(F*w) = F*(dw),

c’est a dire que F* et d commutent. Attention, d’un coté, il s’agit de la différentielle sur M,
et de lautre de la différentielle sur N.

Deux cas remarquables : pour tous X,Y,Z € X(M)
x St w est une I1-forme,

2(d) (X.Y) = X (w()) ~ ¥ ((X)) - w((X, )
x Si w est une 2-forme,

3dw)(X,Y,Z) = X(w(Y,2))+Y(w(Z X))+ Z(w(X,Y))
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1.3 Les courbures sur une variété Riemannienne

1.3.1 Courbure Riemannienne

Définition 1.3.1. La courbure d’une variété Riemannienne (M;qg) est un tenseur de type
(1,3) , noté R tel que

VX,Y,Z € X(M), R(X,)Y)Z = [Vx,Vy]Z -VixyZ
= (VxVy = VyVx —Vixy))Z

Propriétés 1.3.1. e R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z.
o R(fX,gY)hZ = fghR(X,Y)Z pour tous XY, Z, € X(M),etf, g, h € C™.

1.3.2 La courbure en coordonnées

Soit p € M et z',...,2" des coordonnées autour de p . Le tenseur de courbure s’écrit

localement, ‘ '
R = R ds' @ da’ @ da* @ 0,

otl les coefficients Rﬁjk sont définis par,

R

zjkal = R(ai; aj)ak

explicitement on a

n

Rl = (L) = 0;(T) + Y (DT, = TRTS,.)

m=1

ol, (0;)i=1.n est une base locale des champs de vecteurs sur M. On remarque que le tenseur
de courbure ne dépend que des coefficients de la métrique g et de leurs dérivées, les symboles
de Christoffel ne dépendant eux-mémes que de g.

Proposition 1.3.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Rieman-
nienne R a les propriétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (1,3).

2. g(RIX,Y)Z, W) =—g(R(X, Y)W, Z).

3. g(R(X,Y)Z, W) =g(R(Z,W)X,Y).

4. R vérifie l'identité de Bianchi algébrique

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y =0.

O

. R vérifie l'identité de Bianchi différentielle
(VxR)(Y,Z)+ (VyR)(Z,X)+ (VzR)(X,Y) = 0.

VX,Y,Z, W € X(M)
Pour la preuve voir ([21],p 90).
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1.3.3 Courbure sectionnelle

Définition 1.3.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n > 2 et P un 2-plan
de T, M de base {X,Y}. On appelle courbure sectionnelle en x de P le réel K, défini par,

g(R(X, Y)Y, X)

KalP) = R X9, 7) — (XY )2

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par AX pour A #0 et Y
parY — g(X,Y)X. On peut donc supposer que {X,Y} est une base orthonormale. Dans ce
cas

K.(P)=g¢g(R(X, Y)Y, X).

Définition 1.3.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n. On dit que M est
une variété a courbure constante s’il existe une constante ¢ € R telle que pour tout x € M et

tout 2-plan P de T, M, on a
K,(P)=c.

Proposition 1.3.2.
Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante c si et seulement
st le tenseur de courbure vérifie ’équation :

R(X,Y)Z = c(g(Y, 2)X — g(X, 2)Y).

pour tout X,Y et Z € X(M).

1.3.4 Courbure de Ricci

Définition 1.3.4. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M™, g) est un tenseur
de type (0,2) défini par

S(X,Y) = trace(Z — R(Z,X)Y)

- Z g(R<€i7 X>Y7 62')

pour tout X,Y € X(M), ot (e;) une base orthonormée locale sur M.

Définition 1.3.5.
Une variété Riemannienne (M™,g) est dite variété d’Einstein si,

S(X,Y)=M(X,)Y),
pour tous X,Y € X(M) et A une constante.
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1.3.5 Courbure Scalaire

Définition 1.3.6. On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (M", g) la fonc-
tion définie sur M par,

r o= trgS

n

= Z Q(R(ei, ej)ej, ez‘)

ij=1
n

= ) Sleje)).
7j=1

ot (€;)i=1.n une base orthonormée locale sur M.

Proposition 1.3.3. Toute variété Riemannienne (M,g) de courbure sectionnelle constante
c est une variété Finstiennienne.

Corollaire 1.3.1. Si (M™, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante
¢, alors pour tout X, Y € X(M) on a

1. Ricci(X) = (m —1)cX,
2. S(X,Y)=(m—-1)cg(X,Y),

3. r=m(m—1)c.



chapter 2

Variété Riemannienne produit

Dans ce chapitre, nous rappelons la notion d’une variété Riemannienne produit ainsi
quelques types de métrique Riemannienne citons la métrique diagonale, la métrique produit
tordu, la métrique produit tordu généralisée, la métrique produit doublé, la métrique produit
tordu doublé et la métrique produit tordu doublé généralisée. En donnant pour chaque type
la connexion de Levi-Cevita associée.

2.1 Variété Riemannienne produit

2.1.1 Variété Riemannienne produit

Définition 2.1.1.
Soient (M, Ay), (M, Ay) deuz variétés de classe C™°, munies de deux atlas Ay, et Ay de
dimensions ny, ny respectivement. Alors le produit A; X Ay donné par

A1 x Ay = {(U1 x Uy, 01 X 2) | (U1, 1) € Ay, (Us, 02) € Az}
o1,
01 X o Uy x Uy — 1(Ur) x a(Us)
($17I2) — (901($1)7<P2(I2))

est un atlas sur M; X M, de dimension ny + ny et de classe C™.

La variété (My x My, Ay x As) est dite variété produit de M, el M.

Proposition 2.1.1.
i) Si My et My sont deuz variétés de classe C*, alors les projections canoniques
My X My — My et my : My X My — My sont de classe C™.
ii) Si My, My et My sont trois variétés,alors Uapplication f : My — My x My est de
classe C'° si et seulement si m o f et w0 f sont de classe C*°.

f:(mof,ﬂgof)-

Proposition 2.1.2. Soient M, et My deux variétés, alors pour tout (x1,x2) € My x My on
a:
T(3317332)M1 X M2 g Tlel X Tx2M2 .
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Proposition 2.1.3. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur la variété produit My x Ms,
pour tout f1 € C°(My) et pour tout fo € C®°(Ms) on a

X(floﬁl):Y(floﬂl) _
{ X(from) =Y (from) ~ X =¥

Proposition 2.1.4. Soient My et My deux variété différentiables, on a les propriétés sui-
vantes :

1. (X1,0)(fiom) = Xi(f1) om et (X1,0)(faoma) =0
2. (0, X2)(fa0ome) = Xao(fo) omy et (0, X2)(from) =0
3. [(X1,0), (Y1,0)] = ([X31,Y1],0) , [(0,X3), (0,Y2)] = (0, [ X1, ¥3])
et [(X1,0),(0,X5)] =0
4. (J1X1,0) = (from)(X1,0) et (0, f2X2) = (f2 0 m2)(0, X2).
pour tout X1,Y) € X,(My), Xo,Ys € X(Ms), f1 € C®(M;) et fo € CF(M,).

Proposition 2.1.5. Soient w,n deux formes différentielle sur la variété produit My x M.
Pour tout X; € X(My) et Xy € X(M,)

pour tout X1,Y, € X(My) et Xo,Ys € X(Ms),

(x1,0)( /.

(Xl,O)(O7X2) Y(Xl,())(()? XQ) = V = 6
0,%2)(X1,0) zy(o,XQ)(XhO)

0.%)(

Proposition 2.1.7. Si V! et V? deuz connexions linéaires sur M, et M,y respectivement

alors, suivant la proposition précédente il existe une unique connexion V sur la variété produit
My x My telle que

Vix,0)/(Y1,0) = (Vi, 11,0)
Vi(0,x2)(0,Y2) = (0, VX, Y2)
Vix1,0(0,X2) = V0,x,)(X1,0) =0

pour tout X1,Y) € X(M) et Xo,Ys € X(My).
Proposition 2.1.8. Sous les mémes hypothéses de la proposition précédente on a :

T((Xb )7()/170)) (Tl(XlaYI) O)
T((0,X5),(0,Ys)) = (0 T%(X5,Ys))
T((X1,0), (0, X3)) =

pour tout X1,y € X(My) et Xo,Yy € X(My), ou T, Tt et T? désignent les tenseurs de torsion
sur My x My, My et My respectivement.
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2. Métrique diagonale sur la variété produit

Proposition 2.1.9. Si (M, g1) et (Ma, go) sont deux variétés Riemanniennes de dimension

ny et ng respectivement, alors le tenseur g = g1 + 7592 est une métrique Riemannienne sur
My x My telle que

g(<X1= 0)7 (Yh O))
g((oa X2)7 (07 }/2))

91(X17Y1)O7Tl
92(X27YQ)07T2

g((XhO)v(O’X?)) 0
pour tout X1,Y) € X(M) et Xo,Ys € X(My).
il suffit de voir la matrice associé a g,
(glij) 0
O (g2ab)

Définition 2.1.2. La variété Riemannienne (M; X My, g) est dite variété Riemannienne
produsit.

Proposition 2.1.10. La connexion de My x My associé & g = w5 g1+75g2 est bien la connexion
de la proposition (2.1.7).

2.1.2 Tenseur de courbure Riemannienne et le tenseur de Ricci sur
la variété produit

Proposition 2.1.11. Soit (M, x My,g = ©ig1 + m592) une variété Riemannienne produil
avec son tenseur de courbure R. Si X1,Y1, 71 € X(My), et Xo,Ys, Zy € X(Ms), alors

X1,0), Yl,O) Zl,O (RY(X1,Y1)Z4,0)

(0, B2 Xz,yz)zz)
ZhO R((X1,0),(¥1,0))(0, Z2) = R((0, X>), (0,Y2))(Z1,0) = 0
)= (R Xl,H)Zl,RQ(Xz,Yz)Zg).

Proposition 2.1.12. Soit (M, x My,g = ©ig1 + 7592) une variété Riemannienne produit
avec S son tenseur de Ricci. Si X1,Y1 € X(My) et Xo,Ys € X(Ms), alors

5((X1,0), (¥1,0)) =
S((0,X3),(0,Y3)) =
S((X170>7 (07X2)) =

SI<X17}/1) o1
SQ<X27}/2) SIp)
0.
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2.2 Meétrique Riemannienne du produit tordu

2.2.1 Meétrique Riemannienne du produit tordu

Proposition 2.2.1. Soient (M, g1) et (Ms, g2) deuz variétés Riemanniennes de dimensions
ny et ny respectivement et f une fonction strictement positive sur M. On considére la variété
produit My x My avec ses projections canoniques mi et mq, alors

§=mig1+ (f om)’myga,
est une métrique sur My x M.

Preuve . Comme 7 et 7, sont des applications de classe C™, et w5 g1, m5g2 € To(My x My).
Siw,v € Ty, ) M1 x My alors

9(u,v) = gi(dmi(u),dmy(v)) + f2(21)ga2(dma(u), dmy(v)),

donc g est symétrique.

On montre que g induit une forme bilinéaire non dégénérée sur T{,, ..,y M; X M. Supposons
G(u,v) = 0 pour tout v € Ty, 2,)M; x My, en particulier pour tout v € T(y, 4, {21} X M nous
avons f2(x)ge(dme(u), dma(v)) = 0 et comme f strictement positive on obtient dmy(u) = 0. De
méme on obtient dm(u) = 0, d’ou u = 0. n

Remarque 2.2.1. La matrice associé a g est

(91,,) 0 Gl sia,B€{1,...,m};
c.d. (9)ap =13 [9205, sia,fe{m+1,....m+n};
0 : f2(92ab) 0, SInon.

Définition 2.2.1. Soient (M, g1) et (Ms, g2) deux variétés Riemanniennes de dimensions
ny1 et no respectivement, et f une fonction strictement positive sur M. Le produit tordu noté
My x ¢ My est définie comme étant la variété produit My x My munie de la métrique g.

Le couple (My <y My, §) s’appelle variété Riemannienne produit tordu et f s’appelle
la fonction de distorsion du produit tordu .

Exemple 2.2.1. Surface de révolution

Une surface de révolution M obtenue par rotation d’une courbe (C) plane autour d’une droite
L dans son plan est une variété produit tordu.

Ezxplicitement, si M est obtenu en faisant tourner une courbe plane (C) autour d’un aze L
dans R3 et f: (C) — R donne la distance & 'aze, alors M = (C) x; S*.

Cas remarquables :

(1) : Si (C) est le segment [AB] avec A(a,0,0) et B(a,0,b) on obtient une cylindre de
révolution dont la paramétrisation est

x(acos@, asind, t), avec t € [0, b
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et la métriqgue Riemannienne dans ce cas est
g = dt* +a*db?

c.a.d c’est une métrique Riemannienne tordu avec la fonction de distortion est constante.
(2) : Si (C) est le demi cercle de centre xo(a,0,0) et de rayon a > r > 0 on obtient une
surface de révolution "demi-Tore" telle que la paramétrisation est

x((a + rcosp)cost, (a + rcosg)sind, rsz’nqb)

et la métrique Riemannienne dans ce cas est
G = do* + (a + rcosp)*do*

c.a.d c’est une métrique Riemannienne tordu avec la fonction de distortion est f = a+rcos¢ >
0avec 0 < p<metO<O<2m.

Exemple 2.2.2. Le tore

x Le tore T? est la variété produit S' x S' avec g, = ﬁdzﬂ une métrique Riemannienne

sur la sphére unité S' alors,
g=gut fQQU )

est une métrique Riemannienne tordu sur le tore T?, ot f une fonction de classe C™ sur S,
strictement positive.

x Le tore T® est la variété produit S*' x S' x S' alors, on peut définir deux métriques Rie-
mannienne tordu,

g1 :gu+f12(gv +gw) et ga = (gu+gv) +f229w7

ot fi une fonction de classe C™ sur S' et fy une fonction de classe C°° sur S' x S, stric-
tement positives.

Proposition 2.2.2. Soient (M, g1), (Ma, g2) deuz variétés Riemanniennes et (M X ¢y Ms, §)
la variété produit tordu. Si X1,Y1 € X(My) et X5,Ys € X(Ms), on a

1. Vix,0(Y1,0) = (V4,¥1,0)
2. Vix,0)(0, X2) = Vio.x5)(X1,0) = X, (inf)(0, Xa)
3' @(O:Xﬂ(oa Y'Q) = (07 V,QXQ}/Q) - %QZ(X% Yz)(gmde, O)

Preuve ..
1. En utilisant la formule de Koszul

20(VxY,Z) = X§(Y,2)+Y§(Z,X)— Z§(X,Y) + (2, (X, Y))+ (Y, [Z,X]) - 3(X,]Y, Z])

pour tous X = (X1, X,), Y = (Y1, Y2), Z = (Z1,Z>) € X(M = My x; M)
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25(Vx,0/(11,0), (21,0)) = <X17 0)3((:. ><Zl 0)) + (Y1, 0)3((21,0), (X1,0))
1003 ( (X100, (41,0)) +3 (20,0, [(X1,0), (v1,0))
(< 0), [(21,0), (X1,0)] ) = §((X:,0), [(%,0), (21, 0)])

Xq (gl(Yl, Zl)) + Y1<91(Z1,X1)) — 7 (91(X1,Y1)> + 01 (Zl, [Xl,Yl])
+g1 (Yh [Z1, X1]) -0 (Xh Y1, Zl])

201(Vx, V1, 21)

29((Vx,11,0),(Z1,0))

pour tout Z; € X(M).
de méme on a

(V(X1 (Yl 0) (Oa Z2)) =0
pour tout Z; € X(Ms), d’ott
Vixo(Y,0) = (Vi,Y1,0).
2.
2§ (@(XLO) (07 }/2)7 (07 ZQ)) = (Xla 0).&((07 }/‘2)’ (07 Z2)) + (07 E)g((ov ZQ>7 (X17 0))
(0, Z2)3((X1,0), (0,%2)) + 5((0, Z2), [(X1,0), (0, 72)] )

+3((0.%2), [(0.22), (X:,0)]) = ((1,0), [(0.%3), 0, 25)] )
2525 7)

2f G2(X1(Inf)Ys, Z)
25((0, X1(Inf)Ya), (0, Z»))

d’om, .
g(v(XLO)(Oa }/2)’ (07 ZQ)) = Xl<lnf)§(<oa }/2)’ (Oa ZQ))

pour tout Zy € X(M,).
Si Z1 € %(Ml) alors :

I(Vix0(0,Y2),(Z1,0)) = (X1,003((0,Y2), (Z1,0)) — §((0,Y2), V(x,,0(Z1,0))
= —3((0,Y2),(Vx,71,0)) =0
comme [(X1,0),(0,Y3)] =0 on déduit
@(XLO) (07 Yé) = @(0,Y2)(X17 O) = Xl(lnf)(ov Y’2>

3. En utilisant la formule de Koszul et remarquons que pour tout Z, € X(Ms), on a

(0, 22)(f) = 0
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on obtient : )
9(Vio.x2)(0,Y2), (0, Z3)) = g((0, V&, Y2), (0, Z2))
et

3(V0.x)(0.%2), (21,0)) = (0, X2)9((0.Y2), (Z1,0)) = 9((0,Y2). Vio.x,)(Z1,0))
= —Zi(Inf)g((0,X2), (0, Y2))
= —f2Zi(Inf)g2(Xz, Yz)

1
= _§g(gmdf2,Zl)gz(X27Y2)

_ _%gQ<X2,xf2>g<(gradf2,0>,<Zl70>)

d’ou
~ 1
V(O,X2)(Oa Yé) = (07 v%(QYQ) - 592(X2a Yé)(g’l“@dfz, 0)

2.2.2 Tenseur de courbure Riemannienne et de Ricci du produit
tordu

Proposition 2.2.3. Soit M = M, X ¢ My une variété produit tordu et R son tenseur de
courbure. Si X1,Y1, 7y € X(My) et Xo,Ys, Zy € X(Ms), alors

1. R((X1,0), (¥1,0))(Z,0) = (R'(X1,Y1)Z1,0)
2. R((0, X5), (¥1,0))(Z1,0) = =341 (Vi, gradf, Z1) (0, X5)
8. R((X1,0), (¥1,0))(0, Zo) = R((0, X5), (0,Y2))(Z1,0) = 0
4 ((Xl 0),(0,Y2))(0, Z2) = R((X1,0),(0, Z))(0,Y2) = — fga(Ya, Z2)(V, gradyf,0)
5. R((0, X2), (0,Y2))(0, Zy) = (0, R*(X1,Y2) Z2) — |gradf 2 ((0, Xz A2 Y2) Zs)
avec (X ANY)Z =g(Y,2)X —g(X,2)Y.

Preuve . La preuve découle directement de la définition du tenseur de courbure et la
proposition (2.2.2).
]

Proposition 2.2.4. Soit M, X My une variété produit tordu et S sa courbure de Ricci. Pour
tout Xl,Yl € X(M) et Xo,Y5 € X(M3) on a

(( 15 )7(}/170)) :Sl(XhYD_%gl(vklgr"adﬁm)

§((X1,0),(0,Y2)) =0

((0 X5), (0, Y2)) = 51Xy, Y2) — g2(Xo, Y2)(fA1<f) + (ng — 1)]gmdf|2) )
ot Al(f) est le Laplacien de la fonction f sur M.

Preuve . La preuve est simple on utilisant la proposition (2.2.3), et la définition de la
courbure de Ricci avec la base orthonormée {E;, ka} n
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Exemple 2.2.3. Le cone sur une variété.

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n.

La variété Riemannienne produit tordu (M =Mx,R",g=r%g+ dr2) est dite cone sur une
VaTieLe.

Alors, la dérivée covariante V de la connexion de Levi-Civita de § satisfait les formules
suivantes (48], p206)

- - - 1 - 0
VoOr =0, VgX =Vxor= ;X, VxY =VyxY —rg(X,Y)0,, (notation 0, = E)’

VX,Y € X(M). Les composantes non nulles du tenseur de courbure R et le tenseur de Ricci

or, X)or = R(0r, X)Y = R(X,Y)or =0,
X.Y)Z=R(X,Y)Z - (X A\Y)Z,

—~

* ¥k

X,Y) = S(X,Y) — (n—2)g(X,Y).

2.3 Autres métriques Riemannienne sur la variété produit

Dans cette section, nous donnons quelques types de métriques Riemannienne qu’on peut
définir sur une variété produit et nous donnons aussi sans démonstration les connexions de
Levi-Cevita associées a ces métriques.

2.3.1 Meétrique tordu généralisée

Définition 2.3.1. Soient (M, g1) et (Ma, go) deuz variétés Riemanniennes et f une fonction
strictement positive sur My X M. La métrique tordu généralisée g sur My X ¢ My est définie
par

g=mig + (f om)*mg0

o m @ (x1,x2) € My X My — x1 € My et mp : (x1,22) € My X My — x5 € My sont les
projections canoniques.

Pour tous champs de vecteurs X,Y sur My x M, on a
g(X7 Y) = g1 (d?Tl(X), d?Tl(Y)> + f292 (dﬂ'Q(X), dﬂ'Q(Y))

Proposition 2.3.1. [{9] Soient (M, 1), (Ma, g2) deuz variétés Riemanniennes et (M; X ¢
M,, §) la variété produit tordu. St X1,Y) € X(M,) et Xo,Ys € X(Ms), on a

VxY = VxY + X(In £)(0,Ys) + Y (In £)(0, X5) — %gz(Xg, Ys) (grads f2, %gradgfg)

ot X = (X1, X), Y = (Y1,Y2) et VxY = (Vi V1, V5, Y2).
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2.3.2 Meétrique tordu doublée
Définition 2.3.2. Soient (M, q1) et (Ms,g2) deux variétés Riemanniennes et fi, fo deux

fonctions strictement positives sur My et My respectivement. La métrique tordu doublée § sur
M, ¢, x5, My est définie par

g = (f20m)*mig1 + (f1 0 m)*m5 92
ot m : (x1,x2) € My X My — x1 € My et mo : (x1,22) € My X My — x5 € My sont les

projections canoniques.

Pour tous champs de vecteurs X,Y sur My x Ms, on a
§(X,Y) = fr91(dm(X),dm(Y)) + figa(dma(X), dma(Y)).

Proposition 2.3.2. [57] Soient (M, g1), (Ms, g2) deuz variétés Riemanniennes et (M p, X ¢
My, §) la variété produit tordu doublée. Si X1,Y) € X(My) et Xo,Ys € X(Ms), on a

VxY = VXY+2f1 (f1)(0>Y2) 2f1 Yi(f7)(0, X,)
2f2 Xo(f5)(Y1,0) + 2f2 Ya(f3)(X1,0)
1

1
- 591(X1, Yl)(gmdlf 70) - 592()(2, Y2)(07gmd2f2)-

o X = (X1, Xp), Y = (Y1,Y3) et VxV = (V}ng,Vg(gYQ)-

2.3.3 Meétrique tordu doublée généralisée

Définition 2.3.3. Soient (M, q1) et (Ms,g2) deux variétés Riemanniennes et fi, fo deux
fonctions positives sur My x My respectivement. La métrique tordu doublée généralisée g sur
M, 4, x5, My est définie par

G = (faom)’migi + (f1 om)’msg

ot 71 : (T1,%2) € My X My — x1 € My et o @ (x1,m0) € My X My — x5 € My sont les
projections canoniques.

Pour tous champs de vecteurs X,Y sur My x My, on a
9(X,Y) = fyg1(dm(X),dm(Y)) + fge(dma(X), dma(Y)).

Proposition 2.3.3. [12] Soient (M1, g1), (M2, g2) deuz variétés Riemanniennes et (M p, X ¢
My, §) la variété produit tordu doublée généralisée. Si X1,Y) € X(My) et Xs,Ys € X(Ms), on
a ~

Vix,0(Y1,0) =

(V4,71 + Xalln f2)Y3 + Yi(In f2) X0 = g1(X3, Vi)gradi(n f5) . —g,(X1, Yi)grada(in f5)),
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v(07X2)(O7Y2) =
2
( - ;—;292()(27 Ya)gradi(In f1) , V&, Ys + Xo(In f1)Ys + Ya(In f1) Xo — g2(Xo, Y2)grads(In f1)>a

Vix0(0,Y2) = (Ya(f2) X1, X1(f1)Y2)

Vioxn (Y1,0) = (Xa(fo)V1, Yi(f1)Xa2)
ot X = (X1, X,), Y = (Y1,Y2) et VxY = (Vi Y1, V3, Y2).



chapter 3
Structures sur une variété Riemannienne

Munir un espace d’une structure conduit a produire un nouvel objet mathématique et,
par conséquent, contribuer au développement de la science.
Considérons une variété différentiable M, munie d’une structure Riemannienne g, souvent
appelée métrique Riemannienne. Lorsqu’on définit une nouvelle structure géométrique com-
patible avec cette métrique, on arrive a une nouvelle variété Riemannienne. Cette nouvelle
variété conduit ainsi & une autre branche de la géométrie riemannienne.
On présente la construction des différentes structures en géométrie riemannienne. Ceci montre
comment naissent et se développent certaines branches de la géométrie différentielle.

Cette paragraphe comprend cinq sections essentielles & savoir :
Structures presque hermitiennes, structure presque hypercomplexe, structure presque com-
plexe généralisée, structure presque de contact et structure 3-presque de contact.

3.1 Structures presque hermitiennes

La théorie des variétés presque hermitiennes est 1’'un des importants branches de la géo-

métrie différentielle. Il a commencé comme une zone distincte de I’étude dans le 19°™¢ siécle
avec 'enquéte des variétés projectives dans un espace complexe projectif . En 1930 J.A Schou-
ten et D.van Dantzig ont essayé de transférer les résultats de la géométrie différentielle des
variété Riemanniennes aux variétés complexes, leurs papiers parut un espace hermitienne
avec la connexion dite unitaire symétrique. L’espace avec la méme connexion a également été
constaté de facon indépendante par E. Kéhler, maintenant cet espace est appelé " variété
Ké&hlérienne". Depuis lors, les variétés Kahlériennes ont été largement étudiés et des nom-
breux résultats importants ont été obtenus.
Dans ce chapitre, on va introduire quelques notions nécessaires ( variétés complexes , variétés
hermitiennes et variétés presque K&hlériennes ) qui nous permettra de définir les variétés
Kahlériennes on donnant quelques exemples et contre exemples et enfin nous donnons les
définitions de la variété hypercomplexe et la variété Kahlérienne généralisée.

Afin d’élargir et de facon plus détaillée sur le sujet s’il vous plait se référer aux références
suivantes [34], [51] et[5§]...
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3.1.1 Structure presque complexe sur une variété

Définition 3.1.1. Soit M une variété différentiable de dimension 2n. Une structure presque
compleze J sur M est un endomorphisme sur T,M, ¥p € M tel que J*> = —I, ou I dénote
la transformation identité. Si une telle structure J existe sur M, alors (M, J) est dite une
variété presque complexe.

Remarque 3.1.1. 1. Une variété complexe c’est une variété différentiable telles que les
applications de changements de cartes soient des fonctions holomorphes d’un ouvert
de C" dans un autre.

2. Toute vatiété complexe M est une variété presque complere munie d’une structure
presque compleze J.

3. Vpe M, si(z..,2") est un systéme de coordonneés compleze local en p alors,
J(:2%) = % , J(a%k) =%, Vk=1n avec 2F=2a"+iy* et J:T,M — T,M

zF

Tenseur de Nijenhuis

Définition 3.1.2. Soit M une variété presque complexe munie d’une structure presque com-
pleze J. Le tenseur de torsion complexe N est un tenseur de type (1,2) défini par :

N(X,Y)=2{[JX,JY] = JIX,JY] - JJX,Y] - [X,Y]}, VXY €X(M)

Théoréme 3.1.1. Soit M une variété presque complexe munie d’une structure presque com-
plexe J. M est dite variété compleze si et seulement st N =0

Pour la preuve voir ([51],p124)

Remarque 3.1.2. Pour toute structure presque complexe J définie sur une variété de di-
mension 2 on a, N(X,Y)=N(X,JX) =0.

Théoréme 3.1.2. [51] Soit M une variété presque complexe munie d’une structure presque
complexe J. M est dite variété complexe si et seulement si M admet une connexion linéaire
V de torsion T telle que VJ =0 et T =0

Théoréme 3.1.3. [51] Une structure presque-complexe J est intégrable si et seulement si

N = 0. ( Théoréme de Newlander-Nirenberg )

3.1.2 Structures hermitienne

Définition 3.1.3. Soit M une variété presque complexe munie d’une structure presque com-
plexe J. On appelle métrique hermitienne toute métrique Riemannienne g qui vérifie :

g(JX,JY) = g(X.Y),  VX,Y € X(M)
et nous disons que J et g sont compatibles.

Proposition 3.1.1. Toute variété Riemannienne (M, g) admet une métrique hermitienne
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Preuve . Soit (M, g) une variété Riemannienne, on pose
hX,Y)=g(JX,JY)+g(X,Y), VXY € X(M)
alors,
hJX,JY)=9(X,Y)+g(JX,JY)=h(X,Y), VX,Y € X(M)
donc h est une métrique hermitienne. [

Définition 3.1.4. Toute variété M presque complexe munie d’une métrique hermitienne est
une variété presque hermitienne .
De plus, si M est une variété complexe alors, elle est hermitienne.

Définition 3.1.5. Soit M wune variété presque hermitienne munie d’une structure presque
complexe J et une métrique hermitienne g . On appelle 2-forme fondamentale I’application
définie sur M par :

QX,Y) =g(X,JY) VXY €x(M)

Propriétés 3.1.1.

1. La 2-forme fondamentale Q2 est antisymétrique c.a.d QUX,Y) = —-Q(Y, X).
2. QJX,JY) = Q(X,Y).

Remarque 3.1.3. Cette 2-forme non-dégénérée Q) et la structure presque complexe J sont

dites compatibles si,
Q(X,JX) >0, VX #0€ X(M)
Q induit alors une métrique Riemannienne g définie par g(.,.) = Q(., J.), La structure (J,$2, g)

est dite une structure presque hermitienne.

Lemme 3.1.1. Soit M une variété presque hermitienne munie d’une structure presque com-
plexe J et une métrique hermitienne g alors, la connexion Riemannienne V | la deuziéme
forme fondamentale Q) et la Torsion T satisfont la relation suivante :

29((VxJ)Y, Z) — g(JX, N(Y, Z))) = 3dQUX, JY, JZ) — 3dUX, Y, Z)
pour tous X,Y,Z € X(M)
Pour la preuve voir ([34], p148).

Théoréme 3.1.4.
Soit (M, g, J) une variété hermitienne et V la connexion de Levi-Cevita associé a g . Les
conditions sutvantes sont équivalentes :

(a) VJ=0
(b) V=0
(c) N=0 et dQ2=0

Preuve . Pour tous X,Y, 7 € X(M), on a
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(VY. Z) = XQUY,Z) - VY, Z) — Y,V 2)
= Xg(Y7 JZ) - g(vXYa JZ) - g(Y’ J(VXZ))
= 9(VxY,JZ) +g(Y,Vx(JZ)) = g(VxY,JZ) = g(Y, J(Vx Z))
= 9(Y,(VxJ)Z).
i) (b) — (¢)

Supposons VQ = 0 d’aprés le lemme (3.1.1) ona dQ=0et N =0
Inversement, si d2 =0 et N =0 d’aprés le lemme (3.1.1), V.J = 0 donc VQ =0

3.1.3 Structures Kahlériennes

On souhaite donner ici quelques définitions générales et quelques résultats simples ou
classiques sur les variétés presque Kéahlériennes.
Structures Presque Kéhlériennes

Définition 3.1.6. Une variété presque hermitienne (M, g, J) est dite presque Kdihlérienne si
la 2-forme fondamentale Q) est fermée c.a.d. dQ =0 .

Proposition 3.1.2. Pour tous X,Y,Z € X(M), on a
=0 <= g((Vx))Y,2) +9((Vy))Z,X) +g((VzJ)X,Y) = 0.
pour la preuve utilisons la relation suivante
3dUX,Y, Z) = X(QUY, 2))+Y (UZ, X))+ Z(Qz, Y))-Q[X, Y], 2)-Q([Y, Z], X)—Q([Z, X],Y)

Proposition 3.1.3. Une variété strictement presque Kdhlérienne est une variété presque
Kdihlérienne dont la structure presque complexe n’est pas intégrable (c.a.d. N #0).

Structures Kihlériennes

Définition 3.1.7. Soit M une variété presque complexe munie d’une structure presque com-
plexe J .
La métrique hermitienne g est dite métrique Kahlérienne si la 2-forme fondamentale () est

fermée c.a.d. d€) = 0.

Définition 3.1.8. Toute variété presque complexe M munie d’une métrique Kdhlérienne est
dite variété presque Kahlérienne.

De plus, Toute variété complexe M munie d’une métrique Kdhlérienne est dite variété Kdh-
lérienne .

Théoréme 3.1.5. Toule variété presque hermitienne est une variété Kahlérienne si et seule-
ment st VJ = 0.
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Preuve . D’aprés théoréme (3.1.4) la preuve est directe. n

Définition 3.1.9. /22 une variété hermitienne M munie d’une forme de Kdhler Q qui sa-
tisfait dQQ = 0 N Q ou 6 est une 1-forme sur M est dite variété localement conformément
kihlerienne (LCK) si 0 est fermée (exacte).

Remarque 3.1.4. Certains auteurs incluent les variétés Kdhlériennes comme un cas parti-
culier des variétés LCK. Bien que ce soit un choiz légitime, et donc nous supposons toujours
que les variétés LCK sont de type non-Kdihler.

Proposition 3.1.4. Le tenseur de courbure R et le tenseur de Ricci S d’une variété Kdihlé-
rienne M satisfaient les propriétés suivantes :
Pour tous X,Y,Z € XM

(a) R(X,Y)J=JR(X,Y) , R(JX,JY)=R(X,Y) , R(JX,Y)+ R(X,JY)=0.
(b) S(JX,JY)=S(X,Y) , S(JX,Y)+S(X,JY)=0.

(c) S(X,Y)=1itr,{JoR(X,JY)} ,S(JX,Y)=1tr{(X,Y)—> R(JX,Y,Z,W)}

Preuve . Pour la preuve voir (|51], p 130).
n

Proposition 3.1.5. Soit M une variété Kahlérienne de dimension réelle 2n (n > 1). Si M
a une courbure constante alors, M est plate.

Preuve .
Soit M une variété Kéhlérienne & courbure constante c. donc,

R(X,Y)Z = c(g(Z,YV)X —g(X,2)Y) =c(X AY)Z,  VX,Y,Z € X(M)
Sachons que R(JX,JY) = R(X,Y) et X = X'¢; avec e; une base orthonormeée, alors,

R(X,e))e; = c(g(ei,ei)X—g(X,ei)eiY)
= c(2n—-1)X...(1)

R(JX, Je))e; = c(g(ei, Jei)JX — g(JX, ei)Jei)
= —c(0—(JX)" Je;)
—cJ(JX)'e;
= —cJJX
= cX...(2)

de (1) et (2) on a c(2n —1)X = cX, VX € X(M) et donc,
pour n > 1 on obtient ¢ =0 [
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g(IX,JY) = g(X,Y) do=0
[ v l
Variété¢ Complexe Variét¢ Hermitienne Variété Kéhlerienne
N=0 N=0 VJ =0 N=0
Variété presque Variété presque Variété presque
Complexe Hermitienne Kéhlerienne

_| g(X,JY) = g(X,Y) i dd=0 L

Diagramme qui résume les différents conditions de passage entre les variétés
( complexes , Hermitiennes et Kdhleriennes )

Notation : ® la deuxiéme forme fondamentale , N le tenseur de Nijenhuis ,J la structure presque complexe

b
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Courbure sectionnelle holomorphique

Définition 3.1.10. Soit (M, J, g) une variété Kdihlérienne et R le tenseur de courbure Rie-
mannienne

(*) Pour tout plan P de l'espace tangent T, M , x € M on a définit la courbure sectionnelle
K(P) par :

K(P)= R(X,Y,X,Y) = g(RX,Y)Y.X), VXY €T.M

avec { X, Y} une base orthonormée de P dans T, M.

(**) Si P est invarient par J (JP = P), la courbure sectionnelle K(P) est dite holomor-
phique définie par :

K(P)=R(X,JX,X,JX) = g(R(X,JX)JX,X), VX,YeT,M

pour tout vecteur unitaire X € P avec {X,JX} est une base orthonormée de P dans
T,M.

Remarque 3.1.5. (1) La courbure sectionnelle holomorphique ne dépend pas du choiz de
la base.

(ii) Si K(P) est constante pour tout plan P invarient par J dans T, M pour tous x € M,
on dit que la variété Kahlérienne a courbure sectionnelle holomorphique constante .

Théoréme 3.1.6. [51]
Soit (M, J, g) une variété Kihlérienne de dimension 2n. Sin > 1 et K(P) = c(z) pour
tout plan P dans T, M alors, M a courbure sectionnelle holomorphique constante.

Théoréme 3.1.7. [51]

Si une variété Kdihlérienne M a courbure sectionnelle holomorphique constante ¢ alors,
M est dite espace de forme complexe ( Kdhlerian space forms ). Le tenseur de courbure
Riemannienne dans ce cas est donné par

RX,Y)Z = —E [9(Y, 2)X — g(X, Z)Y + g(JY, Z)JX — g(JX, Z)JY +2g(X, JY)JZ]
- —2 (X AY)Z 4+ (JX A JY)Z +29(X, JY) I Z]
avec XANY =9V, 2)X —g(X,2)Y.

Pour tous X,Y, Z € X(M), posons

RYX.YV)Z = g(Y,2)X — g(X,2)Y + g(JY, 2)JX — g(JX, Z)JY +29(X,JY)JZ
= (XAY)Z+(JXANJIY)Z +29(X,JY)JIZ,

c’est a dire,
RUX,)Y)=XAY +JX AJY +29(X, JY)J,
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Définition 3.1.11. [29] L’ opérateur de courbure R™(U, V) ou le tenseur de Kihlér standard
est un opérateur de courbure défini pour tout X € X(M) par,

RYUX = g(V,X)U — g(U, X)V + g(JV, X)JU — g(JU, X)JV = 29(JU,V)JX
(UAV)X + (JUAJV)X +29(U, JV)JIX.

Remarque 3.1.6. ([51],pl44) Pour toute variété Kdihlérienne & courbure sectionnelle holo-
morphique constante ¢ on a

R(X,Y)Z = —ERH(X, Y)Z.

St cette variété est complexe et simplement connexe, elle est bien connue qu’elle est iso-
métrique a
(*) un espace projectif complexe de CP™(c), si ¢ > 0,
(**) un espace euclidien compleze C" , si c =0,
(***) un espace hyperbolique complexe CH"(c), si ¢ < 0.

Proposition 3.1.6. ([51] page 135 )
Toute variété Kdahlérienne a courbure sectionnelle holomorphique constante c est une va-
rieté d’Finstien.

3.2 Structure presque hypercomplexe

Définition 3.2.1. [27], [51] On appelle structure presque hypercomplexe ( ou presque quater-
nion ) la donnée d’un triplet (Ji, Jo, J3) des structures presque complexes qui se comportent
comme des quaternions en vérifiant les conditions suivantes

J? = —1Id pour i = 1,2, 3;
(3.1)
J1Jy = J3, Jodz = Ji, J3J1 = Jo.
et la triplet (M*", g, (J;)2_,) s appelle variété presque quaternionique. De plus,

— lorsqu’il eziste un tenseur métrique g tel que , pour tout J;, (g,J;) est kdhlérienne,
on dit que (g,(J;)3_,) est une structure hyperkihlérienne et le couple (M*™, g, (J;)3_,)
s’appelle variété hyperkdhlérienne.

— lorsqu’il existe un tenseur métrique g tel que , pour tout J;, (g,J;) est presque hermi-
tienne, on dit que (g, (J;)?_,) est une structure métrique presque quaternionique et le
couple (M*™, g, (J;)2_,) s appelle variété métrique presque quaternionique.

On définit une 4-forme différentielle

3
i=1
telle que pour tous champs de vecteurs X,Y sur M
et un champ de vecteur global de type (2,2) sur M
A=+ Lo+ J3& Js,
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Théoréme 3.2.1. ([51], p 161) Une variété métrique presque quaternion est dite variété
Kdhlérienne quaternionique si et seulement si V2 =0 ou VA =0 .

Proposition 3.2.1. ([51], p 161) Une variété mélrique presque quaternionique est dite variété
Kahlérienne quaternionique si pour toutes coordonnées locales d’un ouvert U on a

VXJ1 = CU3(X)J2—WQ(X)J3
VXJQ = —(JJ3<X)J1 +w1(X)J3 (32)
VXJ3 = (.UQ(X)Jl — wl(X)JQ
pour tout champ de vecteurs X sur U, ou'V est la connexion de Levi-Civita et w; sont certaines
1-formes locales définies dans U.

En particulier, si w; = 0 pour tout ¢ = 1,2, 3, alors la structure est appelée hyperKahlé-
rienne.

Remarque 3.2.1. sin > 1, une variété Kahlérienne quaternionique est une variété d’ Ein-
stein.

3.3 Structures presques complexes généralisée

Soit M une variété de dimension 2n. En géométrie généralisée on étudie non pas le fibré
tangent de M noté T'M mais plutot la somme du fibré tangent et du fibré cotangent que nous
noterons TM = TM & T*M. On défini sur 'espace des sections TM & T*M — M deux
opérations R-bilinéaires.

e Une forme < —, — > symmétrique, non-dégénérée et bilinéaire définie par

1
<X+aY+p>= §(LXB + 1ya)
e Le crochet de Courant [—, —|. est un crochet anti-symétrique,

[X +a,Y + B]c = [X, Y] -+ ﬁxﬁ — Lyoa — %d(bxﬁ — LyOé)

ou X, Y € TM et a,eT*M.

Définition 3.3.1. [26] Une structure presque complexe généralisée sur M est une endomor-
phisme J de la somme directe TM & T*M qui satisfait les deux conditions,

ou J* est défini par < JA, B >=< A, J*B > pour tous A,B € I'(TM & T*M).

Définition 3.3.2. [26] Une structure (presque) Kihlérienne généralisée sur TM est une paire
(J1, J2) de structures (presque) complexes généralisées qui commutent et G = —J1Jo donne
une métrique définie positive sur T M @& T* M.



3.3 Structures presques complexes généralisée 47

Exemple 3.3.1. Soit (M, J,w, g) une structure kihlérienne classique, c¢’est-a-dire une struc-
ture complexe J, une structure symplectique w et une métrique riemannienne g telles qu’on
ait le diagramme commutatif

M
La métrique Riemannienne g sur TM s’étend en une métrique sur TM. En identifiant TM
et T*M grice a la pseudo-métrique < .,. >, la métrique g peul-élre vue comme un endomor-

-1
0 gO de TM. Comme J;T, = JuJ; = —G, la paire (J;,T,) est une

structure Kdhlérienne généralisée sur TM.

phisme G =

Théoréme 3.3.1. [26] La structure Kdhlérienne généralisée (J1,J2) est équivalente a la
structure bi-hermitienne (g,b, J1) qui satisfait la condition suivante.
e pour tous champs de vecteurs X,Y, Z,

dws (Jo X, JLY, JLZ) = +db(X,Y, Z),

where wy = g(X, J.Y).
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3.4 Structure métrique presque de contact

La géomeétrie de contact est la partie de la géométrie différentielle qui étudie les formes
et les structures de contact. Elle entretient d’étroits liens avec la géométrie symplectique, la
géométrie complexe, la théorie des feuilletages de codimension un et les systémes dynamiques.
La géométrie de contact classique est née de 1’étude de la thermodynamique et de 'optique
géométrique. Une structure de contact sur une variété (géométrie) est un champ d’hyper-
plan, c’est-a-dire la donnée en tout point d’un hyperplan dans ’espace tangent. L’illustration
montre un exemple de structure de contact sur S* qui est le modéle local de toutes les struc-
tures de contact en dimension trois. ...

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques structures qui interviendront dans cette étude
en donnant des exemples pour comprendre les notions et pour manipuler les différents calculs.

Pour plus de détail, voir [8], [10], [11],[51]...

3.4.1 Structures de Contact

Définition 3.4.1. Une variété différentiable M de dimension impair (2n+ 1) est dite variété
de contact si elle existe une 1-forme n globale sur M telle que

n A (dn)" # 0.

En particulier, n A (dn)™ # 0 est un élément de volume de M, de sorte qu'une variété de
contact est orientable. Aussi le rang de dn est 2n sur l'algébre de Grassmann 77 M a chaque
point p € M, et donc nous avons un sous-espace de dimension 1, {X € T,M/dn(X,T,M) =
0}, dont 1 # 0 et qui est complémentaire au sous-espace défini par n = 0. Par conséquent le
choix de £, dans ce sous-espace normalisée par 7(§,) = 1, nous avons un champ de vecteurs
globale ¢ satisfaisant

dn(§,X)=0, (=1

¢ est appelé le champ de vecteur caractéristique ou le champ de Reeb de la structure de
contact 7. Utilisant la dérivée de Lie on obtient immédiatement,

££’17 = O, ﬁgdﬁ =0.

On note D la distribution de contact ou sous-fibré défini par le sous-espace D, = {X € T,M :
n(X) = 0}. Grosso modo, le sens de la condition n A (dn)™ # 0, est que le sous-fibré de
contact est aussi loin d’étre intégrable que possible, en particulier, D tourne comme un seul
mouvement sur la variété. Pour un sous-fibré défini par une 1-forme 7 d’étre intégrable, il
faut et il suffit que n A (dn)™ = 0.

Théoréme 3.4.1. [10]
Soit w une 1-forme sur une variété différentiable M"™ et supposons que w A (dw)? # 0
et (dw)P™ = 0 sur M™. Ensuite, sur chaque point, il existe un systéme de coordonnées
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(zt, ... 2P, yt y"P) de telle sorte que w = dyP™ —Y"F_ yidx'. Ainsi, sur chaque point d’une
variété de contact M il existe des coordonnées (z,y,2), i =1,...,n telle que
n=dz— Z y'dr'. (3.3)
i=1

3.4.2 Structures métrique presque de contact

Structures presque de contact

Définition 3.4.2. [10]

Soit M une variété différentiable de dimension impaire (2n + 1). On appelle structure
presque de contact sur M la donnée d’un triplet (n,&, ) tel que

— @ un champ de tenseur de type (1,1)

— & un champ de vecteurs

— n une I-forme sur M
vérifiant les conditions sutvantes

n() =1, P’ X = —X +n(X)E.

Définition 3.4.3. Une variété de dimension (2n+1) munie d’une structure presque de contact
(p,&,m) est une variéte presque de contact.

Théoréme 3.4.2. Soit (,&,1n) une structure presque de contact ,alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

¢ = 0
noyp = 0
rangy = 2n

Pour la preuve voir [10].

Définition 3.4.4. Rang d’une structure
Soit (v, n, &) une structure presque de contact. On dit que

— la forme n est de rang r = 2n si (dn)" #0 et n A (dn)" =0,

— la forme n est de rang v = 2n + 1 si (dn)"™ =0 et n A (dn)™ # 0,
et on dit aussi que r est le rang de la structure (p,n,£).

Métrique Riemannienne associée

Théoréme 3.4.3. [11]
Toute variété presque de contact (M, p,&,n) admet une métrique Riemannienne g telle
que,

9(X, &) = n(X).
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Proposition 3.4.1. [11] Toute variété presque de contact (M, p,&,n) admet une métrique
Riemannienne g telle que,

9(eX, oY) = g(X,Y) = n(X)n(Y), (3.4)
et g dans ce cas dite compatible avec la structure.

Définition 3.4.5. On appelle une variété métrique presque de contact et on la note (M, ¢, &, 1, g),
toute variété presque de contact (M, p, &, n) munie d’une métrique Riemannienne g compatible
avec la structure presque de contact sur M.

Définition 3.4.6. Pour chaque structure métrique presque de contact (p,&,n,q) sur M on
définit la 2-forme fondamental ® par,

O(X,Y) =g(X,pY).

Définition 3.4.7. On dit que M1 admet une structure presque de contact si il existe une
1-forme différentielle globale n et une 2-forme différentielle globale ® sur M tel que

nA®"#0

Proposition 3.4.2. [11]
Si M2+ est une variété de contact avec la forme de contact 1, alors il existe une structure
métrique presque de contact (p,&,m, g) tel que la 2-forme fondamental ® est définie par,

d = dn.

Preuve . Pour la preuve voir( [11], page 26) n

Structure presque de contact normale

Définition 3.4.8. Soient (M, ¢, &, n) une variété presque de contact et M*" ' x R la variété
produit ot (X, f%) un champ de vecteurs sur M x R tel que X un champ de vecteurs sur M,
f une fonction sur M*"*! x R et t systéme de coordonnée sur R. On définit sur M** ™! x R
une structure presque complexe J par,

JX T = (0X — fEn(X) )

on peut facilement vérifier que J*> = —1I c.a.d. la variété (M?" 1 xR, J) est presque compleze.

Définition 3.4.9. Soit J une structure presque compleze sur M?"t1 x R, J est intégrable si
et seulement si le tenseur de Nijenhuis Nj(X,Y) = 0. ( voir théoréeme 3.1.1 )

Définition 3.4.10. ( [11], page 80) Soit (p,&,n, g) une structure métrique presque de contact
sur M. On dit que M est normale si la structure presque complexe J est intégrable.
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Utilisant (3.1.2) on peut facilement vérifier que

Ny ((X,0),(Y,0)) = (Nl(Xv Y)aNQ(X> Y)) :

Ny ((X, 0), (07 %)) = (NP (x), N ()
ou
NW(XY) = N, (X,Y) +2dn (X,Y) €, NP(XY) (Lx0) Y — (Lovn) X
NO(X) = (Lep) X, NW(X) = (L) X.
Remarque 3.4.1. La structure presque de contact est normale si
NO = N@ = NGO — N@ — .

Théoréme 3.4.4. [51]
Soit (M, p,€,m) une variété presque de contact si N* = 0 alors,

N® = NG = y@ — ¢

Exemple 3.4.1. Soit S3 C R* et X = (2,9, 2,t) € R%
Prenons la paramétrisation suivante :

x = cosa cosf cosvy
y_) Yy = cosa cosf  siny

z = cosa sinf

t = sino

et utilisons le produit scalaire

B 0X 0X
9ij; = 8_951’8_% )

nous trouvons la matrice associée a la métrique Riemannienne g

1 0 0

(gij)i<ij<s = | 0 cos*a 0

0 0 cos?acos’f

Utilisons équation ( 3.3), nous pouvons définir la 1-forme n comme suit :
n= Z r'dy’ — y'dr' < n = xdy — ydr + zdt — tdz.
i=1

Awvec la paramétrisation ci-dessus on a

n= (sinﬁ, — cos asin a cos 3, cos? a cos? 6) )
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Remarquer que
n Adn = —2cos®acos fda AdB A dy #0

c.a.d. la variété est de contact.
Calculons le champ de vecteur &, Posons

5 = Slaa + 528ﬁ + 538'\/
et sachons que g(X, &) =n(X) on peut avoir
sin 3
&= | —tanacosf
1

et nous pouvons facilement voir que n(§) =1

Calculons maintenant [’endomorphisme ¢, nous avons

{g(X,sDY) = dn(X,Y)
2dn(X,Y) = Xn(Y)—=Yn(X)—n(X,Y])

Y

c.a.d.
1
9(X,0Y) = 5 (Xn(¥) = Y(X) = (X, Y]))
localement ’équation précédente donne,

ot = 50" (0:100) — 0.(0(,)))

d’ot la matrice associé a ¢ est donnée par

0 —cos’acosfS —cosasinacos?f3
(pijhi<ij<s = | cosf 0 — cos Asin 8 ,
tan o tan 3 0

et on peut vérifier que
' =—I+n®¢
Donc, (537 ©,€,1m,9) est une variété métrique de contact et nous pouvons vérifier que

nop=0, w&=0,  g(eX,pY)=g(X,Y)—-n(X)nY).

Vérifions maintenant que la structure (p,&,n) est normale. on a
N(X,Y)=N,(X,Y)+2dn(X,Y)¢,
Vexpression locale du N(X,Y) peut s’écrire sous la forme,
Ni; = 0(0np) — 0503) — ¢} (Onph, — Oniph) + mu(D5€7) — 0y (BhE7)

et avec des calculs simples on peut vérifier que N,ij = 0 pour tous i, j,k € {1,2,3}.
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Lemme 3.4.1. ([12], p 82) Pour une structure métrique presque de contact (p,&,m,9), la
dérivée covariante de ¢ est donnée par,

20((Vx)Y.Z) = 3d®(X,pY,pZ) —3d®(X,Y,Z) + g(N(Y, Z), pX)
+ NOY, Z)n(X) + 2dn(pY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y).

3.4.3 Quelques Structures métrique presque de contact normales

De D. Chinea et C. Gonzalez ( voir [56]), on sait qu’il ya 4.096 classes de structures
métrique presque de contact. Ces structures sont regroupées en tros familles : Sasakiennes,
cosymplectic et Kenmotsu. En 1985, Oubina [44] introduit une nouvelle classe des variétés
presque de contact , & savoir, la variété trans-Sasakienne du type (o, 3), qui peut étre consi-
dérée comme une généralisation des variétés Sasakienne, Kenmotsu et cosymplectique ot «
et 0 sont des fonctions différentiables sur la variété.

Les structures trans-Sasakiennes de type (0,0), (0,5), et («,0) sont cosymplectique [11], -
Kenmotsu [28], et a-Sasakienne [28], respectivement.

Dans cette paragraphe, nous allons rappelé quelques structures métrique presque de
contact qui interviendront dans cette étude ainsi des exemples pour clarifier les notions.

Structure Sasakienne

Définition 3.4.11. Soient (M, p,&,n) une variété presque de contact et ® la 2-forme fon-
damentale. On dit que M est une variélé Sasakienne si & = dn et la triplet (p,&,n) est
normale.

Définition 3.4.12. Une variété Riemannienne (M, g) est dite Sasakienne si et seulement si
la métrique du cone (C(S) =R* x S, g = dr? +1r2g) est kihlérienne.

Théoréme 3.4.5. ([11], p 86) Soit (M, p,&,n, g) une variéré métrique presque de contact,
M est une variété de Sasaki si et seulement si

(Vxp)Y =g (X, Y){—n(Y)X
pour tous champs de vecteurs X,Y € X(M).

Proposition 3.4.3. Le tenseur de courbure Riemannienne R et le tenseur de Ricci S d’une
variété Sasakienne M satisfaient les propriétés suivantes :
Pour tous X,Y, Z € XM

(a) R(X)E =~

(b) R(X,§X =—¢

(¢) R(X,Y)E=n(Y)X —n(X)Y

(d) g( (pX, Y )pZ, ng) —g(R(X, Y)Z, W)
(e) S(pX,pY)=S(XY)

Pour la preuve voir ([10], p 93).
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Définition 3.4.13. [10] Soit M*"*! une variété Sasakienne, pour tout plant P de [’espace
tangent T,M de base orthonormée {X, X} ou X est un champ de vecteurs orthogonal a &.
On défini la courbure p-sectionnelle de P par

K(P) = g(R(X, ng)(pX,X).

Théoréme 3.4.6. ([10], p 97 ). Si une variété Sasakienne M & une courbure p-sectionnelle

constante ¢ alors, M est appellée espace de forme Sasakienne ( Sasakian space forms ) noté
par M*"(c).
Le tenseur de courbure Riemannienne dans ce cas est donné par

—1
R(X,)Y)=XAY + CT(QD2X APY + X A oY 4+ 29(X, 9Y)yp), (3.5)

o (X ANY)Z =g(Y,Z2)X — g(X,2)Y pour tous X,Y,Z € X(M) et la courbure de Ricci S
est donnée par

25(X,Y) = (n(c+3)+c—1)g(X,Y) — (n+1)(c — D)n(X)n(Y). (3.6)

Remarque 3.4.2. Une variété Sasakienne (ML ¢ & n, g) est dite variété Sasaki-Einstein
st g est une métrique d’Einstein, c.a.d.,

S = \g,

pour une constante . Sachons que R(X, €)Y = g(X, &)Y —g(X,Y)E. On peut voir facilement
que \ = 2n.

Remarque 3.4.3. Une variété Sasakienne (M*"*1 p,£.n, ) est dite variété n-Einstein si g
satisfait
S=ag+memn,

ot tnitialement a et b sont des fonctions, mais si la dimension est > 5, a et b doivent étre
des constantes ([11], p 181). On peut voir facilement que a + b = 2n.

Pour une étude récente sur les variétés n-Einstein, voir [8].

Exemples 3.4.1.
(1) La sphere d’unité ST munie de la structure canonique (p,€,1,9) est une variété

Sasakienne & courbure sectionnelle égale 1. (voir l’exemple 3.4.1). Ensuite, tenu compte
de la déformation D-homothétique de structure

1
n = an, 5’255, ¢ = o, g =ag+ala—1)n®mn, a€R".

Nous pouvons obtenir une variété Sasakienne (S @', & 0, q') de courbure section-
nelle constante ¢ =2 —3 ([11], p 99).
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(2) E.Blair a donné un exemple important d’une variété Sasakienne a courbure p-sectionnelle

constante ¢ = —3.
L Sty 0 =y 0 4 O
g = 1 0' o 0 ’ =\ —0; 0. 0],
—q 0 1 0 ¢ 0

0 1 i
§ = 2(&)7 77=§(dz—ydx).

Structure de Kenmotsu

Définition 3.4.14. Soient (M, ¢, &, n) une variété presque de contact et ® la 2-forme fonda-
mentale. On dit que M est de Kenmotsu si n est fermée (c.a.d. dn =0), dd =2 An et la
triplet (p,&,m) est normale.

Théoréme 3.4.7. [32] Soient (M, p,&,n,g) une variété presque de contact de dimension
(2n + 1) et V la connexion de Levi-Cevita sur M. On dit que M est de Kenmotsu si et
seulement si pour tous X,Y € X(M),

(Vx@)Y = g(pX,Y)E = n(Y)pX.

Théoréme 3.4.8. [32] Soit (M, p,&,n,q) une variété de Kenmotsu. Alors pour tout point
p € M, il existe un ouvert U de p qui est un produit tordu (—e,e) XV ou f(t) = Ce'sur
Vintervalle (—e,€) et V est une variété Kihlerienne.

De plus, on a la notion la plus générale d’une structure f-Kenmotsu [28|, qui peut étre
définie par
(Vxp)Y = B(g(¢X,Y)E = n(Y)pX),

ol [ est une constante non nulle. De cette condition, on peut facilement déduire que

Vx§ = B(X - U(X)f)-

Exemple 3.4.2. [13] Soit (z,y, z) les coordonnées cartésiennes sur R® on pose

n=dz, &= %, d = —2e¥dr Ndy, g=2e**(dz* + dy?).

Alors, la variété (R3,¢,n, &, g) est une variété de Kenmotsu a courbure sectionnelle ¢ = —1
elle s’appelle ( 'espace hyperbolique ).

Structure cosymplectique

Définition 3.4.15. Soient (M, ¢, &, n) une variété presque de contact et ® la 2-forme fonda-
mentale. On dit que M est cosymplectique si ® et n sont fermées (c.a.d. dP =0, dn=0) et
la triplet (¢,&,n) est normale.
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Théoréme 3.4.9. [}7]
Soient (M, p,&,m, g) une variété presque de contact de dimension (2n+1) et V la connexion
de Levi-Cevita sur M. On dit que M est cosymplectique si et seulement si pour tous X,Y €

xX(M),
(Vxp)Y =0
Proposition 3.4.4. Soit (M, p,&,m,9) une variété cosymplectique. Pour tous X,Y,Z €
xX(M),
(Vx®)(Y,Z)=0.

Preuve . On a

(Vx®)(Y,Z) = X®(Y,Z)— ®(VyY,Z)— ®(Y,VyZ)

Xg(Y,0Z) — g(VxY,0Z) — g(Y,¢Vx Z)

9(VxY.pZ) +g(Y,VxpZ) — g(VxY,¢Z) — g(Y,oVx Z)
9(Y, (Vxp)Z)

= 0.

d’ont
(Vx®)(Y,Z) = 0.

Exemple 3.4.3.
Voici une structure cosymplectique treés simple sur R? = C x R,

n=dz, 5227 b = dx Ndy.
0z

Structure Trans-Sasakienne

Définition 3.4.16. [/4], [410] Soient (M*" ¢ & n, g) une variété métrique presque de contact
et ® la 2-forme fondamentale. On dit que M est trans-Sasakienne si et seulement si elle est
normale et

dn=a®, do=25(dAn),

ol a = %(5@(5) =0etfp = %dz’vé’ sont des fonctions différentiables sur M et 6O est la
codifférentielle de ® (la divergence) définie par

2n

0(X) = = (Ve ®)(er, X) + (Vi @)1, X) ) = (V) (€ X)),

=1

avec {€1, ..., €n, Pe1, ..., pen, £} une p-base locale d’un ouvert quelconque de M, (voir [25], page
209).
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Théoréme 3.4.10. [12]
Soient (M, p,&,m, g) une variété presque de contact de dimension (2n+1) et V la connexion
de Levi-Cevita sur M. On dit que M est trans-Sasakienne si et seulement si pour tous X,Y €

X(M),
(Vx@)Y =a(g(X, V) =n(Y)X) + B(g(0X,Y)E = n(Y)pX)

ot a et B sont des fonctions différentiables sur M, et on dit aussi que la structure trans-
Sasakienne est de type (a, ).

En particulier, la structure est normale en plus,

— sia=1et § =0, la structure est dite Sasakienne,

— sia € R* — {1} et 8 =0, la structure est dite a-Sasakienne,
— sia=0et § =1, la structure est dite de Kenmotsu,

— sia=0, et §€R*—{1} la structure est dite 5-Kenmotsu,
— sia = =0, la structure est dite cosymplectique.

Proposition 3.4.5. [12] Soit (M, ¢, &, n, g) une variété trans-Sasakienne. Pour tous X,Y, Z €
X(M),
Vx€ = —apX + B(X —n(X)§),

(Vxn)Y = —ag(eX,Y) + B(g(X,Y) —n(X)n(Y)),
(Vx®)(Y. Z) = a(9(X, Z)n(Y) — 9(X,Y)n(Z)) = B(g(X,0Z)n(Y) — g(X, oY )0(Z)).
Remarque 3.4.4. Du proposition 3.4.5 on tire
(Vx®)(Y,§) = —a,  (Vxn)X =5
Pour X orthogonal a € et g(X,X) =1, on a
0P(¢) = 2na, on = —2np.
Exemple 3.4.4. [12] Soit (z,y, z) les coordonnées cartésiennes sur R® on pose

0

§= a0 = dz —ydx
0 -1 0 ee+y? 0 —y
=11 0 0], g= 0 e 0
0 -y O —y 0 1
Utilisant
2n
6D(X) = =D~ (Ve ®)(er X) + (Vi @) (061, X) ) = (V) (€ X)),
=1
et
2n
o == ((Vemei + (Voempes).
i=1

on trouve
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0P(E) = —e2, on = —1 et (R® p,&n,9) est une variété trans-Sasakienne de type
(—%e‘z, %) Et remarquer bien que
o 1 1 1 1
§(a) = a—z(—§€_z) =5¢ = —2=5e7)(5) = —2a8.

La relation entre les structure trans-Sasakienne, a-Sasakienne et S-Kenmotsu, récemment
ont été discuté par Marrero [40].

Proposition 3.4.6. (Marrero [40]) Toute variété trans-Sasakienne de dimension > 5 est
a-Sasakienne, 5-Kenmotsu ou cosymplectique.

Proposition 3.4.7. (Marrero [40]) Soit (M, p,&,n, g) une variété Sasakienne 3-dimensionnelle,
f > 0 une fonction non-constante sur M et g = fg+ (1 — fin®n. Alors (p,&,n,q) est une
structure trans-Sasakienne de type (%, %g(ln f))

Nous pouvons donner une généralisation pour cette Proposition. Considérant (M, ¢, &, 1, g)
une variété métrique presque de contact de dimension 3 et f, h deux fonctions sur M telle
que fh # 0 partout. La déformation

1
fh

est aussi une structure métrique presque de contact. Supposons (M, p, &, 7, g) est une variété
trans-Sasakienne de type (o, 3) et ® sa 2-forme fondamentale alors, on a

i=fhny, £=-—& ¢=9, §=[ 9+ (R -1)n®n

dn = ad, dd =260 N P,

et comme ® = f2® donc

dip = d(fhn)
= d(fh)An+“7h<i>,
et
dd = d(f*®)

1 9 ~
= Q(d(iln(f ) +ﬁn) A .
Si fh =1 alors 7 = n et on obtient

. . 1 3
dij — %cp, dd = Q(Ed((ln(ﬂ)) + Bn> AD.

posons & = 45 et B = %d((ln(fQ)) + [n, donc on peut déclarer la proposition suivante :

Proposition 3.4.8. Soit (M3, p,£,n,9) une variété trans-Sasakienne de type (o, 3), [ une
fonction non-constante sur M et g = f2g+ (1 — fAn@n. Alors (¢,&,n,§) est une structure
trans-Sasakienne de type (%, B+ %f(ln f2))
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Corollaire 3.4.1. Si (M3, ¢,&,n,9) est une variété de Kenmotsu avec n exacte ( c.d.d.
n=dpoupeC®M))etg=c2g+ (1 —e?)npmn. Alors (p,&,n,7) est une structure
cosymplectique.

—
—

— T rans—&#s;z@'anne —.:
(V20)Y =a(g(X.1)2-n(X)X)+B(g(pX )¢ ~n(Y)oX)

a0 |
L; af—Sa.s-;zéjmzrw’=-§ a=0 et p=0 z f-Kenmotsu _Z

[(jvxw)Y —a(gX.D)E-n(D)X)) (( Vi)Y = B(g(@pX.1)E —n(Y)pX )J
a=1 Cosymplectique p=1
(Vip)Y=0
E Sasakienne g E Kenmotsu g

(V) —g(x.1)c-n(1)X] (V@)Y = gloX 1)z —n(N)eX

Relations entre les structures metrique presque de contact

Construction d’un exemple & 2-paramétres

Exemple 3.4.5. Construction d’un exemple de dimension 3
Soit {x,y, z} les coordonnés cartésiennes sur R® posons

P47 0 -7
9= 0  p 0
—T 0 1

telle que p et T des fonction sur R3.
On définie une structure presque de contact (¢,&,n) sur R® par

0 -1 0 0
Y= 1 0 0 ) 5 = 0 ’ n = (_Tv 07 ]-)
0 —7 0 1

(R3,p,€,m,9) est une variété mélrique presque de contact.
La 1-forme n et la 2-forme fondamentale ® sont donnée par,

n=dz—1dx and d = —2p%dx A dy,
et par conséquent

dn = mdr Ndy+ m3dr ANdz
dd = —4pspdx Ndy N dz
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tel que p; = 86_:2 and T; = 88;.

k2
Les composantes du tenseur N peut s’écrire sous la forme,

Ni; = r(Ongl — 0501,) — £ (Onph — Okh) + mi(0;€7) — 1 (OE")
— 0 Vi jk

c.a.d. la structure métrique presque de contact ©,&,n,q) est normale pour toutes f et h des
fonctions sur R3.
Done, (R3,¢,&,n,9) est une variété
(1) Trans-Sasakienne si py = py =73 =0, p3 = Sp et 7o = —20p°
(2) Sasakienne si p3 =0, 75 = —2p* et 13 = 0,
(3) Cosymplectique si p3 =0, 79 =0, et 73 =0,
(4) Kenmotsu si ps =p, 2 =0 et 73 = 0.
De plus, on peut donner des structures non-triviales sur M par exemple :
(1) p=e*, 7=2°> -2y, a=2c¢et f=c %,
2) p=c¥, T=e,
(3) p=2xy, T =13,
(4) p=c¢€* et T =x.

3.5 Structures 3-presque de contact

Définition 3.5.1. Soient (p;, &, mi)3, trois structures presque de contact . On dit que (p;, &, mi)3_,
est une 3-structures presque de contact [37], si pour toute permutation cyclique (i,7,k) de
(1,2,3), les conditions suivantes sont remplies :

(&) = (&) = 0;

F il = —0i&i = & (3.7)
L0 =M ®&G = —pjop+ 1 Q& = @k; '
P11 O Yy = =1 0 Y = T.

1
2
3
4

Py
S N N

Il est bien connu (voir [37]) que la dimension d’une variété munie de 3-structures presque
de contact est 4n + 3 pour un entier naturel n. Une métrique Riemannienne ¢ est dite associé
a la 3-structures si elle satisfait

90X, 0Y) = g(X,)Y) —ni(X)mi(Y), avec 1=1,2,3 (3.8)

pour tous champs de vecteurs X,Y sur M.

Dans une telle variété M avec 3-structures presque de contact il existe toujours une mé-
trique Riemannienne g satisfaisant (?7), et (s, &, 1:)3-, est appelée une 3-structures métrique
presque de contact. Dans ce cas (M, g, (vi, &, m)le) est dite variété métrique a 3-structures
presque de contact.

Définition 3.5.2. Une variété métrique a 3-structures presque de contact (M, g, (i, &, 771‘)?:1)
est dite variété 3-structures Sasakienne ( ou variété 3-Sasakiennes ) si chacune de trois struc-
tures (i, &, mi)3_, soit Sasakienne.
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Théoréme 3.5.1. (/11], p 294)
St (M, 9, (i, &, 772-)?:1) est une variété 3-structures Sasakienne alors, &1, &, &3 sont des champs
de vecteurs orthonormés, satisfaisant

pour toute permutation cyclique (i,7,k) de (1,2,3).

Remarque 3.5.1. ([11], p 294)
Toute variété 3- Sasakiennes est Finsteinienne avec courbure scalaire positive.

3.6 Structure métrique presque de contact presque her-
mitienne

Définition 3.6.1. Soient (M4m+2, g, J, (@i, &, 771-)22:1) une variété presque hermitienne munie
de deux structures presque de contact. On dit qu’elle est une variété métrique presque de
contact presque hermitienne si on a :

19(@iX,Y) = —g(X, ¢;Y);

CJ&G =8, J& =&

CerX = =X 4+ (X)& 4 m2(X)s;

tp1(JX) = =T X = 0o X

tpe(JX) = —Jpa X = —;1 X

tpa(p1X) = —p1(paX) = JX + mi(X)& — na(X)&r.

(

1
2

w

(3.9)

(S

AN AN AN AN AN
(@) A~
— N N N N N

Comme dans le cas des variétés métriques presque de contact et des variétés presque
hermitiennes, localement, les formes fondamentales sont définies par les formules suivantes

¢z(X7Y) :g(X,ngY), pour L= 172

et
QX,Y) = g(X, JY).

pour tous champs de vecteurs X,Y sur M.

La dimension de ce type de variété est 4m + 2. Pour la nomenclature, nous indiquons le nom
de la structure métrique presque de contact suivi du nom de la structure presque hermitienne.
Par exemple, une variété Sasakienne-kihlérienne c’est une variété kihlérienne équipé de deux
structures Sasakienne.

Il est bien connu que l’espace complexe projectif Pa,,11(€) est un exemple d’une variété meé-
trique presque de contact presque hermitienne. il posséde une structure kidhlérienne et deux
structures Sasakienne. Pour cette raison, il est appelé une variété Sasaki-kéhler.
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Résultats

Pour étudier les variétés a courbure négative, Bishop et O’Neill ont introduit la notion
de produit tordu comme étant une généralisation du produit de variétés Riemanniennes [7] .
En 1985, en utilisant le produit tordu, Oubina a montré qu’il y a une correspondance ( one-
to-one ) entre les structures Sasakiennes et les structures Kéhlériennes|44].
Récemment, en se basant sur les travaux de Tanno [52] (la déformation homothétique sur les
variété métrique de contact). Blair [13] a introduit la notion du produit tordu D-homothétique.
Il ’a utilisé pour montrer par une autre technique qu’il existe une correspondance entre la
structures Sasakienne et la structures Kéahlérienne.

Dans ce chapitre qui est la partie originale de ce travail, nous avons traité notre objectis
selon deux direction, dans la premiére nous généralisons le produit tordu D-homothétique et
nous montrons que le produit tordu et le produit tordu D-homothétique sont des cas parti-
culiers.

Aprés avoir défini notre métrique bi-tordu D-homothétique et déterminé ses propriétés
géométrique ainsi que la métrique bi-tordu D-homothétique doublée, nous prouvons I'impor-
tance de cette derniére en traitant les points suivants :

(1) Etude sur les sous variétés de la variété produit bi-tordu D-homothétique.

(2) Construction d’une famille de structures K#hlérienne & 1-paramétre a partir d’une

seule structure Sasakienne, ce qui élimine la correspondance d’Oubina et de Blair.

(3) Construction d’une famille de structures conformément Kéhlérienne & 1-paramétre, a

partir d’une seule structure cosymplectique ou de Kenmotsu.

(4) Etude géométrique de la famille Kihlérienne engendrée par une seule structure Sasa-

kienne.

(5) Construction d’une famille de structures de Kenmotsu a 1-paramétre a partir d’une

seule structure Sasakienne.

(6) Construction d’une structure Kihlérienne qauternionique a partir d’une 3-structures

Sasakiennes.

(7) Construction d’une structure Kdhlérienne généralisée a partir d’une structure bi-

hermitienne.

(8) Etude sur les sous variétés de la variété produit bi-tordu D-homothétique doublée.

(9) Le Produit bi-tordu D-homothétique doublé et le probléme de Blair-Oubina.

Dans la deuxiéme direction nous donnons une réponse positive pour une question ouverte de
Tshikuna-MATAMBA [56] concernant le produit de deux variété métrique presque de contact
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presque hermitienne.

4.1 Produit bi-tordu D-homothétique

Dans cette partie, nous donnons la définition de la métrique bi-tordu D-homothétique
sur la variété produit M = M’ x M avec la connexion de Levi-Civita associée. Ensuite nous
traitons quelques propriétés géométriques.

4.1.1 Définitions et Propriétés

La notion de la déformation D-homothétique ou déformation 2n-homothétique sur une
variété métrique de contact (M?*"T! o, €, n,g) a été introduite par Tanno [52] ot D est la
distribution définie par n = 0. Pour une structure métrique de contact (¢,&,n,g) et une
constante positive a la structure

P=¢, 7n=an, EZE& g=ag+ala—1)nemn,

est aussi une structure métrique de contact.
L’idée fonctionne aussi bien pour les structures métrique presque de contact. Pour une
structure métrique presque de contact, la déformation

_ _ - 1 _
P=w, M=, E=1§ g=a’g+ B n@n,

est aussi une structure métrique presque de contact si \> = o>+ 3? (condition de compatibilité)
ol «, 3 et A sont des constantes non nulles.
Posons o? = a? et 32 = a?(b? — 1) o A = ab, nous obtenons la déformation

_ _ = 1 _
=g, TM=aby, {=—&  G=agta’(t’—1nen
ce qui nous permet de poser la définition suivante :

Définition 4.1.1. Soient (M'™,g') une variété Riemannienne et (M*"*1 p,€,n,g) une va-
riété métrique presque de contact. La métrique bi-tordu D-homothétique sur M = M’ x M
est définie par

g=9g +fg+ (W =nen.
ot [ et h sont deuz fonctions différentiables sur M’ vérifiant fh # 0 partout.
De plus, le couple (M, g) s’appelle variété Riemannienne produit bi-tordu D-homothétique.

En particulier, si h = 41 alors on a une métrique produit tordu et si h = £ f nous obte-
nons une métrique produit tordu D-homothétique [13] .
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Remarque 4.1.1.

(*) : La matrice associée a g est

(i) 0
0 fga) + f2(h* = L)name
c.a.d
Ios sia,B€{l,....,m};
(g)aﬁz f2gaﬁ+f2(h2_1)77a776> st &,ﬁE{m+1,...,m+2n+1};
0, sinon.

(*) : La métrique inverse est donnée par

g;_ﬁl, sia,Be{l,..m};
(G )us = 005 + P @& sia,fe{mF 1 om+2n+1} et B2 # 1
g Jab = #g;&, sia,Be{m+1,...m+2n+1};et h* =1
0, SINOMN.

Utilisant la formule de Koszul pour la connexion de Levi-Civita de la métrique Rieman-
nienne, nous pouvons obtenir la proposition suivante :

Proposition 4.1.1. Soient V',V et V les connexions Riemannienne associées & ¢', g, et §
respectivement. Pour tous X', Y' Z' champs de vecteurs sur M’ indépendants de M et de
méme pour X,Y,Z champs de vecteurs sur M, en particulier [ X', Y'] est tangent a M’,
[X,Y] est tangent a M et [X',Y]=0. On a

VxY' =V, Y,
VxY =VyX = X'(Inf)Y + X'(Inh)n(Y)E,,
GVXY, Z') = =fZ(£g(X,Y) = f (2 = )Z'(f) + FRZ'(h) )n(X)n(Y),

2(VxY, Z) = 23(VxY, Z) + f(h = 1)((9(Vx&Y) + (Vv € X))n(2)
+2dn(X, Z)n(Y) + 2d0(Y, Z)(X)).

Preuve . En utilisant la formule de Koszul,

1. Pour tous X', Y', Z' € X(M')on a
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200Vx Y Z") = XgY',Z)+Y'§(Z,X")~ 75X, Y

pour tout Z" € X(M").
de méme on a

+g(2, XY +g(Y', 12, X)) — §(X',[Y", 21)
— X/gl(yl7 Z/) + Y’g,(Z/,X/) . Z/g/(X/,Y/)

+gl(Zl, [X/,YI]) +g/(Y/, [Z/,X/]) - g/(X/, [Y/,Z/])
= 29/ (Vi Y', Z'),

G(VxY'.Z)=0

pour tout Z € X(M), d’ou

2.

2§(VxY,Z) =

VxV' = VY

26(Vy X', Z)

X'g(Y, 7)

X'(fP9(Y,Z) + f2(B* = 1)n(Y )n(2))

2fX'(f)(9(Y, Z) + (h* = 1)n(Y)n(Z)) + 2hf2 X" (h)n(Y )n(Z)
2 X5y 2y + a2 Wy yn(2)

f
2—X/]Ef)g(y, Z) +2X;§h)n

2§<X/;f)Y + X;(Lh)n(Y)ng, Z)

et puisque §(Vx/Y, Z') = 0, alors

3. On sait que

on obtient

VYV =VyX' =

V(X' Z) =0 §(Vy X', Z) = —§(VyZ,X')

9(VvZ,X") = —§(VxY,Z)
= —IX'(Ng(Y.2)+ f((h* = DX'(F) = FhX' () ) (Y )n(Z).
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4.
20(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yq(Z, X) Z§(X,Y)
+9(2,[X.Y]) +3(V, [2. X]) - §(X. [V, Z])
= [A(Xg(Y,2)+Yy(Z, X) Zg(X,Y)
+9(Z,[X.Y]) +9(Y,[Z X]) — g(X. [V, Z])

(= 1) (X<n<Y>n<Z>) Y ((Z)n(X)) = Z(n(X)n(¥))
F(Z)(X V) + ()02, X)) = n(Xm(Y. 2)

sachons que

dn(X,Y) = Xn(Y) = Yn(X) = (X, Y]) et g(Vx&,Y) = Xn(Y) —n(VxY)
alors,
2(VxY, 2) = 25(VxY,Z) + [0 =1)((9(Vx&Y) +g(Vyé X))n(2)
+2d0(X, Z)(Y) + 2dn(Y, Z)n(X)),
ce qui achéve la démonstration. ]

Maintenant, on va étudier quelques propriétés géométriques concernant cette métrique.

Soient o et ¢ les 2-formes fondamentales de {z(} x M et M’ x M repectivement avec
xy € M'. Nous avons alors le Théoréme suivant :

Théoréme 4.1.1. Pour une variété métrique presque de contact (M2 o € n,g) et une
métrique bi-tordu D-homothétique sur M = M' x M on a

1. Pour tout xg € M, M’ x {xo} est une sous variété totalement géodésique.

2. Si grad' (h — f) = 0 alors pour tout xj, € M', {x(} x M est une sous variété quasi-
ombilicale et sa 2-forme fondamentale est

o(X,¥) = 5 (9(X,Y) + (% + fh— D(X)n(Y) ) grad

3. La courbure moyenne de M dans M’ x M est donnée par

B L/ (2n + h?) f2
= —grad ( 2(2n + 1) >

4. Pour tout xy € M', la sous variété connexe {x(} x M est minimale si et seulement si

hQZF—Qn
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ot ¢ > 0 et dans ce cas {x(} x M est quasi-ombilicale et sa 2-forme fondamentale est

o(X,Y) = % (g(X, Y)— (2n+ 1)77(X)n(Y))gmd’f2.

5..8i dn(§, X) = 0 pour tout champ de vecteurs X sur M ( c.a.d. les courbes intégrales de
¢ sont des géodésiques ). Alors, le champ de vecteurs de Reeb £ est g-Killing si et seulement
st 1l est g-Killing.

Preuve . Rappelons que toute sous-variété N de M est une sous variété quasi-ombilicale
si la 2-forme fondamentale w de N a la forme suivante

w(X,Y) = ag(X,Y)p" + Bn(X)n(Y)p'

oll a, 8 sont deux scalaires, X,Y deux champs de vecteurs sur N et p’ un champ de vecteurs
normal a N.

— Si a =0 on dit que N est cylindrique.

— Si f =0 on dit que N est ombilicale.

— Sia=p=0on dit que N est géodésique.

1. soit o’ la 2-forme fondamentale de M’. Puisque nous avons VY’ = "Y' alors,

o =VxY — VY =0.
2. Soit ¢ la 2-forme fondamentale de M, nous avons
§(VxY.2') = =fZ(Ng(X.Y) = f((h* = DZ'(f) + [hZ'(R) )n(X)n(Y)
= —19 (90X, Y)grad'f + F((h* = V)grad f + fh grad )n(X)n(Y), '),
puisque g(VXY, Z’) =0 et sachons que 0 = VyY — VY donc
o(X,Y) = %g(X, Y)grad f* + %((hQ — Vgrad f* + f* grad' W*)n(X)n(Y)...(x)
Si grad’h = grad' f alors, on obtient
o(X,Y) =—f(g(X,Y) + (h* + fh — Dn(X)n(Y))grad'f.

3. Sachant que la courbure moyenne de M est donnée par

1 2n—+1
= t = iy C1
M=o qimee 2n+1§0(6 ¢i)

ol {e; }i=12n+1 €st une base orthonormée sur M alors,
i=2n+1

1

1=
i=2n-+1
f (2

- o+ Z (<2" + Dgrad' f + ((h* — 1)grad' f + fh gmd’h))

= —grad'(%).
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4. La sous variété {z(} x M est minimale veut dire que la courbure moyenne H est nulle,
ce qui donne en utilisant le résultat (3),

hQZ%—2n.

Remplacons maintenant grad' h? = —gagrad’ f? dans (*) nous trouvons

o(X,Y) = 5 (9(X,Y) = 20+ y(X)n(Y) ) grad f*.

N | —

5. Pour tous X = X'+ X et Y = Y’ +Y deux champs de vecteurs sur M on a
est §— Killing < §(Vg&Y) +g(Vyé, X) =0,
alors
J(VEY) +3(Ve€ X) = §(Varx& Y +Y) +§(Vyr§, X'+ X)
+9(Vy&, X) + §(Vy& X') + §(Vy &, X)...(x%)

supposons dn(§, X) =0, c.ad. &n(X) = n(VgX) alors, on peut facilement vérifier les asser-
tions suivantes :

g L.,
g(VX/g,Y) - QX (f2h2)77(y)7
~ e ! 1 !
g(vaa Y ) = _§Y (f2h2)77(X>7
I(VxEY) = (V& Y) + fA(h? = 1)dn(X,Y).
Nous remplagons cette equation dans (#*) nous obtenons

G(VEY)+3(Ve&, X) = §(Vx&Y) +3(Vyé, X)
= fQ(g(vX&Y) + g(Vyf,X)),

ce qui achéve la démonstration. [

4.2 Applications sur le produit bi-tordu D-homothétique

4.2.1 Géomeétrie des structures

Pour notre premiére application de la métrique bi-tordu D-homothétique nous considérons
le cas ot M" =1 C R un intervalle ouvert et (M?*"*', ¢, & 7, g) une variété métrique presque
de contact. On défini sur le produit M =1 x M la métrique g par,

g=dt*+ fPg+ f*(h* = non. (4.1)
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Les champs de vecteurs sur I x M?"*! sont donnés par (ad;, X) ott X est un champs de
vecteurs sur M?"*1 ¢ la coordonnée de I ( avec 0; = %) et f, h deux fonctions sur I telle que
fh # 0 partout.

Sous ces conditions, en utilisant la proposition (4.1.1) on peut obtenir la proposition suivante :

Proposition 4.2.1. Soit (M2 0 € n, g) une variété métrique presque de contact. Soit
V et V les connexions Riemanniennes de g et g respectivement. Pour tous X,Y,Z champs
de vecteurs sur M indépendants de I, on a

f/ h/

Vo, X =Vx0, = ?X + EU(X)@

G(VxY,0,) = —ff9(eX,0Y) — fR(fh)n(X)n(Y),

HTxY,2) = GV, 2) + L0 = 1) (56T V) + 9936 X))u(2)

(X, Z)n(Y) + dn(Y, Z)n(X) ).

Structure presque complexe sur I x M?"+!

Soit (M ¢ &1, g) une variété métrique presque de contact. On définit sur I'espace
tangent de I x M?"*! I'application J par :

=~ 0 0
T X) = (fin(X) 5 . oX - fha) (4.2)
ot fh # 0 partout et X un champ de vecteurs sur M.

Proposition 4.2.2. La structure (§,.J) définie par (4.1) et (4.2) est une structure presque
hermaitienne.

Preuve . Pour que la structure (g, J ) soit presque hermitienne il faut et il suffit que
PX =X et §JX,JV) = (X, V),

avec X = (adt,X) et Y = (adt,Y) deux champs de vecteurs sur I x M ce qui est simple a

vérifier. 3 ]
D’autre part, la 2-forme fondamentale Q de (J,§) est
/0 8 = 0
O(ag %) 05 1)) =3( (03 X).T037)),

nous pouvons vérifier facilement que
Q= f(2h dt An+ fD), (4.3)
ou ® est la 2-forme fondamentale de M. Nous avons immeédiatement,

dQ = f(=2h dt Adn+ 2f'dt A + fdD). (4.4)
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Pour les cas particuliers, nous avons le suivant :

(1) : métrique de contact : dS = =2f(h— [)dt N D,
(2) : presque cosymplectique : dQd = 2f f'dt \ P, (4.5)
(3) : presque de Kenmotsu : dQ = 2f(f'dt + fn) N ®

Nous remarquons que ) est fermée dans le cas d’une métrique de contact si et seulement
si h = f’ et dans le cas presque cosymplectique si et seulement si f est constante. Dans le cas
de Kenmotsu la 2 forme ) ne peut pas étre fermée, elle oblige f d’étre nulle.

Maintenant, posons h = f’, la structure (g, J) (voir (4.1), (4.2)) devient :

g=dr*+ fg+ f*(f* = nen, (4.6)
-9 , o
Tage:X) = (£ 5, X = 556). (47)

ou ff" # 0 sur M partout, et X un champ de vecteurs de M.

On note Nj le tenseur de Nijenhuis de la structure presque complexe J. Alors, de (4.7)
on a

N5((0,),(0.¥)) = (FFNPCCY) 2 NO(LY)),

0 0o 1
N( 0 ()X) (N<4>X N<3>X).
(5::0). (0, ) (X) 5 N0
pour tous champs de vecteurs X, Y de M. Désignons par Né ),Né ),N(S) et N ) Tes
champs de tenseur sur M donnés respectivement par

NO(X,Y) = [p,¢l(X,Y) + 2dn(X, Y)E,

N = (Lox) (V) = (Lo ) (X
NPI(X) = (Lm(X),
NEX) = (Len)(X).

o)

Proposition 4.2.3. [11] Pour une variété presque de contact M = (M, p,&,n) la disparition

1)

du champ de tenseur Né implique la disparition des champs de tenseurs NS), NS) est Ng(f).

A partir de la proposition ci-dessus, on voit qu’'une variété métrique presque de contact
M = (M, p,&,n) est normale si et seulement si NS) s’annule partout sur M ( [11], p.81).

Par conséquent, résumant les arguments ci-dessus, nous obtenons le théoréme principal
suivant :

Théoréme 4.2.1.
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1. La structure métrique presque de contact sur M est une structure métrique de contact
si et seulement si la structure presque hermitienne (g, J) est presque Kdilérienne pour
toute fonction f sur R telle que ff' # 0. De plus, la structure sur M est Sasakienne

si et seulement si la structure (g, J) sur M est Kdihlérienne.

2. La structure métrique presque de contact sur M est presque cosymplectique si et seule-
ment si la structure presque hermitienne (§,.J) satisfait dQ = 2f f'(dt A ®) dans ce cas
la structure est conformément presque Kahlérienne. De plus, la structure sur M est
cosymplectique si et seulement si la structure (g, j) sur M est conformément Kihlé-
rienne.

3. La structure métrique presque de contact sur M est presque Kenmotsu si et seulement
si la structure presque hermitienne (§,J) satisfait dQ = 2f(f'dt + fn) A ® dans ce
cas la structure est conformément presque Kahlérienne si et seulement si m est exacte.
De plus, si la structure sur M est de Kenmotsu alors la structure (g, j) sur M est
conformément Kdhlérienne si et seulement si n est exacte et aussi, st 1 = —df pour
certain B € C=(M) alors 2P0 G sera une métrique Kihlérienne sur M.

Preuve . Pour la nécessité, elle est directe en utilisant (4.5) et appliquant les définitions
de ces structures (3.4.14).
Pour la suffisance, nous observons d’abord que 1’équation (4.4) quand h = f’ donne
(1) :
0

AQ((5:0). (0. %), (0.Y) ) = 2£ £/ (® — dn) (X, Y). (4.8)

Si dQ = 0, alors de 'équation (4.8) on tire & = dn et on obtient une structure métrique de
contact.

Donc, si M est Sasakienne alors la structure (g, J) est Kdhlérienne.

(2) : Si dQ = 2f f/(dt A ®) alors, I'équation (4.8) donne dn = 0 et appliquons d sur dQ =
2f f'(dt A @) nous obtenons d® = 0 et donc nous avons une structure presque cosymplectique
sur M.

Maintenant, considérons la métrique g = #g, elle est presque hermitienne par rapport a J

et sa 2-forme fondamentale Q = f%fl Alors

_ —2f .1 .
Q= g dt A+ )
_Qf/ / 1 ! !
= f3ﬁAf@fﬁAn+ﬁm+?@QfﬁAmﬁafﬁA®+ﬂ@)
pr— 07

ce qui donne une structure presque confomément Kéhlérienne.

~(3):Si dQ = 2f(f'dt + fn) A ® alors, Péquation (4.8) donne dn = 0 et appliquons d sur
dQ = 2f(f'dt + fn) A ® nous obtenons

(f'dt + fn) Nd® =2f'dt An A D,
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ce qui donne d® = 2n A @, et donc une structure presque de Kenmotsu sur M.

Utilisons (4.3) et la définition d’une structure de Kenmotsu ( Voir chapitre 4) avec h = f’
NOUS Iecevons

dQ = 2(d(ln |f]) +n) A Q. (4.9)

A partir de la définition (3.1.9), il est évident que M est conformément Kihlérienne si et
seulement si 7 est exacte.

Maintenant, considérons la métrique § = e2@~1/Dg avec B € C°(M). cette métrique est
hermitienne est la 2-forme fondamentale Q) = 2(B=IfD(). Alors, par un simple calcul et en
utilisant I’équation (4.9) et n = —df8 nous obtenons dQ) = 0 et cela achéve la démonstration.
]

Cas particuliers :

— Pour f =1t , ol t > 0 on obtient le cone de Kahler c.a.d

=~ 0 0 a
=2 2 _ _ ¢
g=dt*+1t°g et J(a8t7X) <tn(X)at, X t§>

— Pour f = ¢, on obtient le produit tordu D-homothetique [13] c.a.d

0 0
Gg=dt* +efg (e —1)nen et J(aa,X) — <e2t77(X)a , X — ae_2t§>.
— Pour f = V2t ot t > 0 on obtient la structure

~ 0 0 a
~ 2 _ _ _ _
g=d?+2tg+ (120 et Jlag, X)= ( M(X) 5, pX 25).

Exemple 4.2.1. Pour cet exemple, nous nous appuyons sur l'exemple de Blair ([10], p 81).
Nous savons que R*"™! quec les coordonnées (x%,y', z), i = 1..n, admel une structure Sasa-
kienne

L Sty 0 =y 0 d; 0
g = 1 04 oij 0 ; =\ —d 0' 0],
—y? 0 1 0 v 0
0 1 Qg
£ = 2(&>, n:§(dz—yda:).

Ainsi, en utilisant cette structure, nous pouvons définir une famille des structures Kdhlerienne
J J
(J,g) sur R*"*2 comme suit :

1 0 0 0
G= 0 3205+ fPy'y)) 0 =121
0 0 % f2 0
0 _%fo&yy 0 ifo/z
0 =3 ff 0 Hff
I 0 0 5; 0
| o —6; 0 0
—305}7 0 v o0
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Exemple 4.2.2. Reprenons l'ezemple (3.4.3), on a (R3, 0, £, 1, g) une variété métrique presque
de contact définie par

pPP+7r 0 -7 0 -1 0 0
g= 0 P 0|, =1 0 0], €=(0], n=(-101).
—T 0 1 0 —7 0 1

ot p et T sont des fonctions sur E3.

Nous avons les cas suivant :
(1) Sasaki si p3 =0, 7o = —2p? et 3 =0,
(2) Cosymplectique si p3 =0, 72 =0, est 3 =0,
(3) Kenmotsu si p3 = p, 2 =0 est 73 =0,
avec p; = g—:fi and T; = g—;. Utilisons (4.6) et (4.7) nous obtenons

1 0 0 0 0 —7ff 0 ff
I VI 07 o IR VI o o F_ 0 0 -1 0
9= o 0 220 R O 1 o0 o |-
2 £12 2 fr2 _ 1 _
0 —7f2f 0 for 77 0 T 0

Alors, (J,§) est une :
(1) Structure Kihlerienne si ps =0, 79 = —2p* et 73 = 0,
(2) Structure conformément Kdihlérienne si , p3 =0, 7 =0 et 73 = 0.
(3) Structure conformément Kihlérienne si ps =p, 79 =0 et 73 = 0.

4.2.2 Etude géométrique d’une nouvelle famille Kihlérienne

Rappelons que nous avons pu construire dans la sections précédente, une famille Kéhleé-
rienne a l-paramétre (M?"*2 g, J) a partir d’une seule variété Sasakienne (M2 ¢ & 1, g)
en utilisant la structure suivante :

g=dr*+ fPg+ A (f* - nen,

~ 0 , 0 a
Tagy X)= (1105 X = £56).

( voir théoréme 4.2.1 ).
En utilisant la propostion (4.2.1) avec h = f’, on peut obtenir le suivant :

Proposition 4.2.4. Soit (M*" ¢, £, n,g) une variété Sasakienne. Soit V et V les connezions
Riemanniennes de g el g respectivement. Pour tous X,Y,Z champs de vecteurs sur M indé-
pendants de I, on a

ToX — Ty — f7x + %nms,

VxY = VxY +(1— ) (n(X)eY +n(Y)pX)
— 7 (9le X 0Y) + (FF)n(X)n(Y)) O
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Puis un calcul direct en utilisant la formule (1.3.1) donne le suivant.

Proposition 4.2.5.

RO, X)0t = fTHX + (2’%” + %) (X)e,
ROUX)Y = —EglX oY) = £ (@n00Y +0(Y)eX)

— ff'g(eX, oY )ot — fFBF "+ fFm(X)n(Y)o,
R(X,Y)ot = QJ‘f,llg(X, PY)E+ 1 (n(X)pY —n(Y)pX),

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z—(XAY)Z
+ (1-f ( 2XA902Y+wXAwY+29(X,wY)w)Z

)
— fIPPMZ2) X A= F(XAY)Z)E
+ PPM(XAY)eZ —29(X,0Y)Z)0t,

ot R (resp. R) est le tenseur de courbure de § (resp. g) et X ANY)Z = g(Y, Z)X — g(X, Z)Y.

Supposons que M (c) est un espace de forme Sasakienne ( Sasakian space form ) et M(C)
est un espace de forme complexe ( K#hlerian space forms ). Utilisons (3.5),(3.1.7) et la pro-
position (4.2.5), nous obtenons :

{ §/2_ Cfo c+3 (4‘10)

La solution f(t) du system ODE (4.10) est de la forme :
— Cas1.C =0, f(t)==+5Vc+3, c> -3

— Cas 2. C < O, f(t) = C+C§ Sln( \/__C’>7 c>—3
— Cas 3. C >0, ft) = e, ((C+ 3)eF2 Le-1)vC _ ei%(t—l)ﬁ)

Nous pouvons maintenant déclarer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.2. Soit M(c) un espace de forme Sasakienne et f une fonction sur R qui
satsfait le systéme ODE (4.10), donc on a :
— Cas 1. R* x M est une variété Kihlerienne plat pour f(t) = £:v/c+3 ot ¢ > —3.
— Cas 2. 1x M est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomorphique

C <0 pour f(t) =/ sin({v/=C) otic> -3 et =R - {As/m e Z}.

— Cas 3. R x M est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomor-
phique C' > 0 pour f(t) = Q\f((c-i‘ 3)eT3(t-DVC _ oE3(t- 1)\FC>'

Preuve . En utilisant les formules (3.5), (3.1.7) et la proposition (4.2.5) la preuve est
directe. ]

Exemple 4.2.3. Soit (S ¢, &1, g) une (2n + 1)-dimensionnelle sphére d’unité munie de
la structure Sasakienne canonique (p,&,n,qg) a courbure sectionnelle constante ¢ = 1 ( voir
exemple 3.4.1). On peut facilement vérifier que :
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— Cas 1. R* x S est une variété Kihlerienne plat pour f(t) = +t,

— Cas 2. 1 x S?"*1 est un espace de forme complewe avec courbure sectionnelle holomor-
phique C' < 0 pour f(t) = \/%sin(%\/—C) et =R — {%/m €L},

— Cas 3. Rx S* 1 un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomorphique
C > 0 pour f(t) = %(46:F%(t_1)f _ ER- 1>f>

Ensuite, compte tenu de la déformation D-homothétique de la structure

1
n = an, 5’255, ¢ = o, g =ag+ala—1)nemn, o € RT.

Nous pouvons obtenir un espace de forme Sasakienne (ST ¢'. &' 0/, ¢') de courbure section-
nelle constante ¢ = 2 —3 ([11], p 99).
Dans ce cas, nous avons
— Cas 1. R* x S2"! est une variété Kihlerienne plate pour f(t) = j:\tf,
— Cas 2. Tx S?"! est un espace de forme complexe avec courbure sectionnelle holomor-
phique C < 0 pour f(t) = \/faT sin(3v/—-C) et I=R — {%/m WA

— Cas 3. Rx SZ"* est un espace de forme compleze avec courbure sectionnelle holomor-
phique C' > 0 pour f(t) = ( (FAE-DVE _ Lt 1)@)_

2\F

Maintenant, nous procédons aux considérations suivantes. Soit e;, © = 1..n un champ de
vecteur d’'unité local dans le sous-fibré sur M. Alors, nous avons la base orthonormée locale
{ei, pe;, £} sur M. Donnons une base orthonormée pour la métrique (4.6) par

1 ~ 1 ~ 1

EO = at’ El = ?eh JEZ = ?QOGZ‘, JEO = _ff/

Utilisons la formule (1.3.4) et la proposition (4.2.5) on peut avoir

.

Proposition 4.2.6. Les composantes non-nulles du tenseur de Ricci sont

S(0t,0t) — - f/<(2n+3) i+ ff'”)
S(LY) = S(XY) = 2ng(X,Y) + ((Bn+ 1)(1 = [2) = 2/") 90X, 4Y)
= 1 (CnE BT+ L nXOn(Y),
ot S et S sont les tenseurs de Ricci de (M, §) et (M, g) respectivement.

Ainsi, a partir de (4.6) et la proposition (4.2.6), on voit que (M, §) est Einsteinnienne si
et seulement si il existe une constante \ satisfaisant les conditions suivantes :

/\g(at, at) = _f]f’ <(2n + 3)f/f” 4 ff/,/),

= (@) L) (Om(Y).
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Nous voyons que les conditions ci-dessus peuvent étre réécrites comme suit,
= (@34 f1m). (4.11)
S(X,Y) = (Af2 +on— (Bn+1)(1— ) - 2ff”)>g(X, Y) (4.12)
(A (B D= 12) =20 87) ) n(XOm(Y).
A premiére vue, nous remarquons que toute fonction f qui satisfait

f"=kf,  keR, (4.13)
est une solution de I'équation différentielle (4.11), dans ce cas ’équation (4.11) donne
A= —2k(n+2).
Remplacons A dans (4.12) nous obtenons
S(X,Y) = <2n —k(n+ 1) — Bn+1)(1 - f’2))g(X, Y)
+ (26 1S+ B (= 1)) n(XOn(Y).

notons que S(X, &) = 2nn(X). Supposons maintenant que M est une variété n-Einstein c.a.d.
g satisfait S = ag + bn ® n alors,

(a — o+ 2k(n+ 1)+ (Bn + 1)(1 — f’2))g(X, Y)
+ (b —2%(n+1)f— (Bn+1)(1— f’2)>77(X)77(Y) — 0.

Pour X =Y = & on peut voir que a + b = 2n et pour tous X,Y € X(M) nous obtenons
I’équation différentielle ordinaire suivante

b—2k(n+1)f*— (3n+1)(1 - f?) =0, (4.14)

avec la condition ff’ # 0 sur M partout.
Posons p = 1 — 2~ et ¢ = 22D 3 partir duquel (4.14) se réduire a :

3n+1 3n+1 ?
2 =p+af*

Nous pouvons, & une motion de paramétre ¢, avoir une solution f(t) du OED (4.14) de la
forme :

— Cas 1. ¢ =0, f(t) = £t/p, p>0
— Cas 2. ¢ <0, f(t) = £,/ L sin(ty/=q), p>0
— (Cas 3. ¢ >0, f(t) L(eﬂ\/a —p e:Ft\/Ef).

24

Théoréme 4.2.3. Soient (M*"* o, £ n,g) une variété n-Einstein et f une function sur R,
satisfait ’ODE (4.14). Alors, on a
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(1) Si f(t) = £t\/p avec p > 0, alors le produit R* x M avec la métrique (4.6) est Ricci
plat.

(2) Si f(t) = £, /L. sin(—t\/=q) avec p > 0, alors le produit Iy x M avec la métrique
(4.6) est une variété Kihler-Einstein pour X = —2k(n +

2), o k est une constante
négative et I; = R — {—

(3) Si f(t) = 2;( g eqttf), alors le produit Iy x M avec la métrique (4.6) est

une variété Kahler-Finstein pour X = —2k(n + 2), ot k est une constante positive et
IL,=R— {21 In|pl}.

Maintenant, nous supposons que M est un espace de forme Sasakienne et utilisons la
formule (3.6) c.a.d. remplacons b = —%(n+1)(c — 1) dans le théoréme (4.2.3) nous obtenons,

Proposition 4.2.7. Soit (M*"*1(c), 0,&,n,9) un espace de forme Sasakienne.

(1°) Si f(t)=t %%M, alors le produit R* x M avec la métrique (4.6) est Ricci plat.

(2°) Si f(t) = 2F (c+52::;c+1) sin ( —t —w>, alors le produit

3n+1

I, X M avec la métrique (4.6) est une variété Kahler-Finstein pour A = —2k(n + 2),
ot k est une constante negative.

k(n+1)
(3°) f(t) = %sinh (t\/ 2§:++11 ) \/ 37;11 \/T alors le produit Iy x M

avec la métrique (4.6) est une variété Kahler Finstein pour A = —2k(n + 2), ot k est
une constante positive.

Exemple 4.2.4. (1) : La variélé Sasakienne (R*"*1 . €. n,g) définie dans ezemple (4.2.1)

est un espace de forme Sasakienne avec ¢ = —3. Donc, nous pouvons affirmer que
— (R* x R?"1 ] g) est une variété Ricci plate avec

In—1
n

— (]h x R27+1 T, §> est une variété Kdhler-Einstein avec

1 n—1 . 2k(n+ 1)
t) = — -
/) v —2k n—l—lsm( 3n+1

— <]12 x R2H1 T, g}) est une variété Kihler-Einstein avec

n+1 | 2k(n+1) 1 n+1 _, /2koeD
)= /-T2 Ginh (¢ Ny Vs d k>0
/() e+ 1) ( 3n + 1 >+m 3+ 1° o

(2) : Dans Uexemple (4.2.8) nous avons vu que (S, @', & 0/, ¢') est un espace de forme
Sasakienne avec ¢ = % —3 et a > 0. Nous pouvons donc affirmer que

— (R* x S?"*1, ], §) est une variété Ricci plate avec

f(t) :t\/l _ 2(n+1)<04— 1) 2(”—!—1)

< ———andn > 1.
a(3n+1) “ n—1 en

), n>1 and k<O0.
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— <]11 x SZn+l J, §> est une variété Kahler-Einstein avec

1 2+an+2—-a . 2k(n+1)
f(t):m\/ 2t 1) sm(—t —W> and k <0.

— <]I2 x §2n+1 T, §7) est une variété Kihler-Finstein avec

3 1 2k 1 -1 1 _; /2eiD
f(t) = Lsmh(t (n+ )) a ntl /R L ko
2k(n+1) 3n+1 2k V 3n+1

4.2.3 Du Sasaki au Kenmotsu

Dans [32], Kenmotsu a montré qu’'une variété M?"*! est localement un produit tordu
I xj, M?" d’une variété Kihlérienne et un intervalle ouvert I avec coordonnée ¢, et h = ce’
pour quelque constante positive c. En utilisant le méme raisonnement et le théoréme principal
(4.2.1), nous pouvons construire une famille de structures de Kenmotsu a 1-paramétre et une
famille de structures cosymplectique & 1-paramétre a partir d’une seule structure Sasakienne.

Soit (M, ¢, &,1m,g) une variété Sasakienne. Il est connu que le produit M =T x R x M est
une variété différentiable de dimension 2n + 3.
Sur M, on définit une structure métrique presque de contact (@, &,7, ) par

(s 00 x,) = (o PP 50X = 26).

£ = Y 7= dt,

dr +k2<dt2+f g+ fA(f* 1)n®n>.

ou k==Fk(r)et f=f(t ) deux fonctions sur R? telle que ff’ # 0 partout et X un champ de
vecteurs sur M.

Proposition 4.2.8. La structure (g, Q, E, ﬁ) construite ci-dessus est une structure métrique
presque de contact.

Preuve . La preuve est directe en vérifiant les conditions
1. gpQX = X +7(X)¢

2. 9€=0 o o
3. 9(@X,9Y) =g(X,Y) —n(X)n(Y), - -
pour tous champs de vecteurs X = (ad,,b0;, X) et , Y = (cd,,dd,,Y) sur M. n

Remarqons que
= dr* + k%
= k(A 4 PP+ PR = @),

avec k = k(r) et f = f(t) deux fonctions sur R2. Donc, de la proposition (2.2.2) on a

<
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D’autre part, puisque (M, p,&,n, g) une variété Sasakienne nous pouvons tirer de la pro-
position (4.2.1) le suivant

— Vaﬁt =0

— Vo X = Vx0 = £X + En(X)¢

— VxV = VXY+( f’2)(( )X +0(X)eY) = [ (9(eX, oY) + (ff)n(X)n(Y)) 0%,

ce qui nous permet de conclure le suivant

— V,0, =0

— V5,0, = V0, = k’é)}
— VX =Vx0, =

— V,0, = —kk'O,

— Vo X =Vx0, = f?/X + En(X)¢

— VeV =VxY + (1= f2) (V)X +n(X)Y) — ff/(9(eX, oY)+ (f £ )n(X)n(Y))0,
— kK f2(g(X,Y) + (f* = Dn(X)n(Y))0,.

Les composantes non nulles du V@ sont données par la proposition suivante :

Proposition 4.2.9. Soit (M, p,&,n,9) une variété Sasakienne. On définit sur la variété
produit M = R? x M la structure métrique presque de contact donnée ci-dessus. Alors, on a

1. (Vo,%)0, = #’f,s

2. (Vx8)0 = =5 (X + [ (X))
3. (%@)Y kE'f f'n(Y)0,

4. (Vx@)0 = kK f f'n(X)0,

5. (Vxp)Y = kK f29(0X.Y)0,,

Preuve . Sachons que
(Vx2)Y = Vx(9Y) - 3(VxY),

0&7:( g,bg,X) et?z( dgt,Y>.Alors, on a

(vat @) 87' = vat (@ar) —p (vat ar)
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(Vxp)Y = Vx(®Y)-5(VxY)
= Vx(eV + 1)) =5 (VxY + (1= FH((X)eY +n(Y)eX)
1 (900X, Y ) + (L1 (Xm0, = KR [ (9(X,Y) + (f2 = Dn(X)n(Y)) 2, )
= VxpY + [ (Van)(Y) +0(VxY))0, + ff n(Y)Vx(?t —pVxY

+(f? = D ((X)ppY +n(Y)2eX) — f (9(pX,0Y) + (ff/)n(X)n(Y))0,
= (Vx@)Y — g(X,.V)E4+n(Y)X + fF(Vxn)(Y) + g(0X,Y)) 0, + kK f29(0X,Y)0,,

Utilisons les formules d’une variété Sasakienne,

nous obtenons o
(va)Y = kk/‘]ﬂg(QOX, Y>ar

Avec le méme raisonnement on peut vérifier les autres composantes. [
Maintenant, on va calculer g(@X,Y )¢ —7(Y)®X, sachons que £ = 0, et 77 = dr on trouve
L. _(¢8t7 )E ( )Soat ff/g
2. G(®X,0,)€ —7(0,)pX = — (X + f (X))

3. g(@0:, Y)E = T(Y)@d: = k2 f f'n(Y)d,

4. (SOX at)f ﬁ(at)SOX = kaf 77( )

5. 9(@X,Y)E (V)X =k f2g9(pX,Y)0,,

par comparaison, on peut facilement remarquer que :
— Si K =0 alors, Vg = 0, -
— Si k' =k alors, (V9)Y =3(@X,Y)E —7(Y)pX,
d’olt le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.4. Soit (M, p,£,1n,9) une variété Sasakienne. On définit sur la variété M =
I xR XM oul et un intervalle ouvert dans R, une structure métrique presque de contact

(%,£,7.9) par :
0 b
_ v_ 0
( e ) (0 fn(X at,w ff,ﬁ),
- 0
= — n=dt
§=op 7 ;
g=dr’+k’ (dt2 + g+ -1 e n)-
ou k = k(r) et f= f(t) deur fonctions sur R? telle que ff' # 0 partoul et X un champ de

M. Alors on a
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Exemple 4.2.5. En se basant sur l’exemple de Blair ( voir exemple 4.2.1), on peut définir
sur R® avec coordonées (r,t,x,y, z) une structure métrique presque de contact par :

1
gzdr2+62rdt2+162rf2<<1+y2f/2)dx2+dy2_|_f12dz2_nyIdedZ>

52 o F2__ 290 0 _ 0 1..0
Yor — 0 Yot froz or oy 27 G
R 9 1,0
Yoy "o Vo Par 2l

_ 9
=3 n=dr.

Remarquons que dn = 0 et avec un calcul simple, nous pouvons trouver aussi dd = 0 et
puisque (R3¢, &,n, g) est Sasakienne alors, (R®,5,£,7,G) est Kenmotsu pour toute fonction

f = f(t) telle que ff" #0.

4.2.4 Structure Kihlérienne quaternionique

Dans [59], Watanabe a pu construire une structure K&hlérienne quaternionique a partire
d’une 3-structure Sasakienne. Ici, en utilisant la métrique bi-tordu D-homothétique nous

confirmons ces résultats.
Soient (v;,&,1mi,9), @ = 1,2,3 une 3-structure métrique presque de contact sur la variété
M*+3 et T C R un intervalle ouvert. Nous définissons une structure presque hypercomplex

Ji, i =1,2,3 sur I x M**! par :

0 0 a
Tage X) = (Fim(X) 50X = 56, (4.15)

ot i = 1,2,3, X un champ de vecteurs sur M, et f, h deux fonctions sur R telle que fh # 0
partout.

Nous donnons une métrique Riemannienne § sur I x M?**! par
g=dt* + fP’g+ f2(h* — )y @, (4.16)
ol dt? est la métrique standart sur I.

Attention : Dans tout ce qui suit, nous utiliserons la convention d’Einstein ('indice répété
est sommé) par exemple au lieu de Z?:l n; ® 1; on écrit simplement 7; ® 7; .

Proposition 4.2.10. La structure (g,J;), i = 1,2,3 définie par (4.15) et (4.16) est une
structure presque hermitienne quaternionique.

Preuve . Utilisant la proposition (4.2.2), on peut conclure que chaque structure (§,J;),
1 =1,2,3 est presque hermitienne. Il nous reste de montrer que

Ty =Tz, Jods = Ji, Jady = Ja.
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Utilisons (4.15) et les formules (3.7) on obtient

= o1(p2X) + [l (p2X)0t + fh772(X)< - %&)
= @3X +m(X)& + fhns(X)Ot + na(X)&

= 3X + fhnz(X)0t

= J;X,

et
Bk = i(-16)

- e

1
= —E (@152 + fh771(§2)at)

1
= 56

= J30t,
alors,
Jl J2 = J3.
Méme raisonnement pour les autres deux cas.
]

Maintenant, Supposons (M 3y, & n:,9), 1 = 1,2, 3 une variété 3-Sasakienne et utilisons
la proposition (4.2.1). On peut conclure la proposition suivante :

Proposition 4.2.11. Soient V et V, les connezions Riemanniennes de g et g respectivement.
Pour tous X, Y, Z champs de vecteurs sur M indépendants de I, on a

~ _ ’ B
VX = V0t = f7x (X8,

VxY = VxY + (1= b)Y )piX + m(X)giY)
— (ff'9(@iX, V) + fR(fR) (X )ni(Y')) Ot

Attention : nous avons utilisé la convention d’Einstein (I'indice répété est sommé) par
exemple au lieu de 377, 7;(X)&; on écrit 7;(X)¢; .
Preuve . A partir de la proposition (4.2.1) on a

I(VaX,2) = §(Vx0t, Z) = —4(VxZ,0,) = [ f'9(p: X, 0:Z) + fh(fh)n:(X)mi(Z),
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donc

iVaX,Z) = ff9(eX,0:Z) + fR(fR)n:(X)n:(Z)
= tﬁfgLX7Z)%—(thth——ff3 (X )n:(2)
/. .
= Lo 2+ Priin (0 (it 2)

— g(fx+ T 2).

et puisque §(Vy,X,dt) = 0 alors,

VX = Vot = J}X + - nl(X)fz

Pour 'autre cas, nous utilisons toujours la proposition (4.2.1) et les formules d’une struc-
ture Sasakienne

Vx§=—pX et dn(X,Y)=9¢(X,Y)=g(X oY),

on obtient

JTxY,2) = GV 2)+ P02 = 1) (5(o(VxE )+ 4(TvE X))n(2)
(X, Z)(Y) + dn(Y, Z)(X))
= §(VxY,Z) = f2(h* = D)g(n:(YV)ei X + ni(X)p:Y, Z)
= 3(VaY + A=) (Ve X +m(X)piY), Z).

d’autre part,

G(VxY,0t) = —ffg(eiX,0:2) + fh(fh)ni(X)ni(Z)
= 3((= FF9leX, Y ) + FR(fR)m(Xm(Y)) 01,0t ).

finalement on a

VxV = VxY + (1 - h?) (n,-(Y)goZ-X + ni(X)SOiY)
— (Ff9(@:iX,0Y) + fR(fR)m:(X)n:(Y))Ot.

L’objectif de cette étape et de construire une variété Kéhlérienne quaternionique. Com-

mencons par le calcul des composantes de V.J,, en utilisant la proposition précédente et la
formule

(VxJ)Y =Vx(JY) - JVxY

on obtient directement la poroposition suivante :
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Proposition 4.2.12. Soient V et V, les connezions Riemanniennes de g et g respectivement.
Pour tous X,Y,Z champs de vecteurs sur M indépendants de I, les composantes non nulles
du VJ, pour a =1,2,3 sont

1 "

Fh = 1)paX = F(X)guts

(VxJo)Y =(Vx@aY + (1= 1% (m(%Y)soiX + 0 (X)pipaY — 0:i(Y)papi X — n:i(X )%%Y)

(VxJ,)ot

!/

+ fhna(Y)X + fhina(Y)m(X)& — %g(wiX LY )&a — (FR) i (X)mi(Y)éa
+ (FR(Vxm) (V) = 190X, piead) = FRUFR) (X )m(0aY ) ) Ot

Maintenant, comparons les composantes du V.J, dans la proposition (4.2.12) et la propo-
sition (3.2.1) nous remarquons que si les fonctions f et h satisfont le systéme différentiell,

h—f =0
1—h*+ fh =0,
2 I —
202 = (7Y + —2=0
/ _

he — f h+ T 1=0
nous dirons que (M*"+4J;,§), i = 1,2, 3 est une variété Kahlérienne quaternionique.
Donc on a la proposition suivante :

Proposition 4.2.13. Soit (M 3y, &, 15, 9), i = 1,2, 3 une variété 3-Sasakienne. Une struc-
ture presque hermitienne quaternionique construit sur I x M*"*3 comme dans la proposition
(4.2.10) est une structure Kahlérienne quaternionique si et seulement si la fonction [ satisfait
I’équation différentielle ordinaire :

FI = (2 +1=0. (1.17)
avec f une fonctions sur I non constante.

pour résoudre 'ODE (4.17), posons p = f' = % c.a.d.

dp
T 4
f= dt
_ dfdp
T dtdf
_
a partir de laquelle ’équation (4.17) se réduit a
p daf
dp — =
2 _ 1 p f )

intégrons cette équation nous obtenons

p2_1ch27
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ol ¢ est une constante. Rappelons que p = f'(t) et f # constante.

La solution f(t) du I’équation (4.17) est de la forme :
— Cas 1. ¢ =0, f(t) =t, I=R
— Cas2.¢>0,  f(t) = Zsin(Vet), I=R

— Cas 3. ¢ <0, f(t) = \/%7 sinh(y/—ct), I=R.
L’existence des solutions nous oblige de déclarer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.5. Soit (M 3y, &, mi,9), 1 = 1,2, 3 une variété 3-Sasakienne. Une structure
presque hermitienne quaternionique construite sur R x M*"+3 comme dans la proposition
(4.2.10) est une structure Kahlérienne quaternionique
(1). Si f(t) = t, alors le produit R x M3 quec la structure (4.15) et (4.16) est une
variété hyperKahlérienne.
(2). Si f(t) = \/%sin(\/ét), alors le produit R x M*™"*3 quec la structure (4.15) et (4.16)
est une Kdhlérienne quaternionique. ot ¢ est une constante positive.
(3). Si f(t) = ﬁsinh(\/—_ct), alors le produit R x M3 quec la structure (4.15) et

(4.16) est une Kdhlérienne quaternionique, ot c est une constante negative.

Remarque 4.2.1. Ce résultat a été trouvé indépendamment dans [42].

4.2.5 Structure Kahlérienne généralisée

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus en collaboration avec prof Aissa
Wade et mon collegue Bouzir Habib durant le stage scientifique qui a eétait en USA ( Mai 2015
). Nous utilisons la métrique bi-tordu D-homothétique pour construire un pont de passage des
structures classiques vers les structures Kéhlériennes généralisées. D’abord en se basant sur
les structure trans-Sasakiennes, ensuite sur les structures presques Kahlérienne ou le travail
de Kin’ichi [31] devient un cas particulier.

Du trans-Sasakian au Kihlérienne généralisée

Soit (M*"*1, ¢, &, 7, g) une variété trans-Saskienne de type (o, ) et T un intervalle ouvert
de R. On défini sur le produit M?***? = M x I la métrique (4.1) c.a.d.

g=flg+ (0= Lnen+dt (4.18)

et les deux structures presque complexes ( a partir de la structure presque complexe (4.2) )
par

1
fh
ou f et h sont deux fonctions sur R et fh # 0 partout.

Ji="4p+ fin@0t — —dt D, (4.19)

Proposition 4.2.14. La structure (g, ji) construite ci-dessus est bi-Hermitienne.

Preuve . Utilisons la proposition (4.2.2) on peut voir que les deux structures (§,.J,) et

(g, J—) sont hermitiennes. n
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A partir de (4.3) on peut conclure la 2-forme fondamentale & de (J, §) en fonction de la
2-forme fondamentale w de (p,&, 1, g)

O =2fhdt N+ fiw,
d’o,
do = =2fh dt Ndn£2ffdt Aw £ fPdw.
Utilisant la définition ( 3.4.16 ) on obtient

do = =2Bfh dt Aw £ 2ff'dt Aw £ 20 f?w A .

donc,

d@i(ji-a Je, ji.) = _zﬂfh(f}m) Aw =% 2ff’(fh77) Aw = 2af?w A ( — %dt)

_ j:2f<ff’h77— % dt) Aw—2812h%) Aw.

Nous remarquons que pour S = 0 nous avons
s (Jo, Jo., Jo) = iZf(ff’hn _ % dt) Aw,
posons dis (Jy., Jo., Jy.) = j:dl;(., .. cad.
db = 2f<ff’h77 _ % dt) Aw,
nous obtenons le systéme suivant

b=1ffhw
(fzf’h) = —2a%1 (4.20)
dg =0

En résolvant le systéme ( 4.20 ) nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 4.2.15. Soit (M*" ™ ¢ &, n, g) une variété conneze a-Kenmotsu ot « est constante.
Pour toute structure bi-hermitienne (g, J+) donnée dans (4.18) et (4.19) il existe une famille
de 2-forme b a trois paramétres définie par

b=42\/c— a2fiw
ht) = £¥ 20

2f

ot ¢ est une constante arbitraire.

Maintenant, Utilisant le théoréme (3.3.1) nous pouvons déclarer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.6. Toute variété (M*"™' o, & n,g) conneze et a-Kenmotsu ot o est une

constante, engendre une famille de structures Kdhlérienne généralisées a trois parameéires
(g,b,Jy) sur M x R.
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Proposition 4.2.16. [40/
Toute variété trans-Sasakienne de dimension > 5 est une variété a-Sasakienne, 5-Kenmotsu
ou cosymplectique .

Sachant qu’a partir des propositions (1) et (2) dans [46] pour toute variété métrique
presque de contact normal 3-dimensionnelle (M, p,&,7n,g) on a :

(Vxp)Y = %trg(sovf) (9(X, Y)E — n(Y)X> + %divf(g(saX, Y)E— n(Y)sz>,

ot V est la connexion de Levi-Civita sur M,c.a.d. (M3, ¢, &, 7, g) est une variété trans-Saskian
de type (3try(¢VE), 3divg) ( voir [12] ). En utilisant le théoréme (4.2.6) nous obtenons la
proposition suivante :

Proposition 4.2.17. Toute variété métrique presque de contact normal (M3, ¢, &,n,g) telle
que try(eVE) = 0 et divé est une constante, donne une famille de structures Kdhlérienne
généralisées multi-parametres sur M x R.

Du presque Kéahlérienne au Kéahlérienne généralisée

Soit (M"™",J', ¢',w') une variété Kihlérienne. On défini une structure métrique presque
de contact (<p,77 £,9) on M = M’ x R par
_ / — - 8 — 2/ 2
SOZJ7 U:dT> 5257 g=fg+d7“,

ou f = f(r) est une fonction sur R.
Sur M?*2 = M xR = M’ xR xR, on défini une structure presque complexe et une métrique
Riemannienne comme suit :

0 0
Ji = 40+ hkd —d
+ 2 r®0t ®8

g = f*r*g + WkPdr® + dt?,
ou h = h(t) et k = k(t) sont deux fonctions sur R. Donc, (g, J+) est une structure bi-
hermitienne et la 2-forme fondamentale wy est

wr (6,202 v L v 2y = a(x, a2 02y, ray, e 2w 2y),
or’ Ot (9 ot or’ ot (9 ot

on peut facilement vérifier que :
wy = +f2h*wW — 2hkdr A dt,
et immeédiatement, nous obtenons
dwy = £2f2hB dt A w' + 2f f'RPdr A W'
donc

dws(Jo., Joo, Ju) = +2f2hR (£hkdr) Ao ifohZ(q:hkdt)

= (2/*n°hkdr — 2ff’Edt) Aw'. (4.21)
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Directement, on peut voir que dw4 est exacte si et seulement si
Al f) =27 fd=ff) =212
(%) : { d(h2h'k) = =21, or () anE) = 2h
Premiérement, a partir de (x) nous obtenons les deux équations différentielle ordinaires
suivantes :
P ffr=2f2=0, (4.22)
2k*h"* + hh'k* + K'kh'h + 2 = 0. (4.23)
La solution f(r) de la premiére ODE (4.22) est :

fr) = %ﬁ

oll a et b sont deux constantes.

Pour la deuxiéme ODE, nous observons que toute fonction k() qui satisfait
— ()4
k(t) = Ve—hitt
h'(t)h(t)?

ot ¢ > 0 est une solution de 'équation différentielle (4.23). Sous ces conditions, 1'équation
(4.21) donne

s = s 1
dw (T, Juy Ju) = d(ix/c ~ R (ae™ + beZ’")w’).
Deuxiément, de (**) nous obtenons les deux équations différentielles ordinaires suivantes :
[P+ 11"+ 2 =0, (4.24)

2k*h + hh'k* + K'kh'h — 2 = 0. (4.25)
La solution f(r) de la premiére ODE (4.24) est :

f(r) = £+y/asin(2r) + bcos(2r),

ol a et b sont deux constantes. Pour la deuxiéme ODE, nous remarquons que toute fonction
k(t) qui satisfait
1
k(t) =+——
=Sy

est une solution de I’équation différentielle (4.25). Sous ces conditions, I’équation (4.21) donne
dws(Ji., Jo., Ji.) = 0l<h2 (acos(2r) — bsin(2r))w’>.
Finalement, on peut énoncer le théoréme suivant

Théoréme 4.2.7. Toute variété Kihlérienne (M™",J' ¢',w'), engendre deuz familles de

structures Kahlériennes généralisées a 1-paramétre (g, %\/c — h*(ae™ + be*" W', J;) et
(fj, (h?(acos(2r) — bsin(2r))w/, ji>
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4.3 Produit bi-tordu D-homothétique doublé

4.3.1 Définitions et propriétés

Dans cette section nous donnons la définition et quelques propriétés géométriques du pro-
duit bi-tordu D-homothetic doublé.

_ Dans [13], Blair a introduit la notion d’une métrique tordue D-homothetique doublée sur
M = M x M ou M’ et M sont deux variétés métrique presque de contact par

g=Fg +FF -1 en+fg+ f(f-Dnemn,
ol f est une fonction positive sur M’ et F' est une fonction positive sur M.

Définition 4.3.1. Soient (M', @', &', 1,,9") et (M,p,&,m,9) deux variétés métrique presque
de contact. La métrique bi-tordu D-homothétique doublée sur M = M’ x M est définie
par

g=F¢ + F*(H* = 1) @0 + f2g + (B = I)n@ .

ot f,h sont deuz fonctions sur M’ et F,H sont deux fonctions sur M telle que fh # 0 et
FH # 0 partout.

En particulier, si H = h = %1 alors, on obtient une métrique produit tordue doublée et
si H = F et h = f nous obtenons une métrique tordue D-homothetique doublée de Blair.

Proposition 4.3.1. Soient V, V' et V les connezions de g,9, et g respectivement. Pour tous
XY champs de vecteurs tangents a M’ et indépendants de M et de méme pour X,Y , nous
avons :

§<@X’Y,7 Zl) = g( /X’Ylv Z,)
F P = 1) (L9 (Vi Y') + o (T X (2)
(X 20 (V') + (V' 25 (X)),

§(VxY', 2') = §(Vy X, Z') = =§(V2Y' X)
~ X () (V', 2) + F((F? = )X (F) + FHX (H))i (V') (2),
IV Y. 2) = §(Vy X', 2) = ~g(V,Y, X))

=X Z)+ PR = DX+ PRX )Y (2),
3(VxY,Z)=q(VxY,2)

0 = 1) (S (0(T5EY) + 9936 X))n(2)

+ (X, Z)(Y) + dn(Y, Z)n(X) ).

Preuve . Il suffit d’utiliser la formule de Koszul et adapter la proposition (4.1.1). ]
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Théoréme 4.3.1. Soient (M',¢', &', 1, ,9') et (M,,¢,&,n,9) deuz variétés métrique presque
de contact et g la métrique bi-tordue D-homothétique doublée sur M = M’ x M définie ci-
dessus (4.3.1) alors, on a les assertions suivantes :

1. Pour tout xy € M, la sous variété {x(} x M est quasi ombilicale si grad'h = grad' f
et dans ce cas la 2-forme fondamentale o est donnée par :

1

etme).

2. Pour tout xjy € M, la sous variété {xy} x M est minimale si et seulement si h> = 7=—2n
ol ¢ est une constante positive et dans ce cas la 2-forme fondamentale o est donnée par :

o(X,¥) = — 5 (90X, ¥) 4 (2 + fh— DX (V) ) (grad 5 +

_ 2
o(X.Y) =~ (90X, V) = @+ (X)) (grad 2+ 26 (7€),
3. 851 V& =0 alors,
N e
V€ = —W<grad’(f2h2) + 1?5’@"2]12)5’).

Les mémes résultats par symétrie, nous pouvons les conclure dans la seconde direction
(c.a.d. pour la sous variété M' x {xo} ot xo € M ).

Preuve .
1. Soit o la 2-forme fondamentale de {z(} x M, nous avons

(VY. Z) = —fZ(Ng(X.Y) — f((B = )Z'(F) + FhZ'(B) )n(X)n(Y)

= 0 (9o X o )grad £+ n(X)n(¥ )grad (7°1?), 7

= —%é(ﬂ(@oX ,oY)grad f* + n(X)n(Y )grad (f*h?), Z’)

+1(H2 — 1) (g(sOX, oY )grad > + n(X)n(Y)gmd’(f2h2))n’(Z’)

2
(g((pX, oY )grad {2 +n(X)n(Y)grad (f*h?)

LI (X o) 2) 4 nom g (2)e. 2)

1
“ar2Y
+

puisque §(VXK Z’) = 0 et sachant que 0 = VxY — VxY donc

o(X,Y) = 5 (900X, @Y )grad £+ n(X)n(Y)grad (f*h?)

: ;fp (9(pX, oY) (f%) + n(X)n(Y)g’(thZ))g’> (%)

Si grad'’h = grad' f alors, on obtient

1
2F?
_l’_

P(X.¥) = = (90X ) + (0 4 fh = (X)) (grad 12+ ey,
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2. A partir de ’équation (*) ci-dessus, nous calculons la courbure moyenne H par

1 2n—+1
H: t = iy 1
mt1 97 2n+1za(e €i)

=1

ol {e;}i—12n+1 €st une base orthonormée sur M alors,

1— H?

W= i (Barad £+ grad (P0) + 2 g () + € 0) )
’ -
= s (e )+ L om0 )

nous pouvons remarquer facilement que

H=0 2n+h)f’=ce h®= F—Qn
avec ¢ une constante positive. Dans ce cas, remplagons h? = f_2 — 2n dans (*) nous obtenons

1—-

B(X.¥) =~ (5. Y) = 20+ Dp(Xn)) (grad 12 + 2 e ().

C2F?

3. De la proposition précédente, nous avons

I(VxY.Z') = —fZ'())g(X.Y) = f((h* = 1) Z'(f) = fRZ'())n(X)n(Y),

alors,

(Ve 2y = —fZ'(f) — f((B* = 1)Z'(f) — fhZ'(R))
= (2t 020z Pz )

= 2P

_ _1/ I £272 /
= 59 (grad (1*1%), Z')

= o (lorad (P42, 2') — P — 1)y (grad (1) (2)))

2F?
[ ! 1 - H? / 1zt
— i (grad (2h%) + —= (00)¢. 2')).

D’autre part, nous pouvons facilement prouver que si V¢ = 0 alors g(@gg, Z) =0 dou

~ 1 — H?
Vet = —ﬁ<grad’(f2h2) 4 Tfl(f2h2)5/>7

ce qui achéve la démonstration avec la remarque que si fh = constante alors, @55 =0.m
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4.3.2 Structures presque hermitienne sur le produit M’ x M

Soit la variété produit M = M’ x M de deux variétés métrique presque de contact
(M, &1, q) et (M,p,&,1n,9) et la métrique tordu D-homothétique doublée

§g=F¢ +FH -1y o0+ fPg+ f*(h* —1non, (4.26)

ot f,h sont deux fonctions sur M’ et F, H sont deux fonctions sur M.

Ensuite, nous introduisons une structure presque complexe J sur M :

FH

X\ oX
§, 0 +fh77

JX'\X) = (¢X' = Zn(X)

(X)), (4.27)
pour tout champ de vecteurs X’ de M’ et tout champ de vecteurs X de M, ou fh #£ 0 et

FH # 0 partout.

Proposition 4.3.2. La structure (§, J) définie par (4.26) et (4.27) est une structure presque
hermitienne.

_ Preuve . On peut voir facilement que J* = —I pour tous X = (X, X),Y = (YY) sur
M et on peut vérifier que (g, J) est une structure presque hermitienne c.a.d.

9(J (X", X), J(Y'Y)) = (X", X), (Y, Y)).

D’autre part, la 2-forme fondamentale Q de (.J,§) est
Q=F% + f’p+2fhFH(n An)
ot nous notons par ¢ (X' Y") = ¢ (X', ¢'Y') et ¢(X,Y) = g(X,¢Y) pour tous champs de
vecteurs X', Y’ sur M’ et tous champs de vecteurs X, Y de M.

Il est facile de remarquer que,

dQ = 2FdF A ¢ + F2d¢ + 2fdf A ¢+ f2do
+ 2d(fhFH)(n An)+2fhFH(dy' An—n' Ndn).

Remarque 4.3.1. Si ¢' , ¢, 1’ et ) sont fermées avec f,h, F' et H sont constantes alors, la
2-forme Q) est fermée et la structure (J,g) est presque Kdhlérienne.

4.3.3 Probléme ouvert de Blair-Oubina

Il est naturel de rechercher certaines conditions afin qu’une structure presque hermitienne
définie sur le produit de deux variétés Sasakienne soit Kédhlerienne. C’est la question ouverte
de Blair et Oubina [12]|. Un tel cas, en général, est incorrecte comme on le voit & partir des
variétés de Calabi-Eckmann , qui ne sont pas en mesure d’admettre aucune métrique Kéahlé-
rienne (voir [18]).
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Ici en utilisant la notion de la métrique bi-tordue D-homothétique doublée généralisée
(c.a.d. F,H, f et h sont des fonctions sur M), nous soutenons le point de vue de Calabi-
Eckmann que les structures presque hermitiennes définies sur le produit de deux variétés
Sasakienne ne sont jamais Kéahlerienne.

Supposons (M', ¢, &' ', g') et (M, ¢,&,n,g) deus variétés trans-Sasakienne de type (¢, 3') et
(o, B) respectivement alors, on a

dn' = o' @', dd®' =280 NP, dn = ad, d® =207 A ®. (4.28)

_ Basons sur la proposition (4.3.2) on a vu que la 2-forme fondamentale de la structure
(J,g) définie par (4.27) et (4.26) est donnée par

Q=F¢ + f*¢+2fhFH(n An),
avec f,h, F' et H sont des fonctions sur M = M' x M ce qui donne
dQ = dF?AG + F2dé +df> Ao+ f2do
+ 2d(fhFH)(n' An)+2fhFH(dy An—n" Adn).
Utilisons les formules (4.28) nous obtenons

dQ = (dF? +28'F* 4+ 20/ fhFHn) A ¢ + (df? + 28f%n — 2afhFHY') A ¢
+ 2d(fhFH)(n' An),

supposons d2 = 0 et fhEFH =1 alors, on obtient le systéme suivant :

{ dF? +28'F?n +2a'n =0

df? + 2312 — 200 = 0. (4.29)

Etudions le cas ot M’ soit une variété o/-Sasakienne c.a.d. o/ = constante et /= 0, la
premiére équation dans le systéme (4.29) donne

dF? 4 2a/n =0, (4.30)

ce qui oblige n d’étre exacte c.a.d dn = 0 d’ou l'impossibilité d’avoir une structure a-
Sasakienne sur M.

Corollaire 4.3.1. soient (M', ¢’ & 1/, q") et (M, ¢,&,n,g9) deux variétés Sasakienne. La va-

riété (M' x M, .J,§) munie de la structure hermitienne (J,§) définie par

gzF2g/+F2<H2_1)n/®n/+f29_'_f2(h2_1)77®777
et

h FH
T, X) = (X7 = Ln0g X + S (0)),

ot F,H, f et h sont des fonctions sur M' x M et fh # 0 et FH # 0 partout, n’est jamais
Kahlérenne.
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Mais dans ces conditions, il est naturel de se demander sur le type des deux facteurs pour
que le produit soit Kéhlerien.

Pour notre motivation, nous considérons que M’ et M sont deux variétés trans-Sasakienne
de type (o, ') et (o, B) respectivement, et f, h, F et H sont des fonctions sur M = M’ x M
tel que fh = FH = +1, a savoir que nous avons :

Gg=F¢+1-F)en+ g+ (1 - fnen, (4.31)

et

JXX) = (¢X =0(0g, X +1/(X)E). (4:32)

Proposition 4.3.3. Soient V, V' et V les connezions de g,9, et g respectivement. Pour tous
XY champs de vecteurs tangent a M'" et indépendant de M et de méme pour X,Y, nous
donnons la connexion V explicitement :

VY =V Y — %(Y’(ln F2)?X' + X'(In F2)¢'2Y'>
a, / !/ / / / / / !
— (L= F) (0 (V) X"+ (X)p'Y)
+ (ﬁ/(l — F?) — %(grad/(ln F?) + (F? = 1)1/ (grad' (In F2)))g/(g0'X', O'Y"E
1 / / / / !
— 2—fz<(gmd(F2) +(f* - 1)77(97‘@61(1’2)))9 ("X, ¢'Y")E,
ViV = VyX = —% (Y(m F2)X' + X'(In f%ZY),

VyY =VyY — %(Y(ln )02 X + X (In fz)QOZY)

= (= P E0)eX +n(X)eY)
+ (5(1 — ) - %(gmd(ln )+ (f* = 1)n(grad(ln fQ))>g<goX’ Y€
- 2—]1:2<(9md’(f2) + (F? - 1)n’(gmd’(f2))>g(<px, eY)E'.

Preuve . Il suffit d’utiliser la formule de Koszul, le théoréme (3.4.10) et la proposition
(3.4.5). "

Sachons que (VxJ)Y = Vx(JY)—JVxY et en utilisant la proposition (4.3.3) on obtient
la proposition suivante :

Proposition 4.3.4. Pour tous X', Y’ champs de vecteurs tangent a M’ et indépendant de M
et de méme pour X,Y, nous avons
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2V )Y = = (Y)W F?) ~ (T = € F2)y (v)) o2 X'
— (28" +Y! 1nF2)) ‘X'
(25,172 (grad'lnF2)> (X' Y
(20" — n(gradF 2) (X, PY)E
JPX\Y )grad’ InF? + ¢ (¢’ X', @'Y (grad In F?) (4.33)

- -

— (20— (1= FalgradF?) o (#X Y )¢
(28'F* + F*1 (grad' In F?)) ¢'(¢' X", 'Y )€

+

"X, YNgradF? + —¢' (&' X', oY) p(gradF?),

+ 7Y 7Y

2V )Y = = (@Y f?) + (28 +€(n )7 (V) ) X
- (i—in'(Y’)—i—Y’(ln fQ))ng, (4.34)

2Vid) = = (@) F?) + (28" + €(In f2))n(¥) ) X"

+ (QF—O;/n(Y)—Y’(lnF2)><p'X', (4.35)
2Vi )Y = - ((soY )(In f2) —+£(lnf2)) (¥))p?X
— (269(Y) +Y(ln f )X

(25f2 + (/2 = Un(gradin f%) ) g(pX, Y )€

(2a+7] (grad f? ) (pX, oY)

g(eX,Y)gradln f* + g(¢X, oY )p(gradn f?) (4.36)
(2a + (1= %) (gmd’fQ))g(sz, Y)¢'

— (28f% = Pn(gradin f2)) g(pX, oY )¢’

1 1
=9(eX, Y)grad f* + = 9(pX, YY) (grad f?).

+ o+ + +

+

Supposons maintenant que (M, J, g) est une variété Kéahlerienne c.a.d. VJ = 0, dans
I’équation (4.36) posons X =Y avec X orthogonale a &, nous obtenons

(@X)(In [’ X — X(In f2)p X + |X]*(20 417/ (grad' f*))¢
— f2]X|2(25 + n(gradln f2))§' (4.37)

1
+ | X (¢(gradn f2) + ﬁn’(gmd’ﬂ)) =0,
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ce qui donne
grad f* = —2a¢€’ et gradln f* = —2p¢.

Posons Y = £ et en prenant X orthogonale a &, nous avons ensuite

(g’(ln )+ i—(j)x + (25 +€(In f2)) X =0

c.a.d.
() =-2a et Enf?)=-26
Avec le méme raisonnement, si nous utilisons '’équation (4.33) nous trouvons

gradF? = 2d/¢ et gradlnF? = —2p'¢

Inversement, si grad f? = —2a&', gradln f? = —23¢, grasz~ = 2a'¢ et grad'ln F? =
—23'¢" puis on voit directement que toutes les composantes de V.J s’anullent, donnant le
résultat suivant.

Proposition 4.3.5. Soient (M',¢',&',1', ') et (M, ¢,§,1,9) deuz variétés trans-Sasakienne
de type (o', ') et (o, B) respectivement. Alors, la variété (M = M' x M, J, ) avec

g=Fg+1-F)en+ffg+(1-fmen,
ot F, f sont des fonctions sur M et
J(X'.X) = (¢ X =n(X)¢', X+ (X)¢),
est Kahlerian si et seulement si
grad f* = —2a¢’, gradln f* = —2p¢,
gradF? = 20/¢, grad In F? = —2p'¢’.

Maintenant, supposons que M’ est #’-Kenmotsu, alors & partir de la proposition précédente
nous obtenons grad'In F? = —23'¢" et F est indépendante de M. Sachons que, si 7’ est exacte
ca.d. n' =dp ou p est une fonction sur M’ alors £ = gradp.

De plus, si M’ est une variété connexe alors

_opl
F?2 =207,

D’autre part, si M est a-Sasakienne alors de la proposition (4.3.5) nous obtenons grad’ f* =
—2a&’ et f est indépendante de M. Ainsi nous obtenons

2 _ /
f - —20[p )
et nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.2. [5] Soient M’ et M deuz variétés métrique presque de contact. Considérons

la structure presque hermitienne (g,J) sur M’ x M donnée par (4.31) est ( 4.32). Alors

(M'x M,g,J) est Kihlerian si et seulement si :
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(1) : M’ est une variété connexe f'-Kenmotsu et M est une variété connexe (-Kenmotsu
avec F? = e 2P et 2 = ¢=20p,

(2) : M' est une variété connexe B'-Kenmotsu et M est une variété a-Sasakienne avec
F?2 =207 et 2= —2ap.

(3) : M' est une variété connexe cosymplectique et M est une variété a-Sasakian avec
F = constant et f?> = —2ap'.

(4) : M' et M sont deuzx variétés connexes cosymplectique avec F et f sont constantes.

Exemple 4.3.1. Pour les deuz facteurs nous utilisons Uexemple (3.4.3) c.da.d. nous suppo-
sons les deuz variétés Trans-Sasakienne (E",¢'. & n',q") et (M, p,&,m,9) données par,

PP+ 0 —1 0 -1 0 0
g = 0 0?0 =11 0 0], &=(01], 7n=(-7,01).
-7 0 1 0 —7 0 1
ot p' et ' sont des fonctions sur E" telles que p' # 0 partout. Et
PP+t 0 -7 0 —1 0 0
g= 0 2 0|, pe=1 0 0}, e=[0], n=(r001).
—T 0 1 0 —7 0 1

ot p et T sont de fonctions E? telle que p # 0 partout.

Notons par (u,v,w) et (x,y, z) les cordonnées Cartésiennes dans E” et E® repectivement
et avec un calcul simple en utilisant (4.31) et ( 4.32) nous obtnons les matrices associées de
g etJ sur BS=E" x E?

F2p?2 472 0 -7 0 0 0 0 -1 00 © 0

0 F2p? 0 0 0 0 1 0 00 O 0

. -7 0 1 0 0 0 o o -7 07 0 -1
9= 0 0 0 £22+72 0o - |77 0o 0 000-1 0
0 0 0 0 20 0 0O 0 01 0 0

0 0 0 -7 0 1 -7 0 10 -1 0

Utilisons les cas obtenus dans Uexemple ( 8.4.3, p. 59) nous déclarons les assesations sui-
vantes :
(1): ph=1p, Th=14=0, F2=¢WE-[rd)
ps=p, T=T3=0, [2=e WC[rd)
(2) . ,0§ — p/; Té — 7_?/) =0, 2 = e—26’(z’—f7”dac’)7
T==2p", T3=0 [?=-2a(s— [7da).
(3) : py=15=1,=0, F = constante,
T =—2p, T=0 [f*=-2a(z— [7d).
(4) : ps=To =T, =ps =T =13=0, F et f sont constantes.

4.4 Produit des variétés métrique presque de contact presque

hermitienne.

Dans [56], Tshikuna-MATAMBA a déterminé certaines classes remarquables des struc-
tures induites sur le produit de deux variétés riemanniennes. Il a étudié le produit d’une va-
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riété presque quaternion avec une variété métrique presque de contact presque hermitienne.
Dans cette paragraphe, nous donnons une réponse positive pour une question ouverte de
Tshikuna-MATAMBA concernant le produit de deux variété métrique presque de contact
presque hermitienne.

4.4.1 Le produit M*"*? x R

Soit (M*™*2 g, J, (¢;,&,m;)%) une variété métrique presque de contact presque hermi-
tienne. Le produit M = M*"*2 x R est de dimension 4m + 3. On définit une structure
3-presque de contact (p;,&;,7;)3_, par;

0 0 _
al(vaE) = (901X_f€17771(X)§)7 gl :£2a ﬁl =72,
BoX, f) = (= oX + fo—m(X) ), & =& =
2 ) or 2 2 2 or ) 2 1, 2 1
_ 0 - o _
903(X>f5):(JX70)7 53257 s = dr,
et on définit aussi une métrique Riemannienne g par
_ 0 d\\
g((Xf50) (Vohso)) = g(X.Y) + fh,

pour tous champs de vecteurs X,Y sur M et f, h deux fonctions sur R.

Proposition 4.4.1. La structure (g, (@,Ei,ﬁi)f:l) définie ci-dessus est une 3-structures mé-
trique presque de contact.

Preuve . Utilisons les définitions (3.7) et (3.9) la preuve est directe. "
La variéte (M,7, (9;,&;,7;)i-;) & une 2-forme fondamentale ¢; définie par :

%1 = ¢1 —mAdr,
Gy =—¢2+m2 Adr, (4.38)
3y = Q.

Soient V et V les connexions Riemannienne de g et g respectivement. Maintenant prenons
X et Y comme champs de vecteurs tangent a M et utilisons les propriétés algébriques des
structures métrique presque de contact presque hermitienne et 3-structures métrique presque
de contact, nous obtenons

<
o

Q)
3

( (X,f, )¢1>(Y7 h%) = <(VX901)Y - thglv (van)(Y)%>7
(v(X,f ) 2) (V. hir) = (— (Vxp2)Y +hVx&s, —(va)(Y)g), (4.39)
(v<X,f%)¢3) (Y. h) = ((VXJ)Y, 0),

<l

3o

et nous pouvons déclarons le suivant :
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Proposition 4.4.2. Soit (M*™ 2, g, J, (¢;,&,m:)7-,) une variété métrique presque de contact
presque hermitienne. Si (g, (@,Ei,ﬁi);”:l) est une 3-structures métrique presque de contact
sur la variété produit M = M x R, donnée ci-dessus, alors :
(a) M est presque 3-cosymplectique si et seulement si, M is presque cosymplectique-
presque Kdahlérienne ;
(b) M est 3-cosymplectique si et seulement si, M est cosymplectique-Kdihlérienne.

Preuve . Utilisons la définition d’une structure presque cosymplectique et les équation
(4.38), la premiére assertion (a) est claire. Pour (b), supposons que (M*™2, g, J, (p;, &, m:)7-1)
est cosymplectique-Kéhlerienne c.a.d pour i = 1,2 on a de (4.41)

(Vxp))Y =0
{ (VxJ)Y =0

Comme il est connu que, Vy; =0 < Vn; = V¢; = 0 et utilisons la formule
(Vxn)Y = g(Y, Vx¢)

alors, Vi, = 0. B
Inversement, supposons que (g, (@, &)

7;)5,) est 3-cosymplectique c.a.d pour i = 1,3

(V#r) (xr2) (v, h%) = (0,0),

alors, de (4.41) on obtient pour i = 1,2
(Vxp))Y —hVx§ =0 {

(Vxp)Y =0

(Vxni)(Y) =0 (VxJ)Y =0

(VxJ)Y =0
c.a.d la structure (g, J, (pi, &y m)f:l) est cosymplectique-Kéhlerienne.

4.4.2 Le produit M*4"*? x R?

Soit (M*™2 g, J, (¢;,&,m;)%;) une variété métrique presque de contact presque hermi-
tienne. La dimension du produit M = M*™t2 x R? est 4n avec n = m + 1. Nous définissons
pour tous X, Y sur M et tous X', Y’ sur R? telle que X' = flaim—i—fg% et Y/ = hlai”jthg(%

une structure presque hypercomplexe (J;)3_, par;
_ 0 0
TXX) = (IX, —fag + iz ),
87’1

_ 0 0
Jo(X, X') = <901X — fi& — fobo s m(X) = +772(X)7>>

(97“1 82
J3(X, X") = X X 0 X 0
3(X, )—(—902 — foli + [1&, m( )6_7“2_772( )8_71)’

et nous définissons aussi une métrique Riemannienne g par

G=g+dr?+dra.
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Proposition 4.4.3. La structure ( (J) 1) définie ci-dessus est une structure métrique
presque quaternionique.

Preuve . Utilisons la proposition (3.2.1) nous pouvons facilement vérifier cet résultat. m

Par un calcul direct en utilisant les définitions des 2-forme fondamentale (voir chapitre 2),
on peut affirmer que :

ﬁl =0 - Q(d'l"l N dTg),
Qy = ¢1 — 2(m Adry + a2 Adry), (4.40)

53 = —¢2 — 2(771 A d?"g — 12 A\ d?"l).

Soient V et V les connexions Riemannienne de g et g respectivement. Utilisons les pro-
positions (3.2.1) et ( 3.9 ) nous obtenons,

.

(Veean ) (5Y) = ((Fx )Y, 0)),
(Vixxnd2) (YY) (Vxp1)Y — hiVx& — hoVxs
(Vxm)(Y ) + (Vi) (V)5 ). (4.41)
(VixxnJs) (YY) = ( — (Vxp2)Y — hoVx& + i Vx&a
~(Vxm) (V)5 + (Vxm) (V) ).

pour tous X, Y sur M et tous X’, Y’ sur R? telle que X' = f;-2 o +f2— et Y/ = hlai” +h2%,
et nous pouvons affirmer ce qui suit :

\

Proposition 4.4.4. Soit (M4m+2, g, J, (v, &, 77@')@2:1) une variété métrique presque de contact
presque hermitienne. St (ﬁ, (72)5’:1) est une structure métrique presque quaternionique sur la
variété M = M x R?, définie ci-dessus, alors :
(a) M est presque hyperkihlérienne si et seulement si M est presque cosymplectique-
presque kdhlérienne ;
(b) M est hyperkihlérienne si et seulement si M est cosymplectique-Kdihlérienne.

Preuve . Utilisons la définition de la structure presque hyperkihlerienne et les équations
(4.40), la premiére assertion (a) est claire. Pour (b), utilisons la définition des structures
kihlérienne et hyperkéhlerienne, on peut adapter la proposition (4.4.2). n

4.4.3 Le produit M*m+2 x M4m'+2

Soient (M*™2, g, J, (s, & mi)izy) et (M™™42, g, J', (@}, &, mi)7=,) deux variétés métrique
presque de contact presque hermitienne. La dimension du produit M = M*™*2 x M ’4m'+N2 est
4n avec (n = m+m’ +1). Donc, on peut définir une structure presque hypercomplexe (J;)?_;

par;

jl = (J7 J/)J
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Jo= (o2t MG —m®&, ¢h—m @+ &),
J=(p1—m@&L—0R&, Pl +m @G +me L),

et une métrique Riemannienne g par

g=g9+4d.
Proposition 4.4.5. La structure ( ) définie ci-dessus est une structure métrique
presque quaternionique.
Preuve . La preuve est directe on utilisons la définition (3.2.1). "

Soient V, V' and V les connexions Riemannienne de g, ¢’ et § respectivement. Maintenant,
prenons X et Y comme champs de vecteurs tangent a M et indépendant de M’ et de méme
pour X’ et Y’ nous donnons V.J; explicitement :

;

(Ve ) (1Y) = (Vx Y, (Vi J)Y'), 1)
(Vixxnda) (YY) = (Vxp2)Y + 0 (Y)Vx& — nh(Y)Vx&s
(Vi) (V)6 = (Viemp) (V)
(Vi)Y = (Y )V + (Y ) Vi &
~(Vxn) (V)€ + (Vxm) (V)8 ), (2) (4.42)
(Vixxnds) (Y, Y') = ((VX%)Y —ny(Y)Vx& — i (Y) Vs
(Vi) (V) = (Vi) (V)6
(Vi)Y' +n2(Y) Vi &1 +m(Y) Vi &
HVxm)(Y)E + (Txm)(Y)E). (3)

\

Supposons que V.J; = 0, par (1) on a V.J = 0 et V'.J' = 0. Par (2) avec X’ =Y’ = 0 nous
avons Vo = 0 et avec X = Y = 0 nous obtenons V'¢, = 0, avec le méme raisonnement,
utilisons (3) nous trouvons Ve, = 0 et V') =0 c.a.d

- VJ=Vy =0
Vi = { V'J =V =0

Inversement, sachons que Vi; = 0 = Vn; = 0 = V§ = 0 for i = 1,2 par conséquent, si

VJ = Ve, = 0
V'] =V'g, =0

alors, on a VJ; = 0 et nous pouvons affirmer ce qui suit :

Théoréme 4.4.1. La variété M est hyperkihlérienne si et seulement si M et M’ sont deux
variétés cosymplectique-Kdahlérienne.
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4.5 Conclusion et perspective

Apreés avoir introduit la notion de la métrique bi-tordu D-homothétique d’une variété Rie-
mannienne par une variété métrique presque de contact et montrer que le produit tordu |7]
et le produit tordu D-homothétique [13| sont des cas particuliers, nous avons élargi 'idée de
la correspondance entre la structure Sasakienne et la structure Kdhlérienne, en considérant
notre résultat (4.2.1) prouvant que chaque structure Sasakienne peut engendrer une famille
de structure Kéahlérienne. La notion de la métrique bi-tordu D-homothétique est récente, ce
cette angle, en peut revoir I’ensemble des travaux faits sur la construction des structures
presque hermitienne sur le produit de deux variétés Riemanniennes ou une seule au moins
soit une variété métrique presque de contact.

L’étude approfondie de la famille des structures Kdhlériennes engendrée par une structure
Sasakienne, nous a conduit a se demander quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes
pour construire une structure Sasakienne & partir d’une structure Kéhlérienne. Nous avons
déja parcouru un long chemin dans cette direction.

Les travaux de M. Capursi [17], Blair-Oubina [12] et T. Tshikuna-Matamba [56] nous ont
permet d’adopter une méthode de recherche & travers une série de questions nécessaires pour
I’étude et la construction des structures selon trois axes :

1. En utilisant la métrique bi-tordu D-homothétique, nous cherchons des classes remar-
quables de structures sur le produit d’une variété presque hermitienne par une variété
métrique presque de contact 7. Cette direction va nous permet de généraliser les tra-
vaux d’Oubina [44], [45] et de T. Tshikuna-Matamba [56].

2. La métrique bi-tordu D-homothétique doublée induite sur le produit de deux variétés
métrique presque de contact, surtout avec des fonctions de distorsion définies sur la
variété produit, nous conduit fort possible & une réponse positive du probléme ouvert
de Blair-Oubina ou, au moins nous permet de généraliser leurs travaux dans [12].

3. Vu les problémes ouverts mentionnés par T. Tshikuna-Matamba [56] nous espérons
trouver les conditions favorables pour continuer a travailler dans cette direction. Les
premiers pas ont ét¢ entamés notamment avec I'introduction de la notion du métrique
tordu H-homothétique pour les structures complexes contact basant sur les travaux
de B. Korkmaz [36] concernant la déformation H-homothétique.
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Abstract. The product of Riemannian manifolds is one way to exhibit new Riemannian manifolds. To
study manifolds with negative curvature, Bishop and O Neill introduced the notion of warped product as a
generalization of Riemannian product. By means of a natural change of the product metric, one can widely
construct remarkable structures from the structures of the two factors.

Our goal'is to construct some structures on the product of two Riemannian manifolds by providing both
factors with some essential structures.

The metric called D-homothetic bi-warping that we introduced on the product of a Riemannian manifold
with an almost contact metric manifold as a generalization of warped product and D-homothetic warping
allows us to construct:

- A family of Kihlerian structures starting from a Sasakian manifold.

- A 1-parameter family of conformal Kihler structures with a cosymplectic or Kenmotsu structure.
- A 1-parameter family of Kenmotsu structures from a single Sasakian manifold.

- A quaternionic structure using a Sasakian 3-structure.

- New generalized Kdhler manifolds starting from both classical almost contact metric and almost
Kdhlerian manifolds.
On the other hand, we construct an almost contact metric 3-structure and an almost quaternionic metric
structure starting from an almost contact manifold almost hermitian structure. Next, we construct an
almost quaternionic metric structures on the product of two almost contact manifold almost hermitian
structure.

Key words: Riemannian product , almost contact metric structures, almost Hermitian structures.



