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Introduction Générale

La modélisation d’ordre fractionnaire consiste a décrire les phénoménes physiques
associés a des processus dont le comportement peut étre régi par des équations
differentielles ou des équations aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire.

Le calcul différentiel et intégral d’ordre fractionnaire a été étudié par un grand
nombre de mathématiciens célebres comme P. S. Laplace (1812), J. B. J. Fourier
(1822), N. H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847),
H. Holmgren (1865-1867), A. K. Griinwald (1867-1872) et A.V. Letnikov (1868-
1872) [10].

Bien qu’il ne soit pas nouveau, le calcul fractionnaire est redevenu un sujet
d’étude dans la deuxiéme moitié du XXeéme siécle. Le formalisme mathéma-
tique de la dérivation non entiére associé au développement des outils infor-
matiques a permis d’envisager des applications dans le domaine des sciences

de l'ingénieur. Aujourd’hui, 'approche fractionnaire est ainsi appliquée pour

la modélisation des dispositifs électriques (cf [1], [5], [0], [29] et [35]), pour la
modélisation des conséquences des désastres naturel [13] ou pour la syntheése

de la commande (cf [9], [30] et [31]). La modélisation d’ordre fractionnaire est
aussi présente dans le domaine des sciences biologiques (les modeéles des par-
ties du corps humain) (cf [5], [15] et [41]) ou méme des sciences humaines et
sociales (la modélisation des comportements des marchés) [19].

L’existence de solutions pour des problémes aux limites associés & des équa-
tions différentielles fractionnaires a été considérée par de nombreux auteurs (cf

[14], [16], [21], [28], [33] et [34]).
Une branche importante de problémes aux limites associés au p -Laplacian a
été intoduite dans [24] comme modéle de I’écoulement d’un flot turbulent dans

un milieu poreux; 1’équation differentielle (p-Laplacien) est définie comme suit,

(0, (a'(1))) = f(t, 2(2),2'(t)) (1)

ou
-2
dp(s) = s” s (2)
avec p > 1; ¢, est inversible et son opérateur inverse est ¢,, ou ¢ > 1 est tel
1,1
que + o = 1.

Au cours des derniéres décennies de nombreux résultats sur la solvabilité de
differents problémes aux limites associés a I’équation (1) ont été obtenus, dans

3



0. Introduction Générale 4

le cas entier (cf [32] et [39]) et dans le cas fractionnaire (cf [7],[12], [25] et
[26]). Dans ce mémoire nous nous interessons a la solvabilité de problemes aux
limites & deux points, associés au p-Laplacien fractionnaire de type suivant

{ “DL6,(<Dg. () = f(t,x(t)) ; ¢ € 0.1] 3
2(0) = €2(1), *Dg,2(0) = nD2. (1),

oul < o, 8 < 1,1 < a+ B < 2;°Dg, étant la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo, f : [0,1] x R? — R est continue ; £ et i sont des constantes
réelles considérées dans un premier cas telles que £ = n = —1 ( probléme anti
periodique) et dans un deuxiéme cas £ > 0 et < 1 (probléme.a deux points).
Notez que lorsque p = 2, 'opérateur non linéaire cDg+ <;§p(cDg‘+) se réduit a
I’opérateur linéaire CDnggﬂr. Nous nous intéressons en particulier aux solu-
tions positives de problémes de type (3). Nous utiliserons des théorémes de
point fixe:

le premier, le théoréme de point fixe de Schaefer, qui est une version du théoréme
de Schauder. Parfois, il est appelé le principe Leray-Schauder c’est un exemple
du principe mathématique dit " les estimations & priori implique 'existence";
le second, le théoréme de point fixe de Legett-Williams.

Ce travail est un developpement et une synthése de travaux dus a T.Chen.[7]

et W.Liu.[25]



Chapitre 1

Préliminaires
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Dans ce chapitre, nous dressons une liste non exhaustive des principaux outils
utilisés tout au long de ce mémoire. Nous rappelons également certains résul-
tats généraux qui pour la plupart sont accompagnés de références a la bibli-
ographie. Particuliérement et en plus de quelques notions d’analyse fonction-
nelle, un petit apercu sur les théorémes de point fixe est introduit avant de
présenter quelques connaissances de base et définitions nécessaires concernant
la théorie du calcul fractionnaire.

1.1 Outils d’analyse fonctionnelle

Nous reprenons dans cette section certains énoncés de Brezis [2].
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1.1.1 Espace fonctionnel
Soient E' et F' deux espaces de Banach .Par C'(F, F') nous denotons l’espace de

Banach de toutes les fonctions f continues de E dans I muni de la norme.

1/l oo = sup [[f (@)l
el

1.1.2 Application compacte , complétement continue

Soit € un ouvert de E.

Définition 1.1.1 Une application continue T' : Q@ C E — F est dite com-

pacte si T (QQ) est relativement compacte. Elle est dite complétement continue,
st Iimage de tout sous ensembe borné de ) est relativement compacte dans F'.

Parties équicontinues de C(E, F)

Définition 1.1.2 Soit M une partie de C(E, F). Soit x un point de E.
1. On dit que M est une famille équicontinue en = si :

Ve>0,30>0/My € B, |z —ylly <= [[f(x) = f(W)llp <.Vf e M.

2. On dit que M est équicontinue sur E, si M est équicontinue en tout x € FE.

1.1.3 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoréme 1.1 [75] Une partie A de C(E, F) est relativement compacte si et
seulement st

1. A est équicontinue.

2. Pour tout x € E, l'ensemble A(x) = {f(x), [ € A} est relativement com-
pact.

Remarque 1 Dans un e.v.n de dimension finie, les parties compactes sont
exactement les parties fermées et bornées, et le théoréme d’Ascoli-Arzela peut
etre formulé dans ce cas comme suit

Théoréme 1.2 Toute suite (f,)nen, dans C(E,R), qui est équicontinue et
bornée contient une sous-suite uniformément convergente.

1.1.4 Théorémes de points fixes

Une solution d’une équation T'(x) = x est appelé un point fixe de T'. Plusieurs
problémes en physique, chimie, biologie, économie conduisent & des modéles
non linéaires, exprimés par des équations différentielles non linéaires et inté-
grales, dont la solvabilité a été établi par les différents théorémes de point fixe.
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L’origine de la théorie du point fixe, remonte a la derniére partie du XIXe sie-
cle. Cette méthode est associée aux noms de mathématiciens célébres tels que
Picard, Banach, Cauchy Lipshitz, Schauder ... Le développement de la théorie
du point fixe & donné un grand essort & I’analyse non linéaire.

Le Théoréeme du Point Fixe de Banach également attribué au mathémati-
cien francais Emile Picard, dit qu'une contraction d’un espace métrique com-
plet & un point fixe unique. Ce théoréme donne un comportement régulier

du point fixe par rapport aux parametres. De plus, il fournit un algorithme
d’approximation du point fixe comme limite d’une suite itérée. Mais d’une
part, montrer que la fonction est contractante peut entrainer de laborieux cal-
culs. D’autre part, les conditions sur la fonction et ’espace étudiés restreignent
le nombre de cas aux quels on peut appliquer ce théoréeme. Treés différent, le
théoréme du point fixe de Brouwer est plus topologique, n’est pas constructif il
garantit I'existence d’un point fixe d’une fonction continue définie de la boule
unité fermée euclidienne sur elle-méme sans apporter de méthode générale
pour le trouver.

Le théoréme du Point Fixe de Schauder est une généralisation du théoréme
du point fixe de Brouwer & des espaces vectoriels topologiques de dimension
infinie et affirme qu’une application continue sur un convexe compact admet
un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique. Il n’est pas donc néces-
saire d’établir des estimations sur la fonction, mais simplement sa continuité.
Ceci donne la possibilité de traiter plus de cas qu’avec le Théoréme de Picard.
Par contre, ce théoréme ne donne aucun des avantages du théoreme précédent.
Krasnoselskii a combiné les deux principaux résultats de la théorie des points
fixes qui sont les théorémes de Schauder et de Banach dans un seul théoréme
(cf [18], [37], [36] et [12]). Ce théoréme a connu plusieurs développements des
variantes et des généralisations, le théoréme de Leggett- Williams en est une.
Dans la suite, nous faisons le point sur les deux théorémes de point fixe, celui
de Schaefer et celui de Leggett- Williams.

Théoréme du point fixe de Schaefer

Le théoréme de Schaefer est une variante du théoréme de Schauder. Le théoréme
de Schauder fut d’abord démontré en 1930 par Schauder dans des cas partic-
uliers, comme celui des espaces de Banach. Il conjectura le cas général dans le
Scottish Book. En 1934, Tychonoff démontra le théoréme dans le cas o C' est
compact et E est localement convexe [?]. Cette version est connue sous le nom
de théoréme du point fixe de Tychonoff. B. V. Singbal généralisa ce résultat au
cas ou C n’est pas compact [3]. Le cas général (sans I'hypothése de convexité
locale) fut finalement démontré par Robert Cauty en 2001 [].

Il est souvent plus facile d’utiliser le théoréme de Scheafer, la version plus sim-
ple du théoréme de Schauder avec la condition connue comme la condition de
bord de Leray-Schauder.
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Définition 1.1.3 On dit que T : E — F satisfait la condition de bord de
Leray-Schauder s’il existe v > 0 tel que ||x|| = r entraine T'(x) # Az pour tout
A>1.

Par exemple s'il existe r > 0 tel que ||z|| = 7 entraine ||T'(z)|| < r
alors f satisfait la condition de bord de Leray-Schauder.

Théoréme 1.3 (Théoréme du point fixe de Schaefer) SoitT : E — FE
une application compacte satisfaisant la condition du bord de Leray-Schauder.
Alors T posséde un point fixe.

Pour la preuve de ce théoréme nous référons le lecteur a [20].

Autre formulation du théoréme du point fixe de Schaefer

Théoréme 1.4 [20] Supposons que E est un espace de Banach et que
T : E — E est une application compacte. Par ailleurs supposons que [’ensemble

U {z € Bz =2T(2)}

0<A<1

est borné. Alors T admet un point fize.

Remarque 2 Notons en particulier que pour appliquer le théoréme de Schae-
fer, nous n’avons pas besoin de prouver qu’un certain ensemble est convexe ou
compact. Le probléme est reformulé pour montrer certaines estimations a pri-
ort pour lopérateur T.

Théoréme du point fixe de Leggett-Williams

L’étude des phénoménes naturels et physiques peut par modélisation math-
ématique, étre ramenée a 1’étude de I'existence de solutions d’équations ab-
straites de type:

Tr=xz ,x€P (1.1)

(out P est un ensemble fermé convexe d'un espace de Banach E), c’est-a-dire la
recherche de point fixe d’un opérateur que 'on peut écrire sous la forme (1.1).
Le théoréeme du point fixe de Krasnoselskii permet de solutionner une cer-
taine classe de problémes différentiels, dont ’écriture abstraite est (1.1). Le
théoréeme du point fixe de Krasnoselskii pour des opérateurs définis sur un
cone et ses généralisations, le théoreme de Leggett Williams entre autres, ont
été appliqués avec succes pour établir 'existence et la multiplicité de solutions
pour des problémes aux limites de différents types. Les solutions positives des
équations différentielles ordinaires sont considérées dans plusieurs articles, no-
tamment ceux de J. Henderson et H.-Wang [13], K. Lan et J.R.L [22] et R. Ma

[27]-
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Définition 1.1.4 Soit E un espace de Banach. Un ensemble P C E, convexe
fermé non vide est dit cone ssi:

1.ue P= M€ PVA>0,

2.ueP,—ue P=u=0.

Exemple 1.1.1 Considérons ’ensemble suivant
P:={xeC|0,1] : z(t) > 0 pour tout t € [0,1]}
P est un cone.

Remarque 3 Tout cone induit un ordre sur E, cet ordre est défini par

d
uSvév—uEP

Dans la suite, soient E = (FE, ||.||) est un espace de Banach et P un cone de E.

Définition 1.1.5 Une application continue w : P — [0,400) est dite concave
sur P, si w satisfait

wAz + (1= A)y) > d(z) + (1 = Nw(y)
pour tout x,y € P et X € [0,1]

Exemple 1.1.2 Pour o € [0,1) la fonctionnelle w définie par w(z) = Ir[lin}x(t),
telo,1

pour tout x € P, est concave.
Pour o €[0,1) on a

wAz+ (1—=Ny) = trer[lirh(/\x + (1 —MNy)
> min Azx(t in (1 — A)y(t
> min z(t) + Jéfiﬁf )y(t)
- : T
> Afgﬂ;ﬂ}x(” +(1 A)tg;g]y(t)
> Aw(z) + (1= Nw(y)

donc w(x) = min x(t) est concave pour tout x € P.
tefo,1]

Notation 01 Si P est un cone, notons par P° ’ensemble P\ {0} .
Et pour a,b,d des constantes stictement positives. et w une fonctionnelle définie
positive. Notons par Py, Py et P(w,a,b) les ensembles suivants:

Py={zx e P:|x| <d},

Py={zeP || <d}

et
P(w,a,b) ={z € P:w(x) > a,|z| <b}. (1.2)
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Définition 1.1.6 T : P° — P° un opérateur, 0 < 0 < 1. Alors T est appelé
opérateur 0-concave si pour tout 0 < k <1 etu € P°

T(ku) > k'Tu

Le lemme suivant donne ’existence d’un unique point fixe pour 7" un opéra-
teur f-concave , la démonstration de ce lemme est détaillé dans [11]

Lemme 1.1.1 5:10 < 6 < 1etT : P° — P° est un opérateur 6-concave
croissant. Alors T n’a qu’un seul point fire dans P°.

Le théoréme de point fixe suivant donne 'existence d’au moins trois solutions
positives, il s’agit du théoreme de Leggett—Williams dont la preuve peut etre
trouvée dans [11] ou [23].

Théoréme 1.5 Soit E = (E, ||.||) un espace de Banach, P C E est un cone
de E et ¢ > 0 une constante. Supposons qu’il existe une fonctionnelle continue
non négative concave w sur P avec w(x) < ||x|| pour tout x € P..

Soit T : P, — P. est un opérateur complétement continu. S’il exisite a,b et d
avec 0 < d < a <b<c, tel que

(i) {x € P(w,a,b) : w(x) >a} #0 et w(Tz) > a pour tout x € P(w,a,b),

(i) |Tz| < d pour tout v € P,

(11i) w(Tx) > a pour tout v € P(w,a,c) avec ||[Tz|| > b.

Alors, T admet au moins trois points fizes x1,xs et x5 dans P, .vérifiant

|lz1]| < a, b <w(z2),||zs]| > a, et w(zs) <b.

1.2 Rappels sur le Calcul Fractionnaire

Nous reprenons dans cette section certains énoncés de [10]

1.2.1 Fonctions spéciales
Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui pro-
longe naturellement la notion de factoriel aux nombres réels positifs (et méme
aux nombres complexe & parties réelles positives).

Définition 1.2.1 Soit z € R}, la fonction Gamma est donnée par :

+oo
[(x) = / t" e tdt
0

(cette intégrale est convergente pour tout x > 0).
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Propriété Pour tout = > 0, et pour tout n € N* on a :

I'(z+1) =al'(z). (1.3)
I'(n)=(n—-1)!
LI =p) = s
['(z) = lim niz”

e—+oox(z + 1)...(x + n)

Quelques valeurs de la fonction I':

1
I (=) =~ 26789

"(5) = v
6.2831

1.7320 x 2.6789
6.2831

4.6399
= 1.3541

3
['(>)=12341
9

Définition 1.2.2 Soient x,y > 0, la fonction Béta est la fonction définie par :

La fonction Béta

1
Bla,y) = / (1= Lt
0

Proposition 1.2.1 La fonction Béta est reliée aux fonctions Gamma par la
relation suivante pour tout x,y > 0, on a:

D(@)T(y) )

Ble.y) = I'(z +y)
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1.2.2 Définitions et Propriétés de ’intégrale et la dérivée
fractionnaires

Proposition 1.2.2 Lintegrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
v >0, pour la fonction continue u : (0,4+00) — R est donné par:

Ij u(t) =

1 -
W/o(t_S) u(s)ds (1.5)

Définition 1.2.3 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre
v > 0, pour la fonction continue u : (0,400) — R est donnée par:

d" 1 d"
RL ryy _ n—-y —
Dyu(t) = —I1""u(t) Tln =)

= /0 (t — )" tu(s)ds (1.6)

avec n =ngp = [y] + 1 (n un entier naturel supérieur strictement a ~y.)

Définition 1.2.4 AC" = {f:|a,b] >R et (D" 'f)(z) € AC[a,b], (D=L

I

I
~—
——

Définition 1.2.5 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre v > 0,
pour la fonction u : (0, +00) — R,u € AC™ est donnée par:

_d"u(t) 1 ! o
cnY _ n— _ o \n——1,.(n)
Dju(t) = I i = s /0 (t— )" ™ ()ds  (L7)
avec
dtr
et

ngpr stn<vy<n-+1
n=n.= .
—[—7] sin<y<n+1
Quelques Propriétés

Composition de la dérivée au sens de Riemann-Liouville avec ’opérateur
d’intégration fractionnaire Si u est continue alors

R DR (I3, u()) = ul?) (18)

Si u est continue telle que u("*)(0) existent pour k = 1,...,n alors
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n

13 (D) = u(t) = 3 g

S ) 1
2t —rrnt (1.9)

Relation entre la dérivée au sens de Caputo et la dérivée de Rie-
mann Liouville Soitp > 0 (avecn —1 < p < netn € N*) supposons
que u est une fonction continue telle que D] et #L DY existent alors

n—1

CD0+U( ) = =FE D0+U Z
k=0

Fk+1 R)(0) (1.10)

On déduit que si «™(0) = 0 pour & =0,1,2,...,n — 1 on aura
“Dju(t) =" DY u(t

Composition de la dérivée au sens de Caputo avec ’intégrale frac-
tionnaire

Lemme 1.2.1  Soit v > 0 supposons que u, “Dj.u € L(0,1). Alors on a les

égalités suivantes:
“Dyi I u(t) = u(t) (1.11)

10Dl u(t) = u(t) 4+ co + it + ... + cpqt™ (1.12)

ouc; € R, i=0,1,....,n — 1, n un entier naturel supérieure strictement a .

Preuve: On a d’aprés (1.7)
"Dy, u(t) = Iy "u ™ (1)

Appliquant (1.5) aux deux membre de 1’égalité

mn

13, “Dgyu(t) = IJJQIVU(”)@) = (7)L+%

u(t). (1.13)

on a par (1.6)

D) = ()

BDgut) = () (I u(r)
d?’l,

= %u(t)

donc (1.13) devient:
Iy Dy u(t) = I3 " Dy uft)
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d’aprés (1) on a:

n

" RLDn — _
o+ o+ u(t) = u(?) ; T(n—j+1)

=i

w9 (0) = 1],°DJ, u(t)

onpose k=n—j

n—1 k
10,“Dgyu(t) = u(t) — Z ﬁu“ﬂ)(o) = u(t) — X t

w®)(0)
avec Cp = T
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2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de la solvabilité du probléme suivant:

{ CD§+¢p(0D3+JJ(t)) = f(t,:r(t)); te [0, 1] (2_1)
z(0) = —x(1), Dy, x(0) = =Dg,x(1).

Nous utiliserons le théoreme du point fixe de Schaefer pour montrer ’existence
d’au moins une solution de (2.1).
2.2 Lemme auxilliaire

Dans cette section, nous introduisons un lemme necessaire pour établir le ré-
sultat principal.

Lemme 2.2.1 Pour h € C|0,1], l'unique solution du probléme:

°DE. 6, (°Dg. a(t)) = h(t)
{ 2(0) = —x(1), “D§x(0) = —“Dg.x(1) (2:2)

15
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est définie, pour tout t € [0,1], par

ot) = IS, (]g+h(t)+Ah(t)> + Bh(t)

~ L t — )t L Ss—Tﬂ_l T)dT s) | ds

= F(a)/()(t )9, (F(ﬁ)/o( )7 h(T)dT 4 Ah( ))d + Bh(t)
AR(®) = 5 Olier = ~5c [ (1= R,

et

Bh(t) = —5I5:¢, (I3 h(t) + Ah(t))|ims

_ _2Fta) /0 (1= 51y, (ﬁ /0 (s — 7P h(r)dr + Ah(s)) ds

Preuve: Supposons que x(t) vérifie (2.2) ,alors pour tout t € [0, 1]

DY, ¢, (‘Dgex(t)) = h(t)

Appliquons (1.5) pour v = 8 < 1 sur les deur membres de [’égalité:

15, (D3 6, Dg-())) = I3, h(t)

D’aprés le lemme (1.2.1) on a
I3, ( Dy, y(°Diea(t >)) = ¢,(‘Dgea(t)) + co+ et + .+ cugt"™!
= IJ.h(t)
n=—|[-p]=1car0< g <1.donc,
15 (“Dg-6,(DEe(t)) = 6,(“Dgealt)) + co
= IU.h(t)

Utilisant la condition d’anti-periodicité °Dy,x(0) = —°Dg, x(1), nous obtenons,

6p(‘Ds(t))li=0 = 15 h(t)]i=0 + o

&, (*Dgs(t))]i=1 = I h(t)i=1 + o
ce qui entraine,
Ig+h(t)|t:0 +C = _Ig+h(t)|t:1 —Co
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Maintenant, puisque

I +h‘(t)’t=0 =0,
alors
200 = —Ig_,_h(t”t:l
c.a.d,
1
G =—35 I h(t)|i= = AR(1)
Ainsi, nous avons
6, Dy-a(t)) = I3, h(t) + Ah() (2.3

Appliquons linverse de ¢, a (2.3)

0, (6, D3e2(t)) = 6, (15 h(t) + An(t))

“Dg.a(t) = &, (I h(t) + AR(1))

Appliquons (1.5) pour v = a > 0 sur les deux membres de ’égalité:
o (D5 (t) = I3 (@, (15.h() + AR(D)) )
2(t) + e = IS, <¢q (féih(t) + Ah(t)))

ct €R
o(t) = IS (¢q (Igih(t) + Ah(t))) + o
Utilisant la condition x(0) = —z(1).

210 = I+ (6, (1-1() + ARD)) ) im0 + 1
2(t)limr = 13 (6, (10h(0) + ABE)) ) o +

puisque

e (0 (1510 + 43(0)) ) lico = 0
. 1 (1 CRIORUIO) I

¢ = —% - (6, (11() + AR(H)) o = BR()
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Conséquence
Conséquence du lemme (2.2.1) x € C'[0,1] est une solution du probléme (2.1)
si et seulment si

x(t) = Tx(t)

avec T : C']0,1] — C'[0, 1] est 'opérateur définie par:

Tx(t) = IS0, (I§+Nx(t) + ANx(t)) + BNz (t)

Sy S (05 [ 6= s atots

_%@ /01(1 - T)B_lf(T,a:(T))dT> ds

%(m /01(1 - T)B—lf(f,m))ch) ds

ou N : C[0,1] — C'[0, 1] est I'opérateur de Nemytskii qui est défini pour tout
t € [0, 1] par:

Nu(t) = f(t,2(t))

Il est clair que les points fixes de 'opérateur 71" sont des solutions du probléme

(3)

2.3 Reésultat principal

Théoréme 2.1 Soit f : [0.1] x R — R une application continue. Supposons
qu’il existe des fonctions positives (non identiquement nulles) a,b € C'[0,1]
telles que pour tout t € [0,1] et u € R.

|f(t,w)] < alt) +b(t) [ul" (2.4)
Alors le probléeme (2.1) admet au moins une solution si la propriété est vérifier

3¢ ||bl12 "
20T (a + 1)(I'(B + 1))t

< 1. (2.5)

Preuve: La preuve est donnée en 2 étapes:
Etape 1: T : C'[0,1] — C'[0, 1] est complétement continue.
Soit 2 C C'[0, 1] un sous ensemble ouvert. La continuité de f implique la con-

tinuité de T" et T'(2) est borné.
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Il existe une constante K > 0 tel que pour tout = € Q et pour tout ¢ € 0,1]
|15 Vo + ANz| < K

Ainsi d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela il suffit de prouver que

T(2) C C'[0,1] est équicontinue.

Pour 0 < t; <ty <1,z € Q, nous avons,

|Tx(ty) — Tx(ty)] =

180, (1§+N;c(t) + AN:c(t)) + BNx(t) |,

— 1§ ¢, (I[’)@;Nx(t) + ANx(t)) + BNx(t)|i=,

o ANa(t) = —%Jgizvx(t)hl _ _%(6) /0 (1= P Na(s)ds,
! BNa(t) = ~2 156, (I Nalt) + ANa(9) o
Alors
Ta(ty) — Talt)] = % /0 * (b — 516, (13 Ne(s) + ANx(s) ) ds
_ /0 ! (t — 5)* 19, (I@Nx(s) + ANx(s)) ‘
_ % /0 %ty $)" 710, (15, Na(t) + ANx (1)) ds

t2

+ [ (t2—9)"""o, (I@Nx(s) + ANx(s)) ds

t1

_/Otl(tl—S) 1, (15 Na(s) + ANa(s) ) ds

e
' (e)

t2
+/ (t2 — $)*7'o, <I€+Nx )+ ANz(s )ds

t1

/Ot1 [(t2 = )" = (ti — )" '] ¢, (I “Nz(s) + ANx(s )) ds

Par la majoration de la valeur absolue de I'integrale on a

1 h a—1 a—1
(Tx(ty) — Tx(t)] < o) {/0 [[(t2 — )" = (t1 — 5)*7"] (2.6)

X ¢, (I@N:z:(s) + ANx(s)) ds‘
ds}

t}
+/

(t2 — 5)* ', (I@_NJ?(S) + ANI(S))
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On a d’aprés (2)
-2
<%<QiNm+nAN$>:‘ﬁaNx+u4N4q (QﬂN¢+uANx> (2.7)
Appliquons la valeur absolue sur (2.7)
q—1
%(@NMQ+ANMQN:P@NWhMM‘ < Ko (2.8)
Alors
Kot n 1 1 2 1
2.6) < ty — )= (t, — s)* 7| d ty —s)*7 1 d
0 = 8l -l [ 1]
Kt h 1 1 2 1
< t1— ) = (ty— s)* 7 d ty — )27 d
([t -
K1 {—1 R | R | 2
< —(t —s)a] - [—(t —s)o‘} - [—(t —8)“]
r(a){al o Lo T g T la T
Kot (1 1 1 1
< —(t)* = | == (ta —t1)" + = (L) | + = (to — t1)“
< f s [ n e ] 2 -
Kot
_ o «@ 2 o «@
aT() [(2)" = (t2)" + 2 (t2 — t1)"]

puisque t* est uniformement continue sur [0, 1] ,alors T(2) € C [0, 1] est équicon-

tinue.
Etape2: Soit ’ensemble

Q=2cC[0,1]/z =\""Tx, X €]0,1]

Maintenant il reste a montrer que ’ensemble €2 est borné.
Nous avons,

(2.9)

AN = |- Nal0los| = |5 [ 0= 97 slsatenas
< g [ 10— st s
< g [ =9 et ds
par (2.4)
AN < s [0 als) + 006 ol s

IN

1 p—1 ' -1
51 () Ul llee + Ilc ol )/0 (1—s)"""ds
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Utilisant la définition (1.2.2)

[ANz(t)] < (lallo + 10l 2112 HB(1, 5)

1
2 (8)
La propriété (1.4) implique,

lall + 6] [z T B)

| ANz ()| < TG+ 1)

1
21" (8)
Alors pour tout ¢ € [0, 1]

[ANz(t)] < (lalloo + 18l lll125 )

b
2 (B+1)

la monotonie de 59! entraine,

BN2()] = |51, (T Na(t) + AN (1)) oo

Utilisant (2.8)

q—1

[@Nx(s) + AN:U(S)‘ ds

1 ! ol
IBNz(t)] < 2F(&)/0(1—s)
1

s 0

d’aprés la preuve (2.2.1) on a

<

5 -t -1
IO+Nx(s)‘ + |ANz(s)|" " ) ds

AR(t) = — 218 h() ],

97 0F

ce qui entaine,
17 Na(t)|m1 = —2ANz(t)

I Nl

= |-2ANz(t)| = 2ANz(t)
c’est a dire
1
2T ()
1 ! a—1 (9q—1 ¢-1
s 0 @A o
1 30t
2T (@) 2¢-1 (T (8 + 1))

|IBNz(t)| < /0 (1—5)*"" (|]2ANz(s)|" " + |AN2(s)|"") ds

IN

IN

1
1 llalle + 116l HwH’éJl)“/O (1—s)*'ds
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Utilisant la définition (1.2.2)

391
S r@r ey
La propriété (1.4) implique que pour = € Q:

|BNz(t) (lalloe + 1Blluc 2 l125)* B(1, )

1 i p 1y DT (@)
BNoO] < oo s gy e+ 10l I 1=
> =1 (lall g + 116l [l )" (2.10)

21T (a +1) (F(B+ 1))
Utilisant la définition de 2 (2.9)
z(t) =\ (t)

lz(t)| = |)\q_1Tx(t)’
< 1T (1))
— T ()
186, <[§+Nx(t) + ANx(t)) + BNyz;(t)‘

< |5, (15 Natt) + ANa:(t))‘ + [BNx(t)|
on a,
IBNz(t)] = '—%[gw)q (1. Na(t) + ANa(t)) i
BN2()] = |0, (I8 Na(t) + AN2(0) |
2|BNxz(t)] = |18, (I§+Nx(t)+ANx(t)> oot

donc de (2.10) on obtient pour tout ¢ € [0, 1]
(@) < 2[BNxz(t)| +[BNx(t)]
< 3|BNzx(t)|
3 3
21 (o + 1) (T (B+ 1))
34 L
24T (a + 1) (0 (B + 1))" (lall, + 1Bl =2 hHet (2.11)

De (2.5) et (2.11) nous pouvons voir qu’il existe une constante M > 0; telle
que

IN

—1Ng—
(lalloo + 1Bl ll2l12) "

7]l oo < M

Conclusion les conditions du théoréme du point fixe de Schaefer sont véri-
fices, ce qui entraine que 7" admet un point fixe qui est la solution de (2.1) .
[ ]
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2.4 Exemple d’application
Exemple 2.4.1 Considérons le probleme anti-périodique suivant:
pour tout t € [0, 1]
3 3 1,2
D2 ¢ ( g+x(t)> = 150%(t )+Cost (2.12)

#(0) = —2(1), Di,(0) = Dl (1)
avecp=3,q=3,a=3 =1 ¢t f(t,z(t)) = 52*(t) + cost.

choisissant a(t) = 1,b(t) = 55 alors |la(t)|| = 1, [|b(t)]| =
par le théoréme (2. 1) on a

lf(t,x)] < al(t)+b(t) |m|p71

I 34
< 1
< +10||
1
< 1+ —
< +10x

on a de (2.12) la fonction f est continue et

|lf(t,x)] = '—x + cost
< '1—0x2 + |cost|
1
< —2*+1
< 1Oa: +

par un simple calcul on a

el 3
21T (a+ D)T(B+1))" 220 + 1)(D(E +1))2

ce qui vérifie les hypothéses du théoréme (2.1)
Alors le probléme (2.12) admet au moins une solution.
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3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude de la solvabilité du probléme suivant:

DY, 6,(Dgs (1)) = J(t,2(t)); t € [0,1 6.1)
2(0) = £a(1), “Dg,(0) = DG a(1). |

avec 0 < <letO<n<l.

Nous transformons d’abord le probléme (3.1) en un probléme équivalent de
recherche de point fixe, puis nous présentons des résultats sur la non-existence,
I'unicité et la multiplicité de solutions positives pour le probléme (3.1).

Les résultats sont obtenus par ’application du théoréme de point fixe dans un
cone. Nous utiliserons les notations suivantes :

E=C10,1] (3.2)
P={xeC|0,1]: x(t) > 0 pour tout ¢t € [0, 1]} (3.3)

24
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— min z(t 3.4
w tg[gg]x() (3.4)

3.2 Lemmes auxiliaires

Dans cette section, nous présentons un résultat auxiliaire necessaire pour établir
le résultat principal.

Lemme 3.2.1 Pour h € E, ['unique solution du probléme:

°Dy. ¢, (°Dg.a(t)) = hit)
{ (0) = &x(1), “Dgix(0) = n°Dg,x(1) (3.5)

est définie, pour tout t € [0,1], par

2(t) = Igo, (I5.h(t) + AR(D)) + Bh(t)
_ ﬁ /0 (t— 5)* g, (ﬁ /O S(S—T)Mh(f)deh(s)) ds + Bh(1)
Ah(t) _ (bP (77) [ﬁ+h(t)‘t_l _ (bP (77) 1 /1<1 . S)’B 1h( )d
1 —¢p(n) 0 L—9pm)T(B) Jo
et
Bh(t) = oIy I h(e) + ARl
—LL 1 —5)*! L 83—75_1 T)dT s 5
= e O (g ) - e+ A )

Preuve: Supposons que x(t) vérifie le probléme (3.5) alors pour tout t € [0, 1]
on a

“Dy. ¢, (“Dg(t)) = h(?) (3.6)
Appliquons (1.5) pour v = 5 < 1 sur les deur membres de (3.6), pour obtenir:
13 (D36, Dg-x(t))) = I3, h(t)
Le lemme (1.2.1) entraine
1, ( D, ¢, (" DG a(t ))) = &,(“D&a(t)) + co+ crt + .+ pyt"
= I’ h(t)

oun=—[-fl=1lcar0<f<1. =
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Comme conséquence du lemme précédent, nous avons le résultat suivant:

Lemme 3.2.2 z € E est une solution du probléme (3.1), si et seulement si,
x=Tx

ou, pour tout t € [0,1],

Ta(t) = IS0, (I@Nx(t) + ANa:(t)> + BNx(t) (3.7)

= ﬁ /0 (- 510, (ﬁ /0 (s — )P, () +

¢p(77) 1 ! \B-1 2(\dr ) ds
1—%WMW%A(1 ") f”’(”d>d

e [a=o6, (s [ -7 et

<Z5p(77) 1 ! _\B-1 2(Ndr ) ds
1—%WMW%A(1 ") f”’(”d>d

ou N : C([0,1]) — C([0,1]) est l'opérateur de Nemytskii associé o f et qui
est défini pour tout t € [0,1] par:

Nzx(t) = f(t,z(t)) (3.8)

+

+

3.3 Reésultats principaux

3.3.1 Reésultat 1

Le théoréeme suivant fournit des conditions sur la nonlinéarité impliquant ’absence
de solutions positives pour le probleme (3.1)

Théoréme 3.1 Si pour tout (t,z) € [0,1] x [0, +00)
ft2(t) < ()P = ¢, (maz) (3.9)
ou my est une constante positive telle que
my < (1= §T(a+1) (1=, ()" (5 + 1) (3.10)

Alors le probléme (3.1) n’admet pas de solution positive .
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Preuve: Considérons P et £ définis par (3.2) et (3.3). Si le probléme (3.1)
admet une solution positive x(t) € P. avec z non identiquement nul, alors on
a:

2] = [Ta(t)
2.6, <IO+Nx £) + ANx(t )) +BNx(t))
=‘f%yA@—SV1%(5%X[@—Wﬁ*ﬂﬁﬂﬂﬂf

b(11) L 1 — 1) (7, 2(7))dT ) ds
T J, 4 et )

41525%5411—@”%@G%gl?s—ﬂ&fﬂﬂﬂﬂﬂf

Utilisant la majoration de la valeur absolue d’une intégrale.

1 t
Ol < ),
op(m) 1

T 6,m (@

1

(t— 519, (1:655_/£5<s-— PP f(r, 1)) dr

) /01(1 — T)ﬁlf(r,x(r))dr) ds

u—@a%@(1>l7wwwlﬂnaﬂm7

(3)
) 1 AV (PN ) ds
—¢(77)F(ﬁ)/0(1 )7 (T, ())d)d

utilisant la croissance de ¢,(s) pour s positive, et ¢ conjugué de p, nous obtenons
alors

L t — )t L 83—7571 T, 2(T T

o) < s [ 09 (50 [ - o)l
b(1) L 1 — ) f(r, ()| dr ) ds
+1—%@NW%A(1 P Sl dr )

€L (L
e | a9 (g [ -0 st

b (1) 1)/0 (1—7')ﬁ1]f(7',x(7'))]d7) ds

T, (B
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(3.9) nous donne

a0l < o | -9, (057 [ =% lomsa (2 ar

%ﬁ/ﬂlu gy, (ﬁ /05(5—7)6—1 [(ma (7)™ dr

d’aprés (2)

L t — ) ((my ||2|)P ) 1 SS—Tﬁ_lT
)] < i €= el (i [ 6=

¢p(77) L o) g
o, () T w)/o“ ) d)d

T—¢T(a) / (1= 9 (G el ), (%ﬁ) / o= 1) dr

5
¢() L 1 — 1) ldr ) ds
+—¢()(5)/o(1 ) d)d

puisque ]13 + E =lalors (p—1)(¢g—1)=1

|Tl‘(t)| < m ||:E|| %@)/0 (t_s)a_lqbq (ﬁ /05(8_7_)5—1d7_

+

(1) 1 ! g ) g
T, ) (311)
sl e [ @=9 (i [ -0 ar
(1) 1 ! i) g
Tty ) (312)

En opérant le calcul intégral,

/Os(s iy = {—% (s — T)BE - %sﬁ (3.13)
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(3.12) devient:

><¢q ( 1 185 + ¢p(77) 1 l)
La propriété (1.3) et s < 1 permettent d’obtenir:
1 t 1 1
el < el gy |09 (gt gy ;)
£ 1 ' a—1
+my |z Hm/o (1-5)

1 ¢p(1) 1
e (rm 5% T T 1>> o

1 t a1 1 ¢p(77) 1
< my |z W/o (t=5)""¢, (F(ﬁ+1) 1 —qbp(n)F(ﬁH)) ds

1 1
s ol s | =9

1 (1) 1
e (Pw 0 T T-6,mTB+ 1))

. Uot“ ~o ) 0, (77 * 5 fﬂéﬁ?m D)

)

le calcul

1 t 1
—/ (t—s)*tds = t* (3.14)
0
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entraine que:

1 1 ¢p(n) 1
|Tx(t) < my |z mt o (F(ﬁ +1) T 1—¢,(n) (B + 1))

¢ 1 1 ¢p(1) 1
Fmalll 7 Mo+ 1)% (F(ﬁ 1) T T-6,mTE+ 1))

S !

- IR M\ e, ) T+

3 1 5 1
1—¢T(a+1) "\ (1-0,(n)(B+1)

Maintenant par (2) et ¢ < 1 on obtient

+my |||

1
D(a+1) (1—¢,(m)" " (B +1)""
¢
(1—&T(a+1)(1—g¢,(m)" " (T(B+1)"

[Ta@)] < my ]

+my ||z

Ce qui revient a écrire:

1 1-€6+€¢
Tx(t)| < my ||z Mo+ 1) (1 B ¢p(ﬁ))q_1 (T8 + 1))(1—1 ( 1-¢ )

La defintion de m; (3.10) entraine alors

1
[T ()] < ma ||| - = < Izl
(L= &T(a+1) (L=g,m)" " TE+1)""
Ce qui est une contradiction avec |x(t)| = |Tz(t)|.Alors le probléme (3.1)

n’admet pas de solution positive dans P. m

3.3.2 Reésultat2

Dans la suite, nous établissons ’existence d’une solution positive unique au
probléme (3.1).

Théoréme 3.2 Si f : [0,1] x (0,+00) — (0,+00) est croissante en x, et il
existe une constante 0 < 0 < 1 telle que pour tout (t,z) € [0,1] x (0, +00),et
tout 0 < k < 1.

f(t kx) > kP V(¢ ) (3.15)

Alors le probléme (3.1) admet une solution positive unique.
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Preuve: f :[0,1] x (0,4+00) — (0, +00), entraine que 'opérateur T" est
défini sur P° a valeur dans P° (T : P° — P°). Pour tous x1,z5 € P° avec
x1 < 9 par la monotonie de f et la fonction puissance z7~!, nous avons pour
tout ¢ € [0, 1]

Tao(t) —Txy(t) >0

ainsi 71" est croissante dans P°.
Ensuite, nous prouvons que 7' ¢’est un opérateur f-concave. a partir de (3.15),
pour tout 0 < k£ < 1, x € P°, il est facile de voir que

Tk)t) = s [=o6, (s 6= ke

T(5)

0(71) L 1 — 1) f (7, ka(7))dT ) ds
+1—%MMW%A(1 P k(e )
LL 1 —g)o 1 L SS—T'B’l T,kx(T))dT
e |9 (g [ 0 ket

L'(s)
0p(11) L 1 — 7)Y f (7, ka(r))dT ) ds
T J, (et

utilisant la croissance de ¢,(s) pour s positive, et ¢ conjugué de p,nous obtenons
alors

+

: L et (L [ o= ) (k00 a(r) dr

1)) = s [ €97, (g [6- 0 (0 () a
op(n) 1 ! L (00 £ ) dr ) ds
T, 7 s ar )

Toema ), 0= (g [ 6 6 )

d’aprés (2)

x t — gyt (ko) 1 53—7-5’1 7, 2(7))dr
1)) > g [ =0 @0 o, (s [ =P

S LN e s Ndr ) ds
_¢p(n)r(ﬁ)/o(1 )" ())d)d

+1i§ﬁ /0 1<1—s)”‘*1 (ke g, (ﬁ /O (s — 1) f(r, a(r))dr
) /01(1 _ T)ﬁlf(T,x<T))dT> ds

)
¢,(n) (B
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puisque zl) + % =lalors (p—1)(¢—1)=1

x QL t — )t L Ss—rﬂ_l T,2(7))dT
Tha)(t) = Ko [ 0= 96, (5 [ 5P et

(8

Oyl 1 1 — ) f(r, z(7))dr | ds
T, (i )

GLL 1 s)o ! L 55—75_1 T,2(7))dT
e [0, (5 [ =7 st

%,(n) 1 1 — 1) (7, 2(7))dr | ds
T, (i )

— T

Ce qui implique que T est un opérateur f-concave. Par le lemme (1.1.1), le
probléme (3.1) a une solution positive unique.

|

Enfin, nous étudions la multiplicité des solutions positives de probléme (3.1) .

3.3.3 Reésultat 3

Maintenant, se basant sur le théoréme (1.5), nous considérons 'existence de
trois solutions positives de probléme (3.1).

Théoréme 3.3 Soit f : [0,1] x [0,400) — [0,400) continue. Supposons qu’il
existe des constantes positives a et c telles que

0 < (6,(m)" (1= )"V [(1 = o +£(1 — o) e
et que les hypotheéses suivantes soient satisfaites
(H1) Il existe une constante
0 <my < (1—&l(a+1)(T(B+1)" (1= d,n)"" (3.16)
telle que pour tout(t,z) € [0,1] x [0, ]

f(t,z) < (mgc)P™! (3.17)

(H2) II existe une constante mg telle que

(1— T (a+1)(T(5 + 1)1 (1 — ¢, ()7
(6,(m)" " (1 — )P [(1 — €)oo + £(1 — 0)°]

telle que pour tout (t,z) € [o,1] X [a, (]

a

f(t,z) > (msa)P™? (3.19)
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(H3) 1 existe une constante
0 <my < (=& H(T(a+ 1) T(B+1)(1 - ,(n))

telle que

t
lim sup I ,3;“) =my (3.20)
x_’0+t€[0 1] xP—

Alors, le probléme (3.1) admet au moins trois solutions positives.

Preuve: la preuve est donnée en 4 étapes chacune de ces étapes permet la
verification d’une des conditions du théoréme de Legett Williams pour pouvoir
I’appliquer

Etapel: Sous (H1) et utilisant le lemme (3.2.2) pour tout # € P,, nous avons
pour tout ¢ € [0, 1]

2()] = |Ta:

(ImNac + ANa:(t)) + BNa:(t))

- ] o [ =6, (s [ e ntrin

p(77 L e otnde ) ds
— dy(m) T (5)/(1 ) ())d>d

1

[ ams o, (5 [ = (e

@
() L 1—Tﬁ’1 T,2(T))dT S
- ()()/u ) f<,<>>d)d

Utilisant les propriétés de la valeur absolue,
1 ' 1 ’ B-1
Tz(t)| < —/ t—sa_gb( /8—7‘ “f(r,x(7))dT
120 < g [ |0= 9 (7 [ =0 )

%) L 1 — )7 (7, x(T))dr | ds
T, 7 st )

L
Ter

1

+

(1 - 56, (ﬁ [ == st

Utilisant la croissance de gbq(s) pour s positive, avec ¢ le conjugué de p, nous
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obtenons

o) < s [ =90 (1 [ =0 st

I3 Jy
%(77) 1 ! _\B-1 (T ) ds
Eexmive [ a-nr sl )d

e [a=os, (i -7 i)l dn

0 Jy
6(1) 1 1 — 7)1 x(T))|dr | ds
Eexmive [ a-o i aela )d

(3.9) nous donne
R e N o ey O e e

¢p(77) 1 ! A5 eV dr ) ds
+1—¢p(n)F(ﬁ)/o(1 " | mae) ‘d>d

+1L_§ﬁ /01<1 _ g, (ﬁ /05(8 )8 |(mac)? | dr
) /01(1 —r)f1 ‘(mgc)p’l‘ d7'> ds

L= ¢,(n) (5
d’aprés (2)

' a—1 p—1\9-1 L ’ s — 7)14r
o) < s [ = (maer ), (i [ 6=

%(77) 1 ' — V14r ) ds
+1—¢p<n>r<5>/0“ ) d)d
S 1 ! a—1 p—1\49—1 L ° _ 814,
i 0 e (g [ e
op(n) 1

=6, () /01“ - ”B_IdT) *

puisque 117 + % =lalors (p—1)(¢—1)=1

To(t)] < mac 1@ /O (t — 5)*g, (ﬁ 08(3_7)6—1617
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Utilisant (3.13) ,1'inégalité (3.21) devient:

Tx(t)] < mzcﬁ/ot(t— )1, (Ll B+ ¢p(m) 1 %)

I'(B) s — ¢, (n) I'(B)
¢ 1 [ a1 Lls Bln) 11
+M261_€m/0(1_5) ¢ ( I'(B) 3 °+ —¢p( )T (ﬁ)ﬁ)

La propriété (1. 3) et s < 1 entraine :

|Tx(t)] < mgc )& 1¢q

¢,(n) 1
EETIN ¢A)Nﬁ+m)“

(7

+m201—5r< )/( T < (6+1>55+1ibpc<bzzn>F<5l+1>>dS
(77
)

(1 1
= M) TolmEen ¢p><ﬁ+m>“

a— 1

¢,(1) 1 )) s

+m21—£1“()/( ( (5+1)+1—¢p(n)r(6+1

Et par suite,

Ta(t)] < nwcréf{AQt—SV“%“]¢q(r@i+m‘%1fﬁza>r@£+w>

)
5 ! a—1 1 ¢p(77> 1
sy e [ [ 09 4@4N&Hﬁd—%mmﬂuﬂ
le calcul (3.14) , donne:

1 N 1 %(77) 1
Tz(t)] < mzcmt q (F(ﬁ +1) Tz ¢,(n) T'(B + 1))

1 1
= MMecC ta¢
Lla+1) ((1 —0,(M) T(B+ 1)>

¢ L, 1
1=¢l(a+ 1)\ (1 ¢,(n)T(B+1)

Maintenant par (2) et ¢ < 1 nous obtenons

+mac

1
D(a+1) (1— o))" @B+ 1)""
¢
1—&T(a+1)(1—¢,m)" (B +1)""

|Txz(t)] < mgc

+msyc
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ce qui revient a écrire:

|Tx(t)] < mac

I (Oé 1) (1 ¢p(”))q ' (I (ﬁ 1))q ! 1 5
La deﬁntion de mo (316) entraine alors

1
(1-T(a+1) (1—¢,(m)" " @B +1)"

ainsi T : P. — P.. Montrons que T : P. — P. est complétement continue.
Tout d’abord, de la continuité de f et 297!, découle la continuité de

T : P. — P, et par suite la fermeture de T(P ) de plus il existe une constante
My > 0 tel que

|Tx(t)] < mac

IN
o

)I@Nx(t) + ANx(t)‘ <M

pour tout ¢ € [0,1]. o
Il existe t1,t5 tel que 0 < t; < ty < 1 et pour tout x € P, nous avons:

|Tx(ty) — Tx(ty)| =

2.6, (15+ Nx(t) + AN:c(t)) 4 BN2(t) |1,

180, (151 Na(t) + ANx(t)) 4 BNz(t)| s,

ﬁ /Otz (ts — 516, <J§+Nx(s) + ANx(s)) ds

] /0 " 9t0, (1 Nalo) AN

(a) / (b2 = 5)*"'¢, <I§+Nx(t) + ANI(t)) ds

/t ty —8)* 1o (I@Nm(s)—i—ANx(s)) ds

- / (tr — )"0, (1§ Na(s) + ANa(s)) ds
1

[ («)
+f " (ta = )16, (18, Na(s) + ANa(s)) ds

t1

/Ot1 [(tQ —5) 7 — (4 — s)a—l} &, ([@N:E(s) + AN$(3)> ds

utilisant les propriétés de la valeur absolue,

ot - el < = { [

. /ttz (ta s)afl% (IéiNx(S) + ANx(S))

[(t2 =) = (ti —9)* '] ¢, (I@Nm( )+ ANx(s )‘ ds

s}
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utilisant la definition de ¢, (2)

Tx(ty) — Tx(t)] < (o) { (ta — 5)* " = (t — s)*! (3.22)

5

15 Nz(s) + ANx(s )( i <1§+Nx(s) —i—ANa:(s))

o
t1

Appliquons la valeur absolue sur ¢, ([@N z(s) + AN a:(s))

ds

(ty — 8)* 1 I@N&:(s) + ANx(s)‘q (I()B+Nx(8) + ANJ?(S))

. (IgiNx(s) + ANx(s)) ‘ =

’I@Nx(s) + ANzx(s) !

(I&Nx(s) + ANm(s)) ’

-1

q
— |BNe+aNa <

Maintenant (3.22), permet d’écrire:

|Tx(ty) — Ta(ty)| < ]\F/[(lqo:)l [/Otl [(ta — 8)* " = (t1 — 5)* ] ds + /:(tz - s)o‘_lds}

< Al (Rl -[e-a] - Feoo]]
< 4 )1 {é ()" - {—é (1 — 1) + - mﬂ b2t m“}
- % [(t1)" = (t2)" + 2 (t2 — t1)"]

Si |ty — t1] — 0 alors F(a+l) [(tl) — ()" +2(ta—t1)] — 0

Par application du théoréme d’Arzela-Ascoli , T : P. — P, est compact.
Donc T : P, — P. est complétement continue.

Etape2: Soit b = ¢ > a et considérons la fonction constante xg(t) = £ b, pour
tout t € [0, 1]alors w(zg) = % > a et |lzo|| = 42 < b. Ainsi utlhsant (1.2),
zg € {z € P(w,a,b) : w(x) > a} par suite {z € P(w a,b) : w(z) > a} # 0.
Maintenant, prouvons que w(7'x) > a pour tout x € P(w, a,b).

En fait * € P(w,a,b) implique que a < x(t) < b, pour tout t € [o,1] et
I'hypothése (H2) implique

Ta(t) = IS0, (JéiNg;(t) + ANx(t)) + BNz(t)
> Ig+¢, (ANxz(t)) + BNa(t)
Notons par T™ 'opérateur défini par:

T2(t) = I8, (ANx(t)) + BNx(t) (3.23)
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() — L/Ot(t—s)awq(l“_bp(”) 1)/01(1—7')ﬁ1f(7',:6(7'))d7'> ds

Toerta | 0= (e | 0= oo

(3.19) nous donne

PR S / 1(1—s)a—1¢q< %l 1) / 1(1—7’)5_1(m3a)p_1d7'> ds

-l L—o,(n) T(8
par (2) on a
w I gyl ¢p(n)  (mza)r=' [ g -1 .
T (t) F(a) /0 (t ) (1_¢p(77) F(ﬁ) /U (1 ) d ) d (324)
(

£ 1 [ a1 [ 0p(0)  (mza)P!
e 0 (1—¢p(n)F(ﬂ+1)(1_a)ﬁ) s

les calculs
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entrainent que:
= mJ;U”(l?ﬁlﬂﬁﬁfﬁu—aﬁYA
+¢55n54n“—0”<1?$@ﬁ$?f$ﬂ—offq
: ((T;?Z)ill);lta <1 ispézzn) F(ﬂ1+ 1 (1~ U)B)ql
e o ()

puisque ]1? + % =lalors (p—1)(¢— 1) =1, et par suite

. msa ¢,(1) 1 ot
Te() > na+nt(1—@wnmﬁ+n“‘aw)

_I_

& msa

Y _ )8 "
+1—§F(a—|—1)( ) (1—¢p(n)F(ﬁ+1)(1 )>

Puisque t > o

o) > 1 o—a< ) 1 1 (1—0)6)q1

~ TI(a+1) \1-¢,(nT(B+1)
5 msa _ e ¢p(77) 1 — B !
+1—§T‘(0z+1)(1 ) 1—¢p(77)r(5+1)(1 ))
N msa (Cbp(??)) : 1 —(1- 0)5("71)
Tla+1 (1—g,m) " CG+1)
3 msa o) (pr(n))qil 1 _ 80
T+ 7 1—%w»qWNﬁ+mflu |
msa (%(77)) I 5+ [ a ¢ o
= g1 1\t ) o+ —(1 N 0)
Fla+1)(1—¢,mn) T(B+1)) ( 1-¢ )

(

3 (6,m)" (1 —=a) ) (aa (1—€)+£(1— g)a)
Fla+1) (1-¢,m)" (CBE+1)"

1) (A=) o (1= + €1 - o)

T D+ (1-6,m) CE+) 1-9

(3.18) implique que

T z(t) > a
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et par suite,
Txz(t) > a

ce qui implique que w(Txz) > a pour tout x € P(w,a,b).Par conséquent, la
condition (i) du théoreme (1.5) est satisfaite.

Etaped : Utilisant la définition de lim sup
z—0%4e0,1]

(H3) que pour tout ¢t € [0,1].et pour tout € > 0,il existe 6 = d (¢) > 0 tel que,
0<z<d. ‘f(””) m‘<€

f(tz) )

—o1 = My, il est facile de voir de

f(t,z) < (my+e)a?" (3.25)
Prenons,
<A=& (a+ 1)) TT(B+1) (1~ ¢, (n) —ma

Pour 0 < d < min {4, a}, prouvons que || Tz|| < d pour tout x € P,
En fait, pour tout = € P, et pour tout ¢ € [0, 1] ,nous avons,

()] = !Tw( )l

(IO+N$ + ANx(t)) + BNx(t))

:‘F@yé@—sw*%(f%l[@—WW*ﬂﬂﬂﬂﬂf

%) L 1 — 1) (7, 2(T))dr | ds
eraio R AL

+1i_§ﬁ /01<1 — 5y, (ﬁ /Os<s )P () )

%) L 1 — 1) (7, 2(T))dr | ds
T, 7 st )

Utilisant les propriétés de la valeur absolue,

1 t

+

(t - syg, (1:555Q/£5<s-— P f (7)) dr

(bp(n) 1 1 A () )

+1_¢p(77)r(5)/0 (1 )7 [ x(7))d )d
LL ! B a—1 L s S—T B-1 e -
E ””/ e %(rwxﬂ< VL f (7, 2(7))d

p(77) 1 1 A (N ) ds

" %m><>/¥1 ) f<,(»d)d
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utilisant la croissance de ¢,(s) pour s positive, et ¢ conjugué de p,nous obtenons
alors

L t —g) ! L 83—75’1 T, 2(T T

o < s [ -9 (5 [ - )
6 (1) L 1 — ) f(r, ()| dr ) ds
s [ -7 Frarpldr)

e 1 [t a1 I 4
e [ 09 %(Fﬁléw—ff F(r, (7)) dr

%(n) 1 ! 81 (T ) ds
1_%@ﬂwﬁé(l'ﬂ !ﬂﬂ()ﬂd)d

(3.25) nous donne

_|_

1 1

Te(t)] < f@5¥4<t—wnw*¢q(f@534 (5 — 7P |(ma +2) (z ()| dr

op(n) 1
1—¢,(n) (B

5 1 ! a—1 1 ° -1 p—1
+1T§m/o (1—5)"""9, (W/o (s —71)° ‘(m4 +e)(x (7)) |d7'

+

) /0 (L= 4 0) (o ()| dT) ds

%) 1 1 — )1 (m (7)) dr ) ds
*1—%@ﬂﬂ%l(l 51 [(ma + ) (& (7)) |d)d
et de (2),
o)) < i | €= el e (i [ 6= ar

¢,(n) 1 ' — 100 ds
+1—%Wﬂﬂ%é(l ) d)d

& 1 ! a1 p—1)9-1 L ° B -1
e T el e (g [ - ar
(

p77) L 1 — 7 ldr ) ds
+1—%mﬂﬂﬂé(l ) d)d
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puisque zl) + % =lalors (p—1)(¢—1)=1

o) < ety ol s [ =90, (g [ (5=
¢p(77) 1 ! — 5 10: ) ds
" ) /U (1— ) >d

1—¢,(n) (B
Homact 2 el s [ 0= 9070, (55 [ -
AV N S PRI
T, ) (320)
En opérant le calcul (3.13), (3.26) devient:
Tl < a2 fell g [ =90, (g 567+ oo

3)
B 1=¢,n)I(B) s
8

1 ! 1 1
a2 ol £Ta) / <1—s>a-1¢q<F 35+

La propriété (1.3) et s < 1 permettent d’obtenir:

e P

L ¢p(1) 1
i (wm) ~ o, )F(ﬁ+1))

1
it ] o /(1—s)a—1

1
L ( S

3
¢

) Ly L
(ot el s [ (-

IN

1 ¢,(n) 1
L ( TG0 1o 6,()T(B 1 >)
+(my + )77 ||z ng(la)/o (1—s)" lds

1 ¢p(1) 1
a (rm DT e, TG+ 1>> o
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Et par suite,

Tz(t)] < (mst+e) |z

ey L, o

1 ¢,(n) 1
X%(N5+D+1—@Mﬂﬂﬁ+n)

o+ ol s [ [ - o

1 ¢,(n) 1
X%(N5+D+1—@Mﬂﬂﬁ+n)

le calcul (3.14) entraine que:

Tz(t)] < (ma+e)™ x|

I 1 ¢p(1) 1
I'(a+ 1)t Z <F(6 +1) = ¢, (n) T(B + 1))
§ 1 1 ¢,(n) 1
1—¢l(a+ 1)% (F(ﬂ+ 1) 1o ¢p(n) D(B + 1))
1 1
t%¢
Mla+1) ™ ((1 — ¢,(n) T(B + 1))

F(mat &)t ] ¢( ! )

+(ma + ) ||z

= (ma+e)" |z

L=&T(a+1) 7\ (1= 6,(n) (B +1)
Maintenant par (2) et ¢ < 1 on obtient

1
D(a+1) (1—,(m)" " (DB + 1))
§
(1—&)T(a+1)(1-¢,m)" " (T(B+1)""

Tx(t)] < (mate)™ |z

+(ma +2)7 ||z

ce qui revient a écrire:

i 1 I
01 S e P e e )

La defintion de my4 (3.20) entraine alors
1

Tz(t)| < (my+e)'d — — <d
Ol e (1=9T(a+1) (1=g,m)" (T(B+1) )

Ce qui implique que ||Tz|| < d.pour tous x € P;.
Etape4: Prouvons que w(7'z) > a, pour tout = € P(w,a,c) avec ||[Tz|| > b.
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Nous avons a < z(t) < ¢, pour tout t € [0, 1] alors de (H2), on peut voir que

Ta(t) = IS0, (I§+ Na(t) + ANx(t)) + BNz(t)

> Trx(t) = Igv ¢, (ANz(t)) + BNx(t)

et

* _ 1 t —g) ! %) 1 1 — VY (7, 2(7))dT ) ds

Tat) = g [ 07 (g [ 4 et )
LL 1 —s)t ¢p(n) 1 1 — )Y (7 2(7)dr S
e L0 (2 [ 0 e )

() > ﬁ /0 t(t—s)a—lqsq(lfp("z) 1) /, 1(1—T>6—1(m3ay@—1d7) ds

T
T /01“ ~oa 5 fp¢33n> 5 /01“ =7 s ) s

I(a) G T(5+1

e [0 (Pt )
- (o) [

+155F<1a> (11%;7:277) %ﬁD ( _")ﬂ>q 1/01(1 )

les calculs
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entrainent que:
= m54n”(1?ﬁ%ﬂﬁgfﬁﬂ—aff4
it ()
e )

¢ ((mga)r)*" of ) 1 !
¢ T(arl) “‘”( (1_”)[3)

_I_

puisque ]1? + % =1lalors (p—1)(¢—1)=1dou

. msa ¢,(1) 1 ot
Te() > na+nt(1—@wnmﬁ+n“‘aw)

5 msa _O_a _0-/3 "
+1—§F(a—|—1)( ) (1—¢p(n)F(ﬁ+1)(1 )>

et t > o, permet d’écrire

Ta(t) > —m o—a< ) 1 1 (1—0)6)q1

~ Dle+1)” \1-9¢,(mT(B+1) |
1 i ér(;ngfn (1=0)"{3 ijpézzn) F(51+ - O)B)q_

> FaeD) %f?gz»q<wﬁjuy*“‘awﬁ”
" f gF(:?fl) (1-0)* 1(i¢”;:2?)7>)q1 T +1 e (1-0)P")

) Ha+n(ﬁﬁ2?$2<0&%»“ll_)MN)GQ+T§?1‘”ﬁ

(

3 (,(m)" (1 =)’ (wW1—o+fu—aw)
Fla+1) (1—-¢,m)" (CBE+1)"

1) A=) o (1= €1 - o)

T D+ (1-6,m) CE+) (1-¢

(3.18) implique que

T z(t) > a
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et par suite
Txz(t) > a

ce qui implique que w(Txz) > a pour tout x € P(w,a,c).Par conséquent, la
condition (iii) du théoreme (1.5) est satisfaite.

Conclusion: toutes les conditions du théoreme (1.5) sont satisfaites, le prob-
léme (3.1) admet alors au moins trois solutions positives. m

3.4 Exemples

Exemple 3.4.1 : nous présentons un exemple ot les conditions du théoréme
(3.1) se trouvent vérifiées.
Considérons le probléme suivant

D303 (D.a(n) = VO e o)

2(0) = La(1), DE.x(0) = 1DS.a(1)

(3.28)

Nous avons alors,

(1-
2 1
A GDIGELT
(-0 GG
2 2
1(1—07071) 21“ 2 11“ L 2
2 3 3 2 2
Sachant que T’ (%) =1.3541 et I (%) = /7 on obtient
1 220 (2 (1. (1\\* _ 0.0857 m
~ 0.0301

posons donc my = 100 < 0.0301
Alors on peut voir que pour tout (t,z) € [0,1] x (0,400) ,

fry LHPIVE _2E
’ 20 - 20 10
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et,

VT x 1 \?
D — = _— —X
10 100 100

= (myz)""

ce qui entraine
f(t.2) < (ma)’™
les hypothéses du théoréme (3.1) sont vérifiées alors le probléme (3.28) n’admet

pas de solution positive.

Exemple 3.4.2 :I” exemple suivant vérifie les conditions du théoréme (3.2) ,
{ Divtn (Diatt) = (1) a0t < .1 5.29)
2(0) = &x(1), Dgx(0) = nDg,x(1)
ou<a,f<l,1<a+p<2e0<En>1 sont arbitraires
posons 0 = i,alors pour tout (t,x) € [0,1] x (04 00) et pour tout 0 < k < 1
ft k) = (1+¢) Vix

- a+R)

— k(14 t2) \/E

= Kif(t,x)

par le théoréme (3.2) le probléme (3.29) admet une unique solution positive

Exemple 3.4.3 : nous présentons un exemple ot les conditions du théoréme
(3.3) se trouvent vérifiées.
Soit

) ’ (3.30)

o (t,x) € [0,1] x [0, 1),
ft.x) = (1+12) 1590, _ 799 (t,2) €0,1] x [1,1)
10 (t,2) € [0,1] x [1, +-00)

Les constantes du théoréme sont alors:

a=1,¢=50,0 =0,m9 = 5,m3—2 et my = o=
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Nous avons bien

a < (¢,)" " (1 —0)" T V[(1—€)o% +£(1—0)c
><
50

1 < —+125
4+

en effet,

W\I\J
mh—t

1 1 1
oa +5(1-0)250

—_
N
»-PIOO/\

le ymlc,o

1

a.vérifions l’hypothése (H1)

(1= (a+1)(T(B + 1) (1= ¢,(n)""
1 1 3

2 1 1
= (1- g)ﬂﬁ + 1)(F(§ +1))2(1 - ¢3(Z))2

2 1.1 [2_2 3\?
=375 §F<§>J (“(z))

% = 1.3541 on obtient

NZRN
2 2 VT [2
- = Y0,/21.3541/(1 — 0.562
3>< J 5\ 31:3541V/(1 - 0.5625)

= 0.5908 x v/0.9027 x 1/0.4375
= 0.5908 x 0.9501 x 0.6614
~ 0.3712

sachant que I'( % =

d’ot my = % =0.2<0.3712

= 10% =100

pour tout (t,x) € [0, 1] x [0, 50]
on distingue 3 cas
1.pour tout (t,z) € [0,1] x [0, 3)

flt,r) = (1+ t2)
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Alors
f(t,x) < (mae)”™!
2.pour tout (t,z) € [0,1] x [5,1)

1599 799
ta) = (1+6) g — 22
f(t.7) (1+ )<80I 80)
1
o (1999 _ 799 _,,
80 80

Alors
f(t,2) < (mpe)”!
3.pour tout (t,x) € [0, 1] x [1,50]
ft,z) = 10(1+¢%)
< 20

Alors

ft,x) < (mae)”™!
b.vérifions 'hypothése (H2)
ms =2 < 18.56 = M2

(mga)’ ' =22 =4
pour tout (t,x) € [0,1] x [1,50] on a

f(t,x) =10

ce qui entraine

ft,x) > (mga)’™
c.vérifions 'hypothése (H3)

(1= (T(a+1))P'T(B+1)(1 — ¢,(n))
e e
- g (%) g x 1.3541 (1 - 1%)

~ 0.1378
d’ou
0 <my < (1=&" H(T(a+ 1) 'T(B+1)(1 - 0,(n))
22
lim sup Z82 — lim sup293 = L =m
z—0%ef0,1] * ' z—0%e(0,1] @ 20 !

les hypothéses du théoréme (3.3) se trouvent vérifiées le probléme (3.30) admet
alors au moins trois solutions positives.

Toutes les conditions du théoréme (3.3) se trouvent vérifiées ;le probléme (3.30)
admet au moins trois solutions positives.



Conclusion Générale

Une étude de la solvabilité de certains problémes aux limites associés a des
équations differentielles fractionnaires faisant intervenir I’opérateur p-Laplacien
a été présentée dans ce Mémoire. Nous avons été essentiellement concernées
par ’étude de I’ existence et la multiplicité de solutions pour deux types de
problémes aux limites & deux points.

Les résultats ont été établis par applications de théorémes de points fixes.Des
exemples d’application sont présentés a la fin des chapitres 2 et 3.
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Résume

Dans ce mémoire nous avons présenteé quelques resultats
d’existence et de multiplicité de solutions pour des problemes
aux limites a deux points associés a des equations
différentielles d’ordre fractionnaire faisant intervenir
I’opérateur p-Laplacien.

Ces résultats ont €te obtenus par 1’application de la théorie de
point fixe, en particulier le théeoreme de point fixe de Schaefer
et le théoreme de point fixe de Leggett Williams.

Abstract

In this paper, we have presented some results of existence and
multiplicity of solutions for two-point boundary problems
associated with differential equations of fractional order
involving the p-Laplacian operator.

These results were obtained by the application of the fixed
point theory, in particular the Schaefer fixed point theorem
and Leggett Williams' fixed point theorem.
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