République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

UNIVERSITE ABOU BEKR BELKAID DE TLEMCEN
FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

MEMOIRE DE FIN D'ETUDE
De MASTER
OPTION : Probabilités et Statistiques

Estimation d’un retard d’une équation différentielle stochastique

Soutenu le 27 septembre 2017 devant le jury:

Président Prof. T.Mourid.
Examinateur doc. F.Boukhari.
Examinateur doc. M.Dali.
Encadreur doc. M.Benyahia.

Présenté par : Sara HOUBAD.

Année académique: 2017-2018






Remerciements

Je remercie Allah tout puissant qui nous aide et nous donne la patience, le courage et la volonté
pour accomplir ce modeste travail.Je souhaiterais adresser mes remerciements les plus sincéres
aux personnes qui m’ont apporté leur aide.

Ces remerciements vont tout d’abord au corps professoral et administratif de la faculté de
sience pour la richesse et la qualité des enseignements et aux professeurs qui font de grands
efforts pour assurer a leur étudiants une formation actualisée.

Je remercie mon encadreure Madame W.BENYAHYA pour ses conseils précieux qui m’ont
été énormément utiles ainsi que pour le soutient constant et bienveillant qu’elle m’a apporté.

J’en profite pour remercier avec tous mes sentiments de respect et de gratitude mes en-
seignants et particulierement ’équipe de Probabilité-Statistiques qui ont été & la hauteur de
leur tache et je leur en suis reconnaissante.

Tout le respect et mes vifs remerciements vont aussi aux membre du jury : M.T.Mourid,
M. F.Boukhari, Mme.Dali.

Je remercie également toutes mes amies qui m’ont aidé, et qui ont contribué de prés ou de
loin & la réalisation de ce travail, sans oublier mes camarades de parcours qui sont la source de
la bonne ambiance et humeur et de la complicité qui ont régné pendant ces années.

Merci enfin & mes parents, mes sceurs, mon frére,et un merci spécial & ma tante pour son

soutient qui n’a jamais cessé .



Table des Matiéres

Introduction

1 Introduction générale
1.1 Généralité sur les processus stochastiques . . . . . . ... ... ...
1.1.1 Imtroduction . . . . . . . . ...
1.1.2  Définition des processus stochastiques . . . . . . . . . .. ... ... ...
1.1.3  Processus stochastiques particuliers . . . . . . .. .. .. ...
1.2 Mouvement Brownien . . . . . . . . .. ..
1.2.1 Introduction . . . . . . . . . ..
1.2.2  Construction d’'un mouvement Brownien . . . . . . . . .. ... ... ...
1.2.3 Continuté des trajectoires . . . . . . . . . . ..o
1.2.4 Propriétés en loi du mouvement brownien . . . . . ... ... ... ....
1.3 Intégrales stochastiques . . . . . . . . . . ..o
1.3.1  Dintégrale d’Ttd . . . . . . . . . . L
1.3.2 Processus d’Itd . . . . . . ..o
1.3.3 Formule d’'Ttd . . . . . . . . . oL
1.4 Equations différentielles stochastiques . . . . . ... ... .. ... .. ......
1.4.1 introduction et définitions . . . . . . . .. ... oL L

1.4.2 Existence et unicité des solutions d’'une EDS . . . . . . . ... ... ...

2 Estimation de la densité des retards
2.1 Imntroduction et définition . . . . . . . . . . ...

2.1.1  Estimateur du maximum de vraisemblance : . . . . ... ... ... ...

10
10
13
14
15
15
15



2.1.3 Condition LAN : . . . . . . . . 19

2.2 Notations et Hypothéses : . . . . . . . . .. .. 20
2.3 Théorémes . . . . . . . o 22
2.4 Preuves . . . . .. 24

3 Simulations 42
3.1 Imtroduction . . . . . . . . e 42
3.2  Estimation d'un parameétre . . . . . . . . . . .. e 43
3.2.1 Comportement de 'estimateur EMV . . . . . . ... ... ... ...... 45

3.2.2 Conclusion . . . . . . . s 45
Conclusion 46



Introduction

Dans ce travail, nous avons étudié un cas particulier déja traité dans la thése de doctorat de
Madame W.BENYAHYA (voir [1]).

Nous étudions une classe de processus de diffusion a temps continu X = (X;,t > 0) solutions
d’équations differentielles stochastiques ot la dérive est une fonctionnelle de la trajectoire définie
sur un passé de longueur finie. La dérive est définie par une mesure impliquant des retards.

Plus précisement, nous considérons ’équation différentielle stochastique suivante :

1
X, — / X odp(s) | dt +dW (2) t e [6,T]
)

X5:$0, —1SS§(5

ol p est une mesure positive de support [0, 1] appellée mesure des retards et le coefficient
de diffusion, ¢ € ]0,1] est supposé connu et (W; ) est un processus de Wiener standard. Si
la mesure p est discréte nous retrouvons les équations differentielles stochastiques avec retards
classiques.

Notre travail porte sur I'inférence statistique sur la dérive S (drift) définie par

1
S(tvqu):/é thsdlul(s)

plus particuliérement sur la mesure des retards p a partir de 'observation d’une trajectoire
complete (X (t),t € [0,T]) et dans le cadre des petites diffusions € — 0.
Ce travail est composé de trois chapitres que nous résumons briévement.

Dans le chapitre 1 donnons des rappels de base concernant les processus stochastiques



ainsi que des résultats importants et des propriétés du mouvement brownien. nous rappelons
égalment la notion de l'intégrale stochastique pour pouvoir définir une équation différentielle
stochastique.

Dans le chapitre 2 nous considérons l'estimation de la densité de la mesure des re-
tards dans un processus de type diffusion en estimant la coefficient dans un systéme de fonc-
tions par la méthode du maximum de vraisemblance dans l’asymptotique des petites diffu-
sions. Nous vérifions la convergence, la normalité asymptotique et ’efficacité de ’estimateur
du maximum de vraisemblance.

Dans le chapitre 3 Nous donnons des simulations numériques de ’estimateur de maxi-

mum de vraisemblance.



Chapitre 1
Introduction générale

1.1 Généralité sur les processus stochastiques

1.1.1 Introduction

L’origine des processus stochastiques remonte aux progres faits au début du XXe siécle dans cer-
taines branches appliquées telles que la mécanique statistique (par Gibbs, Boltzmann, Poincaré,
Smoluchowski et Langevin). Les bases théoriques ont été formulées plus tard (1930-1940). C’est
durant cette période que le mot "stochastique", qui provient du grec stokhastikos "conjectural",

a commencé a etre employé.

1.1.2 Définition des processus stochastiques

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité complet et T un ensemble d’indices (T = [a,b] , T = RT)
.Un processus stochastique X (¢,w) a valeurs dans un espace mesurable (E, €) est une application
de Tx() dans E est mesurable par rapport a la mesure du produit A.P ot A est la mesure de
Lebesgue sur T,Il est noté indifféremment X (¢,w) ou X; (w). La fonction t — X (t,w) est
appelée trajectoire ou réalisation de X , a t fixé, la fonction t — X (¢,w) appelée une variable
aléatoire . {X;,t € T} est adapté a la filtration {]:t}tzo si X; est F; -mesurable. Le théoréme de
Kolmogorov assure ’existence des processus stochastiques. {X;,t € T} est un processus centré
si son espérance est nulle E (X;) = 0.

Si X, est dans L2 ie. B|X|? < .



La fonction moyenne du processus

m(t) = B(X,) = /Q X, (w) dP (w)

La variance

o (t) =B ||X, - B(X,)P]

La fonction de covariance
(s, t) =E (X Xs) —E(X;)E(Xy)

La régularité des trajectoires est déterminée par le théoréeme de Kolmogorov.

Définition 1.1 une filtration est une famille coissante de sous tribus de F, c’est-a-dire Fy C Fy
pour tout t < s. La tribu F; est une description mathématique de toute linformation dont on

dispose a linstant t.

Définition 1.2 Un processus {X¢,t > 0} est dit adapté a la filtration {Fy,t > 0} si pour chaque
t, Xy est Fr— mesurable. Un processus adapté est celui pour lequel une description probabiliste

est réalisable.

1.1.3 Processus stochastiques particuliers

Définition 1.3 Un processus est dit strictement stationnaire si pour tout entier n,tous réeles
ti,ta, ...y b, €t tous h > 0 les vecteurs aléatoires (Xyy, Xigy ooy Xt,) €t (Xt thy Xtgthy ooy Xtr+h)

ont la méme lot .

Définition 1.4 Un processus X; est dit stationnaire (ou faiblement stationnaire)si :
1-son éspérance B (X;) est une constante indépendante du temps. t.
2-sa fonction de corrélation R (s,t) ne dépend que de la différence T =t — s.

3-R (7) est continue (& l'origine).

Définition 1.5 Soit (X¢),cp un processus stochastique. Il est gaussien si toutes ses lois fini-

dimensionnelles (X, Xty ...y Xt,) sont gaussiennes (Vn € N, Vity,...,t, € T ). Un processus



gaussien est entiérement déterminé par la donnée de sa valeur moyenne m (t) et de sa fonction

de corrélation R (s,t) .

1.2 Mouvement Brownien

1.2.1 Introduction

Le mouvement brownien est a la fois un phénoméne naturel, et un objet mathématique. Le
phénomeéne naturel est le mouvement désordonné de particules en suspension dans un liquide. Il
en résulte un mouvement trés irrégulier de la grosse particule, qui a été décrit pour la premiére
fois en 1827 par le biologiste Robert Brown alors quil observait du pollen de Clarkia pulchella
(une espece de fleur sauvage nordameéricaine), puis de diverses autres plantes, en suspension
dans l'eau. La description physique la plus élémentaire du phénomeéne est la suivante:

1. Entre deux chocs, la grosse particule se déplace en ligne droite avec une vitesse constante.

2. La grosse particule est accélérée lorsqu’elle rencontre une molécule de fluide ou une paroi.

1.2.2 Construction d’un mouvement Brownien

Ce processus de diffusion peut étre construit par différentes approches. Les définitions les

plus usuelles du mouvement brownien sont les suivantes.

e Construction par un processus gaussien
e Construction par une limite d’une marche aléatoire

e Construction par le développement de Karhunen-Loéve (D.K.L)

et celle la plus utilisée :

Construction par un processus gaussien

Un processus stochastique (Wt)tzo est un mouvement brownien ou un processus de Wiener
si Wy = 0 (on dit que W est issu de 0 ) et si pour tous réels 0 < t; < tg <--< t,, les variables

aléatoires Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy sont indépendants et suivent une distribution gaussienne

n—1

telle que Vh> 0
E(Wien — Wi) = 0 et B (Wi, — We)2 = h



On dit que le mouvement brownien est standard si m=0 et o = 1 et le vecteur (Wy,, Wy, , ..., Wt,,)
est un vecteur gaussien donc le processus (Wt>t20 suit une loi gaussienne de moyenne m; et de
variance oy.

On peut facilement simuler une trajectoire de mouvement brownien dans un intervalle de

temps [0, 77, il suffit pour cela de posée un pas de temps At > 0 et d’écrire
War = War — Wy ~» N (0, At) ~» VALN (0,1)

Les accroissements (an =Wy At), avec 0 <n < N et N >0 ,étant indépendants et

gaussiens, il suffit donc de simuler une loi gaussienne
Wiiar — Wy ~ N (0, At) ~ VAN (0,1)

Nous pouvons aussi simuler facilement une seule trajectoire brownienne de la facon suivante
.Considérons la subdivision de l'intervalle de temps [0, 7] suivante 0 = ¢; < to << ty <

tny1 =T avec tiy1 —t; = At , pour i =1 on a Wy = Wy, = 0. On donne l'algorithme suivant:
1. Générée une nouveau variable aléatoire Z de la distribution gaussienne N (0, 1).
2.i=1+1.
3. Wy, =W,._, + ZVAL.
4. siit < N + 1, réitérez a 'étape 1.

La fonction BMN permet de simuler un mouvement brownien standard {W;,t > 0} dans



I'intervalle du temps [tg, T'] avec un pas At = (T —tg) /N

exemple d'un mouvement Brownien

06

04

02

04

0.5 1.0 1.5 2.0

time
Figure 1.1 Trajectoire brownienne simulée a partir d’une distribution gaussienne

1.2.3 Continuté des trajectoires

Par définition, on dit qu'un processus aléatoire {X;,¢ > 0} est continu si
lim | X — X¢| =0
Jim [ Xepn — Xl

Selon le type de convergence de cette variable aléatoire, on obtient une continuité plus ou

moins forte.



Propriété 1.1 Soit € > 0 et {W;,t > 0} un mouvement brownien standard .On a
lim <P (|Wyan — Wi > &) = 0
im — - €)=
e t+h t

Le mouvement brownien a de nombreuse propriétés dont certaines peuvent étre prise comme

définition.

Définition 1.6 Un mouvement brownien (standard) réel est un processus gaussien centré (Wy),~q

a trajectoires continues de fonction de covariance
K (s,t) =min (s,t) = s A t.

Soit W = <Wt)t20 une famille de variables sléatoires indéxées par le temps. on dit que W est

un mouvement brownien si c’est un procssus a trajectoires continues tel que
1. pour t>0 : Wy ~» N (0,t).

2. pour tout 0 < t1 < tg << t, , les variables aléatoires Wy, , Wy, — Wy, oo, Wy, — Wy |

n

sont indépendantes .

Définition 1.7 Le mouvement Brownien est une martingale soit (Wy),~q un mouvement Brown-

ien alors

o W, est une martingale continu & temps continus.
o W2 —t est une martingale

e pour tout réel a exp( aW; — O‘;t) est une martingale .

1.2.4 Propriétés en loi du mouvement brownien
Propriété 1.2 La densité de AW = (Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy, _,) est donée par

2

n 1 —XT
faw (@1, -, 2n) = H 27 (t; —tj—1) o (2((tj _;j_l))> .




Propriété 1.3 la densité¢ W = (Wy,, ..., Wy,) est

fW I1y..eyTn) = €Xp I-
1;[\/ _tjl 22 ((t; —tj-1))

Jj=1

Proposition 1 Soit W; un mouvement browien standard. On a presque surment ,

lim sup — L= 4 , lim sup % = 400
t—+00 \/i t—0 \/%
W,
lim inf — = —oo , lim inf —£ = —o00
t——+o00 \/E t—0 \/%
Wy _ 0
t—>+oo t

)

Figurel.2 la limit de mouvement brownien standard par rapport au temps(cf,[5])

Propriété 1.4 Si (W), est un mouvement brownien, alors il en est de méme pour les proces-



sus suivants:

1
1. Autosimilarité (propriété d”échelle). Pour ¢ > 0, X; = TWct est un mouvement brown-
c
ien standard .

2. Inversion du temps. Le Xy défini par Xy = tW1 si t#£ 0 et Xog = 0 est un mouvement
t

brownien standard .

3. Retournement du temps.Le processus retourné a linstant T, X; = Wp — Wr_ est encore

un mouvement brownien sur [0,T7] .

1.3 Intégrales stochastiques

1.3.1 L’intégrale d’Ito

On considére une espace de probabilité (©2, F,P) muni d’une filtration F; , muni d’une suite de
tribu croissantes pour l'inclusion . On appelle tribu des présisibles sur €2 x [0, +o0[ la plus petite
tribu rendant mesurable tous les processus continus adaptés & la filtration F;.. Un processus
ou un ensemble est prévisibles s’il est mesurable par rapport a cette tribu.Supposons donné un
processus de Wiener standard W, , adapté a la filtration F; et tel que pour tout 0 < s < ¢t
laccroissement W (w) — Wy (w) soit indépendant de F; .Sur un intervalle de temps [0, ¢],on note
H? I’ensemble des processus f; (w) définis pour ¢ € [0,], F;—-mesurable et de carré intégrable
presque strement . Dans ces conditions,si f dans H2 et si0=1tg < t1 < ... <tp < thy1 =t est
subdivision de I'intervalle [0, ¢], , alors f est indépendant des incréments W 41— Wi, , en d’autre
termes f est prévisible. Pour toute fonction f de HZ2. On définit I'intégrale stochastique d’Ito
comme la limite dans L? des accroissements ci-dessous (on notera que toutes les limites de cette
section sont des limites quadratiques, i.e. dans L? ) .On définit ainsi I'intégrale stochastique

comme la limite des sommes Riemann.

t

I; (f) = /f (tvw) aw (tvw) = nh_{r(}OZf (tiaw) (Wtzqu - Wti)
=0

0 =

10



Le but de l'intégrale stochastique est de donner un sens a des équations de la forme

dX (29
dt

= b(x) + o (x) 2 1)

Le probléme est que, comme nous I’avons mentionné, les trajectoires du processus de Wiener
ne sont pas différentiables, ni méme & variations bornées.
Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, on interprete une solution de

léquation différentielle (1.1) comme une solution de 1’équation intégrale

t

Xt XO + /b dS +/ (XS) dWs
0

Stochastic integral

ol A
I{weh = | W,dW, I(w= | W, odW,
’y at =0.001 ‘i

04 4 — Molintegral
— Siratonovitch Integral

0.0 M‘u,m...i"-.-'ll'« I'-""~'-"I'rh lll Wy "'I"“t II A

v )

W,
Al ““"W v
W * J

0.0 0.2 04 0.6 o0& 1.0

04

bame:

Figure 1.3 Simulation de lintégrale stochastique d’Ito (cf, [5])
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On a de plus quelques propriétés complémentaires liées la dépendance aléatoire de f .
Propriété 1.5 Pour tout f , g € H? et tout s,t tels que 0 < s < t, on a

o t— I;(f) est a trajectoire continue P-p.s.

o I(f)= (1 (f));>o est adapté a la filtration {Fi},~ -

B(L(f) =0, et Var (1(1) =B | [ fids
0

t

B((1 ()~ L () 7) =5 | [ fiau/7,

0

tAs

BIL (1)1 (9) = B [ fugudu
0

s+T

E < 4E /fgdu
S

sup (Ii—s (f) — I (9))2
0<t<T

Inégalité de Lenglart :Pour tout 6 >0 et v > 0

t

P | sup /fs (W) dWs| >0 | < 12+}P’<Hf(w)\|2 >’y) (1.2)
0st<T |J 0
T
e Si pour tout m>1 on a /E |fil*™ dt < oo, alors
0
T
B (7 (1) < m(2m— )" 71 [BI5f" at (13)
0
e Enfin on a
T . T
Eexp /ftth - 2/f,52dt < 1 (14)
0 0

12



t
Corollaire 1.1 e Si pour tout t € [0,T] la somme /E (f2)ds < oo alors Uintégrale sto-

0
chastique Iy (f) est une martingale .

t
o Isométrie d Ito : si /E (fg) du < o0 on a
0

t 2 t
_ 2
E O/fdeS _O/E (f3)ds (1.5)

e D’aprés la définition le processus I (f) est gaussien centré de covariance

tAs

Coo (1(£) 1.(1) =B | [ f2du
0

Supposons que pour tout € € [0, 1] et pour tout § € O, ou O est non vide , on a le processus
stochastique vectoriel {lia) (0),0<t< T} € H2,et notons par |.| la norme matricielle . Le
lemme suivant (cf.[12]) nous le théoreme central limite pour I'intégrale stochastique :
Lemme 1.1 Si la convergence

T
P—1lim [ 1 0)1 ()T dt = o (9)

e—0
0

T
ot 0 < o (8) < o00,est uniforme en 6 € © alors l'intégrale stochastique /lgs) (0) dW; est unifor-

0
mément asymptotiquement normale avec les parameétres (0,0 (6)) .

1.3.2 Processus d’Ito

On appelle processus d’Ito, un processus X = {X;,0 <t < T} a valeurs dans R tel que:

t t
X, = Xo +/bsds+/ades tel0,T) (1.6)
0 0

13



avec

1. b={b;,0<t<T} et 0 = {04,0<t<T} sont des processus adaptés a la filtration

{Fitiso-
T
2. P /|b5]ds<oo = 1.
0

T
3. P /|O’S|2d8 <o | =1.
0
Ecrit sous sa forme différentielle, le processus d’It6 devient
dXt = btdt + Utth- (17)

1.3.3 Formule d’It6

Soit le processus stochastique X vérifiant

to to
X, — X, = /bs (Xs)ds—i—/as (X,)dW,
t1 t1

on note sous forme différentielle
dX; = b; (Xt) dt + o (Xt) dW;

La formule d’It6 permet de déterminer de maniére générale I'effet d’un changement de vari-
ables sur différentielle stochastique. Si f (,x) est une fonction de classe C? alors Y; = f (¢, X;)
est aussi un processus d’'It6 et il admet une intégrale stochastique par au meme processus de

Wiener donnée par la formule d’Ito .

of of 1 ,0°f

of
Yy = ( (t, X¢) + b= (8, Xe) + 5%t 92

(t, Xt)) dt + Ot—— (t, Xt) th

ot ox ox

14



1.4 Equations différentielles stochastiques

1.4.1 introduction et définitions

De manieére informelle, on appelle équation différentielle stochastique une équation différentielle
ordinaire perturbée par un terme stochastique. Plus précisément, c’est une équation du type

suivant :

dXt = b(t, Xt) dt+0’(t,Xt) th, XO = X0 (18)

Dans cette équation, dW; est la différentielle d’'un mouvement brownien standard W;, et b, o
sont les coefficients de I’équation (ce sont des fonctions de( RT x R dans R), et zg € R est la

valeur initiale. Tous ces termes sont donnés. La notation (1.8 ) est la plus usuelle.
Définition 1.8 Rechercher une solution de l’équation ( 1.8) consistera & rechercher un proces-
sus {X¢,t > 0} satisfaisant l'équation intégrale :

t t

X, = :c0+/b (s,Xs)ds—i—/a (5, X,) W, (1.9)
0 0

ot la seconde intégrale est une intégrale stochastique.

Définition 1.9 Quand les coeficients b et o ne dependent pas du temps et sont seulement des

oncrions sur , O a1l que (L equation €s omogene.
foncti R, on dit que Uéquation est homogé

Le coefficient b est appelé le coefficient de dérive, tandis que o est le coefficient de diffusion.

Un processus qui résout 1’équation (1.8) .

1.4.2 Existence et unicité des solutions d’une EDS

Soit T> 0, b (¢, x) une fonction mesurable de [0, 7] xR dans R et o (¢, z) une fonction mesurable
de [0,7] xR dans R vérifiant :

1- Condition de croissance : il existe une constante C telle que
|b(t,x)| +o(t,z) < C(1+|z|)

15



2-Condition de Lipschitz : il existe une constante K telle que
b(t,z) = b(t,y)|+]o(t,z) —o(ty)| < K|z —y|

3-X{ est une variable indépendante de la tribu o {W, s > 0} et E|Xo|? < oo

Alors 'équation différentielle stochastique d’It6 (1.8) admet une solution unique X; dont

presque toutes les réalisations sont continues et vérifiant B | sup |X;|* | < oo.

te[0,T

16



Chapitre 2

Estimation de la densité des retards

2.1 Introduction et définition

Dans ce travail, nous considérons un processus de type diffusion X¢ = (X7,¢ € [-1,T]) pour
€ 10, 1], deéfini sur un espace de probabilité complet (2, A, P, (F;)) et solution de I’équation
diffrentielle stochastique suivante :

€ L ye
dXs = (f& thsﬂ(d5)> dt +edW; ,t [6,T) (2.1)

X = st —1 <s <6
ou
. (Wi, t € R, (F;)) est un processus de Wiener adapté & la filtration (F),, qui est difinit
sur 'espace (2, A, P, (F%)) .
.44 une mesure positive sur [0,1] , 9 > 0.
.xg est une constante strictement positive .

Nous associons a (2.1) ’équation différentielle déterministe suivante:

dX
—t /thﬂ 7t€[67T]
0

Xs:xg st —1<s<§

(2.2)

pour ¢ petit ’équation (2.1) est considérée comme des petites perturbation de I’équation(2.2).Pour

une mesure & variation finies ,I’équation (2.1) admet une solution unique presque surement .
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Nous étudions dans ce chapitre le probleme de ’éstimation de la mesure p dans le cas ou elle

admet une densité par rapport la mesure de Lebesgue admettant le dévelopement suivant :

F5) =L 5) =g (s) (23)

ol g (s) est une fonction comme défini dans L? ([1,]) et c est le coefficient de f.
Notons par (C[(;,T],}") Iéspace des fonctions réelles continue définies sur [§,7] , ou F =
UissFt, Fr = 0 (X5, s < t) et P° la mesure induite dans (C’[(;,T],}' ) par les processus solutions

de (2.1).

Notre objectif est I'estimation du paramétre § = ¢ € © = ]0,D] ou D > 0 & partir
de l'observation d’une trajectoire complete X¢ = (X7,t € [0,7]) de (2.1) .Nous construisons
les estimateurs du maximum de vraisemblance et nous étudions leurs propriétés asymtotiques
quand ¢ — 0. Nous utilisons la théorie générale de Ibragimov-Hasminski (cf.[7],[12]) pour
montrer que la famille des lois (Pg, 0 € ©) induites par les processus solutions de (2.1) vérifient

la condition LAN (normalité asymptotique locale).

2.1.1 Estimateur du maximum de vraisemblance :

Pour X¢ = (X;,t € [6,T]) une observation d’une trajectoire compléte de (2.1), I’éstimateur du

maximum de vraisemlance 6. est solution de

L (9 90,X) = sup L (6, 00, X) (2.4)
0cO

ou L (6,00, X) désigne le rapport de vraisemblance qui est définit par :

dP;
L(0,00,X) = de (X¢) ,0€0© (2.5)
0o

avec g est une valeur fixée du paramétre 6 et O la ferméture de © dans R , si  (2.4) admet

plusieurs solutions @adésigne I'une d’entre elles.
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2.1.2 Processus de rapport de vraisemblance :

Notons Z, g (u) le processus de rapport de vraisemblance calculé pour I'observation X¢ vérifant

(2.1):
_ Pora.0)u

X° R

Ze,@ (u) :

ou 6 € ©.Les valeurs 6 + ®.( 0)u correspondent aux autres valeurs possibles du parameétre
pour une normalisation adéquate ®, qui est une fonction dans R telle que 0+ ®.( §)u € O .

Le processus (Z: 9 (u),u € R) est défini seulement pour tout u tel que :
we Upg:=3'(O©—-0)CR

2.1.3 Condition LAN :

Une notion de base qui joue un role crucial dans cette étude est la condition de normalité
asymptotique locale de LeCam( LAN condition). On dit que la famille de lois(Pg, 6 € ]0, D])
vérife la condition LAN en un point 8y € © quand ¢ tend vers 0 si le rapport de vraisemblance

admet, sous une normalisation adéquate ®. ( ) ,la représentation suivante :
Zeg (u) = exp {uAg (00, X°) — %uz + W, (6, u,XE)} , uelR (2.6)
ot A. et W, sont des variables aléatoires vérfiant sous Pj:
A. (0p, X°) = N (0,1)
en loi dans R quand ¢ tend vers 0 et

limO\Il6 (0, u, X°) = 0 en probabilité
E—>

2.2 Notations et Hypothéses :
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Nous considérons ’équation différentielle stochastique (2.1) dans le cas ou la mesure admet une
densité par rapport la mesure de Lebesgue de la forme (2.3). L’équation (2.1) se transforme en
dX; = (c JExz g (s) ds) dt +edW, si tel[o,T]

(2.7)
Xs:x() Si—1§8<(5

Nous notons par # = ¢ le paramétre estimer appartenant ’espace paramétrique © =]0; D]
ou D > 0 et P§ désigne la loi du processus de type diffusion (X7t € [d,7]) solution de
(2.7) induite sur l'espace des trajectoires (C[&T],f ) . Pour # une valeur fixée du paramétre
dans © et une observation dune trajectoire complete X5 = (Xt € [0,T]) de (2.7), rappellons

que l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) 6. est défini comme une solution de

I’équation

dP; dP;

0 0 £
——=(X®) = sup — (X°) (2.8)
dIP)@Q 6co dP@o

on 0 désigne la ferméture de ©.

En notant on = Py la loi du processus de Wiener et en posant :

c f; Xf . g(s) ds st tel[o,T]
0 si 0, 6]

St (XS, 9) =

la vraisemblance est donnée par

aF (X5) = e 1 /TS (X%,0) dXi — 1 T(S (X°,0))? dt
dP‘EO - XPp 82 0 t ) t 252 0 t )
1 4 € € 1 T € 2
= exp ? s St (X ,0) dXt - @ 5 (St (X ,0)) dt

Dans la suite, nous conservons la premiére forme la vraisemblance.

L’estimateur EMV 6, vérifie I’équation suivante :

- - Y.
Aeee:nﬁge:f
€
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ou A. définie par :
T
A= [
d
et

T
yez/ VE (1) dt
1

avec

1
Ve (1) = /5 X7 ,9(s) ds

Nous rappellons la propriété de la normalité asymptotique locale ( LAN condition ou condition
de LeCam) qui joue un role fondamental dans ce type de probléme ([6], [7]). La famille des lois

(IP5, 0 € 10, D]) vérifie la condition LAN en un point 6 € |0, D] si le rapport de vraisemblance

dp
Zeg () = —012eOu (e e R (2.9)
’ dPy
admet la représentation suivante
1
Ze g (u) = exp {UAE (0,X°) — §u2 + U, (Q,U,XE)} , uelR (2.10)

telle que sous [P on a:
A, (0,X°) = N (0,1) dans R quand e — 0

limO\Il‘E (0,u,X°) =0 en Py — probabilité

Si la famille de mesures (IPg, 0 € ©) est LAN en tout point 6 € ©; on dit qu’elle est LAN sur
©. La famille des lois (Pj, § € ©) vérifie la condition LAN uniforme si nous avons les relations
précédentes pour tout compact K C © , et pour toutes les suites (6,) C K ,(u,) CR, up, — u
vérifiant ( 0, + P ( 0p) uy,) € O.

D’autre par, notons par W, o l'espace des fonctions de perte w définies sur R continues
symétriques non identiquement nulles vérifiant :

-w (0)=0

- pour tout ¢ > 0 les ensembles {u / w (u) < u } sont convexes
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- w (u) < exp (’y u2) pour v > 0 quand v — oo
Si la famille (P, 0 € ©) satisfait la condition LAN en tout point § € © alors pour tout

estimateur 6, , et w € W5 , nous avons 'inégalité suivante (dite aussi borne de Hajek) :

2

- 1 T
lim lim inf Ej |w (@7 - > —— -= 2.11
gt w55 [u (07100 (3 -0))] > = fwen (-5 ) e @

Les estimateurs qui réalisent 1’égalité dans (2.11) sont dits asymptotiquement efficaces ([6].)
C1. la fonction g est continue et d’intégrale positif (f; g(s)ds > 0)
2.3 Théorémes

Le théoreme suivant donne la condition LAN de LeCam de la famille de lois (IPj, 8 € ©) solution

de (2.7) et la borne de Hajek.

Théoréme 2.1 Sous la condition C1, la famille des lois (P5,0 € ©) solution (2.7) vérifie la
condition LAN (2.10) avec ®. définie par

ou ) T . S
10)= [ (@ (x0)"
o0 (X7) = 5 (¥°.0)
et

T
A. (0, X°) = / ugs (X°) dW
0
la fonction risque admet la minoration suivante (Inégalité de Hajek) : pour tout estimateur

@8,00 €0 etwec Weo

lim liminfinf sup Ej [w (cb;l (0o) (/ég - 9))} > E(w(§))

N

ou & est une valeur aléatoire gaussien centré réduit dans R.
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Lestimateur du maximum de vraisemblance du paramétre 6 est défini par (2.8). Le théoréme
suivant donne la convergence, la normalité asymptotique et la convergence des moments de tout

ordre de cet estimateur.

Théoréme 2.2 Sous la condition C1, I’ estimateur du maximum de vraisemblance 0. vérifie
sous Py et uniformément sur tout compact K de ©, les propriétés suivantes :

1. lim0 0. = 0y en probabilité plus précisement, V3 > 0
E—

95 — 90‘ > ,8) < Chexp (_5;26)

sup P, (
6o Ko

07101>0 €t02>0.
2.
(I);l (00> (és - 9) —c—0 5

ot £ — N(0,1) dans R.
3. Pour tout p >0
li £ -1 7 p_ p
lim B |@2" (60) (6.~ 0)|" = B¢

4. L’estimateur 0. est asymptotique efficace.

Pour montrer ces deux théorémes, nous suivons [7] et (chap.2 de [10]). Pour cela nous avons
besoin d’établir les lemmes suivants qui montrent que la famille des processus de vraisemblance

(Zep (u) ,u € R) est tendue dans Cy (R) Iespace des fonctions continues tendant vers 0 I'infini.

Lemme 2.1 Sous la condition C1,pour tout compact K de © Nm > L et R > 0,0on a

1 1
sup sup |ur—ug| " By | 28" (u2) — Z2" (u1)] < C(1+ R™)
0K {ur,uz€lp,c:|luj|| <R , j=12}

ot Upe =d-1 (0 —90).

Lemme 2.2 Sous la condition C1 , Ve >0, Vu € Ug et pour tout compact K de ©, on a

sup Py <Z5 (u) > 6_7“2) < Ce
PeK
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ot vy>0et C>0.

Le théoréme 2.1 implique la convergence des lois de dimensions finies du processus de
vraisemblance (Z. g (u),u € R). Par suite, des Lemmes 2.1 et 2.2 le processus (Z. (u),u € R)
converge faiblement dans Cj (R) vers un processus (Zp (u) ,u € R). La preuve des résultats du
théoréme 2.2 suivent les mémes étapes que celle du Théoreme 1.1 p.174 de [7] ou du Théoréme

5.3.3 p.188 de [10]. Les résultats sur les estimateurs de Bayes sont obtenus de fagon similaires.

2.4 Preuves

Preuve: du théoréme 2.1 .soit Soit u € R pour montrer le théoréme on unitilise comme
dans [7], le changement de variable u = I 2 (0)v ou I () vérifié la condition C1. La condition

LAN (2.9) se transforme donc

dP@—&-av
dPy

dPo1 s (0)u
Z€,0 (u) e %P)of) (XE) =

1
= oxp v 13 (0) Ao (0, X%) = 501 (6) + 0. (9,1% 0) U,Xe)]
telle que sous Pj
I3 (0) Az (0,X°) = N (0,1(0)) dans R quand ¢ — 0

et
1
lim U, (9, I2 (0)v, Xe) = 0 en probabilité

e—0

Par suite 'observation X¢ vérifie (2.7) ,le théoréme de Girsanov ([11]. chap 7 ) donne

d]P)0+51)
dPy

1 /T 1 (T
= exp (52/0 (S; (X©,0 + cu) — S; (X5, 0) )de—%Q/O (SE(X®,0+eu) — S7 (X°,0)) dt)

Zep (u) (X°)

ou

1
St (X<,0) = 0/5 X; .9(s)ds
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et
1
Sy (X%,0 +cu) = (c—i—&?u)/ X7 .g(s)ds
é

Par conséquent

1 T
anE,E’ = ? (St (X€79+8u)_5t (Xsae) )dXte_
0
1 T
52 (SE(X®,0+eu) — S7(X,0)) dt
0
1 T
= S [ (St(X7,0+cu)— 8 (X7,0) ) [dX7 — Sy (X7, 0) dt] -
0
1 T 2
— | (Se(X%,0+eu)— S (X°,0))°dt
25 0
1 T
_ 8/ (S, (X°,0+ eu) — Sy (X°,0) ) dW, —
0
1 T
— | (Si(X%,0+eu)— S, (X°,0))*dt
2¢e 0
= Al,z—: — A27€ (212)
Nous pouvons écrire
1 T
A, = 5/ (S, (X%,0+ 2u) — 5, (X°,60) — u eqp (X°)) dW, +
0

T
/ UGt (XO) dW;
0

08,
ou q (XO) = 87915 (XO, 9) et X0 la solution du systéme détermniste (2.2), posons

T
A(0,X°%) = / ugy (X°) dW,
0
Alors la variable A (9, X 0) est gaussien de variance

T
1(6) _/0 gs (X°)% ds

Ecrivons

Are =TI (u) + A (6, X°)
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ou
1

HE (U) = ?

/T (Sp (X=,0 +eu) — S; (X=,0) —ueq (X°)) dW;
0

Montrons que sous IPj la variable aléatoire IL. (u) tend vers 0 quand € — 0.

Pour a > 0, v > 0, par l'inégalité de Lenglart, nous avons (cf. [11] )
5 gl € 1 4 € € 0Y)2
P9(|H5(u)\>a)§?+ﬂl’9 =), (S (X%,0 4+ eu) — S (X°,0) —ueq (X)) dt >~

Pour le second terme ci-dessus, nous allons appliquer 'inégalité de Markov.

D’une part, on a

Se (X, 0 +eu) — Sp (X5,0) —ueqy (XO) = [St (X%,0+¢cu) — S (X0,9 + Eu)]
— [Se(X5,0) — S, (X°,0)]
+ [Se (X°,0 + eu) — Sy (X°,0)]

—UEG: (XO)

Comme

1 1
Ve (1) = /5 X; g (s)ds, VO (1) = /5 X0 g (s) ds

nous en déduisons
Si(X5,0 +cu) — Sy (XO, 0+ 6u) = (c+eu) [V6 (t) — Vo (t)] (2.13)

et
S (X%,0) — S, (X°,0) =c[VE(t)— VO (1)) (2.14)

La différence entre les expressions (2.10 ) et (2.11) est égale a

eu [VE(t) — %% (t)]

26



par le changement de variable v =t — s, nous obtenons

1
V() - VOl) = /5 (X7, — X0) g(s)ds
t—o

= /t (Xj—XS)g(t—v)dv

-1

En utilisant la formule de Taylor & I'ordre 1, I'inégalité (a + b)2 < 2a? + 2b%, les propriétés du

processus de Wiener et la condition C1 , nous obtenons pour tout ¢ € [0,77] :

Eg (S¢ (X5, 0+ eu) — Sy (X5, 0) — u eqr (X))
= Eo [eu (V)= VO@®)+ (S (X°,0+cu) — S (X°,0)) — ueq, (X°)]

= Ey [Eu /tt_(s(Xj—Xg)g(t—v)dv—e.fe(t)r

-1

2
t—5§
< z-:gEg [sup \Xﬁ—XB\ U/ g(t—v)dv—ﬁg(t)]
0<v<T t—1
t—8 2
< elBy |Kie sup ’Wt|U/ gt —v)dv—¢. (1)
0<v<T t—1
< &% (K + 282 (1))

ou &, (t) — 0 est le reste de formule de Taylor ,K; > 0 et Ko > 0.

Donc ,

sup [Eg [St (X5,0 +cu) — S (X%, 0) — ueqy (XO)]2 < el
te[0,T

oul', — 0 car &, (t) — 0 avec € et K3 > 0 on déduit que
I 0Ny 2 1
P (52/ (S (X%,0 4+ eu) — Sy (X°,0) —ueq (X)) dt >7> < ?TFE
0

suite,par I'inégalité de lenglart, on déduit que Il (u) — 0 en probabilité quand ¢ — 0.

Pour Ay, définie dans (2.12), on a
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ou

Koy (X%) = L /T ((St (X%,0 4 cu) — Sy (X°,0)) dt —u2I(9))

52 0
Montrons que K., (X¢) — 0 en probabilité. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

nous avons

Eqg (512 /OT [(St (X%,0 +eu) — S (XF,0))% —u?2¢? (XO)} dt)

< [;EQ (/OT ((St (X5,0 4 cu) — S¢ (X°,0)) —ueqs (X)) dt)}
)

[;EH (/OT (St (X=,0+ 2u) — Sy (XF,0)) + ueq; (X°))° dt }

la premier facteur ci-dessus a été étudié précédement et tend vers 0 avec €. Pour le deuxiéme

facteur , nous avons

IN
&
>

IN
<!
S

INA
&=
S
TN TN T ~

(

(2 (c(VE (1) + VO () — VO (1)) + 2u2g? (XO)) dt)

( ) +2(V° (t))2> + 2u?q? (XO)) dt)
()" +2 (V0 (1)") + 2u%? (X)) dt

A
=
)
N
h
e
o
o
Do
—
o
—~
<
™
=
<
o

ININ
o o
l\.’)o\
+ E
2w
/~
=
)
<
™
<
o
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oul C3,Cy > 0 et on a utilisé le fait que
By (V° (t) — VO (1))* < C'¢?

et
VO(t) <oo sur [0,7]

par conséquent

Eq ‘Ke,u (XE)’ <TI.x (0282 + Cg)

et comme I'; — 0 donc K., (X®) — 0 en probabilité quand ¢ — 0, par suite on en déduit
que
1
Zep(u) = exp {UA (9, XO) — §u2l (0) + V. (u)}
ou
VueR, lin% VU, g (u) = 0 en probabilité
E—

D’ou la condition LAN pour la famille des lois (Pj),.o induite par la solution de (2.7).la

minoration du risque est une conséquence directe de théoréme 12.1 p.162 dans [7]. =

Preuve: du lemme 2.1 Soit K compact de © , posons ; = 0 +cu; (i =1,2) on u; € R et
f=c,0,e K

Posons

AX; = S (X5,01) — S: (X%, 02)
= (@+cu)VE(t) — (0 +cuz) Ve (1)

= e(ug —u2) Ve (t)
Le rapport de vraisemblence pour deux valeurs 61 et 2 du parameétre est

dIP)a 1 T 1 T
— % (X%) = exp / AX‘det—/ (AXE)dt
dPZz g Jo t 282 0 ¢
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3|

d]P)&
Soit m > 1.Posons V (T') = <d[PZl> , de la définition de Z. g (u), on a
02

1
vy = (Zn)”
dPy,

1
o d]Pjg+ cup o d]P)z m
B dPs ~ dPg

9+su2
1
<Za,0 (U1)> m
Zeﬂ (UQ)
Ecrivons V (t) = exp (Y (t)) ou le processus Y (¢) est tel que Y (0) = 0.la formule It6 pour
V(t) == f(t,Y (t)) donne

WO = [#0Y @)+ f 07 0) (- AXDR) + 350, 0¥ 0) 5z (%77 | a

ALY (1) (—n; (AX§)> aw,

donc

av (t) = K ! (AX§)2> eY(t)+< = (AXf)%Y(t)ﬂdt

2me? 2m?2e2

4 (1 (AXf)) ¥ O gy,
me

comme V (0) = 1, on en déduit

V() =14 T(AX€)2V(t)dt+1/T(AX5)V(t)dW
o 2m2€2 0 t me Jo t ¢

2 (un) (1 - (“”)
Zg7 (UQ)
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de (a +b)™ < 2m~1 (@™ + ™), Pinégalitée de Holder avec les exposants m et

Eg |Z2" (u2) — Z2* (u1)

IA

IN

IN

T on obtient

Eo

o, . 1-V (T )
) 1=V
g,

dP;

Eo|(1 - v<T>>|m]

Eg, |(1 =V ()™

M/T (AXE)2V (1) dt+1/T (AXE)V () dW,
2m?2e? J t me Jo t !

Eo, <| <;m_2$ /0 ' (AXE)V (t) dt>

4 <n}bg /0 " axs v th>m>

gm-1 (1_m> By, <Tm—1 /0 L axsEym dt)

2m?2e2

42m—t <W1L6> Eq, <Tm—1 /0 ' (AX)" V™ (1) dt>

T T
S [ B (x5 v ) ars S [ B (ax7 v 0)

m

Eo,

2m—1

ou C1,C > 0 . Pour le premier terme de l'inégalité ci-dessus, du fait que le processus

(V™ (t),t € [0,T]) est une martingale par rapport a la tribu F; , nous en déduisons que

/0 ' By, ((AXf)Qm ym (t)) dt
T
Eo, / (AXE)™ (Eg, V™ (T) | F,) dt
/ ' g, Eo, ((AXf)2m V™ (T) /]-'t) dt
0
[ B, (x07m v ) a
0

B, (vm (T) /0 ' (AXf)2m> dt

Eo, ( /0 ' (AXE)?™ dt>
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En faisant le méme calcul pour le second terme, nous arrivons a :

1 1

1 m C
B |22 (UQ) — Z (Ul) !

T
< Zm E91 (AXE)?™ gt + Si/ Eo, (AXE)™ dt
0 0

D’autre part

Eg, (AXF)™™ = Bo, (e (w1 —u2) V° (1)*"
— €2mE91 ((ul o u2>2m Ve (t)Qm)

= &2 (ug — ug)*™ By, <V5 (t)2m>

m
et en appliquant I'inégalité de holder avec les exposants 5 1 et 2m on obtient

Eg, (Vs (t)2m> = By, </1Xt—sg (s) ds> "

< [(fm) (o) ]
< o ([ ) ([ o)

< K /sup sup By, |X,|*"ds = Ko
5 €K 0<s<T

par suite

Eo, (AXF)™™ < Ko Jug — ug|™"

de méme, de I'inégalité

Egl (AXf)mn S K3€m ]ul — U2 m

on a

-
-
3

E@ zr (U2) -z (Ul)

IN

Ci \ul — U,2|m + C; \ul — U2|m

IN

Ky|lup —ug|™ (1+ R™)
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Finalement

1

1
sup sup lur—ug| " By | Z8" (u2) — Z2&" (u1)| < C(1+ R™)
0€0 {u1,uz€lp :l|usl|<R , =12}

oud C > 0.D’ou le lemme. m

1
Preuve: du lemme 2.2 .Soit a vérifiant 0 < a < 2 b>0et uec RNotons §; = 0+ cu;
i=1,2

Par I'inégalité de Markov et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

P (ZE (u) ze—W) < ¢ By (Z (u))®

a'yu2 a g a g €\2
b [T 5
< ) Eg |exp ( (AXY)dWy — 262/ (AX7)“dt
0
(b—a) [T,
g |, xira)
b T
< Ry |exp ( AXf)th—@ / (AXE)th>
0
xexp<(b )/ (AXF)? dt)]
2 « T b T 2
< e Ey |exp / (AXf)thw/ (AXY) dt>
€Jo e Jo
b—a) [T
X exp <( 522 /0 (AXE)? dt)]
1
T T 3
< MR, [exp (2: / (AXf)th—E% / (AXf)th>] X
0 0

exp By K(b;“) /OT (AXf)%t)]Q

ou AX] = S (X®,601) — St (X€,02) .Par le théoeéme 6.1 p216 de [?], on a :

T 79 1 2
exp (/ <O‘AX§> AW, — 2/ ( aAX‘5> dt)] <1
0 € 0

Eq
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si on choisit b = 2a? ; on aura donc

B (202 ) < e [ (o (20522 [ axppar))]

9

Posons A = AXf{ et B = AX].En utilisant l'inégalité —A4% < —B?% + 2|B||B — A|, nous

obtenons
£ —yu? ayu? —a (1 — 2&) 4 0\2
P (ZE (u) >e ) < e Eg ( exp —a (AXY)" dt (2.15)
0

1

o T 2

+2“(122“)/ AXY| \AXf—AXtO\dt»]
€ 0

IN

7 |:E9 <exp (W /0 : (AX?)zdt>

_ T 2
X exp (2”(1522“)/0 |AXY| |AX] — AXD| dt))] 2

Pour majorer le membre de droite (2.15) , on minore et on majore }AX?} |AX§ — AX?| Minorons
maintenant AXtO =5 (XO,Hl) -5 (XO,GQ). Pour 0 <t < T etu=wu —uz € Upe , On

applique la formule de taylor a ’ordre 1 pour avoir
AX) = eusS (é,X())

Donc

(o =e (a8 (5.x0)) =t (0

ot 0 € B(0,¢u|) (boule dans R de centre 0 et de rayon ¢ |u|) et S est la dérivée de S par
rapport a 6. La condition C1 implique que I (0) est positive (cf. [1] lemme2.3 de Pannexe page
40), il existe donc S > 0 tel que

(AXD)? > £2Bu?

34



Il en résulte que

exp (_a(l_m) /OT (AX?)2dt) < exp <_a(12_2a)82ﬁu2>

g2 €
< exp (LauQ)

Majorons maintenant ‘AX?‘ et ‘AXf — AX?‘ pour 0 <t < T et u € Uy.. Comme la fonction

g (s) est continue sur [d, 1] donc bornée par M, on en déduit que

t 1
XY = x0+/ <c/ X;_s9(9) ds) dv
0 0
t 1
:vg—{—/ <c/ X;_s9(9) ds) dv
0 0

t 6—1
xo + Mc/ < Xidu) dv
0 \Ji-1

t
< .CEO+M1/ XZ du
0

IN

IN

ot M; = MTec.Par suite, le lemme de Granwall (cf.[11]) donne
Xt0 < zpeMt

La fonction X = z¢ pour ¢t < 6. Alors pour tout t € [§,26] et s € [6,1], X? , = zo.Par

conséquent, de la condition C1 on en déduit
d XO 1
d—tt :3:00/(S g(s)ds >0

Par induction X est strictement croissante [§, 7] (cf. preuve du lemme en annexe). Par suite

Ty < Xt0 < xoeMlt
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Alors

IAXD| =[S (X260 +cu) — S (X°,0)] (2.16)

c—i—su/Xt Sgsds—c/ X? .g(s

au/ X .g(s)ds

0—1
< |u|/ | w9 (t—s) ‘du
< 8M\u|/ X%du
0
T
< ¢ a:oM|u|/ eMitdy == e My |ul
0
D’autre part, nous avons
1 1
‘AX?—AX?‘ = 5u/ X; .9(s) ds—z-:u/ X2 g(s)ds (2.17)
) é
! 0
< el [ |XEL - X0 g(s)ds
1
< elul sup }Xa Xg‘g(t—u)du

6 0<u<t

< elul (Cs sup |Wt|> Ms
0<u<t

< &My sup |Wi|ul
o<u<t

En utilisant la majoration suivante (cf. p.18 de [12])

1
Eq (exp (l sup |Wt|>> <2 (1 + le) exp <Tl2>
0<t<T 2
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et les relation (2.17) et (2.16), on obtient

T
Eo (exp <2a(1—a)/0 |AXD||AX] — AXD) dt>>

e2

< Ey (exp <2a (1 —a)eMaMyT |u| sup |Wt]>>
0<t<T
< Ty (exp <5MaT |u| sup |Wt\>>
0<t<T
1
< 2(1+Te®MZu?)exp <2T€2M3u2>
<

3
2exp <2T52M3u2>
D’ou

2 2 2 3 2n72,2
7 <Za (u) >e ™ ) < 227 g Lau (265T5 M )
< 2€u2(a7—La+gTa2M3)

Si on choisit a et vy tels que Ly > 2Te2M2, 0 < v < L, nous arrivons a

T 4(at1)

P5 (2 () 2 e) < gertlonletil)
< 2ev*(0rLatila)
< 9¢@(0r=ila)
< 9ev’(ar=(atl)y)
< 2e7

D’ot lemme . m

Preuve: duthéoréme2.2 Pour la démonstration de ce théoéme, nous suivons le théoréme 1.1
.p174 de [7]. Soit K compact de ©. Dans la suite on note 6 pour fg.Posons @ = &1 () (95 - 9) .

De la définition de 58 et des équivalences des lois induites par les solutions de (2.1), 4 vérifie :

Zeyp (@) = sup Zeyp (u)
UEU579
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Les relations du processus (Z. g (u), w € R) sont dans Cp (R) (cf.[7]) .

Notons par p, g la loi du processus Z g () induite sur cet espace. On déduit de la condition
LAN, la convergence des lois de dimention finies du processus Z. g (-) uniformément par rapport
a 0 dans K. Des lememes 2.1 et 2.2, on en déduit que la famille des processus (/.,6879, € 0)

est relativement compact dans Cp (R) uniformément pour § € K (cf. [7]). Donc
Peg = Hg quand £ — 0
Ou py est la loi du processus défini par
Lo
Zy (u) = exp |u& — U

avec la loi de la variable £ est normal N (0, 1). la convergence est uniforme par rapport a 6 € K.
1)Convergence en probabilité D’une part, des lemmes 2.1 et 2.2, on déduit comme dans

([7], p-433), pour tout >0

Sg}gﬂ”g (iugl Ze g (u) > exp ((—%) 12)> < Cexp ((—%) 12> (2.18)

ot v>0et C >0.il en résult des formules (2.14) et (2.18) et Z.4(0) =1, pour tout 5 >0

sup ]P’%[@E—O >B]

e K
= sup Pp[|®:(0) | > S

eK
= supPj [ sup Ze g (u) > sup Zeg(u) > Z 9 (0)

0K | [u[>B|@-(0)| " |ul<B|®c(0)]
< sup Py [ sup Ze g (u) > 1]

0K |jul>p|@:(0) "
< Crexp (—26%12.(0)] )

I1(0
< Gron (210
e

< C1exp< 522ﬂ>
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le majorant ci-dessus tend vers 0 quand e tend vers 0, d’ou la convergence de 1’éstimateur.
2) Normalitée asymptotique :

Soit D un pavé borné de R tel que :
Py (€ 0D) =0
ot 0D est la frontiére de D. Considérons les fonctionnelles Lp et Lyp définies sur Cp (R) par

Lp (h) = s%p h(z) et Lpe (h) = 811)1? h(z)

Lp et Lyp sont continues par rapport a la métrique uniforme sur Cy (R). Comme le processus

Zp (-) atteint son maximum au point £ — N (0,1), alors
Pg( Lp (Zg) — Lpe (Z@) = 0) = Pg (f S 8D) =0

Soit A les points de R ot le processus Z. g (-) atteine son maximum, puisque Z.9 = Z

quand & — 0, alors

P5(A. € D) = P5(Lp(Zs)— Lpe(Zp) > 0)

= P3(¢eD)
or le diameétre de A, tend vers 0 en probabilité avec e, donc
Py (i€ D) — Py (£ € D)

d’oul la convergence en loi.

3) Convergence des moments
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On a pour tout p >0

o1 (0) (6 - 0) (p

sup sup Ej
e€]0,1[0eK

A~

< sup i(l—i—l)px supIP’é[Ge—Q‘ |®1 (0)| >l}

e€]0,1[ 75, 0K

exp <8’Y l2>

IN

1+C> (1+1)
=0

< o0

Donc la famille des variables aléatoires (|a|”, € €]0,1[) est uniformément intégrables on 4 =
() (95 — 9) . le résultat se réduit de la normalité asymptotique obtenue précedement et de
[8] p.32.

4) Efficacité asymptotique

Les estimateurs qui réalisent I'inégalité dans le théoréme ci-dessus (borne de Hajek) pour
tout Oy € ©, sont dites asymptotiquement efficaces. Pour 1’étude du risque quadratique, on
considére les fonctions w de la forme w(z)= |z|%, d > 0 et € R . Comme la famille des lois

(P, 6 € ©) est LAN en tout point de ©, pour montrer l'efficacité des estimateurs il suffit de

prouver qu’il existe A dans |0, 1] tel que

@' (00) (0. - 0)[ = B el (2.19)

3 €
lim sup Eg
e—0 1 A

|6—60|<|®="(60)]

(cf. [10]p.77). Pour tout Oy € ©, on a 'identité suivante :

sup Ej

~ d
|9—90|<|¢§1(90)‘A q)g_l (90) (95 - 9) ‘

() oo -0

Donc pour montrer(2.19), il suffit de vérifier les deux affirmations suivantes :

a)

— >
= sup A Eq
|6—60|<| @2 (60)

1

hH(l) sup |®- (6) o1 (0) — =0
" 0—00l<|@ (00)]
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or ceci découle du fait que @, () = €l 2 (0) et que I(0) est uniformément continu sur le
compact K.
b)

o d
lim  sup B ]@gl (6o) (95—9)‘ —E[¢|*
e—0 _1 A
16—60|<|®= " (60)|

qui n’est autre que la convergence des moments établie en 3) . D’ou le théoréme . m
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Chapitre 3

Simulations

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous simulons des trajectoires de processus de diffusion par la méthode d’Euler-
Maruyama (cf,[2],[3], [4]). Pour l'analyse statistique des estimateurs nous utilisons le logiciel
R a l'aid du package Sim.DiffProc (Simulation of Diffusion Processes). Nous simulons des
trajectoires du mouvement brownien a ’aide de la bibliotheque "far" développée par J.Damons
et S.Guillas ( Modelization for Functional AutoRegressive processes Package: far Version: 0.6-0
(2005-01-10) License: LGPL-2.1 version 2.14.0 (31-10-2011) du logiciel R). Plus précisement,

elle utilise la décomposition de Karhunen Loéve du mouvement brownien sur l'intervalle [d, T :

W, = i VaTy G =1/2) %] u € [6.T]

& (G- 172)

ol Y]* sont des variables aléatoires i.i.d N (0, 1)et ou les sommes infinies sont approximées par
des sommes finies (cf. [9]) .Par la suite, & l'aide de la la méthode d’Euler-Maruyama nous
simulons des trajectoires de processus de diffusions définies par les EDS ci dessous. Les graphes
sont obtenus par le Logiciel R qui posséde des possibilités pour explorer les données et illustrer

les comportements des estimateurs.

42



3.2 Estimation d’un parameétre

Nous simulons les trajectoires de processus de diffusion vérifiant I’équation différentielle sto-
chastique suivante (ces simulations sont présentés dans la thése de doctorat de M Benyahia

(voir [1]):
1
dXs = cl/Xf_s g(s)ds | dt +edW,; si teld,T)
)

X, =z si —1<s<$é

on choisit ¢; = 0.5, § = 0.1, zg =2, T'= 2 et posons g (s) = cos((pi/2) x s).

La figure suivante présente une trajectoire observée de (X7,t € [0,T]) pour € = 0.99

dX; = cint(X._.gi(s), 3, 1)dt+edW,
£=0.99 c=05

=)
Mo

26

24 -

20

18

1 1 1 1
05 1.0 15 20

temps
UABBT Facultée des sciences Département de Mathématiques, Tlemcen

Figure 1
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La figure suivante présente une trajectoire observée de (X§,t € [§,T]) pour € = 0.01

dX; = cint(X._sgi(s), 8, 1)dt+edW,
£=0.01 c=05

Mo

[=7]
el
K=}

32

3.0

20

T T T T
0.5 1.0 15 20

temps

UABBT Facultée des sciences Département de Mathématiques, Tlemcen

Figure 2
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3.2.1 Comportement de ’estimateur EMV

La figure 3 présente le comportement de I’ estimateur EMV ¢; du coefficient ¢; = 0.5 quand ¢

tend vers 0

1.0

05
it

estimateurde ¢

0.0
|

I
\/\/ Y

| | | | | 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-05

epsilon

Figure 3

3.2.2 Conclusion

Nous remarquons que dans la simulation il y ’a un bon comportement des estimateurs quand ¢

tend vers 0.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié un cas particulier déja étudié dans la thése du doctorat
de Madame W.BENYAHYA dans (voir [1]), nous avons étudié 'estimation paramétrique d’un
drift dans un processus de type diffusion avec une mesure des retards par la théorie générale
de Ibragimov-Hasminski (cf,[7]) et Y. Kutoyants(cf,[10]). Nous avons supposé que la mesure
des retards admet une densité avec un developpement fini sur un systeme de fonctions données.
Nous avons étudié les estimateurs du maximum de vraisemblance. Nous avons aussi présenté

des simulations numériques pour illuster le comportement de cet estimateur.
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Résumé

Nous concéderons I'estimation de la densité de la mesure des retards dans un processus de type
diffusion en estimant ces coefficients dans un systéeme de fonctions par la méthode du maximum de
vraisemblance EMV dans I'asymptotique des petites diffusions, nous utilisons la théorie générale de
Ibragimov-Hasminski, et de Kutoyants pour établir la normalité asymptotique locale LAN ( LeCam
condition), la convergence, la normalité asymptotique et I'efficacité des estimateurs. Nous donnons
aussi des simulations numériques sur les estimateurs EMV.

Abstract :

We study the estimation of the delay measure density in type diffusion processes. We consider
the maximum likelihood of a finite number of density coefficients by the Ibragimov-Hasminski and
Kutoyants approach. For these estimators we give the LAN condition, consistency, asymptotic
normality and effenciency . We also present some numerical simulations on maximum likelihood of
estimators of the parameters.
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