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Introduction

Dans ce travail, nous avons étudié un cas particulier déjà traité dans la thèse de doctorat de

Madame W.BENYAHYA (voir [1]).

Nous étudions une classe de processus de di¤usion à temps continu X = (Xt; t � 0) solutions

d�équations di¤erentielles stochastiques où la dérive est une fonctionnelle de la trajectoire dé�nie

sur un passé de longueur �nie. La dérive est dé�nie par une mesure impliquant des retards.

Plus précisement, nous considérons l�équation di¤érentielle stochastique suivante :

dXt =

0@ 1Z
�

Xt�sd�(s)

1A dt+ "dW (t) t 2 [�; T ]

Xs = x0; � 1 � s � �

(1)

où � est une mesure positive de support [�; 1] appellée mesure des retards et le coe¢ cient

de di¤usion, " 2 ]0; 1] est supposé connu et (Wt ) est un processus de Wiener standard. Si

la mesure � est discrète nous retrouvons les équations di¤erentielles stochastiques avec retards

classiques.

Notre travail porte sur l�inférence statistique sur la dérive S (drift) dé�nie par

S(t; �;X) =

Z 1

�
Xt�sd�(s)

plus particulièrement sur la mesure des retards � à partir de l�observation d�une trajectoire

complète (X(t); t 2 [�; T ]) et dans le cadre des petites di¤usions "! 0:

Ce travail est composé de trois chapitres que nous résumons brièvement.

Dans le chapitre 1 donnons des rappels de base concernant les processus stochastiques
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ainsi que des résultats importants et des propriétés du mouvement brownien. nous rappelons

égalment la notion de l�intégrale stochastique pour pouvoir dé�nir une équation di¤érentielle

stochastique.

Dans le chapitre 2 nous considérons l�estimation de la densité de la mesure des re-

tards dans un processus de type di¤usion en estimant la coe¢ cient dans un système de fonc-

tions par la méthode du maximum de vraisemblance dans l�asymptotique des petites di¤u-

sions. Nous véri�ons la convergence, la normalité asymptotique et l�e¢ cacité de l�estimateur

du maximum de vraisemblance.

Dans le chapitre 3 Nous donnons des simulations numériques de l�estimateur de maxi-

mum de vraisemblance.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Généralité sur les processus stochastiques

1.1.1 Introduction

L�origine des processus stochastiques remonte aux progrès faits au début du XXe siècle dans cer-

taines branches appliquées telles que la mécanique statistique (par Gibbs, Boltzmann, Poincaré,

Smoluchowski et Langevin). Les bases théoriques ont été formulées plus tard (1930-1940). C�est

durant cette période que le mot "stochastique", qui provient du grec stokhastikos "conjectural",

a commencé à etre employé.

1.1.2 Dé�nition des processus stochastiques

Soit (
;F ;P) un espace de probabilité complet et T un ensemble d�indices (T = [a; b] , T = R+)

.Un processus stochastiqueX (t; !) à valeurs dans un espace mesurable (E; ") est une application

de T�
 dans E est mesurable par rapport à la mesure du produit �:P où � est la mesure de

Lebesgue sur T,Il est noté indi¤éremment X (t; !) où Xt (!) : La fonction t �! X (t; !) est

appelée trajectoire ou réalisation de Xt , à t �xé, la fonction t �! X (t; !) appelée une variable

aléatoire . fXt; t 2 Tg est adapté à la �ltration fFtgt�0 si Xt est Ft -mesurable. Le théorème de

Kolmogorov assure l�existence des processus stochastiques. fXt; t 2 Tg est un processus centré

si son espérance est nulle E (Xt) = 0:

Si Xt est dans L2 i.e. E jXtj2 < 1:
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La fonction moyenne du processus

m (t) = E (Xt) =
Z


Xt (!) dP (!)

La variance

�2 (t) = E
h
jXt � E (Xt)j2

i
La fonction de covariance

� (s; t) = E (XtXs)� E (Xt)E (Xs)

La régularité des trajectoires est déterminée par le théorème de Kolmogorov.

Dé�nition 1.1 une �ltration est une famille coissante de sous tribus de F ; c�est-à-dire Ft � Fs
pour tout t � s: La tribu Ft est une description mathématique de toute l�information dont on

dispose à l�instant t.

Dé�nition 1.2 Un processus fXt; t � 0g est dit adapté à la �ltration fFt; t � 0g si pour chaque

t, Xt est Ft� mesurable. Un processus adapté est celui pour lequel une description probabiliste

est réalisable.

1.1.3 Processus stochastiques particuliers

Dé�nition 1.3 Un processus est dit strictement stationnaire si pour tout entier n,tous réeles

t1; t2; :::; tn; et tous h > 0 les vecteurs aléatoires (Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn) et (Xt1+h; Xt2+h; :::; Xtn+h)

ont la même loi .

Dé�nition 1.4 Un processus Xt est dit stationnaire (où faiblement stationnaire)si :

1-son éspérance E (Xt) est une constante indépendante du temps. t.

2-sa fonction de corrélation R (s; t) ne dépend que de la di¤érence � = t� s:

3-R (�) est continue (à l�origine).

Dé�nition 1.5 Soit (Xt)t2T un processus stochastique. Il est gaussien si toutes ses lois �ni-

dimensionnelles (Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn) sont gaussiennes (8n 2 N, 8t1; :::; tn 2 T ). Un processus

4



gaussien est entièrement déterminé par la donnée de sa valeur moyenne m (t) et de sa fonction

de corrélation R (s; t) :

1.2 Mouvement Brownien

1.2.1 Introduction

Le mouvement brownien est à la fois un phénoméne naturel, et un objet mathématique. Le

phénoméne naturel est le mouvement désordonné de particules en suspension dans un liquide. Il

en résulte un mouvement très irrégulier de la grosse particule, qui a été décrit pour la première

fois en 1827 par le biologiste Robert Brown alors quil observait du pollen de Clarkia pulchella

(une espèce de �eur sauvage nordaméricaine), puis de diverses autres plantes, en suspension

dans l�eau. La description physique la plus élémentaire du phénomène est la suivante:

1. Entre deux chocs, la grosse particule se déplace en ligne droite avec une vitesse constante.

2. La grosse particule est accélérée lorsqu�elle rencontre une molécule de �uide ou une paroi.

1.2.2 Construction d�un mouvement Brownien

Ce processus de di¤usion peut être construit par di¤érentes approches. Les dé�nitions les

plus usuelles du mouvement brownien sont les suivantes.

� Construction par un processus gaussien

� Construction par une limite d�une marche aléatoire

� Construction par le développement de Karhunen-Loève (D.K.L)

et celle la plus utilisée :

Construction par un processus gaussien

Un processus stochastique (Wt)t�0 est un mouvement brownien ou un processus de Wiener

si W0 = 0 (on dit que Wt est issu de 0 ) et si pour tous réels 0 < t1 < t2 <���< tn; les variables

aléatoires Wt1 �Wt0 ; :::;Wtn �Wtn�1 sont indépendants et suivent une distribution gaussienne

telle que 8h> 0

E (Wt+h �Wt) = 0 et E (Wt+h �Wt)
2 = h
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On dit que le mouvement brownien est standard si m=0 et � = 1 et le vecteur (Wt0 ;Wt1 ; :::;Wtn)

est un vecteur gaussien donc le processus (Wt)t�0 suit une loi gaussienne de moyenne mt et de

variance �t:

On peut facilement simuler une trajectoire de mouvement brownien dans un intervalle de

temps [0; T ]; il su¢ t pour cela de posée un pas de temps �t > 0 et d�écrire

W�t =W�t �W0  N (0;�t) 
p
�tN (0; 1)

Les accroissements
�
Wn�t �W(n�1)�t

�
, avec 0 � n � N et N > 0 ,étant indépendants et

gaussiens, il su¢ t donc de simuler une loi gaussienne

Wt+�t �Wt  N (0;�t) 
p
�tN (0; 1)

Nous pouvons aussi simuler facilement une seule trajectoire brownienne de la façon suivante

.Considérons la subdivision de l�intervalle de temps [0; T ] suivante 0 = t1 < t2 <���< tN <

tN+1 = T avec ti+1 � ti = �t , pour i = 1 on a W0 =Wt1 = 0. On donne l�algorithme suivant:

1. Générée une nouveau variable aléatoire Z de la distribution gaussienne N(0; 1).

2. i = i+ 1:

3. Wti =Wti�1 + Z
p
�t:

4. si i � N + 1; réitérez a l�étape 1.

La fonction BMN permet de simuler un mouvement brownien standard fWt; t � 0g dans
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l�intervalle du temps [t0; T ] avec un pas �t = (T � t0) =N

Figure 1.1 Trajectoire brownienne simulée a partir d�une distribution gaussienne

1.2.3 Continuté des trajectoires

Par dé�nition, on dit qu�un processus aléatoire fXt; t � 0g est continu si

lim
h�!0

jXt+h �Xtj = 0

Selon le type de convergence de cette variable aléatoire, on obtient une continuité plus ou

moins forte.
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Propriété 1.1 Soit " > 0 et fWt; t � 0g un mouvement brownien standard .On a

lim
h�!0

1

h
P (jWt+h �Wtj > ") = 0

Le mouvement brownien a de nombreuse propriétés dont certaines peuvent être prise comme

dé�nition.

Dé�nition 1.6 Un mouvement brownien (standard) réel est un processus gaussien centré (Wt)t�0

à trajectoires continues de fonction de covariance

K (s; t) = min (s; t) = s ^ t:

Soit W = (Wt)t�0 une famille de variables sléatoires indéxées par le temps. on dit que W est

un mouvement brownien si c�est un procssus à trajectoires continues tel que

1. pour t� 0 : Wt  N (0; t) :

2. pour tout 0 < t1 < t2 <���< tn , les variables aléatoires Wt1 ;Wt2 �Wt1 ; :::;Wtn �Wtn�1

sont indépendantes .

Dé�nition 1.7 Le mouvement Brownien est une martingale soit (Wt)t�0 un mouvement Brown-

ien alors

� Wt est une martingale continu à temps continus.

� W 2
t � t est une martingale

� pour tout réel � ,exp( �Wt � �2

2 t) est une martingale .

1.2.4 Propriétés en loi du mouvement brownien

Propriété 1.2 La densité de �W =
�
Wt1 �Wt0 ; :::;Wtn �Wtn�1

�
est donée par

f�W (x1; :::; xn) =

nY
j=1

1p
2� (tj � tj�1)

exp

 
�x2j

2 ((tj � tj�1))

!
:
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Propriété 1.3 la densité W = (Wt1 ; :::;Wtn) est

fW (x1; :::; xn) =

nY
j=1

1p
2� (tj � tj�1)

exp

0@ nX
j=1

� (xj � xj�1)2

2 ((tj � tj�1))

1A :
Proposition 1 Soit Wt un mouvement browien standard. On a presque surment ,

lim
t!+1

sup
Wtp
t
= +1 , lim

t!0
sup

Wtp
t
= +1

lim
t!+1

inf
Wtp
t
= �1 , lim

t!0
inf
Wtp
t
= �1

lim
t!+1

Wt

t
= 0

Figure1:2 la limit de mouvement brownien standard par rapport au temps (cf; [5])

Propriété 1.4 Si (Wt)t�0 est un mouvement brownien, alors il en est de même pour les proces-
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sus suivants:

1. Autosimilarité (propriété d�échelle). Pour c > 0; Xt =
1p
c
Wct est un mouvement brown-

ien standard .

2. Inversion du temps. Le Xt dé�ni par Xt = tW 1
t
si t 6= 0 et X0 = 0 est un mouvement

brownien standard .

3. Retournement du temps.Le processus retourné à l�instant T, Xt =WT �WT�t est encore

un mouvement brownien sur [0; T ] .

1.3 Intégrales stochastiques

1.3.1 L�intégrale d�Itô

On considère une espace de probabilité (
;F ;P) muni d�une �ltration Ft , muni d�une suite de

tribu croissantes pour l�inclusion . On appelle tribu des présisibles sur 
� [0;+1[ la plus petite

tribu rendant mesurable tous les processus continus adaptés à la �ltration Ft:. Un processus

ou un ensemble est prévisibles s�il est mesurable par rapport à cette tribu.Supposons donné un

processus de Wiener standard Wt , adapté à la �ltration Ft et tel que pour tout 0 � s � t

l�accroissementWt (!)�Ws (!) soit indépendant de Ft .Sur un intervalle de temps [0; t],on note

H2 l�ensemble des processus ft (!) dé�nis pour t 2 [0; t], Ft�-mesurable et de carré intégrable

presque sûrement . Dans ces conditions,si f dans H2 et si 0 = t0 < t1 < ::: < tn < tn+1 = t est

subdivision de l�intervalle [0; t], , alors f est indépendant des incrémentsWtj+1�Wtj , en d�autre

termes f est prévisible. Pour toute fonction f de H2. On dé�nit l�intégrale stochastique d�Itô

comme la limite dans L2 des accroissements ci-dessous (on notera que toutes les limites de cette

section sont des limites quadratiques, i.e. dans L2 ) .On dé�nit ainsi l�intégrale stochastique

comme la limite des sommes Riemann.

It (f) =

tZ
0

f (t; !) dW (t; !) = lim
n!1

nX
i=0

f (ti; !)
�
Wti+1 �Wti

�

10



Le but de l�intégrale stochastique est de donner un sens à des équations de la forme

dXt
dt

= b (Xt) + � (Xt)
dWt

dt
(1.1)

Le problème est que, comme nous l�avons mentionné, les trajectoires du processus de Wiener

ne sont pas di¤érentiables, ni même à variations bornées.

Comme dans le cas des équations di¤érentielles ordinaires, on interprete une solution de

l�équation di¤érentielle (1.1) comme une solution de l�équation intégrale

Xt = X0 +

tZ
0

b (Xs) ds+

tZ
0

� (Xs) dWs:

Figure 1.3 Simulation de lintégrale stochastique d�Itô (cf; [5])
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On a de plus quelques propriétés complémentaires liées la dépendance aléatoire de f .

Propriété 1.5 Pour tout f , g 2 H2 et tout s,t tels que 0 < s < t; on a

� t! It (f) est à trajectoire continue P-p.s.

� I (f) = (It (f))t�0 est adapté à la �ltration fFtgt�0 :

� E (It (f)) = 0; et V ar (It (f)) = E

0@ tZ
0

f2s ds

1A :
� E

�
(It (f)� Is (f))2 =Fs

�
= E

0@ tZ
0

f2udu=Fs

1A :
� E [It (f) Is (g)] = E

t^sZ
0

fugudu:

� E
"
sup
0�t�T

(It�s (f)� Is (g))2
#
� 4E

0@ s+TZ
s

f2udu

1A
� In�egalit�e de Lenglart :Pour tout � > 0 et  > 0

P

0@ sup
0�t�T

������
tZ
0

fs (!) dWs

������ > �
1A � 

�2
+ P

�
kf (!)k2 > 

�
(1.2)

� Si pour tout m� 1 on a
TZ
0

E jftj2m dt <1, alors

E (IT (f))2m � [m (2m� 1)]m Tm�1
TZ
0

E jftj2m dt (1.3)

� En�n on a

E exp

0@ TZ
0

ftdWt �
1

2

TZ
0

f2t dt

1A � 1 (1.4)
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Corollaire 1.1 � Si pour tout t 2 [0; T ] la somme
tZ
0

E
�
f2s
�
ds < 1 alors l�intégrale sto-

chastique It (f) est une martingale .

� Isométrie d Ito : si
tZ
0

E
�
f2u
�
du <1 on a

E

264
0@ tZ
0

fsdWs

1A2
375 = tZ

0

E
�
f2s
�
ds (1.5)

� D�aprés la dé�nition le processus I (f) est gaussien centré de covariance

Cov (It (f) ; Is (f)) = E

0@ t^sZ
0

f2udu

1A :
Supposons que pour tout " 2 [0; 1] et pour tout � 2 �; où � est non vide , on a le processus

stochastique vectoriel
n
l
(")
t (�) ; 0 � t � T

o
2 H2;et notons par j:j la norme matricielle . Le

lemme suivant (cf:[12]) nous le théoreme central limite pour l�intégrale stochastique :

Lemme 1.1 Si la convergence

P � lim
"!0

TZ
0

l
(")
t (�) l

(")
t (�)T dt = � (�)

où 0 < � (�) <1;est uniforme en � 2 � alors l�intégrale stochastique

TZ
0

l
(")
t (�) dWt est unifor-

mément asymptotiquement normale avec les paramètres (0; � (�)) :

1.3.2 Processus d�Itô

On appelle processus d�Itô, un processus X = fXt; 0 � t � Tg à valeurs dans R tel que:

Xt = X0 +

tZ
0

bsds+

tZ
0

�sdWs , t 2 [0; T ] (1.6)
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avec

1. b=fbt; 0 � t � Tg et � = f�t; 0 � t � Tg sont des processus adaptés à la �ltration

fFtgt�0 :

2. P

0@ TZ
0

jbsj ds <1

1A = 1:

3. P

0@ TZ
0

j�sj2 ds <1

1A = 1:

Ecrit sous sa forme di¤érentielle, le processus d�Itô devient

dXt = btdt+ �tdWt: (1.7)

1.3.3 Formule d�Itô

Soit le processus stochastique X véri�ant

Xt2 �Xt1 =
t2Z
t1

bs (Xs) ds+

t2Z
t1

�s (Xs) dWs

on note sous forme di¤érentielle

dXt = bt (Xt) dt+ �t (Xt) dWt

La formule d�Itô permet de déterminer de manière générale l�e¤et d�un changement de vari-

ables sur di¤érentielle stochastique. Si f (t; x) est une fonction de classe C2 alors Yt = f (t;Xt)

est aussi un processus d�Itô et il admet une intégrale stochastique par au meme processus de

Wiener donnée par la formule d�Itô .

dYt =

�
@f

@t
(t;Xt) + bt

@f

@x
(t;Xt) +

1

2
�2t
@2f

@x2
(t;Xt)

�
dt+ �t

@f

@x
(t;Xt) dWt:
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1.4 Equations di¤érentielles stochastiques

1.4.1 introduction et dé�nitions

De manière informelle, on appelle équation di¤érentielle stochastique une équation di¤érentielle

ordinaire perturbée par un terme stochastique. Plus précisément, c�est une équation du type

suivant :

dXt = b (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dWt; X0 = x0 (1.8)

Dans cette équation, dWt est la di¤érentielle d�un mouvement brownien standard Wt, et b, �

sont les coe¢ cients de l�équation (ce sont des fonctions de( R+ � R dans R), et x0 2 R est la

valeur initiale. Tous ces termes sont donnés. La notation (1.8 ) est la plus usuelle.

Dé�nition 1.8 Rechercher une solution de l�équation ( 1.8) consistera à rechercher un proces-

sus fXt; t � 0g satisfaisant l�équation intégrale :

Xt = x0 +

tZ
0

b (s;Xs) ds+

tZ
0

� (s;Xs) dWs (1.9)

où la seconde intégrale est une intégrale stochastique.

Dé�nition 1.9 Quand les coe�cients b et � ne dependent pas du temps et sont seulement des

fonctions sur R, on dit que l�équation est homogène.

Le coe¢ cient b est appelé le coe¢ cient de dérive, tandis que � est le coe¢ cient de di¤usion.

Un processus qui résout l�équation (1.8) .

1.4.2 Existence et unicité des solutions d�une EDS

Soit T> 0, b (t; x) une fonction mesurable de [0; T ] �R dans R et � (t; x) une fonction mesurable

de [0; T ] �R dans R véri�ant :

1- Condition de croissance : il existe une constante C telle que

jb (t; x)j+ � (t; x) � C (1 + jxj)
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2-Condition de Lipschitz : il existe une constante K telle que

jb (t; x)� b (t; y)j+ j� (t; x)� � (t; y)j � K jx� yj

3-X0 est une variable indépendante de la tribu � fWs; s � 0g et E jX0j2 <1

Alors l�équation di¤érentielle stochastique d�Itô (1.8) admet une solution unique Xt dont

presque toutes les réalisations sont continues et véri�ant E

 
sup
t2[0;T ]

jXtj2
!
<1:
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Chapitre 2

Estimation de la densité des retards

2.1 Introduction et dé�nition

Dans ce travail, nous considérons un processus de type di¤usion X" = (X"
t ; t 2 [�1; T ]) pour

" 2 ]0; 1], dé�ni sur un espace de probabilité complet (
; A; P; (Ft)) et solution de l�équation

di¤rentielle stochastique suivante :

8<: dX"
t =

�R 1
� X

"
t�s� (ds)

�
dt+ "dWt ; t [�; T ]

X"
s = x0 si � 1 � s < �

(2.1)

où

. (Wt; t 2 R+; (Ft)) est un processus de Wiener adapté à la �ltration (Ft)t�0 qui est di�nit

sur l�espace (
; A; P; (Ft)) :

.� une mesure positive sur [�; 1] , � > 0 .

.x0 est une constante strictement positive .

Nous associons à (2:1) l�équation di¤érentielle déterministe suivante:

8><>:
dX0

t

dt
=

Z 1

�
X0
t�s � (ds) , t 2 [�; T ]

X0
s = x0 si � 1 � s < �

(2.2)

pour " petit l�équation (2:1) est considérée comme des petites perturbation de l�équation(2:2).Pour

une mesure à variation �nies ,l�équation (2:1) admet une solution unique presque sùrement .
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Nous étudions dans ce chapitre le problème de l�éstimation de la mesure � dans le cas où elle

admet une densité par rapport la mesure de Lebesgue admettant le dévelopement suivant :

f (s) =
d�

ds
(s) = cg (s) (2.3)

où g (s) est une fonction comme dé�ni dans L2 ([1; �]) et c est le coe¢ cient de f .

Notons par
�
C[�;T ];F

�
l�éspace des fonctions réelles continue dé�nies sur [�; T ] , où F =

[t��Ft, Ft = � (Xs; s � t) et P" la mesure induite dans
�
C[�;T ];F

�
par les processus solutions

de (2:1) :

Notre objectif est l�estimation du paramètre � = c 2 � = ]0; D] où D > 0 à partir

de l�observation d�une trajectoire complète X" = (X"
t ; t 2 [�; T ]) de (2:1) :Nous construisons

les estimateurs du maximum de vraisemblance et nous étudions leurs propriétés asymtotiques

quand " �! 0. Nous utilisons la théorie générale de Ibragimov-Hasminski (cf.[7];[12]) pour

montrer que la famille des lois (P"�; � 2 �) induites par les processus solutions de (2:1) véri�ent

la condition LAN (normalité asymptotique locale).

2.1.1 Estimateur du maximum de vraisemblance :

Pour X" = (X"
t ; t 2 [�; T ]) une observation d�une trajectoire compléte de (2:1), l�éstimateur du

maximum de vraisemlance �̂" est solution de

L
�
�̂"; �0; X

�
= sup
�2��

L (�; �0; X) (2.4)

où L (�"; �0; X) désigne le rapport de vraisemblance qui est dé�nit par :

L (�; �0; X) =
dP"�
dP"�0

(X") ; � 2 � (2.5)

avec �0 est une valeur �xée du paramètre � et � la ferméture de � dans R , si (2.4) admet

plusieurs solutions �̂"désigne l�une d�entre elles.
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2.1.2 Processus de rapport de vraisemblance :

Notons Z";� (u) le processus de rapport de vraisemblance calculé pour l�observation X" vérifant

(2.1):

Z";� (u) :=
dP�+�"(�)u
dP�

(X") ; u 2 R

où � 2 �:Les valeurs � + �" ( �)u correspondent aux autres valeurs possibles du paramètre

pour une normalisation adéquate �� qui est une fonction dans R telle que � +�" ( �)u 2 � .

Le processus (Z";� (u) ; u 2 R) est dé�ni seulement pour tout u tel que :

u 2 U";� := �
�1
" (�� �) � R

2.1.3 Condition LAN :

Une notion de base qui joue un role crucial dans cette étude est la condition de normalité

asymptotique locale de LeCam( LAN condition). On dit que la famille de lois(P"�; � 2 ]0; D])

vérife la condition LAN en un point �0 2 � quand " tend vers 0 si le rapport de vraisemblance

admet, sous une normalisation adéquate �" ( �0) ;la représentation suivante :

Z";� (u) = exp

�
u�" (�0; X

")� 1
2
u2 +	" (�; u;X

")

�
; u 2 R (2.6)

où �" et 	" sont des variables alèatoires vér�ant sous P"�:

�" (�0; X
") =) N (0; 1)

en loi dans R quand " tend vers 0 et

lim
"�!0

	" (�; u;X
") = 0 en probabilité

2.2 Notations et Hypothèses :

19



Nous considérons l�équation di¤érentielle stochastique (2:1) dans le cas où la mesure admet une

densité par rapport la mesure de Lebesgue de la forme (2:3). L�équation (2:1) se transforme en

8<: dX"
t =

�
c
R 1
� X

"
t�s g (s) ds

�
dt+ "dWt si t 2 [�; T ]

Xs = x0 si � 1 � s < �
(2.7)

Nous notons par � = c le paramètre estimer appartenant l�espace paramétrique � =]0;D]

où D > 0 et P"� désigne la loi du processus de type di¤usion (X"
t ; t 2 [�; T ]) solution de

(2:7) induite sur l�espace des trajectoires
�
C[�;T ];F

�
: Pour � une valeur �xée du paramétre

dans � et une observation dune trajectoire complète X"
t = (X

"
t ; t 2 [�; T ]) de (2:7), rappellons

que l�estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) �̂" est dé�ni comme une solution de

l�équation
dP"

�̂"

dP"�0
(X") = sup

�2��

dP"�
dP"�0

(X") (2.8)

où
�
� désigne la ferméture de �:

En notant P"�0 = P0 la loi du processus de Wiener et en posant :

St (X
"; �) :=

8<: c
R 1
� X

"
t�s g (s) ds si t 2 [�; T ]

0 si [0; �[

la vraisemblance est donnée par

dP"�
dP"�0

(X") = exp

�
1

"2

Z T

0
St (X

"; �) dX"
t �

1

2"2

Z T

0
(St (X

"; �))2 dt

�
= exp

�
1

"2

Z T

�
St (X

"; �) dX"
t �

1

2"2

Z T

�
(St (X

"; �))2 dt

�

Dans la suite, nous conservons la première forme la vraisemblance.

L�estimateur EMV �̂"véri�e l�équation suivante :

A"�̂" = Y" =) �̂" =
Y"
A"

20



où A" dé�nie par :

A" =

Z T

�
(V " (t))2 dt

et

Y" =

Z T

�
V " (t) dt

avec

V " (t) =

Z 1

�
X"
t�sg (s) ds

Nous rappellons la propriété de la normalité asymptotique locale ( LAN condition ou condition

de LeCam) qui joue un rôle fondamental dans ce type de problème ([6], [7]). La famille des lois

(P"�; � 2 ]0; D]) véri�e la condition LAN en un point � 2 ]0; D] si le rapport de vraisemblance

Z";� (u) :=
dP�+�"(�)u
dP�

(X") ; u 2 R (2.9)

admet la représentation suivante

Z";� (u) = exp

�
u�" (�;X

")� 1
2
u2 +	" (�; u;X

")

�
; u 2 R (2.10)

telle que sous P"� on a:

�" (�;X
") =) N (0; 1) dans R quand " �! 0

lim
"�!0

	" (�; u;X
") = 0 en P"� � probabilité

Si la famille de mesures (P"�; � 2 �) est LAN en tout point � 2 �; on dit qu�elle est LAN sur

�. La famille des lois (P"�; � 2 �) véri�e la condition LAN uniforme si nous avons les relations

précédentes pour tout compact K � � , et pour toutes les suites (�n) � K ,(un) � R , un �! u

véri�ant ( �n +�" ( �n)un) 2 �:

D�autre par, notons par We;2 l�espace des fonctions de perte w dé�nies sur R continues

symétriques non identiquement nulles véri�ant :

� w (0) = 0

� pour tout c > 0 les ensembles fu = w (u) < u g sont convexes
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� w (u) � exp
�
 u2

�
pour  > 0 quand u �!1

Si la famille (P"�; � 2 �) satisfait la condition LAN en tout point � 2 � alors pour tout

estimateur �̂" , et w 2We;2 , nous avons l�inégalité suivante (dite aussi borne de Hàjek) :

lim
�!0

lim inf
"!0

sup
k���0k<�

E"�
h
w
�
��1" (�0)

�
�̂" � �

��i
� 1p

2�

Z
R
w (x) exp

�
�x

2

2

�
dx (2.11)

Les estimateurs qui réalisent l�égalité dans (2:11) sont dits asymptotiquement e¢ caces ([6].)

C1. la fonction g est continue et d�intégrale positif
�R 1
� g (s) ds > 0

�

2.3 Théorèmes

Le théorème suivant donne la condition LAN de LeCam de la famille de lois (P"�; � 2 �) solution

de (2.7) et la borne de Hàjek.

Théorème 2.1 Sous la condition C1, la famille des lois (P"�; � 2 �) solution (2.7) véri�e la

condition LAN (2.10) avec �" dé�nie par

�" (�) = "I
� 1
2 (�)

où

I (�) =

Z T

0

�
qs
�
X0
��2

ds

qs
�
X0
�
=
@Ss
@�

�
X0; �

�
et

�"
�
�;X0

�
=

Z T

0
uqt
�
X0
�
dWt

la fonction risque admet la minoration suivante (Inégalité de Hàjek) : pour tout estimateur

�̂"; �0 2 � et w 2 We;2

lim
�!0

lim inf
"!0

infe�" sup
k���0k<�

E"�
h
w
�
��1" (�0)

�b�" � ���i � E (w (�))
où � est une valeur aléatoire gaussien centré réduit dans R:
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Lestimateur du maximum de vraisemblance du paramétre � est dé�ni par (2.8). Le théorème

suivant donne la convergence, la normalité asymptotique et la convergence des moments de tout

ordre de cet estimateur.

Théorème 2.2 Sous la condition C1, l�estimateur du maximum de vraisemblance �̂" véri�e

sous P"�0 et uniformément sur tout compact K de �, les propriétés suivantes :

1. lim
"�!0

�̂" = �0 en probabilité plus précisement, 8� > 0

sup
�02K0

P"�0
�����̂" � �0��� > �� � C1 exp��C2�

"2

�

où C1 > 0 et C2 > 0:

2.

��1" (�0)
�
�̂" � �

�
=)"�!0 �

où � ,! N (0; 1) dans R:

3. Pour tout p > 0

lim
"!0

E"�
�����1" (�0)

�
�̂" � �

����p = E j�jp
4. L�estimateur �̂" est asymptotique e¢ cace.

Pour montrer ces deux théorèmes, nous suivons [7] et (chap.2 de [10]). Pour cela nous avons

besoin d�établir les lemmes suivants qui montrent que la famille des processus de vraisemblance

(Z";� (u) ; u 2 R) est tendue dans C0 (R) l�espace des fonctions continues tendant vers 0 l�in�ni.

Lemme 2.1 Sous la condition C1,pour tout compact K de � ,8m > L et R > 0;on a

sup
�2K

sup
fu1;u22U�;":kujk<R ; j=1;2g

ju1�u2j�m E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

���� � C (1 +Rm)
où U�;" = �

�1
" (�� �) :

Lemme 2.2 Sous la condition C1 , 8" > 0; 8u 2 U�;" et pour tout compact K de �; on a

sup
�2K

P"�
�
Z" (u) � e�u

2
�
� Ce�u2
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où  > 0 et C > 0.

Le théorème 2.1 implique la convergence des lois de dimensions �nies du processus de

vraisemblance (Z";� (u) ; u 2 R). Par suite, des Lemmes 2.1 et 2.2 le processus (Z";� (u) ; u 2 R)

converge faiblement dans C0 (R) vers un processus (Z� (u) ; u 2 R). La preuve des résultats du

théoréme 2.2 suivent les mêmes étapes que celle du Théorème 1.1 p.174 de [7] ou du Théorème

5.3.3 p.188 de [10]. Les résultats sur les estimateurs de Bayes sont obtenus de façon similaires.

2.4 Preuves

Preuve: du théorème 2.1 .soit Soit u 2 R pour montrer le théorème on unitilise comme

dans [7], le changement de variable u = I
1
2 (�) v où I (�) véri�é la condition C1. La condition

LAN (2.9) se transforme donc

Z";� (u) =
dP�+�"(�)u
dP�

(X") =
dP�+"v
dP�

= exp

�
v I

1
2 (�)�" (�;X

")� 1
2
v2I (�) + 	"

�
�; I

1
2 (�) v;X"

��

telle que sous P"�

I
1
2 (�)�" (�;X

") =) N (0; I (�)) dans R quand " �! 0

et

lim
"!0

	"

�
�; I

1
2 (�) v;X"

�
= 0 en probabilité

Par suite l�observation X" véri�e (2:7) ;le théorème de Girsanov ([11]. chap 7 ) donne

Z";� (u) =
dP�+"v
dP�

(X")

= exp

�
1

"2

Z T

0
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �) ) dX"
t �

1

2"2

Z T

0

�
S2t (X

"; � + "u)� S2t (X"; �)
�
dt

�

où

St (X
"; �) = c

Z 1

�
X"
t�sg (s) ds
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et

St (X
"; � + "u) = (c+ "u)

Z 1

�
X"
t�sg (s) ds

Par conséquent

lnZ";� =
1

"2

Z T

0
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �) ) dX"
t �

1

2"2

Z T

0

�
S2t (X

"; � + "u)� S2t (X"; �)
�
dt

=
1

"2

Z T

0
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �) ) [dX"
t � St (X"; �) dt]�

1

2"2

Z T

0
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �))2 dt

=
1

"

Z T

0
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �) ) dWt �

1

2"2

Z T

0
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �))2 dt

:= A1;" �A2;" (2.12)

Nous pouvons écrire

A1;" =
1

"

Z T

0

�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �) � u "qt
�
X0
��
dWt +Z T

0
uqt
�
X0
�
dWt

où qt
�
X0
�
=
@St
@�

�
X0; �

�
et X0 la solution du système détermniste (2:2) ; posons

�
�
�;X0

�
=

Z T

0
uqt
�
X0
�
dWt

Alors la variable �
�
�;X0

�
est gaussien de variance

I (�) =

Z T

0
qs
�
X0
�2
ds

Ecrivons

A1;" := �" (u) + �
�
�;X0

�

25



où

�" (u) =
1

"2

Z T

0

�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �) � u "qt
�
X0
��
dWt

Montrons que sous P"� la variable aléatoire �" (u) tend vers 0 quand " �! 0:

Pour � > 0,  > 0; par l�inégalité de Lenglart, nous avons (cf. [11] )

P"� (j�" (u)j > �) �


�2
+ P"�

�
1

"2

Z T

0

�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �) � u "qt
�
X0
��2

dt > 

�

Pour le second terme ci-dessus, nous allons appliquer l�inégalité de Markov.

D�une part, on a

St (X
"; � + "u)� St (X"; �)� u"qt

�
X0
�
=

�
St (X

"; � + "u)� St
�
X0; � + "u

��
�
�
St (X

"; �)� St
�
X0; �

��
+
�
St
�
X0; � + "u

�
� St

�
X0; �

��
�u"qt

�
X0
�

Comme

V " (t) =

Z 1

�
X"
t�sg (s) ds , V

0 (t) =

Z 1

�
X0
t�sg (s) ds

nous en déduisons

St (X
"; � + "u)� St

�
X0; � + "u

�
= (c+ "u)

�
V " (t)� V 0 (t)

�
(2.13)

et

St (X
"; �)� St

�
X0; �

�
= c

�
V " (t)� V 0 (t)

�
(2.14)

La di¤érence entre les expressions (2.10 ) et (2.11) est égale à

"u
�
V " (t)� V 0 (t)

�
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par le changement de variable v = t� s; nous obtenons

V " (t)� V 0 (t) =

Z 1

�

�
X"
t�s �X0

t�s
�
g (s) ds

=

Z t��

t�1

�
X"
v �X0

v

�
g (t� v) dv

En utilisant la formule de Taylor à l�ordre 1, l�inégalité (a+ b) 2 � 2a2 + 2b2; les propriétés du

processus de Wiener et la condition C1 , nous obtenons pour tout t 2 [0; T ] :

E�
�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �)� u "qt
�
X0
��2

= E�
�
"u
�
V " (t)� V 0 (t)

�
+
�
St
�
X0; � + "u

�
� St

�
X0; �

��
� u"qt

�
X0
��

= E�
�
"u

Z t��

t�1

�
X"
v �X0

v

�
g (t� v) dv � "�" (t)

�2
� "2�E�

"
sup
0�v�T

��X"
v �X0

v

�� u Z t��

t�1
g (t� v) dv � �" (t)

#2

� "2�E�

"
K1" sup

0�v�T
jWtju

Z t��

t�1
g (t� v) dv � �" (t)

#2
� "2

�
"2K2 + 2�

2
" (t)

�
où �" (t) �! 0 est le reste de formule de Taylor ,K1 > 0 et K2 > 0:

Donc ,

sup
t2[0;T ]

E�
�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �)� u"qt
�
X0
��2 � "2�"

où �" �! 0 car �" (t)! 0 avec " et K2 > 0 on déduit que

P"�
�
1

"2

Z T

0

�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �) � u "qt
�
X0
��2

dt > 

�
� 1

2
T�"

suite,par l�inégalité de lenglart, on déduit que �" (u) �! 0 en probabilité quand " �! 0.

Pour A2;" dé�nie dans (2:12), on a

A2;" :=
1

2

�
K";u (X

") + u2I (�)
�
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où

K";u (X
") =

1

"2

Z T

0

�
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �))2 dt � u2I (�)
�

Montrons que K";u (X") �! 0 en probabilité. En appliquant l�inégalité de Cauchy-Schwarz,

nous avons

E�
�
1

"2

Z T

0

h
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �))2 � u2"2q2t
�
X0
�i
dt

�

�
�
1

"2
E�
�Z T

0

�
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �))� u"qt
�
X0
��2

dt

�� 12
��

1

"2
E�
�Z T

0

�
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �)) + u"qt
�
X0
��2

dt

�� 1
2

la premier facteur ci-dessus a été étudié précédement et tend vers 0 avec ". Pour le deuxième

facteur , nous avons

1

"2
E�
�Z T

0

�
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �)) + u"qt
�
X0
��2

dt

�
= E�

 Z T

0

��
St (X

"; � + "u)� St (X"; �)

"

�
+ uqt

�
X0
��2

dt

!

= E�

 Z T

0

�
1

"
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �)) + uqt
�
X0
��2

dt

!

� E�

 Z T

0

�
1

"
(c"V " (t)) + uqt

�
X0
��2

dt

!

� E�
�Z T

0

�
2 (cV " (t))2 + 2u2q2t

�
X0
��
dt

�
� E�

�Z T

0

�
2
�
c (V " (t)) + V 0 (t)� V 0 (t)

�2
+ 2u2q2t

�
X0
��
dt

�
� E�

�Z T

0

�
2c2
�
2
�
V " (t)� V 0 (t)

�2
+ 2

�
V 0 (t)

�2�
+ 2u2q2t

�
X0
��
dt

�
� C1

Z T

0

�
c2
�
E�
�
V " (t)� V 0 (t)

�2
+ 2

�
V 0 (t)

�2�
+ 2u2q2t

�
X0
��
dt

� C3"
2 + C4
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où C3; C4 > 0 et on a utilisé le fait que

E�
�
V " (t)� V 0 (t)

�2 � C 0
"2

et

V 0 (t) <1 sur [0; T ]

par conséquent

E� jK";u (X")j � �" �
�
C2"

2 + C3
�

et comme �" �! 0 donc K";u (X") �! 0 en probabilité quand " �! 0; par suite on en déduit

que

Z";� (u) = exp

�
u�
�
�;X0

�
� 1
2
u2I (�) + 	";� (u)

�
où

8 u 2 R ; lim
"!0

	";� (u) = 0 en probabilité

D�où la condition LAN pour la famille des lois (P"�)�2� induite par la solution de (2:7) :la

minoration du risque est une conséquence directe de théorème 12.1 p.162 dans [7].

Preuve: du lemme 2.1 Soit K compact de � , posons �i = � + "ui (i = 1; 2) où ui 2 R et

� = c , �i 2 K

Posons

�X"
t = St (X

"; �1)� St (X"; �2)

= (� + "u1)V
" (t)� (� + "u2)V " (t)

= " (u1 � u2)V " (t)

Le rapport de vraisemblence pour deux valeurs �1 et �2 du paramètre est

dP"�1
dP"�2

(X") = exp

�
1

"

Z T

0
�X"

t dWt �
1

2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

�
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Soit m > 1:Posons V (T ) =

 
dP"�1
dP"�2

! 1
m

; de la dé�nition de Z";� (u) ; on a

V (T ) =

 
dP"�1
dP"�2

! 1
m

=

 
dP"�+"u1
dP"�

� dP"�
dP"�+"u2

! 1
m

=

�
Z";� (u1)

Z";� (u2)

� 1
m

Ecrivons V (t) = exp (Y (t)) où le processus Y (t) est tel que Y (0) = 0:la formule Itô pour

V (t) := f (t; Y (t)) donne

dV (t) =

�
f 0t (t; Y (t)) + f

0
y (t; Y (t))

�
� 1

2m"2
(�X"

t )
2

�
+
1

2
f
00
yy (t; Y (t))

�
1

m2"2
(�X"

t )
2

��
dt

+f 0y (t; Y (t))

�
� 1

m"
(�X"

t )

�
dWt

donc

dV (t) =

��
� 1

2m"2
(�X"

t )
2

�
eY (t) +

�
1

2m2"2
(�X"

t )
2 eY (t)

��
dt

+

�
1

m"
(�X"

t )

�
eY (t)dWt

comme V (0) = 1; on en déduit

V (T ) = 1 +
1�m
2m2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 V (t) dt+

1

m"

Z T

0
(�X"

t )V (t) dWt

d�une part , nous avons

E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

����m = E�
������Z

1
m
" (u2)

0@1� Z 1
m
" (u1)

Z
1
m
" (u2)

1A������
m
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de (a+ b)m � 2m�1 (am + bm) ; l�inégalitée de Holder avec les exposantsm et m

m� 1 , on obtient

E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

����m = E�

�����
�
dP"�2
dP"�

� 1
m

(1� V (T ))
�����
m

= E� j(1� V (T ))jm
����dP"�2dP"�

����
= E�2 j(1� V (T ))j

m

= E�2

���� 1�m2m2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 V (t) dt+

1

m"

Z T

0
(�X"

t )V (t) dWt

����m
� 2m�1

"
E�2

 �����
�
1�m
2m2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 V (t) dt

�m�����
+

�
1

m"

Z T

0
(�X"

t )V (t) dWt

�m!#

� 2m�1
�
1�m
2m2"2

�
E�2

�
Tm�1

Z T

0
(�X"

t )
2m V m (t) dt

�
+2m�1

�
1

m"

�
E�2

�
Tm�1

Z T

0
(�X"

t )
m V m (t) dt

�
� C1

"2m

Z T

0
E�2

�
(�X"

t )
2m V m (t)

�
dt+

C2
"m

Z T

0
E�2 ((�X

"
t )
m V m (t)) dt

où C1; C2 > 0 . Pour le premier terme de l�inégalité ci-dessus, du fait que le processus

(V m (t) ; t 2 [0; T ]) est une martingale par rapport à la tribu Ft , nous en déduisons queZ T

0
E�2

�
(�X"

t )
2m V m (t)

�
dt

= E�2
Z T

0
(�X"

t )
2m (E�2V

m (T ) =Ft) dt

=

Z T

0
E�2E�2

�
(�X"

t )
2m V m (T ) =Ft

�
dt

=

Z T

0
E�2

�
(�X"

t )
2m V m (T )

�
dt

= E�2

�
V m (T )

Z T

0
(�X"

t )
2m

�
dt

= E�1

�Z T

0
(�X"

t )
2m dt

�
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En faisant le même calcul pour le second terme, nous arrivons à :

E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

����m � C1
"2m

Z T

0
E�1 (�X

"
t )
2m dt+

C2
"m

Z T

0
E�1 (�X

"
t )
m dt

D�autre part

E�1 (�X
"
t )
2m = E�1 (" (u1 � u2)V " (t))

2m

= "2mE�1
�
(u1 � u2)2m V " (t)2m

�
= "2m (u1 � u2)2m E�1

�
V " (t)2m

�

et en appliquant l�inégalité de hölder avec les exposants
2m

2m� 1 et 2m on obtient

E�1
�
V " (t)2m

�
= E�1

�Z 1

�
Xt�sg (s) ds

�2m

� E�1

"�Z 1

�
X2m
t�sds

� 1
2m
�Z 1

�
g

2m
2m�1 (s)

� 2m�1
2m

#2m

� E�1

�Z 1

�
X2m
t�sds

��Z 1

�
g

2m
2m�1 (s)

�2m�1
� K1

Z 1

�
sup
�2K

sup
0�s�T

E�1 jXsj
2m ds := K2

par suite

E�1 (�X
"
t )
2m � K2"2m ju1 � u2j2m

de même, de l�inégalité

E�1 (�X
"
t )
2m � K3"m ju1 � u2jm

on a

E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

����m � C
0
1 ju1 � u2j

m + C
0
2 ju1 � u2j

m

� K4 ju1 � u2jm (1 +Rm)
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Finalement

sup
�2�

sup
fu1;u22U�;":kujk<R ; j=1;2g

ju1�u2j�m E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

���� � C (1 +Rm)
où C > 0:D�où le lemme.

Preuve: du lemme 2.2 .Soit a véri�ant 0 < a <
1

2
; b > 0 et u 2 R:Notons �i = � + "ui ,

i = 1; 2

Par l�inégalité de Markov et l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

P"�
�
Z" (u) � e�u

2
�

� e�u
2
E� (Z" (u))�

� e�u
2
E�
�
exp

�
�

"

Z T

0
(�X"

t ) dWt �
�

2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

��
� e�u

2
E�
�
exp

�
�

"

Z T

0
(�X"

t ) dWt �
b

2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

+
(b� a)
2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

��
� e�u

2
E�
�
exp

�
�

"

Z T

0
(�X"

t ) dWt �
b

2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

�
� exp

�
(b� a)
2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

��
� e�u

2
E�
�
exp

�
�

"

Z T

0
(�X"

t ) dWt �
b

2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

�
� exp

�
(b� a)
2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

��
� e�u

2
E�
�
exp

�
2�

"

Z T

0
(�X"

t ) dWt �
b

"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

�� 1
2

�

expE�
��
(b� a)
"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

�� 1
2

où �X"
t = St (X

"; �1)� St (X"; �2) :Par le théoème 6.1 p216 de [?], on a :

E�

"
exp

 Z T

0

�
2�

"
�X"

t

�
dWt �

1

2

Z T

0

�
2a

"2
�X"

t

�2
dt

!#
� 1
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si on choisit b = 2a2 ; on aura donc

P"�
�
Z" (u) � e�u

2
�
� e�u2

�
E�
�
exp

�
�a (1� 2a)

"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

��� 1
2

Posons A = �X"
t et B = �X0

t :En utilisant l�inégalité �A2 � �B2 + 2 jBjjB �Aj ; nous

obtenons

P"�
�
Z" (u) � e�u

2
�

� e�u
2

�
E�
�
exp

�
�a (1� 2a)

"2

Z T

0

�
�X0

t

�2
dt (2.15)

+
2a (1� 2a)

"2

Z T

0

���X0
t

�� ���X"
t ��X0

t

�� dt��� 12
� e�u

2

�
E�
�
exp

�
�a (1� 2a)

"2

Z T

0

�
�X0

t

�2
dt

�
� exp

�
2a (1� 2a)

"2

Z T

0

���X0
t

�� ���X"
t ��X0

t

�� dt��� 12
Pour majorer le membre de droite (2:15) ; on minore et on majore

���X0
t

�� ���X"
t ��X0

t

�� :Minorons
maintenant �X0

t = St
�
X0; �1

�
� St

�
X0; �2

�
: Pour 0 � t � T et u = u1 � u2 2 U�;" ; on

applique la formule de taylor à l�ordre 1 pour avoir

�X0
t = "u

�
S
�
�̂; X0

�
Donc �

�X0
t

�2
= "2

�
u
�
S
�
�̂; X0

��2
= "2u2I

�
�̂
�

où �̂ 2 B (�; " juj) (boule dans R de centre � et de rayon " juj) et
�
S est la dérivée de S par

rapport à �: La condition C1 implique que I (�) est positive (cf. [1] lemme2.3 de l�annexe page

40), il existe donc � > 0 tel que �
�X0

t

�2 � "2�u2
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Il en résulte que

exp

�
�a (1� 2a)

"2

Z T

0

�
�X0

t

�2
dt

�
� exp

�
�a (1� 2a)

"2
"2�u2

�
� exp

�
Lau

2
�

Majorons maintenant
���X0

t

�� et ���X"
t ��X0

t

�� pour 0 � t � T et u 2 U�;": Comme la fonction
g (s) est continue sur [�; 1] donc bornée par M , on en déduit que

X0
t = x0 +

Z t

0

�
c

Z 1

�
X"
v�sg (s) ds

�
dv

� x0 +

Z t

0

�
c

Z 1

�
X"
v�sg (s) ds

�
dv

� x0 +Mc

Z t

0

�Z ��1

t�1
X"
udu

�
dv

� x0 +M1

Z t

0
X"
u du

où M1 =MTc:Par suite, le lemme de Granwall (cf.[11]) donne

X0
t � x0eM1t

La fonction X0
t = x0 pour t < �: Alors pour tout t 2 [�; 2�] et s 2 [�; 1] ; X0

t�s = x0:Par

conséquent, de la condition C1 on en déduit

dX0
t

dt
= x0c

Z 1

�
g (s) ds > 0

Par induction X0
t est strictement croissante [�; T ] (cf. preuve du lemme en annexe). Par suite

x0 � X0
t � x0e

M1t
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Alors

���X0
t

�� =
��St �X0; � + "u

�
� St

�
X0; �

��� (2.16)

=

����(c+ "u)Z 1

�
X0
t�sg (s) ds� c

Z 1

�
X0
t�sg (s) ds

����
=

����"u Z 1

�
X0
t�sg (s) ds

����
� " juj

Z ��1

t�1

��X0
ug (t� s)

�� du
� "M juj

Z T

0
X0
udu

� " x0M juj
Z T

0
eM1tdu := " M2 juj

D�autre part, nous avons

���X"
t ��X0

t

�� =

����"u Z 1

�
X"
t�sg (s) ds� "u

Z 1

�
X0
t�sg (s) ds

���� (2.17)

� " juj
Z 1

�

��X"
t�s �X0

t�s
�� g (s) ds

� " juj
Z 1

�
sup
��u�t

��X"
u �X0

u

�� g (t� u) du
� " juj

 
C" sup

��u�t
jWtj

!
M3

� "2M4 sup
��u�t

jWtj juj

En utilisant la majoration suivante (cf. p.18 de [12])

E�

 
exp

 
l sup
0�t�T

jWtj
!!

� 2
�
1 + T l2

�
exp

�
1

2
T l2
�
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et les relation (2.17) et (2.16), on obtient

E�
�
exp

�
2a (1� a)

"2

Z T

0

���X0
t

�� ���X"
t ��X0

t

�� dt��
� E�

 
exp

 
2a (1� a) "M2M4T juj sup

0�t�T
jWtj

!!

� E�

 
exp

 
"MaT juj sup

0�t�T
jWtj

!!

� 2
�
1 + T"2M2

au
2
�
exp

�
1

2
T"2M2

au
2

�
� 2 exp

�
3

2
T"2M2

au
2

�

D�où

P"�
�
Z" (u) � e�u

2
�

� 2e�u
2
e�Lau

2
�
2e

3
2
T"2M2

au
2
�

� 2eu
2(��La+ 3

2
T"2M2

a)

Si on choisit � et  tels que La � 2T"2M2
a ; 0 �  �

1

4 (a+ 1)
La; nous arrivons à

P"�
�
Z" (u) � e�u

2
�

� 2eu
2(��La+ 3

2
La)

� 2eu
2(��La+ 3

2
La)

� 2eu
2(�� 1

4
La)

� 2eu
2(��(a+1))

� 2eu
2

D�où lemme .

Preuve: du théorème2.2 Pour la démonstration de ce théoème, nous suivons le théorème 1.1

.p174 de [7]. Soit K compact de �. Dans la suite on note � pour �0:Posons û = ��1" (�)
�
�̂" � �

�
:

De la dé�nition de b�" et des équivalences des lois induites par les solutions de (2:1) ; û véri�e :

Z";� (û) = sup
u2U";�

Z";� (u)

37



Les relations du processus (Z";� (u) ; u 2 R) sont dans C0 (R) (cf.[7]) .

Notons par �";� la loi du processus Z";� (�) induite sur cet espace. On déduit de la condition

LAN, la convergence des lois de dimention �nies du processus Z";� (�) uniformément par rapport

à � dans K. Des lememes 2.1 et 2.2, on en déduit que la famille des processus
�
�";�; � 2 �

�
est relativement compact dans C0 (R) uniformément pour � 2 K (cf. [7]). Donc

�";� =) �� quand " �! 0

Où �� est la loi du processus dé�ni par

Z� (u) = exp

�
u� � 1

2
u2
�

avec la loi de la variable � est normal N (0; 1). la convergence est uniforme par rapport à � 2 K:

1)Convergence en probabilité D�une part, des lemmes 2.1 et 2.2, on déduit comme dans

([7]; p:433) ; pour tout l > 0

sup
�2K

P"�

 
sup
juj�l

Z";� (u) > exp
��
�
4

�
l2
�!

� C exp
��
�
8

�
l2
�

(2.18)

où  > 0 et C > 0: il en résult des formules (2:14) et (2:18) et Z";� (0) = 1; pour tout � > 0

sup
�2K

P"�
h����̂" � ���� > �i

= sup
�2K

P"� [j�" (�) ûj > �]

= sup
�2K

P"�

"
sup

juj>�j�"(�)j�1
Z";� (u) > sup

juj<�j�"(�)j�1
Z";� (u) � Z";� (0)

#

� sup
�2K

P"�

"
sup

juj>�j�"(�)j�1
Z";� (u) > 1

#
� C1 exp

�
�
8
�2 j�" (�)j�2

�
� C1 exp

�
�
8
�2
jI (�)j
"2

�
� C1 exp

�
�C2
"2

�

�
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le majorant ci-dessus tend vers 0 quand " tend vers 0, d�où la convergence de l�éstimateur.

2) Normalitée asymptotique :

Soit D un pavé borné de R tel que :

P"� (û 2 @D) = 0

où @D est la frontière de D. Considérons les fonctionnelles LD et L@D dé�nies sur C0 (R) par

:

LD (h) = sup
D
h(x) et LDc (h) = sup

Dc
h(x)

LD et L@D sont continues par rapport à la métrique uniforme sur C0 (R). Comme le processus

Z� (�) atteint son maximum au point � ,! N (0; 1) ; alors

P"� ( LD (Z�)� LDc (Z�) = 0) = P"� (� 2 @D) = 0

Soit A" les points de R où le processus Z";� (�) atteine son maximum, puisque Z";� =) Z�

quand " �! 0; alors

P"� (A" � D) = P"� ( LD (Z�)� LDc (Z�) > 0)

= P"� (� 2 D)

or le diamètre de A" tend vers 0 en probabilité avec ", donc

P"� (û 2 D) �! P� (� 2 D)

d�où la convergence en loi.

3) Convergence des moments
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On a pour tout p > 0

sup
"2]0;1[

sup
�2K

E"�
�����1" (�)

�
�̂" � �

����p
� sup

"2]0;1[

1X
l=0

(l + 1)p � sup
�2K

P"�
h����̂" � ���� ����1" (�)

�� > li
�

"
1 + C

1X
l=0

(l + 1)p
#
exp

�
�
8
l2
�

< 1

Donc la famille des variables aléatoires (jûjp , " 2 ]0; 1[) est uniformément intégrables où û =

��1" (�)
�
�̂" � �

�
: le résultat se réduit de la normalité asymptotique obtenue précedement et de

[8] p.32.

4) E¢ cacité asymptotique

Les estimateurs qui réalisent l�inégalité dans le théorème ci-dessus (borne de Hàjek) pour

tout �0 2 �, sont dites asymptotiquement e¢ caces. Pour l�étude du risque quadratique, on

considére les fonctions ! de la forme !(x)= jxjd, d > 0 et x 2 R . Comme la famille des lois

(P"�; � 2 �) est LAN en tout point de �; pour montrer l�e¢ cacité des estimateurs il su¢ t de

prouver qu�il existe � dans ]0; 1] tel que

lim
"!0

sup
j���0j<j��1" (�0)j�

E"�
�����1" (�0)

�b�" � �����d = E j�jd (2.19)

(cf. [10]p.77). Pour tout �0 2 �; on a l�identité suivante :

sup
j���0j<j��1" (�0)j�

E"�
�����1" (�0)

�
�̂" � �

����d
= sup

j���0j<j��1" (�0)j�
E"�

"�������1" (�0)

��1" (�0)
+ 1� 1

��
��1" (�0)

�
�̂" � �

������d
#

Donc pour montrer(2:19) ; il su¢ t de véri�er les deux a¢ rmations suivantes :

a)

lim
"!0

sup
j���0j<j��1" (�0)j�

���" (�) ��1" (�0)� 1
�� = 0
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or ceci découle du fait que �" (�) = "I�
1
2 (�) et que I (�) est uniformément continu sur le

compact K.

b)

lim
"!0

sup
j���0j<j��1" (�0)j�

E"�
�����1" (�0)

�
�̂" � �

����d = E j�jd
qui n�est autre que la convergence des moments établie en 3) . D�où le théorème .
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Chapitre 3

Simulations

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous simulons des trajectoires de processus de di¤usion par la méthode d�Euler-

Maruyama (cf,[2],[3], [4]). Pour l�analyse statistique des estimateurs nous utilisons le logiciel

R à l�aid du package Sim.Di¤Proc (Simulation of Di¤usion Processes). Nous simulons des

trajectoires du mouvement brownien à l�aide de la bibliothèque "far" développée par J.Damons

et S.Guillas ( Modelization for Functional AutoRegressive processes Package: far Version: 0.6-0

(2005-01-10) License: LGPL-2.1 version 2.14.0 (31-10-2011) du logiciel R). Plus précisement,

elle utilise la décomposition de Karhunen Loève du mouvement brownien sur l�intervalle [�; T ] :

Wu =

1X
j=1

p
2TY �j

sin
�
(j � 1=2) �uT

�
� (j � 1=2) ; u 2 [�:T ]

où Y �j sont des variables aléatoires i.i.d N (0; 1)et où les sommes in�nies sont approximées par

des sommes �nies (cf. [9]) .Par la suite, à l�aide de la la méthode d�Euler-Maruyama nous

simulons des trajectoires de processus de di¤usions dé�nies par les EDS ci dessous. Les graphes

sont obtenus par le Logiciel R qui possède des possibilités pour explorer les données et illustrer

les comportements des estimateurs.
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3.2 Estimation d�un paramètre

Nous simulons les trajectoires de processus de di¤usion véri�ant l�équation di¤érentielle sto-

chastique suivante (ces simulations sont présentés dans la thèse de doctorat de M Benyahia

(voir [1]): 8>>><>>>:
dX"

t =

0@c1 1Z
�

X"
t�s g (s) ds

1A dt+ "dWt si t 2 [�; T ]

Xs = x0 si � 1 � s < �

on choisit c1 = 0:5; � = 0:1; x0 = 2; T = 2 et posons g (s) = cos((pi=2) � s):

La �gure suivante présente une trajectoire observée de (X"
t ; t 2 [�; T ]) pour " = 0:99

Figure 1
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La �gure suivante présente une trajectoire observée de (X"
t ; t 2 [�; T ]) pour " = 0:01

Figure 2

44



3.2.1 Comportement de l�estimateur EMV

La �gure 3 présente le comportement de l�estimateur EMV ĉ1 du coe¢ cient c1 = 0:5 quand "

tend vers 0

Figure 3

3.2.2 Conclusion

Nous remarquons que dans la simulation il y �a un bon comportement des estimateurs quand "

tend vers 0:
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié un cas particulier déjà étudié dans la thèse du doctorat

de Madame W.BENYAHYA dans (voir [1]), nous avons étudié l�estimation paramétrique d�un

drift dans un processus de type di¤usion avec une mesure des retards par la théorie générale

de Ibragimov-Hasminski (cf,[7]) et Y. Kutoyants(cf,[10]). Nous avons supposé que la mesure

des retards admet une densité avec un developpement �ni sur un systeme de fonctions données.

Nous avons étudié les estimateurs du maximum de vraisemblance. Nous avons aussi présenté

des simulations numériques pour illuster le comportement de cet estimateur.
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Résumé 

Nous concéderons l'estimation de la densité de la mesure des retards dans un processus de type 

diffusion en estimant ces coefficients dans un système de fonctions par la méthode du maximum de 

vraisemblance EMV dans l'asymptotique des petites diffusions, nous utilisons la  théorie  générale  de  

Ibragimov-Hasminski, et  de  Kutoyants  pour  établir  la  normalité  asymptotique locale LAN ( LeCam 

condition), la convergence, la normalité asymptotique et  l'efficacité des estimateurs. Nous donnons 

aussi des simulations numériques  sur les estimateurs EMV. 

 Abstract :  

    We study the estimation of the delay measure density in type diffusion processes.  We consider  

the  maximum  likelihood of a finite number of density coefficients by the Ibragimov‐Hasminski and   

Kutoyants approach. For these estimators we give the LAN condition , consistency, asymptotic 

normality  and effenciency .  We also present some numerical simulations on maximum likelihood of 

estimators of the parameters.   

 

                                                                                                                                                    

 ملخص:             

بواسطة معلماته تقدير طريق عن ھذاالتشتت  و  نوع من عشوائية سيرورة في لقياس ا احتمال كثافة تقدير نناقش ةلمذكرا هذھ في         

من اجل      kutoyants و   Ibragimov-Hasminski ل ريقة سنعتمد على النتائج العامة الط هذهل  بالنسبةف ، رالأكب الإمكان طريقة

    الفعاليةو  الاعتدال،التقارب  ،الحصول على الاعتدال التقارب الموضعي .  

    

. 

 


