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Introduction

Une question fondamentale en géométrie différentielle est I’étude des surfaces (resp
hypersurfaces) & courbure moyenne constante (plongées ou immergées) dans ’espace
Euclidien.

En 1951, Hopf a introduit une classification des surfaces a courbure moyenne con-
stante; il a prouvé un résultat concernant les sphéres en dimension 2 formulé dans le

théoréme suivant :

Théoréme 0.1 [23] Soit S une surface simplement connexe, & courbure moyenne con-

stante, alors S est une sphére ronde.

La préoccupation qui en découle est : peut-on étendre le résultat précédent dans le
cas des surfaces de genre quelconque? Hopf avait conjecturé que la réponse est oui.

Dans une séries de trauvaux entre 1956 et 1962, Alexandrov avait prouvé cette con-
jecture d’abord dans le cas des surfaces plongées, et ensuite en dimension arbitraire, bien
que le théoréeme de Hopf soit faux en dimensions supérieures comme 1’a montré plus tard

Hsiang [24].

Théoréme 0.2 (Alezandrov [1]) Soit S C R™! une hypersurface a courbure moyenne

constante. Si S est plongée, alors c’est une sphére ronde.

Reilly avait démontré le résultat précédent moyennant une approche différente re-
posant sur le développement d’'une série de formules d’intégration (Voir [37]).

En 1988, Ros [40] a étendu le théoréme précédent au cas des hypersurfaces fermées
(compactes sans bord) plongées dans 1’espace Euclidien a courbure scalaire constante.

Notons que dans le théoréme d’Alexandrov, ’hypothése de plongement est nécéssaire.
Cependant il existe des surfaces compactes a courbure moyenne constante immergées dans
R3. Citons a titre d’exemple les tores de Wente [46]. D’autres exemples ont été construits

par Hsiang, Tang, Yau en dimension supérieure [24].



Une généralisation de la courbure moyenne et la courbure scalaire, est la courbure
moyenne d’ordre supérieure H,, r = 1,,,n, qui est définie par les fonctions élémentaires
symétriques des courbures principales de I'immersion.

En effet, H; est la courbure moyenne et Hy définit une quantité géométrique qui est
en relation avec la courbure scalaire.

Il est donc naturel d’essayer de généraliser les résultats précédents au cas des hyper-
surfaces a courbure moyenne d’ordre supérieure H, constante.

En 1988, Ros a montré que son résultat précédent reste valide pour r arbitraire.

Explicitement, il a démontré le théoréme suivant:

Théoréme 0.3 [39] Soit X1 une hypersurface compacte, plongée dans l’espace Eucli-

dien R™. Si H, est constante pour un certain r =1, ..,n, alors X" ! est une sphére.

Koreevar a prouvé ce dernier résultat différement; il a fait usage de la méthode de
reflexion d’Alexandrov. Il a aussi démontré que cette méthode reste applicable dans le
cas des hypersurfaces de I’espace hyperbolique [28].

Considérons maintenant le cas des surfaces (resp hypersurfaces) & bord. Le cas le
plus simple est lorsque le bord est sphérique, il est conjecturé que le disque et la calotte
sphérique sont les seules surfaces compactes, a courbure moyenne constante, plongées
dans R?, et enturées par un cerle.

En 1986 , Koiso [27] a donné une réponse partielle a ce probléme. Il avait montré
qu’une hypersurface de R"*!, de courbure moyenne constante non nulle et de bord X"},
compacte et orientée, fixée dans un hyperplan II de R", hérite des symétries de bord
pourvu qu’elle soit plongée et qu’elle ne coupe pas l'extérieur de ¥~ ! dans I’hyperplan
II ¢ R*"!. L’auteur obtient en conséquence que si X"~ ! est une sphére de dimension
(n — 1), alors M"™ est symétrique par rapport a tout hyperplan passant par le centre de
Y"1 et orthogonal & I’hyperplan II, et par conséquent M" est une calotte sphérique.

Rosenberg a étendu ce résultat au cas des hypersurfaces & courbure moyenne d’ordre

supérieure constante H, comme suit :



Théoréme 0.4 [/1] Soient X"~ une sous variété strictement convexe dans un hyperplan
II de R" ', et M™ une hypersurface compacte plongée dans R & courbure moyenne
d’ordre supérieure H, constante non nulle et bordée par ¥"~*. Si M™ est transverse ¢ I1
le long du bord X1, alors M™ est inclue dans l'un des demi espaces de R"1 déterminé
par 11, et M™ hérite toutes les symétries de X1, En particulier si X"~ est une sphére,

alors M™ est une calotte sphérique.
Comme conséquence du théoréme précédent, il a prouvé le résultat suivant:

Théoréme 0.5 Les seules hypersurfaces compactes, plongées dans [’espace Fuclidien
R™" ¢ courbure moyenne d’ordre supérieur H, (2 < r < n) constante, et de bord sphérique

sont les disques du plan (avec H, = 0), et les calottes sphériques (avec H, # 0).

Dans un travail récent [5], les auteurs ont étudié la question précédente dans un
contexte plus général. L’espace ambiant est une variété Riemannienne M connexe et
orientée de dimension (n + 1). P" est une hypersurface connexe, orientée et totalement
géodésique dans M. 51 ¢ PP est une sous-variété compacte, orientée de dimension
(n — 1), plongée dans P™. M" est une hypersurface connexe et orientée de dimension
n, & bord régulier OM™. Pour cette configuration géométrique les auteurs ont étudié la
question de symétrie qui s’annonce comme suit : Comment est la géométrie de la variété
M™ le long du bord OM™ relativement a l'inclusion X"~ C P™?

Une réponse partielle a été fournie par ’expression suivante qui a lieu sur le bord

OM™ : pour tout 1 <r<n-—1,

(Tov,v) = (=1)" s (& v) (1)

ou 7, désigne la transformation de Newton classique associée a la seconde forme fon-

n v o N n

damentale de M™ C M . v est le champs unitaire de vecteurs conormal a OM

. 2 9 s . . n —n+1
orienté vers l'extérieur, ¢ est le champs unitaire de vecteurs normal de P" C M

et s, = S, (11,...,7n_1) est la fonction symétrique élémentaire d’ordre r des courbures

principales 74, ..., 7,_1 de ¥"~! C P" par rapport au champs de vecteurs normal sortant.
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Comme conséquence directe de la formule (1), ils ont obtenu une relation forte entre
la transversalité de M" relativement & P" le long du bord et l'ellipticité sur M" de la
transformation de Newton d’order r , 7.

Ce fait et le Théoréme (0.4) ont permis aux auteurs d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 0.6 Soient X" lune sous-variété compacte strictement convexe de dimension
(n — 1) de Uhyperplan TI C R™ et ¢p : M™ — R une hypersurface compacte et plongée
de bord X" 1. Supposons que pour tout 2 < r < n, la courbure moyenne d’ordre r de M™
est constante non nulle. Alors M™ hérite toutes les symmétries de X" 1. En particulier

si le bord X1 est une sphere de dimension (n — 1), alors M™ est une calotte sphérique.

Un résultat analogue a été prouvé par Alias et Malacarne au cas des hypersurfaces
de type espace dans ’espace temps de Minkowski, en utilisant la méme configuration

géométrique. En particulier les auteurs ont obtenu les résultats suivants :

Théoréme 0.7 [7] Les seules hypersurfaces compactes de type espace dans l’espace temps
de Minkowski & courbure extrinséque H, (2 < r < mn pair) constante, et de bord sphérique

sont les boules de Uhyperplan (avec H, =0), et les calottes hyperboliques (avec H, > 0).

Théoréme 0.8 [7] Les seules hypersurfaces compactes de type espace dans l’espace temps
de Minkowski & courbure instrinséque H, (1 < r < n impair) constante, et de bord sphérique

sont les boules de l’hyperplan (avec H, = 0), et les calottes hyperboliques (avec H, # 0).

Dans ce travail, on tente d’étendre quelques résultats obtenus dans [5] au cas des
hypersurfaces dans une variété pseudo-Riemanneinne, puis au cas des sous variétés d’une
variété riemannienne de codimension arbitraire, en particulier la relation (1).

Cette thése comprent trois chapitres répartis comme suit :

Dans le premier, on rappelle certains outils permettant une bonne compréhension
des chapitres qui suivent. Outre les définitions, les notions classiques sur la géométrie
riemannienne et pseudo-riemannienne et la théorie des immersions isométriques, on in-
troduit la notion des tranfsormations de Newton ainsi que les transformations de Newton

généralisées [11].



Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse & la généralisation d’un résultat sur la
transversalité de deux hypersurfaces d’une variété riemannienne obtenu par Alias, de
Lira et Malacarne dans [5] au cas d’une variété pseudo-riemannienne. Pour cela on
considére la configuration géométrique suivante :

Soient M une variété pseudo-riemannienne orientée de métrique (, ), P" C M

cl . , .- w5+l _
une sous variété connexe, orientée et totalement ombilique dans M, notons par X" ! C

P™ une hypersurface de P", compacte de dimension n — 1.

. ——n+1 cu s . , , .
Soit ¥ : M™ — M une sous variété orientée, connexe et compacte de bord régulier

Y71 Alors tout au long du bord 9M™, nous avons
(Tv,v) = eneysi(y) + (exn — 1) (Av, v) .

Et pour tout 2<r<n-1

(Tov,v) = evevers, (Cv) +e, (Av,v) {eheel s, (G )~ = (T ) }

n—1
- €yz€i (Av, €;) *x
i=1
T

eneiey 2sra(T) (G )7+ Y (=) (eegm) G ) T (T )

=2

ou 7, sont les transformations de Newton classiques, A la seconde forme fondamentale
de Vinclusion M M relativement au vecteur N normal a M " v le champs de
vecteurs global normal & X"~ ! dans M", ( le vecteur unitaire sortant normal & P" ,

T1, ..., Tn—1 sont les courbures principales de I'inclusion "' C M" et s, = s, (T1y ey To1)-

Comme conséquence immédiate de ce résultat, nous obtenons le théoreme de la

transversalité suivant :

Théoréme 0.9 Sous les hypothéses précédentes, si P* C M est totalement géodésique
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——n+1 ; 5
dans M, alors les hypersurfaces M™ et P" sont transverses si l’'un des opérateurs

suivants est définie positif :

T1 + (]_ — €N) A
ou .
Ty —e,(1—en) (Av,)Ti + ) (e, — &) (Av,e;) 1
=1
ou

n—1

TT + 5V<AV, V>T7‘—1 — EVZ&; <AV, 6i> 2Tr_2

i=1

pour certain r > 3.

Dans le troisiéme chapitre, on étudit le probléme précédent au cas d’une variété
riemannienne de codimension arbitraire en faisant usage d’une nouvelle technique. Dans
la premiére partie on applique notre méthode au cas des hypersurfaces (c’est a dire en
codimension 1). En particulier nous retrouvons des résultats similaires & ceux obtenus
par Alias, de Lira et Malacarne [5]. Dans la deuxiéme partie on étudie le probléme
précédent dans le cas de la codimension supérieure g, on utilise les transformations de
Newton généralisées T, (u € N) et les fonctions symmeétriques généralisées o, introduites
par Andrzejewski, Kozlowski et Niedzialomski [11].

On considére la configuration géométrique suivante :

Soient P" et M™ de codimension ¢ dans M Supposons que P" est totalement
ombilique dans M. Comme précédement Y"1 C P" est le bord de M™. Nous avons

donc les opérateurs ( deuxiémes formes fondamentales a
&1 3 N N,
As, A, .. AP, A" AT

. . . —n+ +q
qui correspondent aux inclusions ¥ ' ¢ P, P* ¢ M, et M" ¢ M ; ou &1, &

sont orthonormaux a P" et Ny, ..., N, sont orthonormaux a M". Considérons les trans-



formations généralisées de Newton ( en abrégé GNT ) suivantes
T.=T, (ANla X ANq) , T,=T, (AXh A§1|Ea ey A€q|2)

et
ﬁ = j:'u (AN1|E, ...,ANq|E)

ol u € N?etve NItL,

Notre but est de montrer que

(Tyw;v) =0,

et

Ou = E CyOy-

|v|=|ul|,vnotincreasing
Ot ¢, est un coefficient indépendant de (AM|s,...,ANi|s;). Ces deux relations nous

donnent

(Tyv;v) = Z CyOy.

|v|=|ul, v not increasing
La premiere égalité est la généralisation de la relation (4.8) dans [5] , tandis que la
deuxiéme est la généralisation de la relation (6.4) dans [5]. De plus, la premiére est
purement algébrique et la deuxiéme est obtenue en utilisant une correspondance entre
As, A%y, .., A%|s et ANy, ... ANd|y; analogue & [5] dans le cas de la codimension une.

Les résultats obtenus dans ce chapitre s’énnoncent comme suit :

Proposition 0.1 Soit A = (Ails, - Agle) = (mAs + ml, ... pAs + pgl). Posons
Ou = O'u(zzl), alors pour chaque multi-indice v € N? nous avons

| n—1- |

~ [ u—l
Gy = o' o (As) .
(n_1_|u| |Z ] I

I<u l U —



Pa = <777Na>> Mo = <V, Na>

Proposition 0.2 Soient A = (Ails, ., Agls), 0t Auls = (paAs+ital), et A= (As, i, e g ).

Pour tout multi-indice uw € N?, posons 6, = au(fl) et o, = oy, (Z) Alors nous avons

]

Gu= P (i u-)-
I<u [
Proposition 0.3 Soient A = (A, ..., A,) et A= (Ails, ..., Alz). Posons o, = 0,(A) et

Gu = ou(A). alors

~ ~ w|—|v ’u‘ - ’w| Au—w ~
ou=Gu+ Y Caba+ D (1) "“( By A" BgGa, 5,(w)

afpt(0)<w<u a,B v-w
ot Bl = ((Aqv,e1), ..., (Aqv,en1)) et Cp = (A, v).

Utilisant les résultats précédents, nous donnons une expression de GNT T}, = Tu(fl),

ot A= (A|%,..., A,|%), sur le bord £ de M™.

Proposition 0.4 Soient M""™ une variété riemannienne de dimension (n+q) et P" C
M une sous varicté orientée et totalement ombilique dans M de dimension n.
Notons par "' C P™ une hypersurface compacte de P" de dimension (n — 1). Soit
U M — M une sous variété connexe, compacte et orientée de M de dimension

n et de bord X" = W (OM). Alors le long du bord OM, nous avons
(Tyv,v) = 6u(Ails, ..., Ayls).

Par la proposition (0.4) nous obtenons 'expression de (T, v, v) en terme des fonctions

symmétriques de As.
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Corollaire 0.1 Sous les conditions de la proposition (0.4), nous avons

1 n—1—|l _
) = = 3 (")t as)
<u

Tn—1—u Ju|

q

Cette relation devient plus simple si on suppose que P" C M est totalement

géodésique.

Corollaire 0.2 Sous les conditions de la proposition (0.4), si on suppose que P" C e
est totalement géodésique, alors pour chaque multi-indice u de longueur |u| < n—1, nous

avons

(Tuv,v) = p"op (As)

Comme conséquence de ce résultat, nous obtenons le théoréme de la transversalité

suivant :

Théoréme 0.10 Sous les conditions du corollaire (0.2), les sous variétés M™ et P™ sont
transverses le long du OM si pour certain multi-indice u de longueur 1 < |u| <n —1, la

transformation de Newton généralisée T, est définie positive sur M™ .

11



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit un certain nombre de notions dont on se sert tout au long
des chapitres suivants. Outre les définitions et notions classiques sur la géométrie rieman-
nienne et pseudo-riemannienne et la théorie des immersions isométriques, on introduit la
notion des tranfsormations de Newton ainsi que les transformations de Newtons général-
isées. Pour plus d’informations sur le sujet nous renvoyons le lecteur aux références

([5],[11],[18],[35]).

1.0.1 Généralités sur la géométrie pseudo-riemannienne

Définition 1.1 Une structure pseudo-riemannienne dans une variété différentielle M
(qu’on supposera toujours connexe) est une 2-forme bilinéaire symétrique, appelée métrique,
non dégénérée dans le sens suivant: Etant donner un vecteur tangent X a M en un point
p. St g(X,)Y) =0,VY € T,M, alors X = 0. Si de plus la métrique est définie positive
dans le sens que g(X,X) > 0 pour tout vecteur non nul X, on dit que la métrique est
positive, et on obtient une structure Rienammienne.

Une variété pseudo-riemannienne est une variété différentielle muni d’une métrique

pseudo-riemannienne.

12



La géométrie pseudo-riemannienne esr simplement une généralisation de la géométrie
riemannienne. Plusieurs propriétés des métriques positives ne sont pas valides dans le

cas général, comme l'inégalité de Cauchy-Schawrtz par exemple.

Remarque 1.1 La condition de non dégénérécence implique la signification importante
sutvante:
FEtant donné un vecteur tangent X en T,M. Si on connait la valeur de g(X,Y),

VY € T,,M, alors on peut déterminer d’une maniére unique la valeur de X.

En pratique on a juste besoin de connaitre la valeur de g(X, X;), ou (X7, ..., X,,) est
une base de T,,M.
En effet, posons ¢;; = ¢(X;, X;), 1 < i,j < n. Puisque g est non dégénérée, alors

la matrice (g;;), . est inversible. Notons par g” les composants de sa matrice inverse.

n

0]

Posons X = Z)‘iXi

=1

Donc g(X, X;) =g (ZAZ-Xi,Xj> = \igij.
=1

Multipliant par ¢, nous obtenons \; = Zgij g9(X,X;). Et donc X = Z)‘iXi'
j=1 i=1
D’ou

X =Y ¢79(X, X;)X; (1.1)

,j=1

Définition 1.2 Un vecteur non nul X est dit :
1. Positif ( ou de type espace) si g(X,X) > 0.
2. Négatif ( ou de type temps) si g(X,X) < 0.
3. Nul (ou de type lumiére) si g(X, X) = 0.

Par le théoreme de Sylvester, en chaque point p de M, il existe une base orthonormale

{e1,...,en} de T,M, dans le sens que g(e;,e;) = 0sii# j et |g(e;, e)] = 1.

13



De plus le nombre m des vecteurs de la base qui sont négatifs ne dépend pas du choix
de la base, ni du point p de M. Le nombre m s’appelle I'index de la variéte M, et le couple

(m,n —m) s’appelle la signature de M, on la note parfois par | —,...,—, +, ..., +
———r N —

m fois n—m fois
Par exemple, si m = 0, la métrique est dite riemannienne, et si m = 1, alors on parle

d’une variété Lorentzienne. En particulier, si n = 4, et la signature de g est (1, 3) alors
I’espace pseudo-Euclidien noté R? s’appelle I'espace de Minkowski, c’est I'exemple le plus
simple de ’espace-temps relativiste. Si m et n — m sont tous les deux non nuls, alors la
métrique ¢ est indéfinie.

Donc on parle d’une base orthonormale {ey, ..., e, } de T,M si g (e;,e;) = ¢; = £1, et

la relation (1.1) devient

X = i&g(X, €;)e;

i=1
On note par R} I'espace pseudo-Euclidien de dimension n, et d'index ¢ > 0, dont le

tenseur de métrique est donné par :

dez ® dx; + Z dz; @ d;

i=q+1

L’espace pseudo-Riemannien de De Sitter, d’index ¢ est défini par :
={z e R/ (z,z) =r*}, >0
Et l'espace pseudo-Riemannien anti-De Sitter, d’index ¢ est défini par :
={z e R/ (z,2) = —r?},

Définition 1.3 Soit M et M deux variétés pseudo-riemannienne de dimensions respc-
tives m et n. Une application différentiable ¢ : M — M est dite une immersion si

Uapplication dy (p) : T,M — Tw(p)ﬁ est injective pour tout p € M. Si de plus ¢ : M —
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©(M) C M est un homéomorphisme, ot @ (M) est munie de la topologie induite, ¢ est
appelée un plongement. Si M C M et linclusion i : M C M est un plongement,on dit

que M est une sous-variété de M. Si ¢ est une immersion qui conserve la distance i.e.

(dop(u), dop(v)) ) = (U, v)p (1.2)
Alors, ¢ est dite une immersion isométrique.

Remarquons qu'une immersion induit sur M une structure pseudo-riemannienne a
partir de celle de M donnée par la relation (1.2).
On peut voir que si ¢ : M — M est une immersion, alors m < n. (n —m) est appelée

la codimension de I'immersion .

Définition 1.4 Soit M une sous-variété d’une variété pseudo-riemannienne M. L’espace
normal de M est le sous espace vectoriel (T,M)* de T,M formé des vecteurs v qui sont

normauzx a T,M. i.e.
(T,M)" ={veT,M / (v,w)=0,Yw € T,M}
Le fibré normal de M, noté N (M) est la réunion d’espaces vectoriels définie par
N (M) = Upen(T,M)* = {(p,v) / p € M,v € (T,M)*}

Soient M et M deux variétés pseudo-riemannienne connexes et orientables de dimen-
sions n et (n + m) respectivement et V, V les connexion de Levi-Civita correspondantes.

Notons par s (M) l'algebre de Lie des champs de vecteurs définis sur M.

Soit ¢ : M — M une immersion isométrique. Alors pour tout point p € M, il
existe un voisinage U de p tel que ¢ : U — M soit un plongement. Donc chaque vecteur
u € T,M donne naissance a un vecteur dy,(u) de Tw(p)M. On peut donc identifier chaque

vecteur u € T,M avec dy,(u) € Tw(p)ﬁ. De cette maniere chaque espace tangent 7, M/
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est un sous espace vectoriel non dégénéré de T,,yM. Nous avons la décomposition en
somme directe suivante :

T,M =T,M & (T,M)*

ot (T,M)* est le complément orthogonal de T,M dans T,M, qui est aussi un sous
espace non dégénéré de Tw(p)m appelé sous espace normal a M en p.

Donc chaque vecteur u € T,y M se décompose d’une maniére unique sous la forme
u = tanu + nor u

Ou tanwu € T,M et nor u € (T,M)*.

On considére le tenseur deux fois covariant et une fois contravariant suivant

B: (M) x x(M) — (M)
(X,Y) — B(X,Y)=VxY - VyxY
L’application B est bilinéaire et symmétrique.

Pour tout n € (7,M)*, nous avons la forme bilinéaire symmétrique suivante

H,: T,MxT,M —R

(w,0) = Hy(u,v) = (B(u,v),n)

Définition 1.5 La seconde forme fondamentale ( appelée parfois endomorphisme de

Weingarten ) est lopérateur linéaire auto-adjoint A, défini par

/1 .

.t T,M  — T,M

u — Ayu

avec

(Ayu, v) = Hi(u,v) = (B(u,v),n)
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Et nous avons de plus :

La partie normale de V,n est donnée par I’équation de Wingarten :
= =1
(Vun) = —Ap(u) + V1
Le champs de tenseurs de courbure associé & cette connexion est défini par :
R (w0 = V, V0 =V, V0 + Vi

et est appelé le champs de tenseurs de courbure normale de la connexion.

Définition 1.6 Soient M et N deux sous-variétés d’une variété pseudo-riemannienne
M. On dit que M et N sont transverses (et on note M th N), si MNN = ¢ , ou bien

Vpe MNN, T,M +T,N = T,(M).

Définition 1.7 Soient M une sous-variété de M de dimension n orientable, de bord
régulier OM et ¥ une sous-variété orientable de M de dimension (n —1). M est dite
sous-variété de M de bord ¥, s’il existe une immersion isométrique @ : M — M telle

que la restriction de ¢ sur le bord OM soit un difféomorphisme sur X.

Puisque A,, est un opérateur linéaire auto-adjoint, alors il existe une base de 7, M qui
diagonalise A,. Notons par {ei,...,e,} une telle base que 'on peut considérer comme

base orthonormée.

On définit les n invariants algébriques :

Sp(xy, ey y) = 0 (x4, oy ) (1.3)
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ol o, : R" — R sont les fonctions élémentaires symétriques données par :

(1, ey Tp) = Z Tiy o T

Ces fonctions élémentaires ont des propriétés remarquables.

Lemme 1.1 1. Pourr>1:

Se(T1y ey ) = 23S 1(X1, ooty Tiy ovey Tp) + Se(T1, -

2. pourtoutl <r <n:

Sp(@1, iy Ty ooy ) = > _(=1YS,_j(w1, .y ).

Preuve 1.1 1. Nous avons :

Sr(T1y ey Tn) = Z Tiy T,

= E Ly Ty, + E Lijq oo Ljo . Ty,

~
y Ly uen

11<<2T i1 (. (in
ij7i i i
= E Ly« T4, + x; E Liqeolje. Ty,
i1 (o i i (o i
1570 1574

= Sr<l'1, ...,J/Z;;, ,l’n) + {L‘Z‘ST_1<I'1, ...,J/Z\i,

d’ou le résultat.

2. Faisons une démonstration par récurence sur r. Pour r = 0 nous avons par défini-

tion :

So(ml, ...,i\'i, ...,{En) =1
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Donc la propriété (1.5) est vraie pour r = 0. Supposons que [’égalité (1.5) soit vraie

gusqu’a Uordre v — 1. D’aprés la propriété (1.4) nous avons :

STy ooy Tiy oy T) = Sp(X1y oy ) — T3Sr—1(T1y ooy Tiy ooy Ty)

Posons | = j + 1, on trouve notre égalité.

Définition 1.8 Soit o : M — M wune hypersurface connexe et orientable dans une var-
iété pseudo-riemannienne M, et N le vecteur normal global & M dans M. Notons par
Ty -y Tn les courbures principales de M. (c’est-a-dire les valeurs propres de l'opérateur
de la seconde forme fondamentale A = Ay ).

La courbure moyenne d’ordre v (r > 1) de M est définie par :

(n) H,.=¢£"5,

r

O’I:L€:<N7N> ;ST:ST(T17"'7T71> et (n): =

r rl(n—r)!”

En particulier pour » = 1, nous avons :
1 1
Hy = —eS5, = —¢trA
n n

C’est la définition classique de la courbure moyenne qui est I'une des courboures

extrinseques les plus importantes de I’hypersurface.

Pour r = 2, H, définit une quantité géométrique qui est en relation avec la courbure

scalaire.

En général, lorsque r est impair, H, est extrinseque, et lorsque r est pair, H, est

instrinseque.

Pour r = n nous obtenons la courbure de Gauss de ’hypersurface :
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H, =¢"S, =" det(A)

Considérons maintenant B comme un champs de tenseurs symmétrique de type (3,0)

B: (M) x (M) x »(M)* — R
(X,Y.n) — B(X,Y,n) = <B(X’Y)an>

La dérivée covariante de B est alors :

ou,

V)l(ﬁ = (VXU)N
=Vxn—(Vxn)'
= vXﬂ + An<X)

Proposition 1.1 (équation de Codazzi ) Si M est une hypersurface de M, alors pour

tout X,Y,Z € (M) etn € s(M)* nous avons

Définition 1.9 Soit M un sous variété riemannienne (resp pseudo-riemannienne) de
dimension n, dans une variété riemannienne (resp pseudo-riemannienne) M. Un point
p € M est dit ombilique (resp géodésique) si l'opérateur de la senconde forme fonda-
mentale est proportionnel a lidentité ( resp identiquement nulle). M est dite totalement

ombilique (resp géodésique) si tout point p de M est ombilique (resp géodésique). On peut
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ausst définir une sous variété totalement géodésique comme suit : M est dite totale-
ment géodésique si et seulement si toutes les géodésiques de M sont des géodésiques de

M.

1.0.2 Les transformations de Newton

Les transformations de Newton 7. sont définies par la relation récurente :

T, : (M) — (M)

avec :

Ty =1
T, =8.1—-AT,

ou I est 'identité dans »(M). Ceci est équivalent a :
T, =80 — S, 1A+ ...+ (=1)"1S A+ (=1) A"

Le polynéme caractéristique de 'opérateur A est défini par :
n

Pn<t) = det(t[ — A) — Z(_l)rsrtnfr

r=1
Par le théoréme de Cayley-Hamilton, A est un zéro du polynome caractéristique.

i.e.

ce qui donne :

On remarque que T, commute avec A.
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Proposition 1.2 T, est aussi un opérateur linéaire auto-adjoint.

Preuve 1.2 Faisons une démonstration par récurence sur r.

1l est évident que :

Ty =1

est un opérateur auto-adjoint.

Supposons que T); soit un opérateur linéaire auto-adjoint pour 2 < j <r — 1.

Soient u,v € »(M).

(Tru,v) = (S I — AT, —1)u, v)

(SyDu,v) — ((AT,—1)u,v)

 (SpD)v) = (Tr-1)u, Av)

(SI AT’I‘ 1) >

u, Tyv)

T, est alors un opérateur auto-adjoint.

D’aprés le théoréeme de la diagonalisation simultanée, la base {eq, ...,

isante A diagonalise aussi 7., et on obtient :

Lemme 1.1 1. Pour tout i € (1,...,n), nous avons :

T, (€;) = pie;

ol
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2. Pour 0 <r <n nous avons :

tr(T,) = (n—r)S,

8. Pour 0 <r <n nous avons :
tr(AT,) = (r +1)S+

Preuve 1.3 1. Faisons une démonstration par récurence surr. Pourr = 1 nous avons

Ti(e;) = S11(e;) — Ale;)
— ($1 +...+x,— xi)ei

= Sl($1, ...,i\'i, ,xn)(ez)

Donc la relation est vraie pour r = 1.

Supposons que la relation soit vraie jusqu’a l’ordre r — 1. Nous avons :

T:(e;) = (S I — AT,—1)(e:)
= Sr(ei) — AT, (e;)
— Sy(e1) = A(Sy 11, 00, By ooy ) (1))
— S(e5) = St (1 oy Ty ooy ) Alr)
(S (1 s ) = T3S 1 (21, 0o, By ooy ) (1)

= S,,-(ilfl, ceey -C/E\i? EED) .’L’n))<ez)

Donc :
Hir = E .Qlil...xir:ST(JJl,...,ZZ'i,...,QJn).
i1 (...

iy
i
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2. Montrons que tr(T,) = (n —1)S,.

Nous avons :
n

(x +x1)(z+20) = Zsr(%, o )T

r=0

En dérivant les deux termes par rapport a x, on obtient :

n

0 - n—r n—r—
%(;ST(JJM ey X)) = Z(n —7)Sp(T1, ey )T 1

r=0
et :
0 a —
8_x<x + 1) (x +xy) = Z(l’ +z1). (v 4+ xim) (@ + 2) (2 4+ xig1) .. (T + )
i=1
n n—1
= ZZST(SQ, Ty )T
i=1r=0
n—1 n
=3 O Se(@r, o Fry )
r=0 i=1

Considérant le coefficient de 2"~ "1 dans les deux dérivations, on trouve :
n
(n—r)Sy(z1, ..y mp) = E Sp(1, Ty oy Tp)
i=1

D’ot le résultat.

3. Nous avons :

Tr+1 = SrJrl[ - AT’I"

Donc :

AT, = T+II - Tr+1
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cect nous donne :

tT(AT,,) = tT(S7-+1] - TT+1)
= Spatr(l) — tr(T41)

=nS,1—(n—1-7)S11

et d’apreés ’égalité précédente, on trouve :

t?‘(ATT) - (T' + 1)ST+1'

Une question naturelle est: peut-on définir les transformations de Newton pour une
famille d’endomorphismes?

Pour répondre a cette question, pour chaque multi-indice u, on introduit des fonctins
élémentaires symmetriques généralisées o, et des transformations dépendantes de cette
famille d’endomorphismes.

Puisque ces transformations ont les mémes propriétés que les transformations de New-
ton classiques, alors on appelle tranformations de Newton généralisées (GNT), et on les

note par T,.

1.0.3 Les transformations de Newton généralisées

Dans cette partie, nous allons définir les tranformations de Newton associées & une famille
d’endomorphismes A = (A4;,...,A4,). On utilisera les définitions et notations, ainsi que

des propriétés dont les preuves sont dans ([11]) et ([17]).

Soient £ un espace vectoriel de dimension n. Notons par End(FE) I'espace vectoriel

des endomorphismes de E, et End!(E) 1'espace vectoriel End(E) X ... x End(E).

q}gis
Notons par N? ’ensemble des g—uplet u = (us...., u,), avec u; € N.
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On définit la longueur de u par :
lul = uy + ... +uy

et,

ul = uql !

Pour A= (4;,...,A,)) € End!(E), t = (t1,...,t;) € R? et u € N% on pose :

tA=tA+... +1,4,

£ = gl
Définition 1.10 Le polynome de Newton P, est le polynéome défini par:

Py: RT—R
t+— PA(t) = det(IE + tA)
Et nous avons de plus :
Pa(t) = ) ot"
u[<n

Ot o, = 0,(A) dépend seulement de A.

Observons que :

Il est convenable de poser :

o, =0 VY |ul>n
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Par exemple, si A = (B,C), avec A et B deux matrices de carrées d’ordre 2, alors :

Les quantités o, sont des invariants de conjugaison par les matrices de GL (n) dans

le sens que, pour toutes matrices C' de GL (n), nous avons :
ou(A1,..., Ay =0, (CACTH, ... ,CACT)

Elles vérifient aussi les propriétés suivantes :
Lemme 1.2 Pour u = (u, ...,uq), a € R et A;; A, B des matrices carrées d’ordre n,

nous avons :

1.

2. Pour u = (u,,...,u,) de longueur inférieure ou égale & n nous avons :

n — [l
O'U(I7A2,...,Aq): O'a(AQ,...,Aq)

Uy

U + Usg
Oy (A, A, Ag, . ,Aq) = U(u1+u2,ug ..... uq) (A, Ag, e ,Aq)

Uy
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Oy (CLAl,AQ, PN ,Aq) = ClulO'u (Al,AQ, N ,Aq)

Pour la démonstration se référer a ([17]).

Pour ¢,s > 1, notons par N(q,s) 'ensemble de toutes les matrices de type ¢ X s

a coefficients dans N. Chaque matrice ¢ = (i) de N(q, s) peut s’identifier au systéme

ordonné i = (i, ...,79), de multi-indices i® = (i, ...,i%).

Pour i = (i', ...,i%) € N(g, s), le poids de i est le multi-indice de N(q) défini par :

il = (¢

o [19])

La longueur ||i]| de i est la longueur de |i] :

I ="l =) i
(0%

a,k

Notons par I1(q, s) le sous ensemble de N(q, s) constitué des matrices i qui satisfont

les conditions suivantes :

1. Chaque valeur de i est soit 0 soit 1.
2. La longueur de 7 est égal a s.

3. Dans chaque colonne de i, il y’a exactement une seule valeur égale a 1.

Nous identifions II(g, 0) avec 'ensemble qui contient un seul élément qui est le vecteur

nul.

Soient A = (Ay, Ay, ..., A,) une famille d’endomorphismes de E, et i € N(g, s);
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notons par A* I’endomorphisme (composé des endomorphismes) de la fomre :
Al = AR AT AT AR AR AT A
— 1 419 ... q- 1 - q - 1 - q

En particulier A° = Ig.

Théoréme 1.1 Pour une famille d’endomorphismes A = (Aq, As, ..., A,), il existe une
unique tranformation de Newton généralisée T = (T,,, u € N(q)) de A. De plus chaque

T, est donnée par :
|ul

T, = Z Z (_1)I|i|| 0u7|z’|Ai

s=04€l(q,s)

Pour v € {1, ..., ¢}, on définit ([11]) les fonctions musicales «, et of par :

o, : N9 — N¢
(115 -y la—1y%a — Lidag1, .-, 0q) Slig >1

0 si 1o =0

— ay (i1, ...,10,) =

et,
of 1 N?  — N¢
(i, . ig) = (i1, yiactyia + 1 iart, .- 1 ig)
ie: o, augumente la valeur de la o — éme élément par 1,et of diminue la valeur de la
a — eme élément par 1.

11 est clair que «, est Iapplication inverse de af.
Par exemple si u = (1,3,4,2) et a = 2, alors :

of(u) = (1,3 +1,4,2) = (1,4,4,2)

ap(u) = (1,3 —1,4,2) = (1,2,4,2)

Une forme explicite de T, est assez compliquée, mais la relation récurente et les

propriétés suivantes sont équivalentes a celles du cas des transformations de Newton
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pour un endomorphisme.

Théoréme 1.2 Les transformations de Newton généralisées T = (T,,u € N(q)) de A

satisfont les propriétés suivantes :

Ty = Ig 0=(0,...,0)
Tu = UuI — ZAaTab(u) ol |u| Z 1

= ol — ZTab(u)Aa

2. Les fonctions symmétriques o, sont données par la formule :
lu| o = Ztr (AQT%(U))

3. La trace de T, est :

trT, = (n — |u|) oy

4. Les fonctions symétriques o, satisfont la relation récurente suivante :
D ot (AaAsTha,w) = = lul 0w+ D (trAs) 0o,

5. Pour tout u € N(q) de longueur supérieure ou égale & n, nous avons :

T7,=0
Remarquons que si pour tout o € {1,,,q}, A, est auto-adjoint, alors les transforma-
tions de Newton généralisées T, de A = (Ay, ..., A;) sont aussi auto-adjointes.

Lemme 1.3 Soit A = (A4, ..., A;) une famille d’endomrphismes de E, alors il existe

e > 0 tel que pour tout t € RY, avec |t| < e, Ig + tA soit un isomorphisme de E et son
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wmverse est donnée par la formule

(Ig+tA)~' = i (—1)° ) A

5=0 i€ll(g,s)
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Chapitre 2

Transversalité par rapport a
I’éllipticité dans les variétés

pseudo-Riemaniennes

2.1 Introduction

Dans cete partie, nous établissons des conditions suffisantes pour la transversalité de
deux hypersurfaces d’'une variété pseudo-riemannienne. Ces conditions sont I’éllipticité
de certains opérateurs obtenus par les transformations de Newton. Nous étudions aussi

le cas des hypersurfaces des variétés Lorentziennes.

2.2 Une configuration géométrique

. —mn+1 o . . . . —n+1
Soient M une variété pseudo-riemannienne orientable de metrique ( , ), P* C M

i . wnt1 —
une sous variété connexe et orientable dans M, notons par ¥"~ ! C P" une hypersur-

face de P™ compacte de dimension (n — 1).

. 1 . .
Soit W : M"™ — M une sous variété orientable, connexe et compacte de bord dM.
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Alors M™ est dite une hypersurface de M de bord Y71 si la restriction de ¥ & OM

est un difféomorphisme sur X1,

dans ce qui suit nous allons étudier la géométrie de M" le long du bord 0M, relative-
ment & la géométrie de I'inclusion ¥X"~! C P", et de Iinclusion P" C m

Nous allons essayer d’aborder partiellement cette question. On suppose que M™ soit
une hypersurface de bord ¥"~!. Nous commencerons par choisir une orientation de cette
configuration.

Soit p € 3" ! et {ey, ..., €,_1} une base orthonormale de 7,¥""!. On peut choisir un
champs de vecteurs global unitaire 7 normal a4 ¥"~! dans P" tel que (ey, ..., e,_1,7(p) )
soit une base orthonormale de 7, P".

Donc (ey, ..., e,-1,1(p), () est une base orthonormale de TpMnH, ou ( est le vecteur
unitaire sortant normal a P".

De méme, puisque X" ! est le bord de M" qui est supposée étre orientée et par suite
elle induit une orientation sur X"!, il existe un champs de vecteurs global v, tel que
(€1, ..., en—1,v(p)) soit une base de T,M".

Soit N le vecteur unitaire normal global sur M". Donc (ey, ..., €,-1,v(p), N) est une

base de TpMnH.

Soit Ay, I'opérateur de la seconde forme fondamentale de I'inclusion X"~ C P" asso-
ciée au champs de vecteurs unité 7, et Ap I'opérateur de la seconde forme fondamentale
. . +1 . o
de Vinclusion P" € M associée au champs de vecteurs unitaire .

Nous avons donc :

n—1
veiej = €k <v€i€j7 ek>€k + &y <vei€j7 7]>7] + & <vei €55 C><
k=1
Et aussi,
n—1
Ve = Z ex(Veej, enver +e,(Ve,ej, v)v + (Ve,ej, N)N
k=1
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Par conséquent,

577<vez'€j’ 77>77 + €C<vﬁ'€j’ C)C = 5V<v3i€j’ V>V + 5N<veiej7 N>N

Or,
(Veiejs N) = —(ej, Ve, N) + ei((ej, N))
et puisque,
<€j7 N> =0
alors,

<v5i€j’ N) = _<€j’veiN>

A étant 'opérateur de la seconde forme fondamentale de I'immersion associée au vecteur

N

?

De méme nous avouns :

(Veej,m) = (As(e:), ;)

et :
<vei6j’ <> = <AP(61')7 €j>

par conséquent :

en{A(e:), ;)N + e, (Ve,ej, v)v = ec(Ap(ei), ;)¢ + en(As(es), €5)n
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ce qui donne :
en(A(e), ) N = ec(Ap(e), ;)¢ + ey(As(ei), e;)n — e,(Ve,e5, v)v

D’ou
(A(ei), €5) = ec{Ap(ei), €5) (¢, N) +ey{As(es), €5) (n, N) (2.1)
Supposons maintenant que P" soit totalement ombilique, alors il existe une fonction
A € C®(P") telle que Ap = Al ; ou [ est Iidentité de Iespace de champs de vecteurs
#(P).
Choisissons la base (eq, ..., e,_1) de T,X" ! formée par les vecteurs propres de Ay; on

obtient alors, pour tout i € (1,..n — 1)

AZ(ei) = Ti€;

La relation (2.1) entraine :

(Alei), e5) = (M, N) +eymidn, N)) (es €5)
= (ecMC, N) + &y7iln, N)) ;6!

Posons pour simplifier :

Vi = (8¢ MC N) +eyTidn, N)) €

nous obtenons alors :
0 sii#j
Vi pour i=j

(Alei), e5) =

La matrice A s’écrit donc dans la base (e, ..., e,_1, V) sous la forme :
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" 0o .. e1{Av, eq)
0 Y2 0 :
A )
0 Vn—1 En_1({Av,€,_1)
e1{Av,er) ... .. en_1(Av,enq) e (Av, v)

Calculons maintenant le polynéme caractéristique de A.

Lemme 2.1 Le polynéome caractéristique de A est donné par :

—_
,_|
N

n— n— n—

det(th, — A) = (¢ = &, {Av,0)) Y (=)™ = 3 (Av, ) Y (~1P sy (G

1

I
=)

i
(=)

i 7

ot s;(7y) (resp si(7;)) sont les fonctions élémentaires symmétriques de 7y...Yn—1 (Tesp

YooAjeYn=1)- So(Y) = s0(Y;) =1 et v = (y1...9-1)-

Or nous avons :
n

det(t] — A) =) (=1)"S,t""

r=0
En comparant les termes du polyndéme caractéristique, on trouvre que les fonctions

élémmentaires symétriques S, sont données en un point du bord p € OM™", par

S1=s1(7) + e, (Av,v) (2.2)
n—1
Sr = s:(7) +evsr—1(7){(Arv,v) ZST 2(7){Av, e;)? (2.3)

=1

pour 2 < r < n.
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2.3 Les transformations de Newton sur le bord

Observons que les expressions (2.2) et (2.3) donnent une réponse partielle & notre ques-
tion car elles relient la géométrie de M le long du son bord 9M™, ( donnée par S,), et
la géométrie des inclusions "1 C P" et P" C Mnﬂ, ( donnée par s,.). De plus nous

avons le résultat suivant.

Théoréme 2.1 Soient M+ une variété pseudo-riemannienne, P" une sous variété de
M orientée et totalement géodésique de dimension n, et X" "' une hypersurface de P"
orientée de dimension (n —1). Soient ¥ : M" — M une hypersurface de m
conneze et orientée du bord X"t = W(OM™) et v le vecteur unitaire normal a OM™ dans

M™. Alors le long du bord OM™ nous avons :

(v, v) =eneysi(y) + (en — 1) (A, v)

n—1

(Thov,v) = e,89(y) + (1 —en)s1(y) (Av,v) + Z (ei — &) (Av,e)) 2 +e,(1 —en) (Av,v) 2

=1

Et pour tout 3 <r<n-—1:

(Tv,v) = epeivens: ()" + e (Avv) {ehese s (G) T = (T v)} (24)

n—1
— &t,,zgi (Av,e;) ?x
=1

{6&&'52_2&—2@) (G DY (1 () TG T (T, V>}

Jj=2

Avec v = (71, oy Yn-1), Vi = —Ti (n,v) + A {(, N) , 7; sont les courbures principales
de l'inclusion X" ! € P* N le vecteur normal & M, et \ le facteur d’embilicité de

I’inclusion P C M.
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Preuve: Pour r = 1, nous avons

(Thw,v) = ((enS1I — A, v)
=ene,S1 — (Av,v)
=eneu(s1(7) + e, (Av,v)) — (Av,v)

=eneysi(y) + (eny — 1) (Av,v)
Pour r = 2, nous avons

(Tyw, V) = <((5N) 26,1 — ATy)v, 1/>
= (en) 26,81 — (AT, v)
= (5N) 261,51 - <T1V7 AV>

= (en) %, (32(7) +e,51(7) (Av,v) — A (Av, e;) 2) — Zf—:i (Av,e;) (Thv, ;)
— &, (Av,v) (Tyv,v)
= (en) %e, (82(7) +e,81(7) (Av,v) — ‘ (Av,e;) 2) - Zgi (Av,e;) (Thv, e;)

— &, (A, v) [eneysi(y) + (en — 1) (Av, V)]

n—1
= e,55(7) + (1= en)si(7) (Av,w) + Y (e — &) (Av,e) * + (1 — en) (Av, ) ?
i=1
Pour r > 3, nous avons
(Tov,v) = ((enSi I — AT, _1)v,v) (2.5)

= eyve, Sy — (T_1v, Av)
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Et

T,_yv, Av) < 1V, Zez Av,e;) e; + ¢, (Av,v) >

)_I

= ei (Av, ey (T, v, e;) + e, (Av, v) (T,_1v, V)

@
I
_

Or
(Trav,e0) = ((enSral — AT, 2)v, €;) = — (T, ov, Ae;)

Prenons {ey, ..., e, 1} la base formée par les vecteurs propres de Ay. Donc

Ae; = yie; + ¢, (Ae;, vy v

=vie; +e, (Av,e;) v
D’ou:

<T7“71V7 €i> = - <T7‘72V7 Yi€i + &y <AV7 ei) V>
— e, (Av,e) (T, o, vy — v (T, _ov, €;)

Ceci nous donne par un argument réccurssive:
T
(v, es) = e, (Av,e) Y (=1 (T jv,v)

Jj=2

En effet pour r = 3, nous avons

(Tov, e;) = ((eX Sl — ATh)v, ;)
— <AT11/, €i>
- <T1V7 A€Z>
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Et puisque
Ae; = vie; + e, (Av,e)) v

Alors

(Tov,e;) = — (T, vie; + €, (Av, ;) V)
= — (T, viei) — e, (Av, e;) (Thv, v)

= —((enSi1I — ATy)v, vie;) — €, (Av, e;) (T1v, v)
=

i AV, €i> — & <AV7 €i> <Tll/a V>

Donc la relation (2.7) est bien vérifie pour » = 3. Supposons que

—_

(Troav,en) = &, (A en) Y (1) (T v)
J

||
I\

Nous avons

(T, v, e;) = <(€7]"\715'T,1I — AT, o), ei>
= — (T, _ov, Ae;)
= — (T, _ov,vie; + &, (Ae;, V) V)
= — (T, _ov,vie; + &, (Av, ;) V)
= —¢, (Av,e;) (T, _ov,v) — v; (T, _av, €;)

r—1
= —ie, (Av,e)) Y (=1 (T v v) — &, (Av, &) (To_ov, )
j=2
r—1 .
=&, (Av,e;) Y (=17 (T v) — & (Av,e;) (Toav,v)
j=2
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Posons: [ = j + 1. Donc

r

(T,_av,ei) = e, (Av,e) Y (1) (T w) — e, (Av, i) (To—ov,v)

=&y <AV’ €i> Z( 1>l 1’711 2 <T7’—ZV7 V>

=2

Remplagons maintenant ’équation (2.7) dans (2.6), puis remplacons (2.6) dans (2.5), on

trouve

T

n—1
(Tyv,v) =¢, [s’J"VST — (Av,v) (T, v, v) — Zsi (Av,e) ) (=1)7 (T v, 1/)]

i=1 =2
= e,y < (7)) Fevsr—1(7) (Av, v) ZS” 2(%:) (Av, e;) )

— &, (Av,v) (T,_1v,v) 5,,251 (Av, e;) Z( 1)/ 2 (T, v, v)

j=2

= evens(7) + & (Av,v) (eyensra () = (Trav,v)

n—1
—a) i (Aver)? (Nm > Ty, v>>
=1

=2

.

Or

1
|
N

(—1) 5,2 (1)

(]

Sr—2(57i)

<.
= |l

(—1)7 25, 5()y*

<.
||
I\
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Donc

(T, v) = €5 (7) + &0 (Av,v) (Eheusrs (7) — (Troav )

n—1 r r
—e,) i (Ave;)? (ff?vfiZ(—l)j‘?Srj(7)75_2+2( D/ T, V>>
=1

=2 j=2

= 5V57;V3r(7> + &, (Av,v) (enevsr—1(y) — (Tr-av,v))

- eyzez (v YY) — (T )

7j=2

Si on suppose que linclusion P C M est totalement géodésique, alor A = 0, et nous

obtenons dans ce cas

Yi = €ieyTi (0, N)

D’ou

sp(7y) = 5; (n,N)" s,

Avec: s, = s.(e171,...,En_1Tn_1). Remplacons dans (2.4), on trouve

(T,v,v) = 5V57]"V5T (N, N)" s, + e, (Av,v) (eheer ™ (n, N)" " — (T, v))
- EVZQ (Av, e QZ )2 f 2€] 275 2 (n, N)jf2

X <5T]1V€i5;_] <777 N>T ' Sr—j — <T7“—jyv V>>

Il est facile de voir que

{n, N) = (¢, v)
donc
(v, v) = enevey (C,v) s1+ (eny — 1) (Av, v)
(Tyw,v) = (¢, 1) s9+(1—en) (¢, V) 51 (Av, V>+i (ei — &) (Av,e)) *+e, (1—epn) (Av, 1) 2
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Et pour r > 3

(Tov,v) = e,elvers, (Cv) +e, (Av,v) (ehesel s (G ) = (Tov,v))

n—1

- gl/zgi <AI/7 €i> 2><
i=1

r

> (1)l e P T vy T x <5§V5@-52_j (¢, ) sy —{Th_jv, y>)

j=2

Ce qui termine la preuve du théoréme.

Corollaire 2.1 Si M est riemannienne, alors sous les conditions du théoréme (2.1)

, nous avons :

(Tov,v) = s, (¢, V)

pour tout 1 <r <n—1.

2.4 Transversalité

Théoréme 2.2 Sous les conditions du théoréme (2.1), les hypersurfaces M™ et P" de la
N . . —n—+1 . L .
variété pseudo-riemannienne M sont transverses si ['un des opérateurs suivants est

défini positif :

Tl + (1 — €N) A
ou B
Ty —e, (1 —en) (Av,v)T1 + Z (e, — &) (Av,e) 21
i=1
ou B
T + e, (Av, )T, — 51/251‘ (Av,e)) T, o
i=1

pour certain r > 3.
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. ——n+1 .. . .
Preuve: Dire que M" et P" dans M ne sont pas transverses signifie qu’il existe un

point p de 7,3, tel que (C, V>p =0, et les relations (2.4) deviennent

(Tw,v), = (env — 1) (Ar,v),

n—1
(Tw,v) =e,(1—en) (Av, )2+ (e — &) (Av, )
i=1
Et pour r > 3, nous obtenons
n—1
(Tv,v) = —e, (Av,v) (T, v, v), + EZ,Z& (Av, ei>i (T —av, 1),
i=1

<{T1 —+ (1 — é?N)A] v, I/> =0

p

Ou equivalent a
n—1
T —e,(l—cen)(Av, ) Ti+ ) (e, — &) (Av,e;)’ 1] v, ,,> —0

(
( e

Donc si on suppose que pour tout point p de 7,3, I'une des opérateurs

n—1

TT +é&, <AV, l/> Tr—l — 5V28Z‘ <AV, €i>2 TT_Q

=1

T+ (1 —en) (2.8)
ou B
Ty —e, (1 —en) (Av, )T + Z (e, — i) (Av, e) 21
i=1
ou

n—1

T,« + €V<AV, l/>Tf,«_1 — 61,281' <AV, €Z'> 2T7«_2

=1

est définie positive, alors les hypersurfaces M™ et P™ sont transverses.
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2.4.1 Cas de variétés Lorentziennes

. —n+1 . o, .
Supposons maintenant que M soit une variété Lorentzienne. Donc : ¢, = ¢, = ¢; = 1
et ey = —1, et nous avons dans ce cas le résultat suivant:

Corollaire 2.2 Supposons que M soit une variété Lorentzienne, et M"™ et P" deux
hypersurfaces de type lumiére de M. Alors sous les hypothéses du théoréme (2.1), M"

et P" sont transverses si les opérateurs :
T, +2A

ou
T2 -+ 2<AV, V>2T1

ou
n—1

T, + (Av, )T, 4 — Z (Av, e;) *T,_,

=1

sont définis positifs pour certains 3 <r <n —1.

Preuve: Dire que M" et P" sont transverses signifie qu'il existe un point p de 7,%, tel

que (C,v), = 0, et nous avons

n—1

(T, v), = —(Av,v),(T,_1v,v), + Z (Av, ;) *p(T,_ov, V),

=1

Ou bien

< <TT + (Av, )T, 1 — ”Z_f (Av, e;) 2Tr2> v, y> =0

i=1

De méme pour r =1 et r = 2.
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Chapitre 3

Une configuration géométrique des
sous variétés Riemaniennes de

codimension arbitraire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions une configuration géométrique de sous variétés de codi-
mension arbitraire dans un espace Riemannien. Nous obtenons une relation entre la
géométrie d’une sous variété M" de codimension ¢ le long de son bord et la géométrie
du bord X771 de la variété M™ ; celle-ci étant considérée comme une hypersurface d’une

sous variété P™ de codimension ¢ dans un espace Riemannien M"9,

3.2 La méthode utilisée

Dans la partie qui suit, nous illustrons le fonctionnement de la méthode sur différentes

situations.
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3.2.1 Cas des hypersurfaces

Nous utilisons les notations et les résultats qui existent dans ([5]).
Soit M™ une hypersurface de M de dimension n et de bord M. Supposons que
le bord ¥7~! = 9M soit une sous variété de P  M" ' de codimension 1. Alors les

inclusions suivantes sont vérifiées :

——n+1

@M)" P Mrc M et Xt c P

Notons par N le champs de vecteurs unité normal & I'inclusion M™ C WH, par v le
champs de vecteurs unité sortant conormal & I'inclusion (OM )"_1 C M™, par ¢ le champs
de vecteurs unité normal a Pinclusion P* ¢ "' et par n le champs de vecteurs unité
normal & l'inclusion X"~! C P,

Soit A ( respectivement Ay et Ap) I'opérateur de la seconde forme fondamentale de
inclusion M C M ( respectivement ¥ C P et P C M) relativement au champs de
vecteurs normal unité N (respectivement, 7 et ().

Soit (ey, ..., €,_1) une base orthonormale de 72" 1.

Les seules considérations géométriques impliquées sont celles qui conduisent aux for-

mules suivantes et ont été établies par Alias, de Lira et Malacarne ([5]).

<N7V>:<€7N>7 <777N>:_<£>V>

et
(Alzes, ej) = — (Ases, e5) (§,v) + (Apes, e5) (§, N) .

Ou Alx, est la restriction de A & "1, Supposons que P" soit totalement ombilique
dans """, nous avons A p|s = AMrsn-1 pour une fonction réguliere A € C*°(P).

Nous obtenons donc :

A|E = _<§7V> AE+>‘<5>N> L. (31)
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Par souci de simplification, posons p = — (£, v) et u = (£, N); il s’en suit que :

A|E = pAZ + )\Mln—l-

Cette formule montre que Ays, et I, ; sont représentées par des matrices carrées de
dimension (n—1), et A par une matrice carrée de dimension n. La géométrie de ¥"~! dans
P™ est codée par le couple (Ax, AI,_1), et la géométrie de M™ C M est donnée par A.
Nous allons donc faire usage des transformations de Newton ainsi que des transformations

de Newton généralisées suivantes :
T, =T, (Alg) et Ty = Ty (As, A1)
Les fonctions élémentaires correspondantes sont :
o, (Alg) et oy = oy (As, A1) .
Le but est de montrer que :

z) = Z P o )- (3.2)

k+l=r

Ce qui en d’autres termes, revient a démontrer que :

(Tv,v) Z il g, (3.3)

k+l=r

ol P" est totalement ombilique dans M
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Par les formules (3.1) et (3.2 ), nous obtenons :

Oy (A|Z) = 0Oy (:OAZ + N/\]n—l)

= Z (k) (PAs, Apdy—1)
k+l=r

=Y Pulogn (As, M)
k+l=r

= Z PleU(k,l)-

k+l=r

Maintenant, on va montrer un résultat similaire & celui qui est dans ([5]), c’est-a-dire:
(Tov,v) =0, (Alx) . (3.4)

Soient A la matrice de A dans la base (e1, ..., en_1, ) et Als la matrice de la restriction

de AaX" ! . Alors:

<AV, €1>
~ Als B
A= ,ou B = : et c = (Av,v)

BT ¢
(Av,e,_1)

Par la formule de récurence de 7)., nous avons :

n—1

(T,v,v) = o, (2{) —<Tr,1y, gy> =0, <E> —c(T,_1v,v) Z 1V, € <AVU, ei> (3.5)

=1

Supposons que (€;);=1...,—1 Soit une base formée par les vecteurs propres de Ay cor-

.....

respondant aux valeurs propres (7;),_, c’est-a-dire Axe; = 7;¢;, nous obtenons par

la formule (3.1):

..... n—17

A|E€Z‘:’%‘€i 2:1,,71—1

ou y; = pT; + HA.
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Fixons maintenant ¢, avec © = 1,...,n — 1. Nous affirmons que :

k+1

<Tkl/, €i> <1’4VV, €i> = Z <—1>j_1 bz {_2bz’ <Tk+1_jV, V> .

=2

.

pour tout k > 1, ou b; = (Av,e;) = <ZV7 ei>. Nous prouvons cette proposition par
récurence sur k.

En effet, pour £ = 1 nous avons :

(Thv, e;) <gy, ei> = — <gu, ei> <gy, ei>
= —p;?

= —bﬂ?bi (Tov, v)

ainsi la proposition est vraie pour k = 1.

Supposons que la proposition reste vraie pour k, nous obtenons :

(T, €;) <,ZV, ei> = — <Tky, gei> </Zlvu, ei>

Observons que :

n—1

Zei = Z <gei, el> e+ <Zei, 1/> v

=1

= i€ + <IZV, €i> v
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Par notre hypothése de récurence nous avons :

K+l
(Thy1v, €) <AV, €i> =) (=1 by (Thsa—jvv) — (Tov,v) b2
=2
k2 4 '
= Z (—1) " by by (Thorajv, v) — (Tyw, ) b2
=3
k1

(—1)j_1 bl’}/g_zbl <T}€+2_jV, l/> .

<.
Il
V)

La preuve est achevée. Par conséquent, nous avons montré que :

—_

n—

(Tov,v) = o, (A) —c(T,_v,v) —

™

LI

(T, v, €;) <ZV, ei>

(2

~ 0 (Z) — (T )+ S (—1) (BTAL2B) (To_jv,v)

Jj=2

Maintenant, nous affirmons que 7, = o, (A|x). Cette proposition se démontre encore
par récurence sur r.

En effet, pour » = 1 nous avons d’aprés (3.5)
T, = oy (ﬁ) —c=01(Alg) —c+c=0 (Aly)

Supposons que la proposition soit vraie pour k£ avec 1 < k < r — 1. Nous avons

d’aprés la premiére proposition et (3.5) :
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(Tyv,v) = o, (/T) —c(T,_1v,v) + Z (—1) (BTA&_QB) (T.—_jv,v)
— 0, (21) — e (Als) + 3 (=1 (BT A ?B) 0,5 (Als)

=2

=0, (Als)

3.2.2 Cas général

Dans cette partie, nous allons étendre le résultat précédent au cas de codimension
supérieure ¢q. Nous généralisons les résultats de (3.2) et (3.3).

Soient P" et M™ deux sous variétés de M ? de codimension q. Supposons que P"
soit totalement ombilique dans M. Comme précédement Y"1 C P" est le bord de

M™. Alors nous avons les opérateurs de la seconde forme fondamentale, suivants :
N N,
As, A% A% AN AN

qui correspondent aux inclusions X"~ C P", P" C M et M™ Mﬂ+q, ou (&1, ...,&,)
est une base orthonormale orthogonale a P" et (Ny,...,N,) est une base orthonormale
orthgonale a M™".

Soient :

Tu = Tu (AN17 "'JANq) ) Tv = Tv (AE7 A51|27 "'7A£q|2)

et :
ﬁ = Tu (AN1|27 "'>ANq|2)

ol u est de longueur q et v est de longueur ¢ + 1. Le but est de vérifier les formules qui

suivent:

<Tu’/7 V> =0y (36)
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et :

Gy = > Co0 (3.7)

|v|=|ul, v not increasing

ou ¢, est un coeifficient indépendant de (AN1|2, ...,AN‘Z|Z). Ces deux relations nous

donnent :

(Tuv,v) = Z CyOy. (3.8)

[v|=lul, v not increasing

La premiére égalité est une généralisation de (3.2), tandis que la deuxiéme est une
généralisation de (3.3). De plus, la premiére est purement algébrique, et la deuxiéme
utilise une correspondance entre Ay, A%y, ..., A%y et AM|g, ..., AN1|y analogue & la
relation développée dans ([5]) dans le cas de codimension une.

Soyons plus précis, a cet effet adoptons la méthode utilisée dans ([5]). Pour cela,
considérons une base orthonormale locale (ey,...,e, 1) dans ¥"" ! v est le champs de
vecteurs sortant unité conormal de l'inclusion OM™ C M™ et n le champs de vecteurs
normal unité de I'inclusion ¥"~! c P".

Nous avons :

Veei =Y (Veejener+ (Veej, v)v+ Z Ve.€j, No) Ny

a=1

q
(Veejrender + (Ve v)v+ Y (ANes e5) N,
et :

Veiejz <V €J7ek>€k+<v el 77+Z V €]7€a>§o¢

a=1

q
<vei€j7 ek>€k + <A26i7 €j>77 + Z(Asa% ej>€a

k=1 a=1
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Ainsi :

q q
(Ve,e, V)V + Z(AN“ei, e;)No = (Ase;, e;)n+ Z(Afo‘ei, e;)a

a=1 a=1

Par conséquent :
q
(ANee; e;) = (0, Na) (Aser ef) + Y (€5, Na) (A%¢;, €5)
B=1

Supposons que P" soit totalement ombilique, i.e. A% = \,I, pour tout o = 1,..., q,
ou I, est 'application identité de T P™.

Nous obtenons :
ANe |y = AE+Z (€8, Na) Agln1

Ou I,,_; est application identité de X771,

Notons que cette derniére relation peut s’écrire sous la forme :
AN&|E = <naNo¢> AE"’ <‘/7 Noz> [n—l (39)

OuV = Zqﬁ:l Ag&p-

On peut voir que :
<777 V> = det ((faa Nﬁ>)a”3 et <777 Na> = —det Cy

ou C, est une matrice obtenue de C' = (({, Np)), 5 en remplagant la a-eme colonne par

(Ear V) -

Par conséquent nous avons :

Ty, =T, (p1As + palna, cos PgAs + ,Uq]n—l) ,0U  po = (1, Na) s o = (V, Na)

Si {e1,...,e,_1} est une base formée par les vecteurs propres de l'opérateur Ay, alors,
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pour tout i € {1,...,n — 1}, nous avons :
As(e;) = Tie;

oll 7; sont les valeurs propres correspondantes. Pour abréger, posons A, = ANe,

Par la relation (3.9) nous obtenons :

<Aa(€i)7ej> = ((77, Na> Ti + <Va Na>>5zj

= Yi,al;
ou
Vi, = <77a Na> Ti + <V7 Na>
Ainsi la matrice associée a I'opérateurr A, relativement a la base {ey,...,e,_1,v} est

donnée par :

Y, 0o ... 0 (Aav, eq)
0 Y20 - 0 :
A, = ) )
0 cee V-1, (Aqv, e 1)
(Aavyer) ... .. (Agv,en—1)  (Aav,v)

3.3 Formules algébriques

Commengons par prouver la relation algébrique (3.7). Pour ce faire, posons :

Po = (N Na), pa=(V,Na).
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Par ailleurs, nous allons écrire v < wu pour les multi-indices v,u € N9, si la différence
u—v € NI

Pour tout multi-indice u = (uy, ..., u,) € N? de longueur |u| = n, on pose :

n n! n!
u) ul wg!u!

Proposition 3.1 Soient A= (Ails, ..., Agln), avec Ayl = paAs+ ol et I Uapplication

identité de "1 Posons ¢, = a,(A). Alors pour tout multi-indice v € N, nous avons :

1 || T B R ]
5’u = P ,u“* g (AE) . (310)
(1 i p )

I<u ) u —

Preuve: En appliquant la relation suivante voir [§]
ou(aAy, ..., A) = a0y (A, ..., Ay)
nous obtenons
Gu(prAs + il ... pAs + pd) = pto,(As + 011, ..., A+ 0,1) (3.11)

ou

Consédérons le GNT T, = T,(A), avec
A= (Ag+60.1,... As +0,I).

Le polynome caractéristique de A est

Pi(t)= Y &ut"

ul<n—1
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De plus, nous avons

PA(t) = det (I + ita (AZ + (9&[))

a=1

r[1+ﬁty+ b)) b+ 0,
En appliquant la factorisation linéaire d’un monique polynomial, nous obtenons
Pit) =Y (1+t61 4 ... +t0,)" 7 (t1 + ...+ t,) 0, (Ax)

et du Théoréme de multinomiaux, il s’en suit que:

n—1n—1—j

Zzzn_l_J_) A" ) o a0t

i=0 k=0 [v]—k |I[=j ! v

avec | = (l1,.... 1), v = (v1,...,vq), 0 = (04, ....0,) et t = (11, ..., ;). Posons u = v+ 1[,donc

J = lul = o] et

] n—1-1l

=2 2 i |u| 0" oy (As)

lu|<n—1 I<u l u—1

Ainsi le coefficient de t* est donné par

1 |l n—1—]
(AZ + 01 Ag + 0 I) Hu_l o (Ag) .
T | I A
Par conséquent
1 || g [ 71— ||
Gu(prAs+ml, ... peAstpugd) = ———y o (As)
q q (n_l_’u‘)!zgzu ) - |71
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Notons, que dans la démonstration précédente, nous avons supposé que p, # 0 pour
tout «a, ceci nous a permis de définir les constantes 6,. La supposition que p, # 0 n’est

pas nécéssaire. En effet, s’il existe i € {1, .., ¢} tel que p; = 0, alors ([17]):

Oy = 0u(prAs + 1l ..., pgAs + pigl)
=0u(p1As + il ..., piciAs + picil, i, piiAs + pial, . pgAs + gl )

= w'oa(prAs +al, ..., pic1As + piil, pi1As + pival, .., pgAs + pgl),
ou :
u= (uh ey Uj—1, Uig1y - - - 7uq)

et nous pouvons appliquer la proposition précédente & 7.

Proposition 3.2 Soit A = (Ails, -, Agln), 00 Auls = paAs+pal et A= (As, 1, oo g ).

Pour un multi indice uw € N?, posons &, = au([l) et o, = oy, (Z) Alors

8 1y
Gu=) z 0T (1] um)- (3.12)

I<u

Preuve: Remarquons que
O(jw) = U(jw)(zzl) = ,u”o(jﬂ,)(Ag, I, ..., ]).

On utilise la formule (voir [21])

n—1-—|v
J

Owy) (B, ..., By, I) = ( >av(Bl,...,Bq)
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q -fois consécutives, nous obtenons

n—1—|vl+v n—1—|vl+ v
U(jj@(Ag,],...,])Z( | ‘ 1)( | ‘ | ‘)O’j(Ag)

U1 Vyq

ST T G LTE®

posons [ = u — v, alors

o = ; n—1-ll oy (As)
(1T, u—=1) (n —1— "U,’)' " _l 1] >
d’ou
u—l —1-1l
_ [ n 1]
—py = —————— Ay).
DTG T | ) T

Ainsi, par (3.10) nous obtenons (3.12).
Maintenant, établissons la relation entre les fonctions symmétriques généralisées cor-

respondant aux familles (A,) et (A,|X).

Proposition 3.3 Soient A = (A, ..., A,) et A= (Als, ..., A)lz). Posons o, = 0,(A) et

Gu = 0y(A). Alors

- ~ w|—|v ’U‘ - ’w| Au—w ~
0u=0u+ ) Cabayty, D, (=) 'H( u ) BaA BsGaysw)
«

a,f afB#(0)<w<u

ot Bl = ((Aav,e1), ..., (A, €0 1)) et Co = (Aqr, V).
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Preuve: Calculons le polynome caractéristique P4(t) de A = (Ay, ..., A,). Par défini-

tion, nous avons

Pa(t) = det(I + ) taAa)

-1
= C - B—r <In_1 + ZtaAoa|E) B | det (In_l + ZtaAoa|E)

ot BT et C sont respectivement donnés par

BT = (Zta(Aau, €1), -eny Zta<Ao¢V7 en_1)> = ZtaBg
et
C=1+> ta{A,v).

Posons pour simplifier

M = n—1 T ZtaAoz|E

et
f(ty=C—-B"M™'B.

Il est facile de voir que

B'M™'B=> tatsBi M By,
a?ﬁ

Nous obtenons donc
F#) =14 taCo— > tatgBiM™'By
« o,

Ceci nous permet de conclure que
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o P4(t) et Pj(t) sont définies par

et

Ju|<n-—1
par conséquent
P p (t) Jimo= 9 p (t) |i—o= ul5
— UOy,, i = U Oy,
Ot A t=0 Otu A t=0

De méme, nous avons

g (P27 0) L= 3 (1) (5 Pa0)-gms 0))

v<u

ou
w\ u!
v)  (u—v)l!
Maintenant nous allons calculer % f(t) |t=0. Pour v = u, il est vérifié que
O F ) o= (0. 0) =1
Ofu—v t=0—" ) -+
Si v = oy (u), Nous avons
au—’u

0
atuwf(t) |t=0= a_taf(t) li=0= Cq

Et pour chaque v < o,3,(u), nous obtenons

a’lL*U U—v

S F ) o=
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Prenons [t| < € pou un € > 0 assez petit, alors

(Inl + Zt9A9|z> _ = i(—l)k (Zt9A9|E)

k=0

< 1.

Zt9A9|z
9

Ainsi

Puisques les matrices Ay|y sont diagonales, alors elles commutent. Par conséquent, Nous

pouvons écrire

(26:1591492>k > <i>tw4w

w1+...4+wq=k

Ceci nous donne

Hu—v Hu—v o0 |w| T
==Y B 22> SE (D DI G ' P

0,0 k=0 wi+...twg=|w|=k
v T k (W wsott0) 7w
S ymsen( x (M)eea] s i
0,¢ k=0 wi+...twg=|w|=k
ol — V] = 2\ 5, _gigt
— BT —1 |u|—|v|—2 . | |u| |U| Av o} (’U)B
GXB: o (—1) (u—v) u— 0t (v) ¢
—lol— — v —2 ~ gt
— —1 lu|—|v|-17,, ! |u| |U| BTAu 0% (v)B
%( ) (u U) u— Gﬁgbﬁ(v) 0 é

Finalement, nous obtenons

ulo, = ula, + 29: (0 (u))! (9b u)) Co0,(u)
ol o O O e ey EEE

a,f 0,90 0<v<oy By (u)

62



ou bien
C -1 Ju|—|v|—1 ‘u| - ’U’ -2 BTAU—@u(]Su(’U)B ~
_U“+Z Uab(u)+zz Z ( ) u—@ﬁgbﬁ(v) [ ¢Ov-
a,B 0,6 0<v<a,f,(u)

Nous constatons que § = «a et ¢ = (3, autrement, si par exemple o # 6, sachant que

u > 0*¢*(v) et en prenant v = a3, (u), nous obtenons uy > uy + 1. Par conséquent

-t (Tl =101 =2 o uc a5
= JU+ZC qu,(u +Z Z ( 1) <u—aﬁ6ﬁ(v) BaA BBO-U-

,B 0<v<ab,8|, (U)

Ou en d’autres termes

w|—|v |U| - |w| Tu—w ~
_au+ZC oy ¥, >, (=D "“( ot ) BaA T Bsba,,)-

a,B ot B (0)<w<u

3.4 Les transformations de Newton généralisées sur

le bord

Nous utilisons les mémes notations que celles de la partie précédente. Dans celle-ci,
nous donnons lexpression de GNT T, = T,(A) sur le bord ¥ de M", on A =
(A4]%, ..., Aj|X). Rappelons que

Aa|2 - )OaAE + ,U,a],

avec :

q
Pa = <777Noz>> Hao = <V>Na>> V:Z)\aga-
a=1

Proposition 3.4 Soient M

—n+ L . =N+ . . _
M une sous variété totalement ombilique de M * de dimension n. Notons par "' C

une variété Riemanienne de dimension (n+q), et P" C
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P"™ une hypersurface compacte de P" de dimension (n — 1). Soit ¥ : M"™ — M une
sous variété connexre, compacte et orientée de M de bord ¥ = W (OM) . Alors le

long du bord OM , nous avons :
(Tuv,v) = 6u(Ails, ..y Agls)- (3.13)

Preuve: Faisons une démonstration par récurence. Supposons que (3.13) soit vraie

pour chaque multi indice v < u. Nous avons par la formule de récurence de T, :

(Tywv,v) = o, (v,v) — Z <AaTab(u)l/, V>
= 0u— > (T, Aav)

o

=0, — Z <Tab( A % Z <Tab(u)1/ ez A abir V) .

[0}

Posons

Ca = <AaV7 V> ’ bi,a = <Aaei7V>

alors

<TuV> V> =0y — ZCaa'ab(u) - Zbi,a <Tocb(u)y7 €i> .

Calculons (T,v, ¢;) pour chaque multi indice u € N?. Notons que
Apei = paAse; + o + bV

supposons que {éy, ..., e,_1} est une base othonormée de 7,3" ! formée par les vecteurs
propres de Ay. Donc
Apei = Viai + biogV

avec

Yi,ao = PaTi + Ua-
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Nous montrerons inductivement que
ul w1 [ lul = w] o
Fwe) =% ¥ e (M e G

a of(0)<w<u

ou
Yi = (Vi o Vig)
En effet, pour v = $%(0) nous avons,
<TuU, €i> = 0'5)1(0) <V, €i> — Z <A T (Bu( ))V, €i>

Avec

lifa=p

T =
a, (8%(0)
(7O 0if o #

Donc

- Z Z ( >|ﬁn 0)| it (‘ﬁﬂﬁ( >‘ B ‘w‘)bi,afyimw)_w&ab(w)y

o at(0)<w<p(0)
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puisque la somme est reduite & un seul élément pour o = . Supposons que (3.14) est

vraie pour chaque multi indice v < u. Alors

(Tyv,e;) = oy (v, €;) Z <A Ty, (v, el>
= = (T uy¥s Aaei)
= _Z <Tab(u)1/7 V> <Aa€’ia V> - Z <Tab(u)ya ei> <Aaei7 €j>

a?j

= —Z <T0¢b(u)’/; €i> Yi,a — Zbi@&ab(u)
ol (U] = Jw| =1 o (1) —10 ~
- _Z%O‘ Z Z (_1)IU| | |(| O‘zb(u|) _| w )bi,ﬁ% ) 08, (w)

B BH0)<w<ap(u)

- Zbi,a 5—0% (u)

Il est clair que

(u)—w U—w

%a’ﬁ[b =%

Notons que si on pose w = u nous obtenons la dérniére somme. Ainsi nous avons

wl—twlat [ u] = w] =1 w—w ~
(Taved= | > (D" “( w(a) —w )N W)

a,B \BH0)<w<u

X))

Puisque

Nous en déduisons que

u|—|w ’U‘ - |w| U—wW ~
(Tyv,e;) Z (1)l |+1( I bigYi OB, w)

B \BH0)<w<u

66



ce qui termine la preuve de (3.14). Nous pouvons maintenant prouver (3.13). Nous avons
i ine 1 de (3.14). N i 3.13). N
- —1 ap(u)—w ~
DICRRASIIES B D DENC Il (R Sty [P
i a8t \ BE0)<w<ay(u) ’
Remplagons w par a,(w), nous obtenons
> AToyyvsei) bia = >, (=pykin (WJ - f|>bi,a7?_wbi,ﬁ5abﬁb<w)
i a,Bi \ alpt(0)<w<u

Notons que

> b big = Bl A" By

Nous inférons

ul|—|w uj — jw Au—w ~
Z <Tab(v)V7 €i> bi,a Z Z (_1)| a +1<| u|—lvU |)BJA Bﬁ'aabﬂb(w)

i a,8 atB(0)<w<u

Résumant toutes les considérations ci-dessus, nous obtenons
(Tyv,v) = Z<Tab(U)’/ v A v, V) Z<Tab v, el A aCis V)
u|—|w |u| - |7JJ| Au—w ~
— 0= 3 ol ~ 3 §:<1>'M(WW BT A By G

a,B ot B (0)<w<u

Appliquons la proposition (3.3), nous obtenons notre résultat.
Par la proposition (3.1) nous obtenons 'expression de (7,v,v) en terme de fonctions

symétriques de I'opérateur Ay.

Corollaire 3.1 Sous les mémes conditions de la Proposition (3.4), nous avons

(Tuy, I/> _ ; Z (TL — 1__lm>pllau la\l|(AE)- (315)

n=1-ul =\
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La relation (3.15) devient plus simple si on suppose que 'inclusion P" C M soit

totalement géodésique.

Corollaire 3.2 Sous les mémes conditions de la Proposition 3.4 et en supposant que
Pt ¢ M"Y soit totalement géodésique, alors pour chaque multi-indice u de longueur
lu| <n—1, nous avons :

(Tuv,v) = p"op (As)

Pour établir la preuve, il suffit d’utiliser (3.15) avec 1, = 0.

3.5 Transversalité des sous variétés

La formule précédente de GNT implique une relation entre la transversalité de M™ ,
P et Déllipticité de T, a condition que P" soit totalement géodésique dans M Ce

résultat généralise la proposition (6.2) dans [5] pour une codimension arbitraire.

Théoréme 3.1 Sous les hypothése du corollaire (3.2), les sous variétés M™ et P" sont
transverses le long de OM a condition que pour certain multi-indice u de longueur 1 <

lu| < n —1, la tranformation de Newton généralisée T, soit définie positive sur M™ .

Preuve: Dire que M" et P" sont non transverses signifie qu’il existe p € M tel que

pour tout a € {1, ..., ¢} nous avons

Pa = <777Na> =0 enp.

Donc, si on suppose que pour tout p € MrH—q, T, est définie positive, alors par le corollaire
(3.2), pa(p) # 0. Ainsi
<777 Na> 7£ 07

par conséquent M"™ et P" sont transverses.
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Résumé

Ce travail consiste a 1I’é¢tude de la géométrie d’une sous variété le long de
son bord, en particulier on établit une relation entre la transversalité de deux
sous variétés et I’ellipticité de la r'*™ transformations de Newton en un point du
bord.

Mots-clés

Seconde forme fondamentales- transformations de Newton- transformation
de Newton généralisée- fonctions €lémentaires symétriques-équation de Gauss-
équation de Codazzi-sous variété totalement embilique-sous variété totalement
géodésiques-transversalité.
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Abstract

The subject of this thesis is the study of the geometry of a submanifold
along its boundary. In particular we establish a relationship between the
transversality of two given submanifolds, and the ellipticity of the r'" Newton
transformations in a point of the boundary.

Keywords

Second fundamental form- Newton transformations-generalized Newton
transformations- elementary symmetric functions-Gauss equation-Codazzi
equation- totally umbilic submanifold - totally geodesic submanifold -
transversality.



