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Introduction

Une question fondamentale en géométrie di¤érentielle est l�étude des surfaces (resp

hypersurfaces) à courbure moyenne constante (plongées ou immergées) dans l�espace

Euclidien.

En 1951, Hopf à introduit une classi�cation des surfaces à courbure moyenne con-

stante; il a prouvé un résultat concernant les sphères en dimension 2 formulé dans le

théorème suivant :

Théorème 0.1 [23] Soit S une surface simplement connexe, à courbure moyenne con-

stante, alors S est une sphère ronde.

La préoccupation qui en découle est : peut-on étendre le résultat précédent dans le

cas des surfaces de genre quelconque? Hopf avait conjecturé que la réponse est oui.

Dans une séries de trauvaux entre 1956 et 1962, Alexandrov avait prouvé cette con-

jecture d�abord dans le cas des surfaces plongées, et ensuite en dimension arbitraire, bien

que le théorème de Hopf soit faux en dimensions supérieures comme l�a montré plus tard

Hsiang [24].

Théorème 0.2 (Alexandrov [1]) Soit S � Rn+1 une hypersurface à courbure moyenne

constante. Si S est plongée, alors c�est une sphère ronde.

Reilly avait démontré le résultat précédent moyennant une approche di¤érente re-

posant sur le développement d�une série de formules d�intégration (Voir [37]).

En 1988, Ros [40] a étendu le théorème précédent au cas des hypersurfaces fermées

(compactes sans bord) plongées dans l�espace Euclidien à courbure scalaire constante.

Notons que dans le théorème d�Alexandrov, l�hypothèse de plongement est nécéssaire.

Cependant il existe des surfaces compactes à courbure moyenne constante immergées dans

R3. Citons à titre d�exemple les tores de Wente [46]. D�autres exemples ont été construits

par Hsiang, Tang, Yau en dimension supèrieure [24].
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Une généralisation de la courbure moyenne et la courbure scalaire, est la courbure

moyenne d�ordre supérieure Hr; r = 1; ; ; n; qui est dé�nie par les fonctions élémentaires

symétriques des courbures principales de l�immersion.

En e¤et, H1 est la courbure moyenne et H2 dé�nit une quantité géométrique qui est

en relation avec la courbure scalaire.

Il est donc naturel d�essayer de généraliser les résultats précédents au cas des hyper-

surfaces à courbure moyenne d�ordre supérieure Hr constante.

En 1988, Ros a montré que son résultat précédent reste valide pour r arbitraire.

Explicitement, il a démontré le théorème suivant:

Théorème 0.3 [39] Soit �n�1 une hypersurface compacte, plongée dans l�espace Eucli-

dien Rn. Si Hr est constante pour un certain r = 1; ::; n, alors �n�1 est une sphère.

Koreevar a prouvé ce dernier résultat di¤érement; il a fait usage de la méthode de

re�exion d�Alexandrov. Il a aussi démontré que cette méthode reste applicable dans le

cas des hypersurfaces de l�espace hyperbolique [28].

Considérons maintenant le cas des surfaces (resp hypersurfaces) à bord. Le cas le

plus simple est lorsque le bord est sphérique, il est conjecturé que le disque et la calotte

sphérique sont les seules surfaces compactes, à courbure moyenne constante, plongées

dans R3; et enturées par un cerle.

En 1986 , Koiso [27] a donné une réponse partielle à ce problème. Il avait montré

qu�une hypersurface de Rn+1; de courbure moyenne constante non nulle et de bord �n�1;

compacte et orientée, �xée dans un hyperplan � de Rn, hérite des symétries de bord

pourvu qu�elle soit plongée et qu�elle ne coupe pas l�extérieur de �n�1 dans l�hyperplan

� � Rn+1. L�auteur obtient en conséquence que si �n�1 est une sphère de dimension

(n� 1), alors Mn est symétrique par rapport à tout hyperplan passant par le centre de

�n�1 et orthogonal à l�hyperplan �; et par conséquent Mn est une calotte sphérique.

Rosenberg a étendu ce résultat au cas des hypersurfaces à courbure moyenne d�ordre

supérieure constante Hr comme suit :
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Théorème 0.4 [41] Soient �n�1 une sous variété strictement convexe dans un hyperplan

� de Rn+1, et Mn une hypersurface compacte plongée dans Rn+1 à courbure moyenne

d�ordre supérieure Hr constante non nulle et bordée par �n�1. Si Mn est transverse à �

le long du bord �n�1, alors Mn est inclue dans l�un des demi espaces de Rn+1 déterminé

par �, et Mn hérite toutes les symétries de �n�1. En particulier si �n�1 est une sphère,

alors Mn est une calotte sphérique.

Comme conséquence du théorème précédent, il a prouvé le résultat suivant:

Théorème 0.5 Les seules hypersurfaces compactes, plongées dans l�espace Euclidien

Rn+1, à courbure moyenne d�ordre supérieurHr (2 � r � n) constante, et de bord sphérique

sont les disques du plan (avec Hr = 0), et les calottes sphériques (avec Hr 6= 0).

Dans un travail récent [5], les auteurs ont étudié la question précédente dans un

contexte plus général. L�espace ambiant est une variété Rièmannienne M
n+1

connexe et

orientée de dimension (n+ 1). P n est une hypersurface connexe, orientée et totalement

géodésique dans M
n+1
. �n�1 � P n est une sous-variété compacte, orientée de dimension

(n� 1), plongée dans P n. Mn est une hypersurface connexe et orientée de dimension

n, à bord régulier @Mn. Pour cette con�guration géométrique les auteurs ont étudié la

question de symétrie qui s�annonce comme suit : Comment est la géométrie de la variété

Mn le long du bord @Mn relativement à l�inclusion �n�1 � P n?

Une réponse partielle a été fournie par l�expression suivante qui a lieu sur le bord

@Mn : pour tout 1 � r � n� 1,

hTr�; �i = (�1)r sr h�; �ir (1)

où Tr désigne la transformation de Newton classique associée à la seconde forme fon-

damentale de Mn � M
n+1
. � est le champs unitaire de vecteurs conormal à @Mn

orienté vers l�extérieur, � est le champs unitaire de vecteurs normal de P n � M
n+1

et sr = sr (�1; :::; �n�1) est la fonction symétrique élémentaire d�ordre r des courbures

principales �1; :::; �n�1 de �n�1 � P n par rapport au champs de vecteurs normal sortant.
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Comme conséquence directe de la formule (1), ils ont obtenu une relation forte entre

la transversalité de Mn relativement à P n le long du bord et l�ellipticité sur Mn de la

transformation de Newton d�order r , Tr.

Ce fait et le Théorème (0.4 ) ont permis aux auteurs d�obtenir le résultat suivant :

Théorème 0.6 Soient �n�1une sous-variété compacte strictement convexe de dimension

(n� 1) de l�hyperplan � � Rn+1 et  :Mn ! Rn+1 une hypersurface compacte et plongée

de bord �n�1. Supposons que pour tout 2 � r � n, la courbure moyenne d�ordre r de Mn

est constante non nulle. Alors Mn hérite toutes les symmétries de �n�1. En particulier

si le bord �n�1 est une sphère de dimension (n� 1), alors Mn est une calotte sphérique.

Un résultat analogue a été prouvé par Alias et Malacarne au cas des hypersurfaces

de type espace dans l�espace temps de Minkowski, en utilisant la même con�guration

géométrique. En particulier les auteurs ont obtenu les résultats suivants :

Théorème 0.7 [7] Les seules hypersurfaces compactes de type espace dans l�espace temps

de Minkowski à courbure extrinsèque Hr (2 � r � n pair) constante, et de bord sphérique

sont les boules de l�hyperplan (avec Hr = 0), et les calottes hyperboliques (avec Hr > 0).

Théorème 0.8 [7] Les seules hypersurfaces compactes de type espace dans l�espace temps

de Minkowski à courbure instrinsèqueHr (1 � r � n impair) constante, et de bord sphérique

sont les boules de l�hyperplan (avec Hr = 0), et les calottes hyperboliques (avec Hr 6= 0).

Dans ce travail, on tente d�étendre quelques résultats obtenus dans [5] au cas des

hypersurfaces dans une variété pseudo-Riemanneinne, puis au cas des sous variétés d�une

variété riemannienne de codimension arbitraire, en particulier la relation (1).

Cette thèse comprent trois chapitres répartis comme suit :

Dans le premier, on rappelle certains outils permettant une bonne compréhension

des chapitres qui suivent. Outre les dé�nitions, les notions classiques sur la géométrie

riemannienne et pseudo-riemannienne et la théorie des immersions isométriques, on in-

troduit la notion des tranfsormations de Newton ainsi que les transformations de Newton

généralisées [11].
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Dans le deuxiéme chapitre, on s�intéresse à la généralisation d�un résultat sur la

transversalité de deux hypersurfaces d�une variété riemannienne obtenu par Alias, de

Lira et Malacarne dans [5] au cas d�une variété pseudo-riemannienne. Pour cela on

considère la con�guration géométrique suivante :

Soient M
n+1

une variété pseudo-riemannienne orientée de métrique h; i, P n � M
n+1

une sous variété connexe, orientée et totalement ombilique dansM
n+1
, notons par �n�1 �

P n une hypersurface de P n; compacte de dimension n� 1.

Soit	 :Mn �!M
n+1

une sous variété orientée, connexe et compacte de bord régulier

�n�1. Alors tout au long du bord @Mn; nous avons

hT1�; �i = "N"�s1() + ("N � 1) hA�; �i :

Et pour tout 2 � r � n� 1

hTr�; �i = "�"
r
N"

r
�sr h�; �i

r + "� hA�; �i
�
"rN"�"

r�1
� sr�1 h�; �ir�1 � hTr�1�; �i

	
� "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2�(
"rN"i"

r�2
� sr�2(b�i) h�; �ir�2 + rX

j=2

(�1)j�1 ("i"��i)j�2 h�; �ij�2 hTr�j�; �i
)

où Tr sont les transformations de Newton classiques, A la seconde forme fondamentale

de l�inclusion Mn � M
n+1

relativement au vecteur N normal à Mn, � le champs de

vecteurs global normal à �n�1 dans Mn, � le vecteur unitaire sortant normal à P n ,

�1; :::; �n�1 sont les courbures principales de l�inclusion �n�1 �Mn et sr = sr (�1; :::; �n�1).

Comme conséquence immédiate de ce résultat, nous obtenons le théorème de la

transversalité suivant :

Théorème 0.9 Sous les hypothèses précédentes, si P n �M
n+1

est totalement géodésique
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dans M
n+1
, alors les hypersurfaces Mn et P n sont transverses si l�un des opérateurs

suivants est dé�nie positif :

T1 + (1� "N)A

ou

T2 � "� (1� "N) hA�; �iT1 +
n�1X
i=1

("� � "i) hA�; eii 2I

ou

Tr + "�hA�; �iTr�1 � "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2Tr�2

pour certain r � 3:

Dans le troisième chapitre, on étudit le problème précédent au cas d�une variété

riemannienne de codimension arbitraire en faisant usage d�une nouvelle technique. Dans

la première partie on applique notre méthode au cas des hypersurfaces (c�est à dire en

codimension 1). En particulier nous retrouvons des résultats similaires à ceux obtenus

par Alias, de Lira et Malacarne [5]. Dans la deuxième partie on étudie le problème

précédent dans le cas de la codimension supérieure q, on utilise les transformations de

Newton généralisées Tu (u 2 Nq) et les fonctions symmétriques généralisées �u introduites

par Andrzejewski, Kozlowski et Niedzialomski [11].

On considère la con�guration géométrique suivante :

Soient P n et Mn de codimension q dans M
n+q
. Supposons que P n est totalement

ombilique dans M
n+q
. Comme précédement �n�1 � P n est le bord de Mn. Nous avons

donc les opérateurs ( deuxièmes formes fondamentales à

A�, A
�1
P ; :::; A

�p
P , A

N1 ; :::; ANq

qui correspondent aux inclusions �n�1 � P n, P n � M
n+q
, et Mn � M

n+q
; où �1; :::; �q

sont orthonormaux à P n et N1; :::; Nq sont orthonormaux à Mn. Considérons les trans-
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formations généralisées de Newton ( en abrégé GNT ) suivantes

Tu = Tu
�
AN1 ; :::; ANq

�
, Tv = Tv

�
A�; A

�1j�; :::; A�q j�
�

et fTu = eTu �AN1j�; :::; ANq j��
où u 2 Nq et v 2 Nq+1.

Notre but est de montrer que

hTu�; �i = e�u
et e�u = X

jvj=juj;vnotincreasing

cv�v:

Où cv est un coe¢ cient indépendant de
�
AN1j�; :::; ANq j�

�
. Ces deux relations nous

donnent

hTu�; �i =
X

jvj=juj, v not increasing

cv�v:

La première égalité est la généralisation de la relation (4.8) dans [5] , tandis que la

deuxième est la généralisation de la relation (6.4) dans [5]. De plus, la première est

purement algébrique et la deuxième est obtenue en utilisant une correspondance entre

A�; A
�1j�; :::; A�q j� et AN1j�; :::; ANq j� analogue à [5] dans le cas de la codimension une.

Les résultats obtenus dans ce chapitre s�énnoncent comme suit :

Proposition 0.1 Soit ~A = (A1j�; :::; Aqj�) = (�1A� + �1I; : : : ; �qA� + �qI). Posons

~�u = �u( ~A), alors pour chaque multi-indice u 2 Nq nous avons

~�u =
1

(n� 1� juj)!
X
l�u

0@ jlj

l

1A �l�u�l

0@ n� 1� jlj

u� l

1A�jlj (A�) :
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Où

�� = h�;N�i; �� = hV;N�i

Proposition 0.2 Soient ~A = (A1j�; :::; Aqj�), où A�j� = (��A�+��I), et A = (A�; �1I; :::; �qI):

Pour tout multi-indice u 2 Nq, posons ~�u = �u( ~A) et �u = �u
�
A
�
. Alors nous avons

~�u =
X
l�u

0@ jlj

l

1A �l�(jlj;u�l):

Proposition 0.3 Soient A = (A1; :::; Aq) et ~A = (A1j�; :::; Aqj�). Posons �u = �u(A) et

~�u = �u( ~A). alors

�u = ~�u +
X
�

C�~��[(v) +
X

�]�](0)�w�u

X
�;�

(�1)jwj�jvj+1
�
juj � jwj
u� w

�
B>
�
~Au�wB�~��[�[(w)

où B>
� = (hA�v; e1i; :::; hA�v; en�1i) et C� = hA�v; vi.

Utilisant les résultats précédents, nous donnons une expression de GNT Tu = Tu( ~A);

où ~A = (A1j�; : : : ; Aqj�), sur le bord �n�1 de Mn.

Proposition 0.4 Soient M
n+q

une variété riemannienne de dimension (n+ q) et P n �

M
n+q

une sous varièté orientée et totalement ombilique dans M
n+q

de dimension n.

Notons par �n�1 � P n une hypersurface compacte de P n de dimension (n � 1). Soit

	 :Mn �!M
n+q

une sous varièté connexe, compacte et orientée de M
n+q

de dimension

n et de bord �n�1 = 	(@M). Alors le long du bord @M , nous avons

hTu�; �i = ~�u(A1j�; :::; Aqj�):

Par la proposition (0.4) nous obtenons l�expression de hTu�; �i en terme des fonctions

symmétriques de A�.
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Corollaire 0.1 Sous les conditions de la proposition (0.4), nous avons

hTu�; �i =
1

n� 1� juj
X
l�u

�
n� 1� jlj
juj � l

�
�l�u�l�jlj(A�):

Cette relation devient plus simple si on suppose que P n � M
n+q

est totalement

géodésique.

Corollaire 0.2 Sous les conditions de la proposition (0.4), si on suppose que P n �M
n+q

est totalement géodésique, alors pour chaque multi-indice u de longueur juj � n�1, nous

avons

hTu�; �i = �u�juj (A�)

Comme conséquence de ce résultat, nous obtenons le théorème de la transversalité

suivant :

Théorème 0.10 Sous les conditions du corollaire (0.2), les sous variètés Mn et P n sont

transverses le long du @M si pour certain multi-indice u de longueur 1 � juj � n� 1; la

transformation de Newton généralisée Tu est dé�nie positive sur Mn .
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit un certain nombre de notions dont on se sert tout au long

des chapitres suivants. Outre les dé�nitions et notions classiques sur la géométrie rieman-

nienne et pseudo-riemannienne et la théorie des immersions isométriques, on introduit la

notion des tranfsormations de Newton ainsi que les transformations de Newtons général-

isées. Pour plus d�informations sur le sujet nous renvoyons le lecteur aux références

([5],[11],[18],[35]).

1.0.1 Généralités sur la géométrie pseudo-riemannienne

Dé�nition 1.1 Une structure pseudo-riemannienne dans une variété di¤érentielle M

(qu�on supposera toujours connexe) est une 2-forme bilinéaire symétrique, appelée métrique,

non dégénérée dans le sens suivant: Etant donner un vecteur tangent X à M en un point

p. Si g(X; Y ) = 0;8Y 2 TpM , alors X = 0: Si de plus la métrique est dé�nie positive

dans le sens que g(X;X) > 0 pour tout vecteur non nul X, on dit que la métrique est

positive, et on obtient une structure Rienammienne.

Une variété pseudo-riemannienne est une variété di¤érentielle muni d�une métrique

pseudo-riemannienne.
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La géométrie pseudo-riemannienne esr simplement une généralisation de la géométrie

riemannienne. Plusieurs propriétés des métriques positives ne sont pas valides dans le

cas général, comme l�inégalité de Cauchy-Schawrtz par exemple.

Remarque 1.1 La condition de non dégénérécence implique la signi�cation importante

suivante:

Etant donné un vecteur tangent X en TpM . Si on connait la valeur de g(X; Y ),

8Y 2 TpM; alors on peut déterminer d�une manière unique la valeur de X.

En pratique on a juste besoin de connaitre la valeur de g(X;Xi), où (X1; :::; Xn) est

une base de TpM .

En e¤et, posons gij = g(Xi; Xj); 1 � i; j � n: Puisque g est non dégénérée, alors

la matrice (gij)i;j est inversible. Notons par g
ij les composants de sa matrice inverse.

Posons X =
nX
i=1

�iXi

Donc g(X;Xj) = g

 
nX
i=1

�iXi; Xj

!
= �igij.

Multipliant par gij, nous obtenons �i =
nX
j=1

gijg(X;Xj): Et donc X =
nX
i=1

�iXi:

D�où

X =
nX

i;j=1

gijg(X;Xj)Xi (1.1)

Dé�nition 1.2 Un vecteur non nul X est dit :

1. Positif ( ou de type espace) si g(X;X) > 0:

2. Négatif ( ou de type temps) si g(X;X) < 0:

3. Nul (ou de type lumière) si g(X;X) = 0:

Par le théorème de Sylvester, en chaque point p deM , il existe une base orthonormale

fe1; :::; eng de TpM , dans le sens que g(ei; ej) = 0 si i 6= j et jg(ei; ei)j = 1:

13



De plus le nombre m des vecteurs de la base qui sont négatifs ne dépend pas du choix

de la base, ni du point p deM . Le nombrem s�appelle l�index de la variètèM , et le couple

(m;n�m) s�appelle la signature de M; on la note parfois par

0@�; :::;�| {z }
m fois

;+; :::;+| {z }
n�m fois

1A :

Par exemple, si m = 0, la métrique est dite riemannienne, et si m = 1; alors on parle

d�une variètè Lorentzienne. En particulier, si n = 4, et la signature de g est (1; 3) alors

l�espace pseudo-Euclidien noté R31 s�appelle l�espace de Minkowski, c�est l�exemple le plus

simple de l�espace-temps relativiste. Si m et n�m sont tous les deux non nuls, alors la

métrique g est indé�nie.

Donc on parle d�une base orthonormale fe1; :::; eng de TpM si g (ei; ei) = "i = �1; et

la relation (1.1) devient

X =
nX
i=1

"ig(X; ei)ei

On note par Rnq l�espace pseudo-Euclidien de dimension n, et d�index q � 0, dont le

tenseur de métrique est donné par :

h:; :i = �
qX
i=1

dxi 
 dxi +
nX

i=q+1

dxi 
 dxi

L�espace pseudo-Riemannien de De Sitter, d�index q est dé�ni par :

Snq =
�
x 2 Rn+1q = hx; xi = r2

	
; r > 0

Et l�espace pseudo-Riemannien anti-De Sitter, d�index q est dé�ni par :

Hn
q =

�
x 2 Rn+1q = hx; xi = �r2

	
; r > 0

Dé�nition 1.3 Soit M et M deux variétés pseudo-riemannienne de dimensions respc-

tives m et n. Une application di¤érentiable ' : M ! M est dite une immersion si

l�application d' (p) : TpM ! T'(p)M est injective pour tout p 2 M . Si de plus ' : M !
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'(M) � M est un homéomorphisme, où ' (M) est munie de la topologie induite, ' est

appelée un plongement. Si M � M et l�inclusion i : M � M est un plongement,on dit

que M est une sous-variété de M . Si ' est une immersion qui conserve la distance i.e.

hd'p(u); d'p(v)i'(p) = hu; vip (1.2)

Alors, ' est dite une immersion isométrique.

Remarquons qu�une immersion induit sur M une structure pseudo-riemannienne à

partir de celle de M donnée par la relation (1.2).

On peut voir que si ' :M !M est une immersion, alors m � n. (n�m) est appelée

la codimension de l�immersion '.

Dé�nition 1.4 SoitM une sous-variété d�une variété pseudo-riemannienneM . L�espace

normal de M est le sous espace vectoriel (TpM)? de TpM formé des vecteurs v qui sont

normaux à TpM . i.e.

(TpM)
? =

�
v 2 TpM = hv; wi = 0;8w 2 TpM

	
Le �bré normal de M , noté N (M) est la réunion d�espaces vectoriels dé�nie par

N (M) = [p2M(TpM)? =
�
(p; v) = p 2M; v 2 (TpM)?

	
Soient M et M deux variétés pseudo-riemannienne connexes et orientables de dimen-

sions n et (n+m) respectivement et r, r les connexion de Levi-Civita correspondantes.

Notons par {(M) l�algèbre de Lie des champs de vecteurs dé�nis sur M .

Soit ' : M ! M une immersion isométrique. Alors pour tout point p 2 M; il

existe un voisinage U de p tel que ' : U !M soit un plongement. Donc chaque vecteur

u 2 TpM donne naissance à un vecteur d'p(u) de T'(p)M . On peut donc identi�er chaque

vecteur u 2 TpM avec d'p(u) 2 T'(p)M . De cette manière chaque espace tangent TpM
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est un sous espace vectoriel non dégénéré de T'(p)M . Nous avons la décomposition en

somme directe suivante :

TpM = TpM � (TpM)?

où (TpM)? est le complément orthogonal de TpM dans TpM , qui est aussi un sous

espace non dégénéré de T'(p)M appelé sous espace normal à M en p.

Donc chaque vecteur u 2 T'(p)M se décompose d�une manière unique sous la forme

u = tanu+ nor u

Où tanu 2 TpM et nor u 2 (TpM)?.

On considère le tenseur deux fois covariant et une fois contravariant suivant

B : {(M)� {(M) �! {(M)

(X; Y ) 7�! B(X; Y ) = rXY �rXY

L�application B est bilinéaire et symmétrique.

Pour tout � 2 (TpM)?, nous avons la forme bilinéaire symmétrique suivante

H� : TpM � TpM �! R

(u; v) 7�! H�(u; v) = hB(u; v); �i

Dé�nition 1.5 La seconde forme fondamentale ( appelée parfois endomorphisme de

Weingarten ) est l�opérateur linéaire auto-adjoint A� dé�ni par

A� : TpM �! TpM

u 7�! A�u

avec

hA�u; vi = H�(u; v) = hB(u; v); �i
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Et nous avons de plus :

A�(u) = �(ru�)
>

Etant donnés u 2 TpM et � 2 (TpM)?, la composante tangentielle de ru� est :

(ru�)
> = �A�(u)

La partie normale de ru� est donnée par l�équation de Wingarten :

(ru�) = �A�(u) +r
?
u �

Le champs de tenseurs de courbure associé à cette connexion est dé�ni par :

R?(u; v)� = r?
vr

?
u � �r

?
ur

?
v � +r

?
[u;v]�

et est appelé le champs de tenseurs de courbure normale de la connexion.

Dé�nition 1.6 Soient M et N deux sous-variétés d�une variété pseudo-riemannienne

M . On dit que M et N sont transverses (et on note M t N), si M \ N = � , ou bien

8p 2M \N; TpM + TpN = Tp(M).

Dé�nition 1.7 Soient M une sous-variété de M de dimension n orientable, de bord

régulier @M et � une sous-variété orientable de M de dimension (n� 1). M est dite

sous-variété de M de bord �, s�il existe une immersion isométrique ' : M ! M telle

que la restriction de ' sur le bord @M soit un di¤éomorphisme sur �.

Puisque A� est un opérateur linéaire auto-adjoint, alors il existe une base de TpM qui

diagonalise A�. Notons par fe1; :::; eng une telle base que l�on peut considérer comme

base orthonormée.

On dé�nit les n invariants algébriques :

Sr(x1; :::; xn) = �r(x1; :::; xn) (1.3)

17



où �r : Rn ! R sont les fonctions élémentaires symétriques données par :

�r(x1; :::; xn) =
X
i1h:::hir

xi1 :::xir .

Ces fonctions élémentaires ont des propriétés remarquables.

Lemme 1.1 1. Pour r � 1 :

Sr(x1; :::; xn) = xiSr�1(x1; :::; bxi; :::; xn) + Sr(x1; :::; bxi; :::; xn) (1.4)

2. pour tout 1 � r � n :

Sr(x1; :::; bxi; :::; xn) = rX
j=0

(�1)jSr�j(x1; :::; xn)xji . (1.5)

Preuve 1.1 1. Nous avons :

Sr(x1; :::; xn) =
X
i1h:::hir

xi1 :::xir

=
X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::xir +
X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::xi:::xir

=
X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::xir + xi
X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::bxi:::xir
= Sr(x1; :::; bxi; :::; xn) + xiSr�1(x1; :::; bxi; :::; xn)

d�où le résultat.

2. Faisons une démonstration par récurence sur r. Pour r = 0 nous avons par dé�ni-

tion :

S0(x1; :::; bxi; :::; xn) = 1
18



Donc la propriété (1.5) est vraie pour r = 0: Supposons que l�égalité (1.5) soit vraie

jusqu�a l�ordre r � 1. D�aprés la propriété (1.4) nous avons :

Sr(x1; :::; bxi; :::; xn) = Sr(x1; :::; xn)� xiSr�1(x1; :::; bxi; :::; xn)
= Sr(x1; :::; xn) +

r�1X
j=0

(�1)j+1Sr�1�j(x1; :::; xn)xj+1i

Posons l = j + 1, on trouve notre égalité.

Dé�nition 1.8 Soit ' : M ! M une hypersurface connexe et orientable dans une var-

iété pseudo-riemannienne M , et N le vecteur normal global à M dans M: Notons par

�1; :::; �n les courbures principales de M . (c�est-à-dire les valeurs propres de l�opérateur

de la seconde forme fondamentale A = AN).

La courbure moyenne d�ordre r (r � 1) de M est dé�nie par :

�
n

r

�
Hr = "rSr

où " = hN;Ni , Sr = Sr (�1; :::; �n) et
�
n
r

�
= n!

r!(n�r)! .

En particulier pour r = 1, nous avons :

H1 =
1

n
"S1 =

1

n
"trA

C�est la dé�nition classique de la courbure moyenne qui est l�une des courboures

extrinsèques les plus importantes de l�hypersurface.

Pour r = 2, H2 dé�nit une quantité géométrique qui est en relation avec la courbure

scalaire.

En général, lorsque r est impair, Hr est extrinsèque, et lorsque r est pair, Hr est

instrinsèque.

Pour r = n nous obtenons la courbure de Gauss de l�hypersurface :

19



Hn = "nSn = "n det(A)

Considérons maintenant B comme un champs de tenseurs symmétrique de type (3; 0)

:

B : {(M)� {(M)� {(M)? �! R

(X; Y; �) 7�! B(X; Y; �) = hB(X; Y ); �i

La dérivée covariante de B est alors :

rXB(X;Z; �) = X(B(Y; Z; �))�B(rXY; Z; �)�B(Y;rXZ; �)�B(Y; Z;r?
X�)

où,

r?
X� = (rX�)

N

= rX� � (rX�)
>

= rX� + A�(X)

Proposition 1.1 (équation de Codazzi ) SiM est une hypersurface deM , alors pour

tout X; Y; Z 2 {(M) et � 2 {(M)? nous avons

hR(X; Y )Z; �i = (rYB)(X;Z; �)� (rXB)(Y; Z; �)

Dé�nition 1.9 Soit M un sous variété riemannienne (resp pseudo-riemannienne) de

dimension n; dans une variété riemannienne (resp pseudo-riemannienne) M . Un point

p 2 M est dit ombilique (resp géodésique) si l�opérateur de la senconde forme fonda-

mentale est proportionnel à l�identité ( resp identiquement nulle). M est dite totalement

ombilique (resp géodésique) si tout point p de M est ombilique (resp géodésique). On peut
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aussi dé�nir une sous variété totalement géodésique comme suit : M est dite totale-

ment géodésique si et seulement si toutes les géodésiques de M sont des géodésiques de

M .

1.0.2 Les transformations de Newton

Les transformations de Newton Tr sont dé�nies par la relation récurente :

Tr : {(M) �! {(M)

avec :

T0 = I

Tr = SrI � ATr�1

où I est l�identité dans {(M). Ceci est équivalent à :

Tr = SrI � Sr�1A+ :::+ (�1)r�1S1Ar�1 + (�1)rAr

Le polynôme caractéristique de l�opérateur A est dé�ni par :

Pn(t) = det(tI � A) =
nX
r=1

(�1)rSrtn�r

Par le théorème de Cayley-Hamilton, A est un zéro du polynôme caractéristique.

i.e.

Pn(A) = 0

ce qui donne :

Tn = 0

On remarque que Tr commute avec A.
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Proposition 1.2 Tr est aussi un opérateur linéaire auto-adjoint.

Preuve 1.2 Faisons une démonstration par récurence sur r.

Il est évident que :

T0 = I

est un opérateur auto-adjoint.

Supposons que Tj soit un opérateur linéaire auto-adjoint pour 2 � j � r � 1.

Soient u; v 2 {(M):

hTru; vi = h(SrI � ATr�1)u; vi

= h(SrI)u; vi � h(ATr�1)u; vi

= hu; (SrI)vi � h(Tr�1)u;Avi

= hu; (SrI)vi � hu; (Tr�1)Avi

= hu; (SrI � ATr�1)vi

= hu; Trvi

Tr est alors un opérateur auto-adjoint.

D�aprés le théorème de la diagonalisation simultanée, la base fe1; :::; eng diagonal-

isante A diagonalise aussi Tr, et on obtient :

Lemme 1.1 1. Pour tout i 2 (1; :::; n), nous avons :

Tr(ei) = �iei

où

�i =
X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::xir = Sr(x1; :::; bxi; :::; xn).
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2. Pour 0 � r � n nous avons :

tr(Tr) = (n� r)Sr

3. Pour 0 � r � n nous avons :

tr(ATr) = (r + 1)Sr+1

Preuve 1.3 1. Faisons une démonstration par récurence sur r: Pour r = 1 nous avons

:

T1(ei) = S1I(ei)� A(ei)

= (x1 + :::+ xn � xi)ei

= S1(x1; :::; bxi; :::; xn)(ei)
Donc la relation est vraie pour r = 1:

Supposons que la relation soit vraie jusqu�a l�ordre r � 1: Nous avons :

Tr(ei) = (SrI � ATr�1)(ei)

= Sr(ei)� ATr�1(ei)

= Sr(ei)� A(Sr�1(x1; :::; bxi; :::; xn)(ei))
= Sr(ei)� Sr�1(x1; :::; bxi; :::; xn)A(ei)
= (Sr(x1; :::; xn)� xiSr�1(x1; :::; bxi; :::; xn))(ei)
= Sr(x1; :::; bxi; :::; xn))(ei)

Donc :

�i;r =
X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::xir = Sr(x1; :::; bxi; :::; xn).
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2. Montrons que tr(Tr) = (n� r)Sr.

Nous avons :

(x+ x1):::(x+ xn) =
nX
r=0

Sr(x1; :::; xn)x
n�r

En dérivant les deux termes par rapport à x, on obtient :

@

@x
(
nX
r=0

Sr(x1; :::; xn)x
n�r) =

nX
r=0

(n� r)Sr(x1; :::; xn)x
n�r�1

et :

@

@x
(x+ x1):::(x+ xn) =

nX
i=1

(x+ x1):::(x+ xi�1) \(x+ xi)(x+ xi+1):::(x+ xn)

=
nX
i=1

n�1X
r=0

Sr(x1; :::bxi; :::; xn)xn�r�1
=

n�1X
r=0

(
nX
i=1

Sr(x1; :::bxi; :::; xn))xn�r�1
Considérant le coe¢ cient de xn�r�1 dans les deux dérivations, on trouve :

(n� r)Sr(x1; :::; xn) =
nX
i=1

Sr(x1; :::bxi; :::; xn)
D�où le résultat.

3. Nous avons :

Tr+1 = Sr+1I � ATr

Donc :

ATr = Sr+1I � Tr+1
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ceci nous donne :

tr(ATr) = tr(Sr+1I � Tr+1)

= Sr+1tr(I)� tr(Tr+1)

= nSr+1 � (n� 1� r)Sr+1

et d�après l�égalité précédente, on trouve :

tr(ATr) = (r + 1)Sr+1.

Une question naturelle est: peut-on dé�nir les transformations de Newton pour une

famille d�endomorphismes?

Pour répondre à cette question, pour chaque multi-indice u, on introduit des fonctins

élémentaires symmetriques généralisées �u, et des transformations dépendantes de cette

famille d�endomorphismes.

Puisque ces transformations ont les mêmes propriétés que les transformations de New-

ton classiques, alors on appelle tranformations de Newton généralisées (GNT), et on les

note par Tu.

1.0.3 Les transformations de Newton généralisées

Dans cette partie, nous allons dé�nir les tranformations de Newton associées à une famille

d�endomorphismes A = (A1; : : : ; Aq). On utilisera les dé�nitions et notations, ainsi que

des propriétés dont les preuves sont dans ([11]) et ([17]).

Soient E un espace vectoriel de dimension n. Notons par End(E) l�espace vectoriel

des endomorphismes de E, et Endq(E) l�espace vectoriel End(E)� :::� End(E)| {z }
q fois

.

Notons par Nq l�ensemble des q�uplet u = (u1;:::; uq), avec uj 2 N.

25



On dé�nit la longueur de u par :

juj = u1 + :::+ uq

et,

u! = u1!:::uq!

Pour A = (A1; : : : ; Aq) 2 Endq (E), t = (t1; :::; tq) 2 Rq et u 2 Nq; on pose :

tA = t1A1 + : : :+ tqAq

tu = tu11 : : : tuqq .

Dé�nition 1.10 Le polynôme de Newton PA est le polynôme dé�ni par:

PA : Rq �! R

t 7�! PA(t) = det(IE + tA)

Et nous avons de plus :

PA(t) =
X
juj�n

�ut
u

Où �u = �u(A) dépend seulement de A:

Observons que :

�(0;:::;0) = 1

Il est convenable de poser :

�u = 0 8 juj > n
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Par exemple, si A = (B;C) ; avec A et B deux matrices de carrées d�ordre 2; alors :

�(0;0) (A) = 1

�(1;0) (A) = �1 (B) = tr (B)

�(0;1) (A) = �1 (C) = tr (C)

�(2;0) (A) = �2 (B) = detB

�(0;2) (A) = �2 (A) = detC

�(1;1) (A) = tr (B) tr (C)� tr (BC)

Les quantités �u sont des invariants de conjugaison par les matrices de GL (n) dans

le sens que, pour toutes matrices C de GL (n), nous avons :

�u (A1; : : : ; Aq) = �u
�
CA1C

�1; : : : ; CAqC
�1�

Elles véri�ent aussi les propriètès suivantes :

Lemme 1.2 Pour u = (u1;:::; uq), a 2 R et Ai; A; B des matrices carrées d�ordre n,

nous avons :

1.

�u (0; A2; : : : ; Aq) = �0;eu (A2; : : : ; Aq) = �eu (A2; : : : ; Aq)
où eu = (u2;:::; uq) :

2. Pour u = (u1;:::; uq) de longueur inférieure ou égale à n nous avons :

�u (I; A2; : : : ; Aq) =

0@ n� jeuj
u1

1A�eu (A2; : : : ; Aq)

3.

�u (A;A;A3; : : : ; Aq) =

0@ u1 + u2

u1

1A�(u1+u2;u3;:::;uq) (A;A3; : : : ; Aq)
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4.

�1;eu (A+B;A2; : : : ; Aq) = �1;eu (A;A2; : : : ; Aq) + �1;eu (B;A2; : : : ; Aq)
5.

�u (aA1; A2; : : : ; Aq) = au1�u (A1; A2; : : : ; Aq)

Pour la démonstration se référer à ([17]).

Pour q; s � 1, notons par N(q; s) l�ensemble de toutes les matrices de type q � s

à coe¢ cients dans N: Chaque matrice i = (i�l ) de N(q; s) peut s�identi�er au système

ordonné i = (i1; :::; iq), de multi-indices i� = (i�1 ; :::; i
�
s ).

Pour i = (i1; :::; iq) 2 N(q; s), le poids de i est le multi-indice de N(q) dé�ni par :

jij =
���i1�� ; :::; jiqj�

La longueur kik de i est la longueur de jij :

kik =
X
�

ji�j =
X
�;k

i�k

Notons par �(q; s) le sous ensemble de N(q; s) constitué des matrices i qui satisfont

les conditions suivantes :

1. Chaque valeur de i est soit 0 soit 1.

2. La longueur de i est égal à s.

3. Dans chaque colonne de i, il y�a exactement une seule valeur égale à 1.

Nous identi�ons �(q; 0) avec l�ensemble qui contient un seul élément qui est le vecteur

nul.

Soient A = (A1; A2; : : : ; Aq) une famille d�endomorphismes de E, et i 2 N(q; s);
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notons par Ai l�endomorphisme (composé des endomorphismes) de la fomre :

Ai = A
i11
1 :A

i21
2 :::A

iq1
q :A

i12
1 :::A

iq2
q :::A

i1s
1 :::A

iqs
q

En particulier A0 = IE.

Théorème 1.1 Pour une famille d�endomorphismes A = (A1; A2; : : : ; Aq), il existe une

unique tranformation de Newton généralisée T = (Tu; u 2 N(q)) de A. De plus chaque

Tu est donnée par :

Tu =

jujX
s=0

X
i2�(q;s)

(�1)kik �u�jijAi

Pour � 2 f1; :::; qg, on dé�nit ([11]) les fonctions musicales �[ et �] par :

�[ : Nq �! Nq

7�! �[ (i1; : : : ; iq) =

8<: (i1; : : : ; i��1; i� � 1; i�+1; : : : ; iq) si i� � 1

0 si i� = 0

et,

�] : Nq �! Nq

7�! �] (i1; : : : ; iq) = (i1; : : : ; i��1; i� + 1; i�+1; : : : ; iq)

ie: �[ augumente la valeur de la �� �eme élément par 1;et �] diminue la valeur de la

�� �eme élément par 1.

Il est clair que �[ est l�application inverse de �].

Par exemple si u = (1; 3; 4; 2) et � = 2, alors :

�](u) = (1; 3 + 1; 4; 2) = (1; 4; 4; 2)

�[(u) = (1; 3� 1; 4; 2) = (1; 2; 4; 2)

Une forme explicite de Tu est assez compliquée, mais la relation récurente et les

propriétés suivantes sont équivalentes à celles du cas des transformations de Newton
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pour un endomorphisme.

Théorème 1.2 Les transformations de Newton généralisées T = (Tu; u 2 N(q)) de A

satisfont les propriétés suivantes :

1.
T0 = IE 0 = (0; :::; 0)

Tu = �uI �
P
�

A�T�[(u) où juj � 1

= �uI �
P
�

T�[(u)A�

2. Les fonctions symmétriques �u sont données par la formule :

juj�u =
X
�

tr
�
A�T�[(u)

�

3. La trace de Tu est :

trTu = (n� juj)�u

4. Les fonctions symétriques �u satisfont la relation récurente suivante :

X
�

tr
�
A�A�T�[�[(u)

�
= � juj�u +

X
�

(trA�)��[(u)

5. Pour tout u 2 N(q) de longueur supérieure ou égale à n, nous avons :

Tu = 0

Remarquons que si pour tout � 2 f1; ; ; qg ; A� est auto-adjoint, alors les transforma-

tions de Newton généralisées Tu de A = (A1; :::; Aq) sont aussi auto-adjointes.

Lemme 1.3 Soit A = (A1; :::; Aq) une famille d�endomrphismes de E, alors il existe

" > 0 tel que pour tout t 2 Rq, avec jtj < ", IE + tA soit un isomorphisme de E et son
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inverse est donnée par la formule

(IE + tA)�1 =

1X
s=0

(�1)s
X

i2�(q;s)

tjijAi
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Chapitre 2

Transversalité par rapport à

l�éllipticité dans les variétés

pseudo-Riemaniennes

2.1 Introduction

Dans cete partie, nous établissons des conditions su¢ santes pour la transversalité de

deux hypersurfaces d�une variété pseudo-riemannienne. Ces conditions sont l�éllipticité

de certains opérateurs obtenus par les transformations de Newton. Nous étudions aussi

le cas des hypersurfaces des variétés Lorentziennes.

2.2 Une con�guration géométrique

Soient M
n+1

une variété pseudo-riemannienne orientable de metrique h ; i, P n � M
n+1

une sous variété connexe et orientable dans M
n+1
, notons par �n�1 � P n une hypersur-

face de P n compacte de dimension (n� 1).

Soit 	 :Mn �!M
n+1

une sous variété orientable, connexe et compacte de bord @M .
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Alors Mn est dite une hypersurface de M
n+1

de bord �n�1, si la restriction de 	 à @M

est un di¤éomorphisme sur �n�1.

dans ce qui suit nous allons étudier la géométrie deMn le long du bord @M , relative-

ment à la géométrie de l�inclusion �n�1 � P n, et de l�inclusion P n �M
n+1
.

Nous allons essayer d�aborder partiellement cette question. On suppose que Mn soit

une hypersurface de bord �n�1: Nous commencerons par choisir une orientation de cette

con�guration.

Soit p 2 �n�1 et fe1; :::; en�1g une base orthonormale de Tp�n�1. On peut choisir un

champs de vecteurs global unitaire � normal à �n�1 dans P n tel que (e1; :::; en�1; � (p) )

soit une base orthonormale de TpP n.

Donc (e1; :::; en�1; �(p); �) est une base orthonormale de TpM
n+1
, où � est le vecteur

unitaire sortant normal à P n:

De même, puisque �n�1 est le bord de Mn qui est supposée être orientée et par suite

elle induit une orientation sur �n�1, il existe un champs de vecteurs global �, tel que

(e1; :::; en�1; �(p)) soit une base de TpMn.

Soit N le vecteur unitaire normal global sur Mn. Donc (e1; :::; en�1; �(p); N) est une

base de TpM
n+1
.

Soit A� l�opérateur de la seconde forme fondamentale de l�inclusion �n�1 � P n asso-

ciée au champs de vecteurs unité �, et AP l�opérateur de la seconde forme fondamentale

de l�inclusion P n �M
n+1

associée au champs de vecteurs unitaire �.

Nous avons donc :

reiej =
n�1X
k=1

"khreiej; ekiek + "�hreiej; �i� + "�hreiej; �i�

Et aussi,

reiej =
n�1X
k=1

"khreiej; ekiek + "�hreiej; �i� + hreiej; NiN
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Par conséquent,

"�hreiej; �i� + "�hreiej; �i� = "�hreiej; �i� + "Nhreiej; NiN .

Or,

hreiej; Ni = �hej;reiNi+ ei(hej; Ni)

et puisque,

hej; Ni = 0

alors,

hreiej; Ni = �hej;reiNi

= hej; (�reiN)i

= hej; (�reiN)
>i+ hej; (�reiN)

?i

= hej; (�reiN)
>i

= hA(ei); eji

A étant l�opérateur de la seconde forme fondamentale de l�immersion associée au vecteur

N ,

De même nous avons :

hreiej; �i = hA�(ei); eji

et :

hreiej; �i = hAP (ei); eji

par conséquent :

"NhA(ei); ejiN + "�hreiej; �i� = "�hAP (ei); eji� + "�hA�(ei); eji�
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ce qui donne :

"NhA(ei); ejiN = "�hAP (ei); eji� + "�hA�(ei); eji� � "�hreiej; �i�

D�où

hA(ei); eji = "�hAP (ei); eji h�;Ni+ "�hA�(ei); eji h�;Ni (2.1)

Supposons maintenant que P n soit totalement ombilique, alors il existe une fonction

� 2 C1(P n) telle que AP = �I ; où I est l�identité de l�espace de champs de vecteurs

{(P ).

Choisissons la base (e1; :::; en�1) de Tp�n�1 formée par les vecteurs propres de A�; on

obtient alors, pour tout i 2 (1; :::n� 1)

A�(ei) = �iei

La relation (2.1) entraine :

hA(ei); eji = ("��h�;Ni+ "��ih�;Ni) hei; eji

= ("��h�;Ni+ "��ih�;Ni) "i�ji

Posons pour simpli�er :

i = ("��h�;Ni+ "��ih�;Ni) "i

nous obtenons alors :

hA(ei); eji =

8<: 0 si i 6= j

i pour i = j

La matrice A s�écrit donc dans la base (e1; :::; en�1; �) sous la forme :

35



A =

0BBBBBBBBB@

1 0 ::: ::: "1hAv; e1i

0 2 0 :::
...

...
...

...
...

...

0 ::: ::: n�1 "n�1hAv; en�1i

"1hAv; e1i ::: ::: "n�1hAv; en�1i "�hAv; vi

1CCCCCCCCCA
.

Calculons maintenant le polynôme caractéristique de A.

Lemme 2.1 Le polynôme caractéristique de A est donné par :

det(tIn � A) = (t� "�hAv; vi)
n�1X
i=0

(�1)isi()tn�1�i �
n�1X
i=1

hAv; eii2
n�2X
j=0

(�1)jsj(bi)tn�2�j
où si() (resp si(bj)) sont les fonctions élémentaires symmétriques de 1:::n�1 (resp
1:::bj:::n�1). s0() = s0(bj) = 1 et  = (1:::n�1).
Or nous avons :

det(tI � A) =
nX
r=0

(�1)rSrtn�r

En comparant les termes du polynôme caractéristique, on trouvre que les fonctions

élémmentaires symétriques Sr sont données en un point du bord p 2 @Mn; par

S1 = s1() + "�hA�; �i (2.2)

Sr = sr() + "�sr�1()hA�; �i �
n�1X
i=1

sr�2(bi)hA�; eii2 (2.3)

pour 2 � r � n.
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2.3 Les transformations de Newton sur le bord

Observons que les expressions (2.2) et (2.3) donnent une réponse partielle à notre ques-

tion car elles relient la géométrie de Mn le long du son bord @Mn, ( donnée par Sr), et

la géométrie des inclusions �n�1 � P n et P n � M
n+1

; ( donnée par sr). De plus nous

avons le résultat suivant.

Théorème 2.1 Soient M
n+1

une variété pseudo-riemannienne, P n une sous variété de

M
n+1

orientée et totalement géodésique de dimension n, et �n�1 une hypersurface de P n

orientée de dimension (n� 1). Soient 	 : Mn �! M
n+1

une hypersurface de M
n+1

connexe et orientée du bord �n�1 = 	(@Mn) et � le vecteur unitaire normal à @Mn dans

Mn. Alors le long du bord @Mn nous avons :

hT1�; �i = "N"�s1() + ("N � 1) hA�; �i

hT2�; �i = "�s2() + (1� "N)s1() hA�; �i+
n�1X
i=1

("i � "�) hA�; eii 2 + "�(1� "N) hA�; �i 2

Et pour tout 3 � r � n� 1 :

hTr�; �i = "�"
r
N"

r
�sr h�; �i

r + "� hA�; �i
�
"rN"�"

r�1
� sr�1 h�; �ir�1 � hTr�1�; �i

	
(2.4)

� "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2�(
"rN"i"

r�2
� sr�2(b�i) h�; �ir�2 + rX

j=2

(�1)j�1 ("i"��i)j�2 h�; �ij�2 hTr�j�; �i
)

Avec  = (1; :::; n�1); i = ��i h�; �i + � h�;Ni , �i sont les courbures principales

de l�inclusion �n�1 � P n, N le vecteur normal à M , et � le facteur d�embilicité de

l�inclusion P �M .
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Preuve: Pour r = 1, nous avons

hT1�; �i = h("NS1I � A)�; �i

= "N"�S1 � hA�; �i

= "N"�(s1() + "� hA�; �i)� hA�; �i

= "N"�s1() + ("N � 1) hA�; �i

Pour r = 2, nous avons

hT2�; �i =


(("N)

2S1I � AT1)�; �
�

= ("N)
2"�S1 � hAT1�; �i

= ("N)
2"�S1 � hT1�; A�i

= ("N)
2"�

 
s2() + "�s1() hA�; �i �

n�1X
i=1

hA�; eii 2
!
�

n�1X
i=1

"i hA�; eii hT1�; eii

� "� hA�; �i hT1�; �i

= ("N)
2"�

 
s2() + "�s1() hA�; �i �

n�1X
i=1

hA�; eii 2
!
�

n�1X
i=1

"i hA�; eii hT1�; eii

� "� hA�; �i ["N"�s1() + ("N � 1) hA�; �i]

= "�s2() + (1� "N)s1() hA�; �i+
n�1X
i=1

("i � "�) hA�; eii 2 + "�(1� "N) hA�; �i 2

Pour r � 3, nous avons

hTr�; �i = h("rNSrI � ATr�1)�; �i (2.5)

= "rN"�Sr � hTr�1�; A�i
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Et

hTr�1�; A�i =
*
Tr�1�;

n�1X
i=1

"i hA�; eii ei + "� hA�; �i �
+

(2.6)

=
n�1X
i=1

"i hA�; eii hTr�1�; eii+ "� hA�; �i hTr�1�; �i

Or

hTr�1�; eii = h("rNSr�1I � ATr�2)�; eii = �hTr�2�; Aeii

Prenons fe1; :::; en�1g la base formée par les vecteurs propres de A�. Donc

Aei = iei + "� hAei; �i �

= iei + "� hA�; eii �

D�où:

hTr�1�; eii = �hTr�2�; iei + "� hA�; eii �i

� "� hA�; eii hTr�2�; �i � i hTr�2�; eii

Ceci nous donne par un argument réccurssive:

hTr�1�; eii = "� hA�; eii
rX
j=2

(�1)j�1j�2i hTr�j�; �i (2.7)

En e¤et pour r = 3, nous avons

hT2�; eii =


("2NS2I � AT1)�; ei

�
= �hAT1�; eii

= �hT1�; Aeii
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Et puisque

Aei = iei + "� hA�; eii �

Alors

hT2�; eii = �hT1�; iei + "� hA�; eii �i

= �hT1�; ieii � "� hA�; eii hT1�; �i

= �h("NS1I � AT0)�; ieii � "� hA�; eii hT1�; �i

= i hA�; eii � "� hA�; eii hT1�; �i

Donc la relation (2.7) est bien véri�e pour r = 3. Supposons que

hTr�2�; eii = "� hA�; eii
r�1X
j=2

(�1)j�1j�2i hTr�1�j�; �i

Nous avons

hTr�1�; eii =


("r�1N Sr�1I � ATr�2)�; ei

�
= �hTr�2�; Aeii

= �hTr�2�; iei + "� hAei; �i �i

= �hTr�2�; iei + "� hA�; eii �i

= �"� hA�; eii hTr�2�; �i � i hTr�2�; eii

= �i"� hA�; eii
r�1X
j=2

(�1)j�1j�2i hTr�1�j�; �i � "� hA�; eii hTr�2�; �i

= "� hA�; eii
r�1X
j=2

(�1)jj�1i hTr�1�j�; �i � "� hA�; eii hTr�2�; �i
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Posons: l = j + 1. Donc

hTr�1�; eii = "� hA�; eii
rX
l=3

(�1)l�1l�2i hTr�l�; �i � "� hA�; eii hTr�2�; �i

= "� hA�; eii
rX
l=2

(�1)l�1l�2i hTr�l�; �i

Remplaçons maintenant l�équation (2.7) dans (2.6), puis remplacons (2.6) dans (2.5), on

trouve

hTr�; �i = "�

"
"rNSr � hA�; �i hTr�1�; �i �

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2
rX
j=2

(�1)j�1j�2i hTr�j�; �i
#

= "�"
r
N

 
sr() + "�sr�1() hA�; �i �

n�1X
i=1

sr�2(bi) hA�; eii 2!

� "� hA�; �i hTr�1�; �i � "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2
rX
j=2

(�1)j�1j�2i hTr�j�; �i

= "�"
r
Nsr() + "� hA�; �i ("rN"�sr�1()� hTr�1�; �i)

�
n�1

"�
X
i=1

"i hA�; eii 2
 
"rN"isr�2(bi) + rX

j=2

(�1)j�1j�2i hTr�j�; �i
!

Or

sr�2(bi) = r�2X
j=0

(�1)jsr�2�j()ji

=

rX
j=2

(�1)j�2sr�j()j�2i
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Donc

hTr�; �i = "�"
r
Nsr() + "� hA�; �i ("rN"�sr�1()� hTr�1�; �i)

� "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2
 
"rN"i

rX
j=2

(�1)j�2sr�j()j�2i +

rX
j=2

(�1)j�1j�2i hTr�j�; �i
!

= "�"
r
Nsr() + "� hA�; �i ("rN"�sr�1()� hTr�1�; �i)

� "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2
rX
j=2

(�1)j�2j�2i ("rN"isr�j()� hTr�j�; �i)

Si on suppose que l�inclusion P � M est totalement géodésique, alor � = 0, et nous

obtenons dans ce cas

i = "i"��i h�;Ni

D�où

sr() = "r� h�;Ni
r sr

Avec: sr = sr("1�1; :::; "n�1�n�1). Remplacons dans (2.4), on trouve

hTr�; �i = "�"
r
N"

r
� h�;Ni

r sr + "� hA�; �i
�
"rN"�"

r�1
� h�;Nir�1 sr�1 � hTr�1�; �i

�
� "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2
rX
j=2

(�1)j�2"j�2i "j�2� � j�2i h�;Nij�2

�
�
"rN"i"

r�j
� h�;Ni

r�j
sr�j � hTr�j�; �i

�
Il est facile de voir que

h�;Ni = h�; �i

donc

hT1�; �i = "N"�"� h�; �i s1 + ("N � 1) hA�; �i

hT2�; �i = h�; �i2 s2+(1�"N) h�; �i s1 hA�; �i+
n�1X
i=1

("i � "�) hA�; eii 2+"�(1�"N) hA�; �i 2
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Et pour r � 3

hTr�; �i = "�"
r
N"

r
�sr h�; �i

r + "� hA�; �i
�
"rN"�"

r�1
� sr�1 h�; �ir�1 � hTr�1�; �i

�
� "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2�

rX
j=2

(�1)j�2"j�2i "j�2� � j�2i h�; �ij�2 �
�
"rN"i"

r�j
� h�; �ir�j sr�j � hTr�j�; �i

�

Ce qui termine la preuve du théorème.

Corollaire 2.1 Si M
n+1

est riemannienne, alors sous les conditions du théorème (2.1)

, nous avons :

hTr�; �i = sr h�; �ir

pour tout 1 � r � n� 1:

2.4 Transversalité

Théorème 2.2 Sous les conditions du théorème (2.1), les hypersurfaces Mn et P n de la

variètè pseudo-riemannienne M
n+1

sont transverses si l�un des opérateurs suivants est

dé�ni positif :

T1 + (1� "N)A

ou

T2 � "� (1� "N) hA�; �iT1 +
n�1X
i=1

("� � "i) hA�; eii 2I

ou

Tr + "�hA�; �iTr�1 � "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2Tr�2

pour certain r � 3:
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Preuve: Dire que Mn et P n dans M
n+1

ne sont pas transverses signi�e qu�il existe un

point p de Tp�, tel que h�; �ip = 0, et les relations (2.4) deviennent

hT1�; �ip = ("N � 1) hA�; �ip

hT2�; �i = "�(1� "N) hA�; �i2p +
n�1X
i=1

("i � "�) hA�; eii2p

Et pour r � 3; nous obtenons

hTr�; �i = �"� hA�; �ip hTr�1�; �ip + "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii2p hTr�2�; �ip

Ou equivalent à

h[T1 + (1� "N)A] �; �ip = 0*"
T2 � "�(1� "N) hA�; �iT1 +

n�1X
i=1

("� � "i) hA�; eii2 I
#
�; �

+
= 0

*"
Tr + "� hA�; �iTr�1 � "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii2 Tr�2

#
�; �

+
= 0

Donc si on suppose que pour tout point p de Tp�, l�une des opérateurs

T1 + (1� "N) (2.8)

ou

T2 � "� (1� "N) hA�; �iT1 +
n�1X
i=1

("� � "i) hA�; eii 2I

ou

Tr + "�hA�; �iTr�1 � "�

n�1X
i=1

"i hA�; eii 2Tr�2

est dé�nie positive, alors les hypersurfaces Mn et P n sont transverses.
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2.4.1 Cas de variétés Lorentziennes

Supposons maintenant que M
n+1

soit une variété Lorentzienne. Donc : "� = "� = "i = 1

et "N = �1, et nous avons dans ce cas le résultat suivant:

Corollaire 2.2 Supposons que M
n+1

soit une variété Lorentzienne, et Mn et P n deux

hypersurfaces de type lumière de M
n+1
. Alors sous les hypothèses du théorème (2.1), Mn

et P n sont transverses si les opérateurs :

T1 + 2A

ou

T2 + 2hA�; �i2T1

ou

Tr + hA�; �iTr�1 �
n�1X
i=1

hA�; eii 2Tr�2

sont dé�nis positifs pour certains 3 � r � n� 1.

Preuve: Dire que Mn et P n sont transverses signi�e qu�il existe un point p de Tp�, tel

que h�; �ip = 0, et nous avons

hTr�; �ip = �hA�; �iphTr�1�; �ip +
n�1X
i=1

hA�; eii 2P hTr�2�; �ip

Ou bien * 
Tr + hA�; �iTr�1 �

n�1X
i=1

hA�; eii 2Tr�2

!
�; �

+
P

= 0

De mème pour r = 1 et r = 2:
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Chapitre 3

Une con�guration géométrique des

sous variétés Riemaniennes de

codimension arbitraire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions une con�guration géométrique de sous variétés de codi-

mension arbitraire dans un espace Riemannien. Nous obtenons une relation entre la

géométrie d�une sous variété Mn de codimension q le long de son bord et la géométrie

du bord �n�1 de la variété Mn ; celle-ci étant considérée comme une hypersurface d�une

sous variété P n de codimension q dans un espace Riemannien Mn+q.

3.2 La méthode utilisée

Dans la partie qui suit, nous illustrons le fonctionnement de la méthode sur di¤érentes

situations.
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3.2.1 Cas des hypersurfaces

Nous utilisons les notations et les résultats qui existent dans ([5]).

Soit Mn une hypersurface de M
n+1

de dimension n et de bord @M . Supposons que

le bord �n�1 = @M soit une sous variété de P n � M
n+1

de codimension 1. Alors les

inclusions suivantes sont véri�ées :

(@M)n�1 �Mn �M
n+1

et �n�1 � P n �M
n+1

Notons par N le champs de vecteurs unité normal à l�inclusionMn �M
n+1

; par � le

champs de vecteurs unité sortant conormal à l�inclusion (@M)n�1 �Mn, par � le champs

de vecteurs unité normal à l�inclusion P n � M
n+1

et par � le champs de vecteurs unité

normal à l�inclusion �n�1 � P n.

Soit A ( respectivement A� et AP ) l�opérateur de la seconde forme fondamentale de

l�inclusion M � M ( respectivement � � P et P � M) relativement au champs de

vecteurs normal unité N (respectivement, � et �).

Soit (e1; :::; en�1) une base orthonormale de T�n�1.

Les seules considérations géométriques impliquées sont celles qui conduisent aux for-

mules suivantes et ont été établies par Alías, de Lira et Malacarne ([5]).

hN; �i = h�;Ni , h�;Ni = �h�; �i

et

hAj�ei; eji = �hA�ei; eji h�; �i+ hAP ei; eji h�;Ni :

Où Aj� est la restriction de A à �n�1. Supposons que P n soit totalement ombilique

dans M
n+1
, nous avons AP j� = �IT�n�1 pour une fonction régulière � 2 C1(P ).

Nous obtenons donc :

Aj� = �h�; �iA� + � h�;Ni In�1. (3.1)
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Par souci de simpli�cation, posons � = �h�; �i et � = h�;Ni; il s�en suit que :

Aj� = �A� + ��In�1.

Cette formule montre que A� et In�1 sont représentées par des matrices carrées de

dimension (n�1), et A par une matrice carrée de dimension n. La géométrie de �n�1 dans

P n est codée par le couple (A�; �In�1), et la géométrie de Mn �M
n+1
est donnée par A.

Nous allons donc faire usage des transformations de Newton ainsi que des transformations

de Newton généralisées suivantes :

Tr = Tr (Aj�) et T(k;l) = T(k;l) (A�; �In�1) .

Les fonctions élémentaires correspondantes sont :

�r = �r (Aj�) et �(k;l) = �(k;l) (A�; �In�1) .

Le but est de montrer que :

�r (Aj�) =
X
k+l=r

�k�l�(k;l). (3.2)

Ce qui en d�autres termes, revient à démontrer que :

hTr�; �i =
X
k+l=r

�k�l�(k;l), (3.3)

où P n est totalement ombilique dans M
n+1
.
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Par les formules (3.1) et (3.2 ), nous obtenons :

�r (Aj�) = �r (�A� + ��In�1)

=
X
k+l=r

�(k;l) (�A�; ��In�1)

=
X
k+l=r

�k�l�(k;l) (A�; �In�1)

=
X
k+l=r

�k�l�(k;l).

Maintenant, on va montrer un résultat similaire à celui qui est dans ([5]), c�est-à-dire:

hTr�; �i = �r (Aj�) . (3.4)

Soient eA la matrice de A dans la base (e1; :::; en�1; �) et Aj� la matrice de la restriction
de A à �n�1 . Alors :

eA =
0@ Aj� B

B| c

1A , où B =
0BBB@

hA�; e1i
...

hA�; en�1i

1CCCA et c = hA�; �i

Par la formule de récurence de Tr, nous avons :

hTr�; �i = �r

� eA��DTr�1�; eA�E = �r

� eA��c hTr�1�; �i� n�1X
i=1

hTr�1�; eii
D eA�; eiE (3.5)

Supposons que (ei)i=1;:::;n�1 soit une base formée par les vecteurs propres de A� cor-

respondant aux valeurs propres (�i)i=1;:::;n�1, c�est-à-dire A�ei = �iei, nous obtenons par

la formule (3.1):

Aj�ei = iei i = 1; :::; n� 1

où i = ��i + ��.
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Fixons maintenant i, avec i = 1; :::; n� 1. Nous a¢ rmons que :

hTk�; eii
D eA�; eiE = k+1X

j=2

(�1)j�1 bij�2i bi hTk+1�j�; �i :

pour tout k � 1, où bi = hA�; eii =
D eA�; eiE. Nous prouvons cette proposition par

récurence sur k.

En e¤et, pour k = 1 nous avons :

hT1�; eii
D eA�; eiE = �D eA�; eiED eA�; eiE

= �bi2

= �bi0i bi hT0�; �i

ainsi la proposition est vraie pour k = 1.

Supposons que la proposition reste vraie pour k; nous obtenons :

hTk+1�; eii
D eA�; eiE = �DTk�; eAeiED eA�; eiE

Observons que :

eAei = n�1X
l=1

D eAei; elE el + D eAei; �E �
= iei +

D eA�; eiE �
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Par notre hypothèse de récurence nous avons :

hTk+1�; eii
D eA�; eiE = k+1X

j=2

(�1)j bij�1i bi hTk+1�j�; �i � hTk�; �i bi2

=
k+2X
j=3

(�1)j�1 bij�2i bi hTk+2�j�; �i � hTk�; �i bi2

=
k+1X
j=2

(�1)j�1 bij�2i bi hTk+2�j�; �i :

La preuve est achevée. Par conséquent, nous avons montré que :

hTr�; �i = �r

� eA�� c hTr�1�; �i �
n�1X
i=1

hTr�1�; eii
D eA�; eiE

= :�r

� eA�� c hTr�1�; �i+
rX
j=2

(�1)j
�
B>Ajj�2� B

�
hTr�j�; �i

Maintenant, nous a¢ rmons que Tr = �r (Aj�). Cette proposition se démontre encore

par récurence sur r.

En e¤et, pour r = 1 nous avons d�aprés (3.5)

T1 = �1

� eA�� c = �1 (Aj�)� c+ c = �1 (Aj�)

Supposons que la proposition soit vraie pour k avec 1 � k � r � 1. Nous avons

d�aprés la première proposition et (3.5) :
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hTr�; �i = �r

� eA�� c hTr�1�; �i+
rX
j=2

(�1)j
�
B>Ajj�2� B

�
hTr�j�; �i

= �r

� eA�� c�r�1 (Aj�) +
rX
j=2

(�1)j
�
B>Ajj�2� B

�
�r�j (Aj�)

= �r (Aj�)

3.2.2 Cas général

Dans cette partie, nous allons étendre le résultat précédent au cas de codimension

supérieure q. Nous généralisons les résultats de (3.2) et (3.3).

Soient P n et Mn deux sous variétés de M
n+q

de codimension q. Supposons que P n

soit totalement ombilique dans M
n+q
. Comme précédement �n�1 � P n est le bord de

Mn. Alors nous avons les opérateurs de la seconde forme fondamentale, suivants :

A�, A�1 ; :::; A�p , AN1 ; :::; ANq ;

qui correspondent aux inclusions �n�1 � P n, P n � M
n+q

et Mn � M
n+q
, où (�1; :::; �q)

est une base orthonormale orthogonale à P n et (N1; :::; Nq) est une base orthonormale

orthgonale à Mn.

Soient :

Tu = Tu
�
AN1 ; :::; ANq

�
, Tv = Tv

�
A�; A

�1j�; :::; A�q j�
�

et : fTu = eTu �AN1j�; :::; ANq j��
où u est de longueur q et v est de longueur q + 1. Le but est de véri�er les formules qui

suivent:

hTu�; �i = e�u (3.6)
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et : e�u = X
jvj=juj, v not increasing

cv�v (3.7)

où cv est un coei¢ cient indépendant de
�
AN1j�; :::; ANq j�

�
. Ces deux relations nous

donnent :

hTu�; �i =
X

jvj=juj, v not increasing

cv�v: (3.8)

La première égalité est une généralisation de (3.2), tandis que la deuxième est une

généralisation de (3.3). De plus, la première est purement algébrique, et la deuxième

utilise une correspondance entre A�; A�1j�; :::; A�q j� et AN1j�; :::; ANq j� analogue à la

relation développée dans ([5]) dans le cas de codimension une.

Soyons plus précis, à cet e¤et adoptons la méthode utilisée dans ([5]). Pour cela,

considérons une base orthonormale locale (e1; :::; en�1) dans �n�1, � est le champs de

vecteurs sortant unité conormal de l�inclusion @Mn � Mn et � le champs de vecteurs

normal unité de l�inclusion �n�1 � P n:

Nous avons :

reiej =
n�1X
k=1

hreiej; ekiek + hreiej; �i� +
qX

�=1

hreiej; N�iN�

=
n�1X
k=1

hreiej; ekiek + hreiej; �i� +
qX

�=1

hAN�ei; ejiN�

et :

reiej =

n�1X
k=1

hreiej; ekiek + hreiej; �i� +
qX

�=1

hreiej; ��i��

=

n�1X
k=1

hreiej; ekiek + hA�ei; eji� +
qX

�=1

hA��ei; eji��

53



Ainsi :

hreiej; �i� +
qX

�=1

hAN�ei; ejiN� = hA�ei; eji� +
qX

�=1

hA��ei; eji��

Par conséquent :



AN�ei; ej

�
= h�;N�i hA�ei; eji+

qX
�=1

h��; N�i hA��ei; eji

Supposons que P n soit totalement ombilique, i.e. A�� = ��In pour tout � = 1; :::; q,

où In est l�application identité de TP n.

Nous obtenons :

AN� j� = h�;N�iA� +
qX
�=1

h��; N�i��In�1

Où In�1 est l�application identité de �n�1.

Notons que cette dernière relation peut s�écrire sous la forme :

AN� j� = h�;N�iA� + hV;N�i In�1 (3.9)

Où V =
Pq

�=1 ����:

On peut voir que :

h�; V i = det (h��; N�i)�;� et h�;N�i = � detC�

où C� est une matrice obtenue de C = (h��; N�i)�;� en remplaçant la �-eme colonne par

h��; �i .

Par conséquent nous avons :

eTu = eTu (�1A� + �1In�1; :::; �qA� + �qIn�1) , où �� = h�;N�i , �� = hV;N�i

Si fe1; : : : ; en�1g est une base formée par les vecteurs propres de l�opérateur A� alors,
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pour tout i 2 f1; : : : ; n� 1g, nous avons :

A�(ei) = �iei

où �i sont les valeurs propres correspondantes. Pour abréger, posons A� = AN� .

Par la relation (3.9) nous obtenons :

hA�(ei); eji = (h�;N�i �i + hV;N�i) �ji

= i;��
j
i

où

i;� = h�;N�i �i + hV;N�i

Ainsi la matrice associée à l�opérateurr A� relativement à la base fe1; : : : ; en�1; �g est

donnée par :

A� =

0BBBBBBBBB@

1;� 0 : : : 0 hA��; e1i

0 2;� : : : 0
...

...
...

. . .
...

...

0 : : : : : : n�1;� hA��; en�1i

hA��; e1i : : : : : : hA��; en�1i hA��; �i

1CCCCCCCCCA
.

.

3.3 Formules algébriques

Commençons par prouver la relation algébrique (3.7). Pour ce faire, posons :

�� = h�;N�i; �� = hV;N�i:
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Par ailleurs, nous allons écrire v � u pour les multi-indices v; u 2 Nq, si la di¤érence

u� v 2 Nq.

Pour tout multi-indice u = (u1; :::; uq) 2 Nq de longueur juj = n, on pose :

�
n

u

�
=
n!

u!
=

n!

u1! : : : uq!
:

Proposition 3.1 Soient ~A = (A1j�; :::; Aqj�), avec A�j� = ��A�+��I et I l�application

identité de �n�1: Posons ~�u = �u( ~A). Alors pour tout multi-indice u 2 Nq, nous avons :

~�u =
1

(n� 1� juj)!
X
l�u

0@ jlj

l

1A �l�u�l

0@ n� 1� jlj

u� l

1A�jlj (A�) : (3.10)

Preuve: En appliquant la relation suivante voir [8]

�u(aA1; : : : ; Aq) = au1�u(A1; : : : ; Aq)

nous obtenons

~�u(�1A� + �1I; : : : ; �qA� + �qI) = �u~�u(A� + �1I; : : : ; A� + �qI) (3.11)

où

�� =
��
��
et �u = �u11 :::�

uq
q :

Consédérons le GNT Tu = Tu(Â), avec

Â = (A� + �1I; : : : ; A� + �qI):

Le polynome caractéristique de Â est

PÂ(t) =
X

juj�n�1

�̂ut
u

56



De plus, nous avons

PÂ(t) = det

 
I +

qX
�=1

t� (A� + ��I)

!

=

n�1Y
j=1

(1 + �j (t1 + :::+ tq) + t1�1 + : : :+ tq�q) :

En appliquant la factorisation linéaire d�un monique polynomial, nous obtenons

PÂ(t) =

n�1X
j=0

(1 + t1�1 + :::+ tq�q)
n�1�j (t1 + :::+ tq)

j �j (A�)

et du Théorème de multinomiaux, il s�en suit que:

PÂ(t) =
n�1X
j=0

n�1�jX
k=0

X
jvj=k

X
jlj=j

1

(n� 1� j � k)!

0@ j

l

1A0@ n� 1� j

v

1A�j (A�) �
vtv+l:

avec l = (l1; :::; lq), v = (v1; :::; vq), � = (�1; :::; �q) et t = (t1; :::; tq). Posons u = v+ l;donc

j = juj � jvj et

PÂ(t) =
X

juj�n�1

X
l�u

1

(n� 1� juj)!

0@ jlj

l

1A0@ n� 1� jlj

u� l

1A �u�l�jlj (A�) t
u.

Ainsi le coe¢ cient de tu est donné par

�̂u(A� + �1I; : : : ; A� + �qI) =
1

(n� 1� juj)!
X
l�u

0@ jlj

l

1A �u�l

0@ n� 1� jlj

u� l

1A�jlj (A�) .

Par conséquent

~�u(�1A�+�1I; : : : ; �qA�+�qI) =
1

(n� 1� juj)!
X
l�u

0@ jlj

l

1A �l�u�l

0@ n� 1� jlj

u� l

1A�jlj (A�) .
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Notons, que dans la démonstration précédente, nous avons supposé que �� 6= 0 pour

tout �, ceci nous a permis de dé�nir les constantes ��. La supposition que �� 6= 0 n�est

pas nécéssaire. En e¤et, s�il existe i 2 f1; ::; qg tel que �i = 0, alors ([17]):

~�u = ~�u(�1A� + �1I; : : : ; �qA� + �qI)

= ~�u(�1A� + �1I; : : : ; �i�1A� + �i�iI; �iI; �i+1A� + �i+1I; : : : ; �qA� + �qI)

= �uii ~�~u(�1A� + �1I; : : : ; �i�1A� + �i�iI; �i+1A� + �i+1I; : : : ; �qA� + �qI);

où :

~u = (u1; : : : ; ui�1; ui+1; : : : ; uq)

et nous pouvons appliquer la proposition précédente à ~�~u.

Proposition 3.2 Soit ~A = (A1j�; :::; Aqj�), où A�j� = ��A�+��I et A = (A�; �1I; :::; �qI):

Pour un multi indice u 2 Nq, posons ~�u = �u( ~A) et �u = �u
�
A
�
. Alors

~�u =
X
l�u

0@ jlj

l

1A �l�(jlj;u�l): (3.12)

Preuve: Remarquons que

�(j;v) = �(j;v)( �A) = �v�(j;v)(A�; I; : : : ; I):

On utilise la formule (voir [21])

�(v;j)(B1; : : : ; Bq; I) =

�
n� 1� jvj

j

�
�v(B1; : : : ; Bq)
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q -fois consécutives, nous obtenons

�(j;v)(A�; I; : : : ; I) =

�
n� 1� jvj+ v1

v1

�
: : :

�
n� 1� jvj+ jvj

vq

�
�j(A�)

=
1

(n� 1� jvj � j)!

�
n� 1� j

v

�
�j(A�)

posons l = u� v; alors

�(jlj;u�l) =
1

(n� 1� juj)!

0@ n� 1� jlj

u� l

1A�jlj(A�)

d�où

�(jlj;u�l) =
�u�l

(n� 1� juj)!

0@ n� 1� jlj

u� l

1A�jlj(A�):

Ainsi, par (3.10) nous obtenons (3.12).

Maintenant, établissons la relation entre les fonctions symmétriques généralisées cor-

respondant aux familles (A�) et (A�j�).

Proposition 3.3 Soient A = (A1; :::; Aq) et ~A = (A1j�; :::; Aqj�). Posons �u = �u(A) et

~�u = �u( ~A). Alors

�u = ~�u +
X
�

C�~��[(u) +
X
�;�

X
�]�](0)�w�u

(�1)jwj�jvj+1
�
juj � jwj
u� w

�
B>
�
~Au�wB�~��[�[(w)

où B>
� = (hA��; e1i; :::; hA��; en�1i) et C� = hA��; �i.
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Preuve: Calculons le polynôme caractéristique PA(t) de A = (A1; :::; Aq). Par dé�ni-

tion, nous avons

PA(t) = det(I +
X
�

t�A�)

=

0@C �B>

 
In�1 +

X
�

t�A�j�

!�1
B

1A det In�1 +X
�

t�A�j�

!

où B> et C sont respectivement donnés par

B> =

 X
�

t�hA��; e1i; :::;
X
�

t�hA��; en�1i
!
=
X
�

t�B
>
�

et

C = 1 +
X
�

t�hA��; �i.

Posons pour simpli�er

M = In�1 +
X
�

t�A�j�

et

f(t) = C �B>M�1B:

Il est facile de voir que

B>M�1B =
X
�;�

t�t�B
>
�M

�1B� ,

Nous obtenons donc

f(t) = 1 +
X
�

t�C� �
X
�;�

t�t�B
>
�M

�1B�

Ceci nous permet de conclure que

PA(t) = f(t)P ~A(t)
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où PA(t) et P ~A(t) sont dé�nies par

PA(t) =
X
juj�n

�ut
u

et

P ~A(t) =
X

juj�n�1

~�ut
u

par conséquent
@u

@tu
PA(t) jt=0= u!�u;

@u

@tu
P ~A(t) jt=0= u!~�u

De même, nous avons

@u

@tu
(P ~A(t)f(t)) jt=0=

X
v�u

�
u

v

��
@v

@tv
P ~A(t):

@u�v

@tu�v
f(t)

�
jt=0

où �
u

v

�
=

u!

(u� v)!v!

Maintenant nous allons calculer @u�v

@tu�v f(t) jt=0. Pour v = u; il est véri�é que

@u�v

@tu�v
f(t) jt=0= f(0; :::; 0) = 1.

Si v = �[(u), Nous avons

@u�v

@tu�v
f(t) jt=0=

@

@t�
f(t) jt=0= C�

Et pour chaque v � �[�[(u), nous obtenons

@u�v

@tu�v
f(t) jt=0=

@u�v

@tu�v

0@1 +X
�;�

t�C� �
X
�;�

t�t�B
>
�

 
In�1 +

X
�

t�A�j�

!�1
B�

1A jt=0
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Prenons jtj < " pou un " > 0 assez petit, alorsX
�

t�A�j�

 < 1:
Ainsi  

In�1 +
X
�

t�A�j�

!�1
=

1X
k=0

(�1)k
 X

�

t�A�j�

!k
Puisques les matrices A�j� sont diagonales, alors elles commutent. Par conséquent, Nous

pouvons écrire  X
�

t�A�j�

!k
=

X
w1+:::+wq=k

�
k

w

�
tw ~Aw

d�où  
In�1 +

X
�

t�A�j�

!�1
=

1X
k=0

(�1)k
0@ X
w1+:::+wq=k

�
k

w

�
tw ~Aw

1A
Ceci nous donne

@u�v

@tu�v
f(t) jt=0=

@u�v

@tu�v

0@�X
�;�

t�t�B
>
�

1X
k=0

(�1)k
0@ X
w1+:::+wq=jwj=k

�
jwj
w

�
tw ~Aw

1AB�

1A jt=0

=
@u�v

@tu�v

0@�X
�;�

B>
�

1X
k=0

(�1)k
0@ X
w1+:::+wq=jwj=k

�
jwj
w

�
tw+�

]�](0) ~Aw

1AB�

1A jt=0

= �
X
�;�

B>
� (�1)juj�jvj�2(u� v)!

�
juj � jvj � 2
u� �]�](v)

�
~Au��

]�](v)B�

=
X
�;�

(�1)juj�jvj�1(u� v)!

�
juj � jvj � 2
u� �]�](v)

�
B>
�
~Au��

]�](v)B�

Finalement, nous obtenons

u!�u = u!~�u +
X
�

(�[(u))!

�
u

�[(u)

�
C�~��[(u)

+
X
�;�

X
�;�

X
0�v��[�[(u)

�
u

v

�
(�1)juj�jvj�1(u� v)!v!

�
juj � jvj � 2
u� �]�](v)

�
B>
�
~Au��[�[(v)B�~�v
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ou bien

�u = ~�u +
X
�

C�~��[(u) +
X
�;�

X
�;�

X
0�v��[�[(u)

(�1)juj�jvj�1
�
juj � jvj � 2
u� �]�](v)

�
B>
�
~Au��

]�](v)B�~�v:

Nous constatons que � = � et � = �, autrement, si par exemple � 6= �, sachant que

u � �]�](v) et en prenant v = �[�[(u), nous obtenons u� � u� + 1: Par conséquent

�u = ~�u +
X
�

C�~��[(u) +
X
�;�

X
0�v��[�[(u)

(�1)juj�jvj�1
�
juj � jvj � 2
u� �]�](v)

�
B>
�
~Au��

]�](v)B�~�v:

Ou en d�autres termes

�u = ~�u +
X
�

C�~��[(u) +
X
�;�

X
�]�](0)�w�u

(�1)jwj�jvj+1
�
juj � jwj
u� w

�
B>
�
~Au�wB�~��[�[(w).

3.4 Les transformations de Newton généralisées sur

le bord

Nous utilisons les mêmes notations que celles de la partie précédente. Dans celle-ci,

nous donnons l�expression de GNT Tu = Tu( ~A) sur le bord �n�1 de Mn, où ~A =

(A1j�; : : : ; Aqj�). Rappelons que

A�j� = ��A� + ��I;

avec :

�� = h�;N�i; �� = hV;N�i; V =

qX
�=1

����:

Proposition 3.4 Soient M
n+q

une variété Riemanienne de dimension (n+ q); et P n �

M
n+q

une sous variété totalement ombilique deM
n+q

de dimension n. Notons par �n�1 �
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P n une hypersurface compacte de P n de dimension (n� 1). Soit 	 :Mn �!M
n+q

une

sous variété connexe, compacte et orientée de M
n+q

de bord �n�1 = 	(@M) : Alors le

long du bord @M , nous avons :

hTu�; �i = ~�u(A1j�; :::; Aqj�): (3.13)

Preuve: Faisons une démonstration par récurence. Supposons que (3.13) soit vraie

pour chaque multi indice v < u. Nous avons par la formule de récurence de Tu :

hTu�; �i = �u h�; �i �
X
�



A�T�[(u)�; �

�
= �u �

X
�



T�[(u)�;A��

�
= �u �

X
�



T�[(u)�; �

�
hA��; �i �

X
�;i



T�[(u)�; ei

�
hA�ei; �i :

Posons

C� = hA��; �i , bi;� = hA�ei; �i

alors

hTu�; �i = �u �
X
�

C�~��[(u) �
X
�;i

bi;�


T�[(u)�; ei

�
:

Calculons hTu�; eii pour chaque multi indice u 2 Nq: Notons que

A�ei = ��A�ei + ��ei + bi;��

supposons que fe1; :::; en�1g est une base othonormée de Tp�n�1 formée par les vecteurs

propres de A�. Donc

A�ei = i;�ei + bi;��

avec

i;� = ���i + ��:
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Nous montrerons inductivement que

hTu�; eii =
X
�

X
�](0)�w�u

(�1)juj�jwj+1
�
juj � jwj
u� w

�
bi;�

u�w
i ~��[(w) (3.14)

où

i = (i;1; :::; i;q)

En e¤et, pour u = �](0) nous avons,

hTu�; eii = ��](0) h�; eii �
X
�



A�T�[(�](0))�; ei

�
Avec

T�[(�](0)) =

8<: I if � = �

0 if � 6= �

Donc

hTu�; eii = �hA��; eii

= �bi;�

=
X
�

X
�](0)�w��](0)

(�1)j�](0)j�jwj+1
����](0)��� jwj

�](0)� w

�
bi;�

�](0)�w
i ~��[(w);
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puisque la somme est reduite à un seul élément pour � = �. Supposons que (3.14) est

vraie pour chaque multi indice v < u. Alors

hTu�; eii = �u h�; eii �
X
�



A�T�[(u)�; ei

�
= �

X
�



T�[(u)�; A�ei

�
= �

X
�



T�[(u)�; �

�
hA�ei; �i �

X
�;j



T�[(u)�; ei

�
hA�ei; eji

= �
X
�



T�[(u)�; ei

�
i;� �

X
�

bi;�~��[(u)

= �
X
�

i;�

0@X
�

X
�](0)�w��[(u)

(�1)juj�jwj
�
juj � jwj � 1
�[(u)� w

�
bi;�

�[(u)�w
i ~��[(w)

1A
�
X
�

bi;�~��[(u):

Il est clair que

i;�:
�[(u)�w
i = u�wi

Notons que si on pose w = u nous obtenons la dérnière somme. Ainsi nous avons

hTu�; eii =
X
�;�

0@ X
�](0)�w�u

(�1)juj�jwj+1
�
juj � jwj � 1
�[(u)� w

�
bi;�

u�w
i ~��[(w)

1A :

Puisque X
�

�
juj � jwj � 1
�[(u)� w

�
=

�
juj � jwj
u� w

�
Nous en déduisons que

hTu�; eii =
X
�

0@ X
�](0)�w�u

(�1)juj�jwj+1
�
juj � jwj
u� w

�
bi;�

u�w
i ~��[(w)

1A
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ce qui termine la preuve de (3.14). Nous pouvons maintenant prouver (3.13). Nous avons

X
�;i



T�[(u)�; ei

�
bi;� =

X
�;�;i

0@ X
�](0)�w��[(u)

(�1)juj�jwj
�
juj � jwj � 1
�[(u)� w

�
bi;�

�[(u)�w
i ~��[(w)

1A
Remplaçons w par �[(w), nous obtenons

X
�;i



T�[(u)�; ei

�
bi;� =

X
�;�;i

0@ X
�]�](0)�w�u

(�1)juj�jwj+1
�
juj � jwj
u� w

�
bi;�

u�w
i bi;�~��[�[(w)

1A
Notons que X

i

bi;�
u�w
i bi;� = B>

�
~Au�wB�

Nous inférons

X
�;i



T�[(v)�; ei

�
bi;� =

X
�;�

X
�]�](0)�w�u

(�1)juj�jwj+1
�
juj � jwj
u� w

�
B>
�
~Au�wB�:~��[�[(w)

Résumant toutes les considérations ci-dessus, nous obtenons

hTu�; �i = �u �
X
�



T�[(u)�; �

�
hA��; �i �

X
�;i



T�[(u)�; ei

�
hA�ei; �i

= �u �
X

C�~��[(u) �
X
�;�

X
�]�](0)�w�u

(�1)juj�jwj+1
�
juj � jwj
u� w

�
B>
�
~Au�wB�:~��[�[(w)

Appliquons la proposition (3.3), nous obtenons notre résultat.

Par la proposition (3.1) nous obtenons l�expression de hTu�; �i en terme de fonctions

symétriques de l�opérateur A�.

Corollaire 3.1 Sous les mêmes conditions de la Proposition (3.4), nous avons

hTu�; �i =
1

n� 1� juj
X
l�u

�
n� 1� jlj
juj � l

�
�l�u�l�jlj(A�): (3.15)
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La relation (3.15) devient plus simple si on suppose que l�inclusion P n � M
n+q

soit

totalement géodésique.

Corollaire 3.2 Sous les mêmes conditions de la Proposition 3.4 et en supposant que

P n � M
n+q

soit totalement géodésique, alors pour chaque multi-indice u de longueur

juj � n� 1, nous avons :

hTu�; �i = �u�juj (A�)

Pour établir la preuve, il su¢ t d�utiliser (3.15) avec �� = 0.

3.5 Transversalité des sous variétés

La formule précédente de GNT implique une relation entre la transversalité de Mn ,

P n et l�éllipticité de Tu à condition que P n soit totalement géodésique dans M
n+q
. Ce

résultat généralise la proposition (6.2) dans [5] pour une codimension arbitraire.

Théorème 3.1 Sous les hypothèse du corollaire (3.2), les sous variétés Mn et P n sont

transverses le long de @M à condition que pour certain multi-indice u de longueur 1 �

juj � n� 1; la tranformation de Newton généralisée Tu soit dé�nie positive sur Mn .

Preuve: Dire que Mn et P n sont non transverses signi�e qu�il existe p 2 @M tel que

pour tout � 2 f1; :::; qg nous avons

�� = h�;N�i = 0 en p:

Donc, si on suppose que pour tout p 2Mn+q
, Tu est dé�nie positive, alors par le corollaire

(3.2), ��(p) 6= 0. Ainsi

h�;N�i 6= 0;

par conséquent Mn et P n sont transverses.
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 Résumé

        Ce travail consiste à l’étude de la géométrie d’une sous variété le long de 
son bord, en particulier on établit une relation entre la transversalité de deux 
sous variétés et l’ellipticité de la rieme transformations de Newton en un point du 
bord. 

Mots-clés

      Seconde forme fondamentales- transformations de Newton- transformation 
de Newton généralisée- fonctions élémentaires symétriques-équation de Gauss-
équation de Codazzi-sous variété totalement embilique-sous variété totalement 
géodésiques-transversalité.

ملخص  

         الغرض من هذا البحث هو دراسة هندسة عديدات الطيات الجزئية المحدودة, على حدها. 
بالخصوص سنعطي العلاقة بين استعراضية اثنان من الطيات الجزئية واهليليجية تحويلات نيوتن في 
نقطة معينة من الحد. هده العلاقة تعتبر احدى المفاتيح الاساسية المستعملة في معرفة طبيعة طية جزئية 

مغمورة في طية اخرى.  

كلمات مفتاحية

         الشكل الاساسي الثاني-تحويلات نيوتن -تحويلات نبوتن المعممة- الدوال الاساسية المتناظرة-
معادلة غوس-معادلة كودازي- الطيات الجزئية جيوديسية تماما- الطيات الجزئية سرية تماما-

الاستعراضية.

Abstract 

       The subject of this thesis is the study of the geometry of a submanifold 
along its boundary. In particular  we establish a relationship between the 
transversality of two given submanifolds, and the ellipticity of the rth Newton 
transformations in a point of the boundary.  

Keywords
 
       Second fundamental form- Newton transformations-generalized Newton 
transformations- elementary symmetric functions-Gauss equation-Codazzi 
equation- totally umbilic submanifold - totally geodesic submanifold -
transversality. 


