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Introduction générale

Comment ne pas être fasciné par l’incroyable complexité qui permet la naissance
des formes dans le monde vivant ? Comment ont émergé, l’une après l’autre,

génération après génération, depuis la nuit des temps et continuent d’émerger au-
jourd’hui, l’infinité de formes les plus belles et les plus merveilleuses ? Lá est l’une
des questions les plus interessantes dans l’histoire naturelle.

Sur le plan purement géométrique, ce développement implique des transfor-
mations extrêmement elaborées entre la géometrie initiale et la forme finale du
vivant. Les mécanismes responsables de l’apparition des formes sont regroupés
sous l’appelation de morphogénèse. En effet, en 1952, le Britanique Alan Turing,
dans son article The chemical basis of morphogenesis a introduit des idées fondamen-
tales sur la formation spontanée des structures, en particulier dans les organismes
vivants. Il a montré comment des réactions entre substances chimiques, couplées à
un processus de diffusion de ces substances à travers les tissus vivants pouvaient
donner lieu à l’apparition de telles structures. Dans cette article il introduit un
modèle mathématique, celui des ’équations de réaction-diffusion’, et l’étudie dans
certains cas relativement simples. Ce travail fondateur a donné lieu depuis à de
nombreux développements.

Dans le premier chapitre nous présentons la définition de la morphogénèse,
structures de Turing et enfin des exemples qui illustrent cette structure chez les
êtres vivants.

Le deuxième chapitre est consacré à quelques rappels sur la notion de diffusion,
de réaction, et sur la notion de stabilité.

Enfin, le troisième chapitre est consacré à l’analyse d’un modèle mathématique
de réaction-diffusion selon A. Turing.

1



1Introduction biologique à la

morphogénèse selon Alan Turing

1.1 Morphogénèse

Définition 1.1 La morphogénèse est l’ensemble des processus biologiques qui permettent
d’aquérir une forme à un organisme, que ce soit lors du développement embryonnaire, au
cours de la croissance ou à l’état adulte. La morphogénèse est étudiée depuis la Grèce an-
cienne, la racine greque "morph" signifie forme, et "genèse" signifie naissance, donc c’est
l’étude de la genèse des formes.( voir[1])

Les premières études importantes exposant le rôle des processus mathéma-
tiques dans la morphogenèse du vivant ont été realisées par D’Arcy Wentwork
Thompson et Alan Turing. En effet, dès 1917, le biologiste et mathématicien écos-
sais D’Arcy Wentwork Thompson propose sa "théorie des transformations" dans
son livre intitulé "On growth and form" (forme et naissance) (voir[5]). Il se pro-
pose d’apporter une vision géométrique pour étudier l’évolution des êtres vivants.
Il s’interroge sur des questions fondamentales telles que l’origine de la forme des
animaux et se demande dans quelle mesure la genèse de la croissance et de la
forme est dépendante des lois physiques et mathématiques. Thompson montre
comment les formes vivantes répondent à des contraintes spatiales et à des jeux de
forces physiques. Il montre, notamment comment passer d’une morphologie d’une
espèce à une autre par certaines transformations mathématiques linéaires ou non
linéaires. Cependant les travaux de Alan Turing sont considérés comme fondateurs
dans ce domaine ; c’est l’objet de ce mémoire.

1.2 Structure de Turing

1.2.1 Un article fondateur :

En 1952, dans un article intitulé "The chemical basis of morphogenesis"
(voir[14]), Turing propose un modèle mathématique mettant en relief la conjonc-
tion de la diffusion moléculaire et de certaines réactions chimiques.
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Chapitre 1. Introduction biologique à la morphogénèse selon Alan Turing

Figure 1.1 – Première page de manuscrit d’Alan Turing publie dans "philosophical Transactions of
the Royal Society of London, Serie B"

Il suggère que des processus purement physico-chimiques peuvent être à la
base de la morphogénèse animale et végétale. De telles structures sont souvent
appelées structures de réaction-diffusion ou structures de Turing. Elles font partie
de la classe plus générale des structures dites dissipatives. En effet, une dissipation
d’énergie chimique est nécessaire pour amener et maintenir le système assez loin
de l’équilibre pour qu’une structuration puisse apparaitre spontanément (on parle
d’auto-organisation ).

A.Turing ne prétend pas qu’il s’agit du seul mécanisme possible de morpho-
génèse, ni qu’il est effectivenent à l’oeuvre dans tel ou tel système vivant. Il est
conscient du manque de preuves expérimentales (du moins à l’époque). Son but
est davantage de proposer un mécanisme plausible et de montrer tout ce qu’il per-
met d’expliquer, malgré sa simplicité. Il souligne que ce modèle est une "simplifica-
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Chapitre 1. Introduction biologique à la morphogénèse selon Alan Turing

tion" et "idéalisation" du réel, mais il part du principe que les quelques mécanismes
retenus dans son approche sont effectivement les mécanismes dominants.

1.2.2 Expliquer la formation de motifs

A.Turing souligne le défi majeur auquel se trouve confrontée toute tentative
d’expliquer la morphogénèse : comment passe-t-on d’un embryon initialement par-
faitement symétrique (une sphère) à un organisme structuré. C’est le problème de
la formation de motifs à partir d’un état homogène.

Ce phénomène a un nom : on parle de brisure spontanée de symétrie. Ce terme
peut sembler contre-intuitif dans le cas des structures de Turing qui présentent de
remarquables symétries (périodicité spatiale des motifs, en bandes ou en taches sui-
vant la géometrie du système ). [Il y a brisure de symétrie par rapport à la symétrie
complète d’un état homogène (invariant par toute translation, rotation, reflexion,
inversion et dilatation). La perturbation ne détermine pas les caractéristiques des
motifs mais seulement la possibilité de son émergence.] Les différentes perturba-
tion aléatoires vont avoir un devenir différent et c’est l’instabilité de la dynamique
qui définit les caractéristiques du motif, donc l’idée remarquable est : suivant le
modèle de Turing, la formation des motifs est spontanée.

1.2.3 Une conjonction de réaction chimique et de diffusion

La dynamique de Turing résulte du couplage entre des réactions et la diffusion
des réactifs. Les ’structures de Turing’ correspondent aux variations spatialement
périodiques des concentrations des espèces chimiques. Turing appelle ces réactifs
chimiques des morphogène pouvant participer à la morphogénèse biologique, en
induisant le développement de structure répétées. Pour observer des variations
spatiales de concentrations d’autres mécanismes entrent en jeu. Donc le modèle de
Turing est basé sur la conjonction des facteurs suivants :

1. l’espèce A est auto-activatrice,
2. l’espèce A active aussi la production de la seconde espèce B,
3. l’espèce B inhibe la production de A,q
4. B se diffuse plus vite que A.

Il suffit alors qu’une petite fluctuation locale induise un léger excès de l’activateur
A pour que la production de A et B s’accélèrent à cet endroit. L’excès de B, diffusant
plus vite que l’excès de A, crée une couronne inhibitrice autour du point initial,
isolant le pic de A par une zone plus riche en B. Cette explication intuitive et
locale doit être complétée par une vision plus globale. A une certaine distance de
la première fluctuation, une autre peut se développer de façon analogue et créer
un pic de A et ainsi de suite. La répartition dynamiquement la plus stable des
pic d’activateurs, découlant de l’amplification sélective des infimes fluctuations qui
affectent spontanément l’état de mélange homogène et forme un motif périodique.
Dans le cadre mathématique, l’évolution de ce système est modélisé en particulier
par de équations aux dérivées partielles. Cette partie sera traitée en détail dans les
chapitres suivants.
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Chapitre 1. Introduction biologique à la morphogénèse selon Alan Turing

1.3 Exemples illustrant la structure de Turing

1.3.1 Les différents formes de fourrures d’animaux [13]

Figure 1.2 – Exemple de fourrures d’animaux

Cette image montre différents types de fourrure d’animaux. Certains motifs
sont irréguliers, certains se composent de bandes de différentes longueurs d’ondes.

1.3.2 Les taches de l’ange de mer impérial juvénile [13]

En observant la photographie du poisson, on remarque une différence entre
les motifs de sa tête, ses nageoires et son corps (voir figure 1.3). En effet, le type
de motif est déterminé par la géométrie du système. Les simulations numériques
ont montré qu’un motif en taches se transforme en motif en bande si le rapport
( longueur

largeur ) change.

Figure 1.3 – exemple de poisson

1.3.3 Formation des dents [13]

La génération des dents est un mécanisme défini par la diffusion-réaction de
morphogénèses le long de la mâchoire, c’est un modèle de Turing : en effet, lorsque
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Chapitre 1. Introduction biologique à la morphogénèse selon Alan Turing

la mâchoire de l’embryon grandit, la période spatiale des structures de Turing reste
constante, de nouveaux pics apparaissent entre les précédents. Par exemple, chez
les alligators, si on numérote les dents en partant du devant de la mâchoire, on ob-
serve que les dents poussent dans l’ordre bien précis 1,3,5,7,9... puis 2,4,6,8,10...Soit
une prem ière serie , puis une seconde entre les précédentes et ainsi de suite (voir
figure 1.4).

Figure 1.4 – Exemple des dents

1.3.4 Les plumes [1]

Chez les oiseaux, lors de la morphogenèse, des bourgeons des plumes appa-
raissent formant un axe antéro-postérieur et un axe proximo-distal. De ces bour-
geons vont émaner les différentes structures de la plume : les rachis, les barbes, les
barbules. Un changement de la taille, de l’angle ou la symetrie d’une de ces trois
structures produit les différentes formes de plume. (voir figure 1.5)

Figure 1.5 – Exemple de plumes
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Chapitre 1. Introduction biologique à la morphogénèse selon Alan Turing

1.3.5 Hydre d’eau douce et feuilles d’aspérule odorante [10]

Un autre exemple qui illustre le modèle de Turing est le positionnement des
tentacules de l’hydre(un petit organisme vivant dans l’eau) et des feuilles d’as-
pérule. Ces deux organismes ont une forme assez similaire : les bras, les feuilles
poussent en étoile autour du corps, de la tige. Un processus de développement
analogue régit leur croissance, (voir figure 1.6)

Figure 1.6 – Exemple de hydre et de l’aspérule

1.3.6 Mort cellulaire programmée [1]

La mort cellulaire programmée (appelée apoptose) influence la morphogénèse
de deux manières : elle peut permet de former de façon directe une nouvelle struc-
ture et elle peut permettre d’éliminer l’accumulation de cellules non nécessaires
lors d’un processus morphogénétique. Un exemple est celui de la formation des
doigts chez l’être humain qui implique la mort cellulaire programmée d’une partie
des cellules. En effet, la main d’un embryon ressemble d’abord à une palme puis
l’apoptose permet de dégrader les cellules interdigitales afin de former les doigts,
(voir figure 1.7)

Figure 1.7 – Exemple de mort cellulaire programmée
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Chapitre 1. Introduction biologique à la morphogénèse selon Alan Turing

1.3.7 Les motifs des coquillages de mer [1]

Voici une image de motifs naturels de différentes coquilles d’escargots. Ces co-
quilles poussent lentement au fil du temps par des dépôts continus de matériaux
et la distribution de types de matériaux et les interactions entre les régions de l’or-
ganisme qui font que le matériau dur génèrent des modèles différents. C’est un
exemple de processus de croissance qui génère des modèles complexe. (voir figure
1.7)

Figure 1.8 – Exemple des coquilles

1.3.8 La formation des dunes de sable [13]

Des géophysiciens ont appliqué le modèle de Turing avec succés á la formation
des dunes(voir figure 1.9).

Figure 1.9 – Exemple des dunes

8



Chapitre 1. Introduction biologique à la morphogénèse selon Alan Turing

Dans le chapitre suivant, nous rappelons quelques notions mathématiques qui
nous seront utiles par la suite pour la compréhension de la modélisation de la
morphogénèse selon A. Turing.
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2Rappels

2.1 Introduction

A. Turing explique la formation de structures par un modèle mathématique
simple à base d’équations aux dérivées partielles. Dans ce chapitre, dans un pre-
mier temps, nous rappelons quelques notions de stabilité, ensuite nous rappelons
le phénomène de la diffusion et de la réaction à la base de la modélisation mathé-
matique de la morphogénèse proposée par A. Turing.

2.2 La notion de stabilité

2.2.1 Concepts de stabilité

Soit le système suivant :
x′ = f (x) (2.1)

On suppose que f satisfait les conditions d’existence et d’unicité d’une solution
pour une condition initiale fixée, avec f (0) = 0,( donc x = 0 est un équilibre de
(2.1)).

Définition 1 (Stabilité) 0 est dit stable pour (2.1) si :
∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x(.) solution de (2.1) ‖x(0)‖ < η ⇒ x(t) est définie pour t ≥ 0 et
‖x(t)‖ < ε.

Définition 2 (Instabilité) 0 est dit instable s’il n’est pas stable i.e
∃ε > 0, ∀η > 0, il existe une solution x(.) de (2.1) telle que ‖x(0)‖ < η et ∃t0 > 0 ,
‖x(t0)‖ ≥ ε.

Définition 3 (Attractivité) L’origine 0 est dit attractive pour (2.1 ) si
∃r > 0, ∀x(.) solution de (2.1) ‖x(0)‖ < r ⇒ x(t) est définie pour tout t ≥ 0 et

lim
t→+∞

‖x(t)‖ = 0

10



Chapitre 2. Rappels

2.3 La diffusion : équation de la chaleur

2.3.1 Définitions

Définition 4 (Système dynamique) : l’état d’un système dynamique est définie par des
variables dynamiques qui représentent les grandeurs physiques (concentrations, positions,
vitesses...) qui déterminent l’état instantané du système. Les systèmes dynamiques décrits
par les équations aux dérivées partielles sont (particulièrement) utilisés pour la modélisa-
tion en biologie .

Définition 5 (Modélisation mathématique) : elle permet l’identification, la caractérisa-
tion et la comparaison de la structure dynamique de nombreux types de systèmes naturels
et artificiels, elle est largement appliquée en biologie. Les modèles mathématiques sont sou-
vent définis sous forme des systèmes d’équations differentielles (ordinaires ou partielles). A
partir de ces modèles, on peut étudier l’évolution du système. On distingue deux objectifs
de la modélisation mathématique : le premier permet d’écrire et de comprendre les phéno-
mènes observés, le second consiste à prévoir les dynamiques en donnant des informations
nécessaires à la prise de décision.

Définition 6 (La diffusion) : elle désigne la tendance naturelle d’un système à rendre
homogènes les concentrations chimiques. C’est un phénomène de transport irréversible qui
se traduit par la migration d’espèces chimiques dans un milieu. En général, sous l’effet
de l’agitation thermique, on observe un déplacement des contituants des zones de forte
concentration vers celles de faible concentration.

Définition 7 L’opérateur laplacien : est l’opérateur differentiel défini par l’application de
l’opérateur gradient suivi de l’application de l’opérateur divergence. Il apparait dans la
formulation mathématique de nombreuses disciplines théoriques, comme la géophysique, la
thermodynamique, la mécanique classique et quantique. On le trouve dans les expressions
de l’équation de Laplace, de l’équation de Poisson , de l’équation de la chaleur et de l’équa-
tion des ondes. Symbolisé par la lettre greque delta, il correspond donc à l’opérateur nabla
appliqué deux fois à la fonction considérée, d’où les identités :

∆φ = ∇2φ = ∇(∇φ) = div(
−−→
grad φ) (2.2)

En coordonneés cartésiennes dans Rn

∆ f (x1, x2, ..., xn) =
n

∑
k=1

∂2 f
∂x2

k
(x1, x2, ..., xn) (2.3)

Définition 8 (L’équation de la chaleur) : c’est l’équation la plus simple qui décrit des
phénomènes diffusifs. Elle a été introduite par J. Fourier dans un mémoire publié en 1808
[6]. L’équation de la chaleur est de la forme :

∂u
∂t

(t, x) = b∆xu(t, x) (2.4)
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Chapitre 2. Rappels

Le paramètre b est le coefficient de diffusion (la vitesseà laquelle la chaleur se diffuse). Ce
terme sera considéré comme une constante dans tout ce chapitre et toujours strictement
positif, ∂tu est la dérivée partielle de u par rapport à t, ∆xu est le Laplacien de u.

Remarque 1 Si b < 0„on aura le phénomène inverse : de la concentration.

L’équation de la chaleur ( 2.4) représente la façon dont la chaleur se diffuse sur
une barre de métal chaufée initialement et qu’on laisse se refroidir. On suppose
qu’une barre de métal de longueur L cm est chaufféeà 100◦ celsius à ses extémités,
et que la barre est isolée de telle sorte que seules ses extremités sont en contact avec
l’exterieur dont la température est de 0◦ celsius.

Pour que le problème soit bien posé, il faut une condition initiale qui permet
de savoir comment est répartie la chaleur de la barre au début de l’expérience
et des conditions aux bords qui indiquent comment cette chaleur s’échappe aux
extrémités.

2.3.2 Les conditions aux limites [11]

Définition 9 (Condition initiale) : la condition initiale est donnée à l’instant t0 = 0 par
l’équation suivante : u(0, x) = φ(x), 0 < x < L.
La chaleur de la barre à l’instant initial est donnée par une fonction φ qui décrit la façon
dont la chaleur est distribuée sur sa longueur.

Définition 10 (Conditions aux bords) : elles peuvent être trés complexes et l’étude du
problème demanderait plus de technique, cependant, parmi les conditions aux bords les plus
utilisées on a : ’les conditions de Dirichlet homogènes’ et ’ les conditions de Neumann
homogènes’.

1. Les conditions de Dirichlet homogènes : on suppose que la quantité u (ici tempé-
rature) devient nulle lorsqu’elle atteint les bords de son domaine. i.e :

u(t, 0) = u(t, L) = 0

2. Les conditions de Neumann homogènes : Dans ce cas, le flux aux bords est sup-
posé nul. i.e :

∂u
∂x

(t, 0) =
∂u
∂x

(t, L) = 0

On remarque donc qu’il est necéssaire de préciser les conditions aux limites
avant de commencer l’étude du problème car le comportement des solutions peut
être completement différent suivant les hypothèses sur les conditions initiales ou
au bord que l’on fait.

2.3.3 Résolution de l’équation de la chaleur [7]

Rappelons que l’équation de la chaleur est :

∂u
∂t

(t, x)− b∆x(t, x) = 0 (2.5)

12
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où u(t, x) est la température et b est une constante qui détermine la vitesse de
propagation de la chaleur, avec et conditions aux bords

u(t, 0) = u(t, L) = 0 (2.6)

et la condition initiale
u(0, x) = φ(x) (2.7)

où φ est une fonction suffisamment régulière.

La résolution de (2.5), (2.6), (2.7) se fait en deux étapes :

Étape 1 : Séparation des variables :
On cherche des solutions de (2.5) et (2.6) qui sont de la forme

u(t, x) = T(t)ω(x) (2.8)

Avec u 6= 0, T ∈ C1(]0,+∞[), ω ∈ C2(]0, L[).
Remplaçons (2.8) dans l’équation (2.5), on obtient

T′(t)ω(x) = bT(t)ω′′(x) (2.9)

pour 0 < x < L et t > 0 ; donc il existe une constante λ ∈ R telle que

T′(t)
bT(t)

=
ω′′(x)
ω(x)

= λ (2.10)

D’autre part, la condition (2.6) devient

ω(0)T(t) = ω(L)T(t) = 0

pour tout t > 0, donc on a que

ω(0) = ω(L) = 0

Commençons à résoudre le problème aux limites :{
ω′′ − λω = 0
ω(0) = ω(L) = 0 (2.11)

La solution générale de l’équation différentielle spatiale (2.11) est

ω(x) =

 A exp(−
√

λx) + B exp(
√

λx) si λ > 0
A + Bx si λ = 0

A cos(
√
−λx) + B sin(

√
−λx) si λ < 0

où A et B sont des constantes réelles arbitraires qu’il faut déterminer afin que
ω vérifie les conditions aux limites (2.6).

13
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Premier cas : λ > 0
ω(0) = 0 =⇒ A = −B
ω(L) = 0 =⇒ A exp(−

√
λL) + B exp(

√
λL) = 0

Alors : (
1 1

exp(−
√

λL) exp(
√

λL)

)(
A
B

)
=

(
0
0

)
Ce qui est implique : A = B = 0, alors ω ≡ 0

Deuxième cas : λ = 0
ω(0) = 0 =⇒ A = 0
ω(L) = 0 =⇒ B = 0
alors, ω ≡ 0.

Troixième cas : λ < 0
ω(0) = 0 =⇒ A = 0
ω(L) = 0 =⇒ B sin(

√
−λL) = 0

=⇒
√
−λL = nπ, n ∈ N, alors λn = −(nπ

L )2 , et par conséquent ωn(x) =
Bn sin(nπ

L )x , où la fonction ωn(x) est une fonction propre associée à la valeur
propre λn
Maintenant, on résout l’équation temporelle :

T′(t)− bT(t) = λ (2.12)

Elle admet la solution : T(t) = T0 exp(bλt), T0 6= 0.
Donc :

un(x, t) = Qn sin(
√
−λnx) exp(bλnt) (2.13)

Étape 2 : principe de superposition
Puisque les combinaisons linéaires des solutions seront toujours des solu-
tions, alors :

un(x, t) =
+∞

∑
n=0

Qn sin(
√
−λnx) exp(bλnt)), n ∈ N (2.14)

est aussi une solution de (2.5) et (2.6). D’autre part, on a les conditions ini-
tiales (2.7), alors :

u(x, 0) = φ(x) =⇒
+∞

∑
n=0

Qn sin(
nπx

L
) = φ(x)

C’est le développement limité de Fourier en sinus de la fonction φ sur [0, L] ,
par conséquent,

Qn =
2
L

∫ L

0
φ(x) sin(

nπx
L

)dx

14
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Donc la solution de (2.5), (2.6), (2.7) est :

un(x, t) =
+∞

∑
n=0

2
L
(
∫ L

0
φ(x) sin(

nπx
L

)dx) sin(
√
−λnx) exp(bλnt)), n ∈ N

(2.15)

2.4 La réaction

Définition 11 la réaction est une interaction entre deux ou plusieurs objets. Un exemple
simple est celui d’une réaction de décomposition donnée par l’équation différentielle ordi-
naire suivante :

du
dt

= −u

Exemple 1 Considérons un écosystème isolé qui ne contient que deux espèces, une espèce
se nourrit de la végétation trouvée dans l’écosystème et la deuxième espèce est un prédateur
qui se nourrit la première espèce. Dans ce système, les réactions seront les taux de natalité
et de décès de chaque espèce et le taux de prédation.
Le système proie-prédateur le plus célèbre est celui de Lotka- Volterra ; il donné par :

{ dU
dt = a1U − a2UV
dV
dt = a3UV − a4V

(2.16)

où U le nombre de proies et V le nombre de prédateurs, aussi ai, i = 1, 2, 3, 4 les taux de
croissance ou de mortalité. Le terme a1U indique que la population de proie augmentera
avec le taux a1, le terme a2UV correspond à une diminution de la population de la proie
due à la prédation qui a un taux a2, le terme a3UV indique que si les prédateurs ont de la
nourriture, alors ils se reproduiront et le terme −a4V indique que si les prédateurs n’ont
pas de nourriture, la population va diminuer.
Après des changements des variables(on pose : u(s) = a3U(t)

a4
, v(s) = a2V

a1
, s = a1t, a = a4

a1
),

on obtient le système : { du
ds = u− uv
dv
ds = a(uv− v)

(2.17)

On élimine le temps, on obtient :

dv
du

= a
uv− v
u− uv

(2.18)

Résolution de (2.18) :

dv
du

= a
uv− v
u− uv

=
dv
du

=
auv(1− 1

u )

uv( 1
v − 1)

15
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=⇒ dv
du

=
a(1− 1

u )

( 1
v − 1)

=⇒
∫
(

1
v
− 1)dx =

∫
a(1− 1

u
)dt

=⇒ ln v− v = au− a ln u + cste

=⇒ au + v− ln v− ln ua = cste

=⇒ au + v− ln(v.ua) = cste

On obtient alors :
au + v− ln(v.ua) = c

Avec c est constant.

D’autre part, on a remarqué qu’il est impossible de modéliser une quelconque
émergence de forme à partir seulement de l’équation de la chaleur. Il manque
quelque chose qui permettrait de pouvoir faire apparaître des structures bien pré-
cises. C’est pour cela que Turing a considéré un problème plus général que l’équa-
tion de la chaleur. Il s’est intéressé aux systèmes de deux équations de réaction-
diffusion. C’est ce que nous allons développer dans le chapitre suivant.
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3L’étude mathématique du modèle

de A. Turing

3.1 Introduction

En 1952, dans son article [14], Alan Turing a proposé un modèle mathématique
de type réaction-diffusion pour modéliser la morphogénèse. Son idée est qu’un
équilibre localement asymptotiquement stable peut se déstabiliser en ajoutant de
la diffusion, et c’est la combinaison de la réaction et de la diffusion qui permet de
faire émerger les formes.

3.2 Le modèle de Turing [11]

3.2.1 Les équations de réaction-diffusion

Définition 12 Un système de réaction-diffusion est un modèle mathématique qui décrit
l’évolution des concentrations d’une ou de plusieurs substances spatialement distribuées
et soumises à deux processus : un processus de réactions chimiques locales dans lequel
les différentes substances se transforment et un processus de diffusion qui provoque une
répartition de ces substances dans l’espace .
Cette description implique que de tels systèmes sont appliqués en chimie. Cependant, ils
peuvent aussi décrire des phénomènes dynamiques en biologie, physique, géologie... . Ma-
thématiquement les systèmes à réaction-diffusion sont représentés par des équations diffé-
rentielles partielles de type parabolique :

∂tu = D∆u + R(u)

où chaque composante de u(x, t)représente la concentration d’une substance, D une matrice
diagonale de coefficient de diffusion, ∆ désigne le Laplacien de u et R représente toutes les
réactions locales.

3.2.2 Construction du modèle de Turing de type réaction- diffu-
sion

Le modèle mathématique considéré par A. Turing est défini par les variables
suivantes :
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1. u et v sont deux quantités qui vont diffuser dans le système avec des coeffi-
cients de diffusion différents notés du et dv

2. Les fonctions f et g sont la partie réaction de ce modèle, elles dépendent en
général à la fois de la quantité u et de la quantité v .

Ce type de modèle est utilisé trés souvent pour décrire des réactions chimiques
catalysées en supposant que la consommation de substrat est négligeable, ou pour
illustrer la dynamique spatialisée de populations pour des problèmes d’épidémio-
logie, d’interactions entre proie-prédateur. Ainsi, il s’écrit sous la forme suivante :{

∂u
∂t (t, x) = f (u(t, x), v(t, x)) + du∆xu(t, x)
∂v
∂t (t, x) = g(u(t, x), v(t, x)) + dv∆xv(t, x)

(3.1)

Exemple 2 Le système suivant :{
∂u
∂t (t, x) = 2u(t, x)− v(t, x) + du∆xu(t, x)
∂v
∂t (t, x) = v(t, x) + u(t,x)

2 + dv∆xv(t, x)
(3.2)

correspond au cas où u catalyse sa propre synthèse (on dit qu’il s’autocatalyse) et celle de
v. Tandis que v s’autocatalyse également mais détruit u , (voir figure 3.1). Les deux termes
se diffusent dans leur domaine avec des vitesses respectives du et dv.

Figure 3.1 – Illustration de la réaction entre les quantités chimiques et les quantités u et v s’auto
catalysent.

3.3 Instabilité selon A. Turing

Dans la théorie de A. Turing, l’émergence d’une forme particulière est due à
la déstabilisation de l’équilibre de la réaction . Mais qu’est-ce qu’un équilibre de
la réaction ? Qu’est-ce qu’une déstabilisation ? Pour répondre à ces questions, on
considère tout d’abord le cas simple d’une seule équation de réaction-diffusion
pour définir les notions d’équilibre et de stabilité, puis on passera au système de
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deux équations considérées par A. Turing.

3.3.1 Une seule équation de réaction-diffusion

On considère l’équation suivante :

∂u
∂t

(t, x) = f (u(t, x)) + d∆xu(t, x) (3.3)

Elle correspond au cas où une substance u réagit avec elle-même et se diffuse dans
le domaine d’étude.

1. Equilibre homogène de la réaction

Définition 13 Un équilibre homogène de la réaction est une valeur constante u0 qui
ne varie ni au cours du temps ni dans le domaine de l’étude. Ceci revient à dire que
u0 est une constante et donc indépendante de t et de x. Pour l’équation de la chaleur
par exemple, cet équilibre est égal à la température extérieure que la barre prend au
bout d’un certain temps. Cette température serait constante sur toute la barre et serait
invariante au cours du temps.
Étant donné que cet équilibre est constant, sa dérivée par rapport à t est donc nulle,
de même que ses dérivées par rapport à x, par conséquent,u0 satisfait l’équation (3.3)
qui après simplification donne :

0 = f (u0) + 0 (3.4)

les équilibres homogènes de la réaction sont les constantes vérifiant l’équation :

f (u0) = 0 (3.5)

2. Stabilité des équilibres

Rappelons que la stabilité d’un équilibre est la capacité à faire revenir
vers lui même toute solution qui à été perturbée dans son voisinage.

Figure 3.2 – Illustration d’un équilibre localement asymptotiquement stable (A)et un équilibre
instable(B) .
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On suppose que l’équilibre homogène existe (ie f (u0) = 0), pour étudier la
stabilité de l’équilibre.
Soit u(x, t) = u0 + up (up est une perturbation), donc f (u(x, t)) = f (u0 +
up(t, x)). Le développement de Taylor de f qu’on suppose au moins de classe
C1 sur son domaine au voisinage de u0 donne :

f (u(t, x)) = f (u0 + up(t, x) ≈ f (u0) + up f ′(u0) = up f ′(u0) (3.6)

Cela permet d’écrire l’équation ( 3.3 ) localement au voisinage de u0 sous la
forme suivante :

∂

∂t
(u0 + up(t, x)) = up f ′(u0) + d∆x(u0 + up(t, x)) (3.7)

Comme u0 est un équilibre, donc par définition f (u0) = 0 et l’équation (3.3 )
devient alors :

∂

∂t
up(t, x) = up f ′(u0) + d∆xup(t, x) (3.8)

Utilisons la méthode de la résolution de l’équation de la chaleur (sépara-
tion des variables) pour trouver les solutions de ( 3.8) sous forme up(t, x) =
T(t)wn(x), avec la condition initiale :

u(0, x) = φ(x) (3.9)

(voir le rappel présenté dans le chapitre précédent), on a alors :

T′(t)wn(x) = T(t)wn(x) f ′(u0) + dT(t)w′′n(x)

Alors
1
d
(

T′(t)
T(t)

− f ′(u0)) =
w′′n(x)
wn(x)

= λn, λn < 0

les cas λn > 0 et λn = 0 correspondant aux solutions triviales.

Par conséquent les solutions sont :{
T(t) = T0 exp( f ′(u0) + dλn)t
wn(x) = Bn sin(nπ

L )

et la solution de (3.8) et ( 3.9 ) est donc :

up(x, t) =
+∞

∑
n=0

Qn exp[( f ′(u0) + dλn)t] sin(
√
−λnx), n ∈ N

où

Qn =
2
L

∫ L

O
φ(x) sin(

nπx
L

)dx

20



Chapitre 3. L’étude mathématique du modèle
de A. Turing

On a le résultat suivant :

Proposition 1 (a) si f ′(u0) + dλn > 0 alors l’exponentielle tend vers l’infini
quand t tend l’infini, et donc la perturbation initiale est amplifiée. L’équilibre
homogène est donc instable par rapport à cette perturbation.

(b) si f ′(u0) + dλn < 0 alors l’exponentielle tend vers 0 quand t tend l’infini, et
donc la perturbation initiale est amortie. L’équilibre homogène est donc locale-
ment asymptotiquement stable par rapport à cette perturbation.

(c) si f ′(u0)+ dλn = 0 alors la solution reste égale à une combinaison des fonctions
propres. Elle n’évolue pas au cours du temps.

3.3.2 Un système de deux équations de réaction-diffusion

Revenons maintenant au système de deux équations de réaction-diffusion( 3.1){
∂u
∂t (t, x) = f (u(t, x), v(t, x)) + du∆xu(t, x)
∂v
∂t (t, x) = g(u(t, x), v(t, x)) + dv∆xv(t, x)

(3.10)

avec des conditions initiales et des conditions aux bords bien posées.
Supposons que l’équilibre homogène de la réaction existe (u0, v0), ( ie f (u0, v0) =
g(u0, v0) = 0 ). Le système (3.10) s’écrit la sous formes vectorielle suivante :

∂

∂t

(
u(t, x)
v(t, x)

)
= F

(
u(t, x)
v(t, x)

)
+ D∆x

(
u(t, x)
v(t, x)

)
où F

(
u(t, x)
v(t, x)

)
=

(
f (u(t, x), v(t, x))
g(u(t, x), v(t, x))

)
et D =

(
du 0
0 dv

)

Pour étudier la stabilité locale de l’équilibre homogène de ( 3.10 ), posons :(
u(t, x)
v(t, x)

)
=

(
u0
v0

)
+

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
où
(

up(t, x)
vp(t, x)

)
représente la perturbation locale autour de l’équilibre homo-

gène
(

u0
v0

)
.

Le système (3.10 ) devient :

∂

∂t

((
u0
v0

)
+

(
up(t, x)
vp(t, x)

))
= F

((
u0
v0

)
+

(
up(t, x)
vp(t, x)

))
+D∆x

((
u0
v0

)
+

(
up(t, x)
vp(t, x)

))
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=⇒ ∂

∂t

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
= F

((
u0
v0

)
+

(
up(t, x)
vp(t, x)

))
+ D∆x

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
où,

F
((

u0
v0

)
+

(
up(t, x)
vp(t, x)

))
' F

(
u0
v0

)
+ J

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
Avec

J =

(
∂ f
∂u (u0, v0)

∂ f
∂v (u0, v0)

∂g
∂u (u0, v0)

∂g
∂v (u0, v0)

)
=

(
a b
c d

)

J est la matrice jacobienne de la fonction F en
(

u0
v0

)
.

Rappelons que dans le contexte biologique :
f (u, v) est le modèle de croissance de l’espèce N en fonction des individus u
et v .
a : taux de croissance de l’espèce u par rapport à elle même.
b : taux de croissance de l’espèce u par rapport à v .
c : taux de croissance de l’espèce v par rapport à u .
d :taux de croissance de l’espèce v par rapport à elle même.
λn = −(nπ

L )2 : les fréquences des individus de différents traits (variable de
l’espèce considéré.

On a F
(

u0
v0

)
=

(
0
0

)
alors l’équation est représentée localement au voisi-

nage de
(

u0
v0

)
par :

∂

∂t

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
= J

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
+ D∆x

(
up(t, x)
vp(t, x)

)

∂

∂t

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
= (J + D∆x)

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
(3.11)

Premier cas : la diffusion est absente,dans ce cas le système (3.11) devient :

∂

∂t

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
= J

(
up(t, x)
vp(t, x)

)

=⇒ ∂

∂t

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
=

(
a b
c d

)(
up(t, x)
vp(t, x)

)
Calculons le déterminant et la trace de la matrice jacobienne, on obtient :
det(J) = ad− bc et tr(J) = a + d.

Pour que l’équilibre homogène
(

u0
v0

)
de la réaction soit localement asymp-

totiquement stable pour des petites perturbations, il faut que les valeurs
propres de la matrice J soient à partie réelles négatives ce qui correspond
à :

tr(J) = λ1 + λ2 = a + d < 0 (3.12)
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det(J) = λ1.λ2 = ad− bc > 0 (3.13)

Deuxième cas : la diffusion est présente. Calculons les solutions de ( 3.11) ,
qui permettront de déduire le comportement de ces perturbations. Pour cela,
on utilise la méthode de séparation de variables, i.e on cherche les solutions(

up
vp

)
de ( 3.11) sous forme

(
T(t)
Q(t)

)
wn(x).

Après calculs, on trouve :(
up(t, x)
vp(t, x

)
=

(
T0
Q0

)
exp((J + λnD)t)wn(x)

avec wn(x) = sin
√
−λnx et λn = −(nπ

L )2.
Le terme de diffusion de l’équation ( 3.11) devient :

D∆x

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
= D∆x

(
T0
Q0

)
exp((J + Dλn)t)wn(x)

= −(λn)
2D
((

T0
Q0

)
exp((J + Dλn)t)wn(x)

)
d’où

D∆x

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
= −(λn)

2D
(

up(t, x)
vp(t, x)

)
Par conséquent le système ( 3.11) devient :

∂

∂t

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
= (J − λ2

nD)

(
up(t, x)
vp(t, x)

)
(3.14)

d’où

∂

∂t

(
up(t, x)
cvp(t, x)

)
=

(
a− λ2

ndu b
c d− λ2

ndv

)(
up(t, x)
vp(t, x)

)
(3.15)

Le système ( 3.15) est instable s’il admet au moins une valeur propre à partie
réelle positive i.e si au moins l’une des deux conditions ci-dessous est vrai,

tr(J − Dλ2
n) = a + d− λ2

n(du + dv) = tr(J)− λ2
n(du + dv) > 0 (3.16)

det(J − Dλ2
n) = (a− λ2

ndu)(d− λ2
ndv)− bc < 0 (3.17)

Notons que la première condition ( 3.16 ) ne sera jamais satisfaite, en ef-
fet, on a du, dv > 0 (les coefficients de diffusion) et, λ2

n > 0, et tr(J) < 0
(d’après 3.12).
L’équation (3.17 )est un polynôme quadratique en fonction de λ2

n. Pour
simplifier, posons

f (x) = (a− xdu)(d− xdv)− bc = x2dudv − x(adv + ddu) + ad− bc
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Chapitre 3. L’étude mathématique du modèle
de A. Turing

Pour que le déterminant soit négatif il faut et il suffit que le minimum de
cette courbe soit négatif . Le minimum de f est donné par

xmin =
ddu + adv

2dudv
(3.18)

et

f (xmin) = −
(ddu + adv)2

4dudv
+ ad− bc (3.19)

Pour que det(J − λ2
min) < 0, il faut que f (xmin) < 0 et donc

ddu + adv > 2
√

dudv(ad− bc), avec(ad− bc) > 0 (3.20)

(3.20 ) est une condition nécessaire et suffisante sur les paramètres du système
d’équations de réaction-diffusion pour avoir l’instabilité du système (3.10) et
donc l’émergence des formes.
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Conclusion

L’article de Turing, très riche, a été écrit avec un grand effort pour rendre acces-
sibles les aspects techniques ( mathématiques et biologiques ). Le modèle qu’il pro-
pose montre la richesse de structures qu’on peut expliquer en utilisant qu’un en-
semble minimal de mécanismes uniquement physico-chimiques. Turing mentionne
également (sans la traiter) la difficulté liée au fait que le substrat, typiquement un
embryon en train de se développer, n’a pas une géométrie fixée, mais une géométrie
qui évolue avec le temps. Ce n’est que très récemment que des chercheurs ont dé-
veloppé le concept de système dynamique à structure dynamique pour envisager
la formation de motifs dans un système lui-même en évolution. L’extension du mo-
dèle de Turing sur des géométries déjà structurées (réseaux, substrats lacunaires)
commence à être envisagée dans des travaux récents.
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Résumé

La morphogénèse dans le vivant est contrôlée par un ensemble complexe de
processus. Dans le cadre de cet mémoire, nous nous sommes intéresséaux struc-
ture de Turing c’est-à-dire expliquer la formation de motifs à partir des systÃ¨mes
simples basés aux équations au dérivée partielles de type réaction-diffusion. Nous
présentons l’introduction biologique à la morphogéénèse selon A. Turing avec des
exemples. Nous étudions le modèle mathématique du Turing en donnant la condi-
tion nécessaire et suffisante pour avoir l’instabilité du système de type réaction-
diffusion et donc la formation de motifs dans le monde vivant.

ABSTRACT

Morphogenesis of living systems is controlled by a complex of processes. In this
thesis, we have been interested in the structure of Turing, that is to say explain the
formation of patterns from the systems Based on the partial derivative equations of
the reaction-diffusion type. We Introduce the biological introduction to A. Turing
morphogenesis with examples. We study the mathematical model of Turing by
giving the condition Necessary and sufficient to have instability Of the reaction-
diffusion system And thus the formation of patterns in the living world.
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