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Introduction

L’objet de ce mémoire est la résolution explicite de quelques problemes de Cauchy fractionnaires
linéaires avec retard en utilisant la transformée de Laplace. Ce mémoire est divisé en trois chapitres.
Dans le premier chapitre, on donne quelques définitions et résultats concernant les fonctions spéciales, la
transformée de Laplace, I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [2], [8], [10] et [11].

Dans le deuxieme chapitre, on donne la représentation explicite des solutions pour les systémes
d’équations différentielles fractionnaires linéaires avec retard d’ordre o du type

n

‘DY (t) = ZBix(t — 7))+ f(t), sit>0, W

z(t) = p(t), si—7<t<0,

ou °Dg est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre « avec 0 < o < 1, B; est une ma-
trice carré d’ordre n avec n € N* pour tout i = 1,2,...,n et B;B; = B;B;, pour 1 < i < n et
1 <j<mn, f:[0,00) - R" une fonction d’ordre exponentiel, ¢ : [—7,0] — R™ est une fonction
continue, 7 =: max {7;} et 7, > 0 pour tout i = 1,2, ..., n.

On note pour a = 1, la représentation explicite des solutions a été donnée par [7], [10] et [12] et par
conséquent les résultats obtenus dans ce chapitre sont des généralisations de ceux obtenus dans les
références précédentes.

Dans le troisieme chapitre on donne la représentation explicite des solutions pour les systemes d’équations
différentielles fractionnaires linéaires avec retard d’ordre 2a du type

‘Dix(t) = > Biw(t — )+ f(t), sit>0,

x(t) = p(t), - si—7<t<0, @)

x'(t) = ¢'(t), si—7<t<0,

1
ou 3 < a <1, B; est une matrice carré d’ordre n avec n € N* pour tout ¢ = 1,2,...,n et B;B; = B;B;,
pour 1 <i<metl<j<mn,f:][0,00) > R" une fonction d’ordre exponentiel, ¢ : [-7,0] — R"
une fonction de classe C1', 7 =: max {r;} et 7, > 0 pour tout i = 1,2,...,n. On note par a = 1,
la représentation explicite des solution a été donnée par [3], [6] et [10] et par conséquent les résultats
obtenus dans ce chapitre sont des généralisations de ceux obtenus dans les références précédentes.



Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de donner quelques définitions et résultats concernant les fonctions spéciales,
la transformée de Laplace, I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [2], [8], [10] et
[11].

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 La fonction Gamma d’Euler
Définition 1.1 La fonction Gamma d’Euler notée T est définie par

—+o0

I'(z) = / t*~tetdt, (1.1)

0

ou 71 = e(z—l)log(t).

Cette intégrale est convergente pour tout z € C avec R(z) > 0.

1.2.2 La fonction Béta d’Euler
Définition 1.2 La fonction Béta d’Euler notée B est définie par

1
B@wﬁz/ﬁ*ﬂ—ﬂwﬂm R(z) > 0, R(w) > 0. (1.2)
0

La fonction Béta d’Euler est reliée avec la fonction Gamma d’Euler par la relation suivante

z,w ¢ L~ (1.3)

1.3 Transformation de Laplace

Définition 1.3 Soit f : R™ — C une fonction. f est dite d’ordre exponentiel s’il existe M > 0 et r > 0

telle que, pour toutt > 0, on a
[f(t)] < Me™. (1.4)



Définition 1.4 Soit f : RT — C une fonction continue par morceaux et d’ordre exponentiel. On appelle
transformée de Laplace F de la fonction f, la fonction

+oo
ﬂm=£U@Hm=A e f(t)dt, pecC. (15)

1.3.1 Propriétés

a. Linéarité : Soient f,g:RT — C deux fonctions admettant des transformées de Laplace F et G
et soient « et 8 deux réels, alors

L(af + Bg)(p) = aL(f)(p) + BL(9)(p)-

b. Translation : Soit f : [a, +00] — C une fonction admettant une transformée de Laplace F'.
On note par f, la fonction définie par

) ft—a), sit>0,
fa(t)_{o, sit <0.

Alors, on a
+oo
ammn:A P (t — a)dt = e P F(p).

c. Homothétie : Soit f : RT™ — C une fonction admettant une transformée de Laplace F' et soit
k > 0, alors on a

+o00 1 p 1 p
L(f(kt))(p) = et = L) (2) = 1 F (%)
G = [ e i = zerw) (7) = 17 (F)
d. Transformée d’une dérivée : Soit f: RT — C une fonction continument dérivable et admet-
tant une transformée de Laplace F', alors on a
+oo

aﬂmwz/ F()ePtdt = pF(p) — lim f(t)

0 t—0t+
= pF(p) — f(0%).

e. Produit de convolution : Soient f,g: Rt — C deux fonctions admettant deux transformées
de Laplace F et G, le produit de convolution de f et g est définie par

U*w@waéfu—rmvmr
Alors

LA{(f*g9)(®)}(p) =L{f®)}(p)-L{g(t)} ()
= F(p).G(p).

1.3.2 Transformée inverse

Définition 1.5 La transformée inverse de Laplace de la fonction F est la fonction f est donnée par

1 c+ioco
O =L HE@Y 0 =5 [ F@p, avece = Re(p). (1.6)

2mi c—100



Définition 1.6 La fonction de Heaviside notée o est définie par

1, sit >0,

t) =
o(®) {o, sit < 0.

Exemple : Soient n € N*, 7> 0et 0 < o < 1. Alors, on a

o {(”)n} _ ) ), (1.7)

pe I'(an)
Lemme 1.1 Soient n e N*, 0< 1 < 72,...., 7 €R, k1, ko, ...k, ENet0<a<1. Alors

4(1), sik; =0,
a Y km—1

n —pTm Km n
£71 { H_l (e pp()t ) } - (t - ’ITLZ:l kam) "
IN( z”: km)
m=1

a(t— zn:kmrm>, siiki:keN*,
m=1 =1

(1.8)

ou § est la distribution de Dirac avec L~1(1) = §(t).

Preuve :

La preuve se fait par récurrence.
Pour n=1,0n a

avec

Ly=4 (=D k) m=1 . (1.9)
m=1 a(t—kaTm>7 siky + ko + ... + ky, = k € N¥,

m=1

et montrons que

Lir = (Ln « L1 {(epj)w}) (). (1.10)

On distingue 4 cas :



Cas1:Siky=ky=..=kpy1=0,0na

Lyt = (0% 0)(t) = (¢).
Cas2:Siky=ky=..=k =0et k1 €N,ona

(t - kn+l7—n+1)a(k"+1)71
I(a(kn+1))

Ln+1 = .U(t — kn+17'n+1)~

Cas3:Siki+ke+..+k,eNet k1 =0,0na
Ln+1:Ln.

Cas 4 :Siky+ko+..+k,eNetk,,1 €N, ona

Lot = (Ln « L1 { (e;T ) o }) (t)

t n
(8 — Zn 1 kam)a Zm 1 e — _ n+17-n+1)(¥]€n+1—1
= m= : (s — EmTm)- ot — kpa1Tns)ds
0/ L(a 2 km) Z (ki) ( +1Tn+1)
t_kn+17—n+1 " .
/ (s — ZZLzl kam)aEmzl km =1 (t— kn+1Tn+1)0‘(kn/+1)—1 ds.o(t i:l N )
- n . S.o(t — mTm ).
n L F(Oz Zm:l km) F(akn+1) =
m=1 *mTm
n n+1
Si on pose s = Z K Tim + (t - Z kam)é., on obtient
m=1 m=1

(t == kam)aZ?"’Jr:ll Fm 1 n+1 n+1
Ln = = m t— = km m .B kmv kn
+1 F(Oé Z k )F(akn+1) 0( Zm_l T ) (Z )

m=1"m

m=1

NG 21111 km)

t— n+1 k aZ::;ll km—1
= = 2t P ot = S ).

La preuve du Lemme est terminée.

Le Lemme précédent admet comme généralisation le Lemme suivant

Lemme 1.2 Soient By, Bo, ..., B, n matrices carrés, 0 < 1 < Ta,...,Tn, € R, w est un vecteur dans R" et
0<a<l.

Alors on a
n B e—P™m Km n e—PTm km n
e { (11 (257) ") H( ) (I0s )
m=1 pa m=1 m=1
n T km n
SLENIE



5(t), si ]fl = k2 = .= kn = 07

— (ﬁ Bfnm>w.a<tzn:kmrm>, siki + ko + ... + k, € N
F(az km) m=1 m=1

m=1

1.4 L’intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville

Définition 1.7 Soient f: 2 — R™, avec 2 =la,b], (—o0 < a < b < +00) un intervalle fini de R et o un
nombre complexe avec R(a) > 0.
L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liowville de f notée I f est définie par

TN = 1 [ =00 s (111)

Exemple : Soient f la fonction définie par f(z) = (z — a)?, R(8) > —1. Calculons I f pour a € C,
R(a) >0, 0n a

(1) () = %a) / "o — 0 (bt
N ﬁ /w(x — )"t — a)Pdt.

Si on pose t = a + (z — a)7, on obtient

x—a)th 1
R e

Par suite,

(2o~ 0)") = e @,

Définition 1.8 Soit f : 2 — R", avec 2 =|a,b],(—00 < a < b < 400) un intervalle fini de R. La
dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liowville de f notée DS f est définie par

d 1

Dene) = () BN = ot [ om0 (112)

ot n = [R(a)]+1 et [.] désigne la partie entiére.

Exemple : Soient f(z) = (z —a)®*~!,0 < a < 1. Calculons D¢ f

On a
0n = (1) @nw.

10



Pour 0 < a < 1, on obtient n = 1. Alors

D)) = g gy [ (o= 0 0
1 d
= o) %B(l —a,q).

Par suite,
(Dg(z —a)*™!) =0.
1.5 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.9 Soit f : 2 — R™ avec 2 =|a,b],(—oc0 < a < b < 4+00) un intervalle fini de R. La dérivée
fractionnaire au sens de Caputo de f notée DS f est définie par

n—1 (k) a
(D) () = (sz [f(t) IR )'“D @) (113)

k=0

oun = [R(a] + 1.

En particulier si 0 < R(a) < 1, on a

(‘D N(x) = (Dg [f(t) = f(a)]) (z). (1.14)

On a le résultat suivant

Théoreme 1.1 (Voir [8, Théoréme 2.1, page 92]).
Soit R(a) > 0 f une fonction de classe C™ sur [a,b] avec n € N, alors la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo existe sur tout [a,b] et elle est représentée par

(“Dg f)(x) = (L f™)(x) (1.15)

1

— T — n—a—1 £(n) )
e [0 e

a

En particulier si 0 < a < 1, on a

(‘D f) () = (I3 f)(2) (1.16)
1

- e I(w e ().

Exemple : Soient , 3 € C avec R(a) > 0 et R(B) > 0. Calculons °D? de la fonction (z — a)®.
On distingue deux cas :

Cas 1 : Si @ € N*, on obtient a = n.
C’est-a-dire,

11



=BB—-1)..(B—n+1)(z—a)l ™

Par suite,

s+ 1)
rg—n+1)
Cas 2 : Si a € C avec n = [R(a] + 1, on obtient

‘D%z —a)? = (z —a)P™.

‘D%z —a)’ =17 (dn) (z — a)P

dz™
o LBED o yeen,

© TB-n+1)
Par suite,

r(B+1)

cTYQ _aB:
Dz —a) rg—-—a+1)

(x — a)ﬁf"‘.

Lemme 1.3 Soient « > 0, n — 1 < a < n avec n € N*, f une fonction continue, la transformée de
Laplace de f et f%) existe et lim,_,o+ f*)(2) =0 pour k =0,1,....,n — 1, alors on a

L(°D§ f)(p) = p*F(p) — Z_:p“"“‘lf(’“)(o)- (1.17)
k=0

En particulier si 0 < a« < 1, on a

L(°DG f)(p) = p*F(p) — p*~ " f(0). (1.18)

1.6 La fonction de Mittag-LefHler

Définition 1.10 La fonction de Mittag-Leffler a un parametre notée E, est définie par

+o0 Sk
E.(2) :ém, z € C, R(a) > 0. (1.19)

Exemple :
Pour a =1, on a

E]_(Z) =e”.

Pour @« =2, on a

E2(2) = cosh(y/2).

12



Lemme 1.4 Soient R(p) > 0, R(a) > 0 et a € R la transformée de Laplace de la fonction de Mittag-

Leffler a un parametre est donnée par

a condition que R(p) > |a|é :

Preuve :
On a
+oo too (at‘x)k
L(Ba(at®)(p) = / T P G
+oo k +o0
= a —phpek g
T(ak+ 1) /0 € '

Si on pose T = pt, on obtient

400 ak +ooe_T ’ ak 1+oo a k
St 5 () -5
Plak+1)Jo p \p p = \p~

k=0

Par suite,

La preuve est terminée.

Définition 1.11 La fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres notée E, g est définie par

+o00 Zk
Eo5(2) = ;m, z,B € C, R(a) > 0.

Exemples :
Pour 5 =1,0n a

Poura=2et S =1,0na
e —1

z

E271(Z) =

Remarque : On peut montrer par récurrence que Vn € N, Vz € C, on a

+oo
k+n)!
EM (1) — ( b
(%) kZ:o ElT(ak + an+ ) :

On a le résultat suivant

13
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Lemme 1.5 Soient « et 8 deux nombres complexes avec R(a) > 0 et a un nombre réel.
Alors on a
nlp>=B

an 1 gp(n) e —
£ (1= B ot ))(p)—m.

(1.23)
Preuve :
On a
L (tom.—i-ﬁ—lE(n) ( ta)) ( ) tozn—i—ﬁ 1 f k + n ata)
a,p\¢ kT (ak + an + B)

(k+ n)!a antB—1+ak
kT (akJranJrﬂ)L(t )
(k +n)lak 1

Il
§ZM§

P k! 'pan+ak+/3
1 = (k4+n)!Ta F
~ pontB — K pe

1 n!

- pan+ﬁ a n+1
(1 - pa> |

a—p3
antB—1(n) a _ n'p
c (t E(") (at )) 1) = ot gt

Par suite,

La preuve est terminée.

Pour terminer ce Chapitre, on énonce le résultat suivant

Théoreme 1.2 (Voir [2, Théoréme B, page 38]).
Si 1, T2, ..., Ty sont éléments permutables (x;x; = xx;,1 <1< j <m), pour tout entier n > 0, on a

Zw (1 + T2+ oot T)" = > ((11 a2” )x?l x92...zom, (1.24)

a1,a2,...,0m >0

aitaz+...+am=n

="
1,02, ..., Ay, arl.as! ... ay!

s’appellent coefficients multinomiauz.

ol

14



Chapitre 2

Sur la représentation explicite des
solutions pour les systemes
d’équations différentielles
fractionnaires linéaires avec retard
d’ordre «

2.1 Introduction

Dans ce chapitre en utilisant la transformée de Laplace on donne la représentation explicite des
solutions pour les systemes d’équations différentielles fractionnaires linéaires avec retard d’ordre o du

type
Dix(t) = Bt —m)+ f(t), sit>0,
=1

(2.1)
x(t) = ¢(t), si—7<¢t<0,
ot ‘D est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o avec 0 < a < 1, B; est une ma-
trice carré d’ordre n avec n € N* pour tout ¢ = 1,2,...,n et B;B; = B;B;, pour 1 < ¢ < n et
1 <j<mn, f:[0,00) = R" une fonction d’ordre exponentiel, ¢ : [—7,0] — R™ est une fonction
continue, 7 =: max {7;} et 7; > 0 pour tout i = 1,2, ...,n.
On note pour @ = 1, la représentation explicite des solutions a été donnée par [7], [10] et [12] et

par conséquent les résultats obtenus dans ce chapitre sont des généralisations de ceux obtenus dans
les références précédentes.

2.2 Sur les systemes d’équations différentielles fractionnaires
avec un seul retard d’ordre «

On considere le probleme de Cauchy suivant

‘DyX(t) = AX(t)+ BX(t—7), sit>0,
X(t) = I, si—7<t<0,

15



o °Dy est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «a avec 0 < o < 1, A, B sont deux matrices
carrés d’ordre n,n € N* | 7 > 0 et I, est le vecteur unité.

On a le résultat suivant

Théoréme 2.1 La solution X du probléme (2.2) est donnée par

n—1
X(@t)=I,+ > ¢rt), si(n—1)7<t<nr, (2.3)
k=0
ou
(t = nr)**D o1 gn
pn(t) = TEa,oH-l[A(t —n1)¥].B"(A+ B).o(t — n1).
Preuve :

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de 'equation dans (2.2), on a

L{(DGX)(t)} = L{AX(t)+ BX(t—71)}

C’est -a-dire,

Avec  X(p) = L(X(1))(p)-

Si on pose t — 7 = s, on obtient

~ ~ +o0
p*X(p) —p* 'L, = AX(p) + Be PT [ e P*X(s)ds

—T

- 0 +oo
AX(p)+Be 7 | [ e P X(s)ds+ [ epSX(s)ds]
—T 0
1 er7

= AX(p) +B€7PT |:(—p + p) In +X(p):| y
c’est-a-dire,

[p"I, — A= Be "] X(p) = p* 'L +p~ (1 — e 7PT)BI,,

16



c’est-a-dire,

X(p) = [pI— A= Be | {p* U, +p t(1—ePB)}
—p ! [p*L, — A= Be P {[p*L, — A= Be 7] + (A+ B)},

c’est-a-dire,

X(p)=p 'Ly +p ' [p°L, —A—Be | ' (A+ B)

1 1 = ( Be?T )"
S A+B
p o pp*ln—A) ,;0 (pIn — A) ( )

+oo

1 1 Be—PnT
=I,+-y ———  __ _(A+B).
P P Z (pI, — A)ntt ( )

n=0

Alors, d’apres La Remarque du Chapitre 1, on a
n—1
X(t):InJrZ(pk(t), si (nfl)TgtgnT.
k=0

La preuve est achevée.

Maintenant on considere le probleme de Cauchy suivant :

{CDS‘x(t) = Az(t) + Bz(t — 1), sit>0, (2.4

z(t) = (), si—7<t<0,

ol ¢ : [a,b] — R™ une fonction continue, on note par X la solution fondamentale de (2.2) et x la solution
de (2.4), alors on a le résultat suivant

Théoréme 2.2 (Voir [12, Théoréme 4.1, page 555]).
Si X est une solution fondamental du systéme (2.2), alors la solution générale x pour le systéme (2.4)
est représentée sous la forme

0 (t—7—0)"t

o) = X(0p(0) + B [ )

—T

[(CDl_“X)(t —7—0)+ L. | p(0)do. (2.5)

Preuve :

Si on applique la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation dans (2.4), on ontient

p*Llx(t)] — p*~'p(0) = AL[x(t)] + BL[x(t — T)].
Comme

+o0o 0
Llz(t—71)] = /0 e Plr(t —7)dt = e P LIx(t)] + efp'r/ e Plo(t)dt,

-7

on obtient 0

[p*I, — A— Be ?7| Lz(t)] = p* o(0) + Be_pT/ e Plo(t)dt.

—T
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Alors la transformée de Laplace de la fonction x s’écrit
0
Llz(t)] = LIX(1)]¢(0) + E[X(t)]Bpl’“e”"/ e Plo(t)dt.

On définit les deux fonctions w(.) et ¢(.) par

0, sit>0
w(t):{’ mre

1, site[-7,0],
et

o Jp(0), sit>0,
o) = {g@(t)7 sit € [-,0].

D’autre part, on a
0 “+oo
E[X(t)]Bplf"‘e*pT/ e Plo(t)dt = Bplfaﬁ[X(t)]e*pT/ e PO (t)w(t)dt
+oo
= Bp' T L[X(t)] / e POt — T)w(t — 7)dt
0

= Bp' T LIXOIL[p(t — T)w(t — 7))

D’autre par, comme « € (0,1) on utilise les deux égalités suivantes

LDy *X(t)] =p' “LIX(1)](p) —p~“X(0),

et
pLIf ()] = LG f()](p),

ou If est une intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre c.
Alors
Llx(t)] = LIX()]p(0) + BL[(“Dy *X (1)] L[p(t — m)w(t — 7)] + BLIG [p(t — m)w(t — )]}

Par suite,

z(t) = X(t)¢(0) + B (‘D' "X ()] = [¢(t — T)w(t — 7)] + BI* [p(t — T)w(t — 7)]

= X(t)p(0) + B/O [(cho‘X(t —-s)+ (t;(so)j_ln] Pt — Tw(t — 7)ds
= X(t)p(0) + B/OT {(CDlo‘X(t —8)+ (t;(sa))aln] p(t — 7)ds.

Si on pose s = 7 + 6, on obtient

0 (t—7—0)"1

z(t) = X (t)p(0) + B/ I'(a)

—T

[(CDMX(t —7—0)+ In] ©(6)dh.

Ce qu’il fallait démontrée.
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Maintenant on considere le probleme de Cauchy suivant

‘Dgz(t) = Az(t) + Bx(t — 1) + f(t), sit >0, (2.6)
z(t) = (1), si—7<t<0, :
ou f:[a,b] — R™ une fonction continue et admettant une transformée de Laplace F.
Alors on a le résultat suivant
Théoreme 2.3 (Voir [12, Théoréme 4.2, page 556]).
La solution x* du probléme (2.6) est donnée par
¢
™ (t) = (t) + I f(t) + / [(“Dy "X (t — s)f(s)ds] . (2.7)
0

Preuve :
Par lapplication de la transformée de Laplace dans 1’équation du systéme (2.6), on obtient

PO L[z ()] = p*7 (0) = AL[* ()] + BLE" (t — )] + L[ ()]
D’aprés la preuve précédente, on obtient

0
Llz"(t)] = LIX(1)](0) +E[X(t)]Bp1_“e_pT/ e Php(t)dt +p' T LIX (OILLf ()],

c’est-a-dire,

Par suite, on a

¥ (t) =) +I5f(t) + /0 [(cDé_aX(t — s)f(s)ds.

La preuve est terminée.

2.3 Sur lareprésentation explicite des solutions pour les systemes
d’équations différentielles linéaires fractionnaires avec deux
retards d’ordre «

Dans cette partie, on considere le probleme suivant

{cDng(t) = Bix(t — 1) + Bax(t — 1) + f(t), sit >0, 2.8)

z(t) = (1), si—T<t<0,

o > 0,7 >0, 7= max{r, 2}, By, By deux matrices carrés d’ordre n, n € N* avec B1 By = BBy,
¢ :[—7,0) > R™ et f:]0,00) — R™ une fonction continue d’ordre exponentiel admettant une transformée
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de Laplace F.

On a le résultat suivant

Théoréme 2.4 La solution x du probléme(2.8) est donnée par

2 (t_zkam)ak
oz (e[ e e

k1T1+koto<t—s
k1,k2>0

+;Bj/0 A(t—s)@(s—rj)ds+/0 At — 5)f(s)ds,
(t _ Z kam)ak+a71
A k 2 m m=1
Alt) = Z (k1, /452) (71__[1 bfn > L(ak + ) ’

kiT1+komo<t—s
k1,k2>0

pour tout t € R.
Preuve :
Tout d’abord on définit la fonction ¥ la fonction prolongée de ¢ par
¥ t ) sit € -, 0 )
OB S
0, sit ¢ [—,0].

En prouvant par la transformée de Laplace en I'appliquant aux deux membres de ’équation dans le
probleme (2.8), on obtient

2 too
p*i(p) — p*~'x(0) = Z B; / e Px(s —7;)ds + F(p)
i=1 0

pE(p) —p*e(0) =D B / e P x(s — 7;)ds + F(p)
i=1 0
“+oo

2 -
= ZBi (/ e (s —7;)ds +/
i=1 0 Ti

3

2 +oo oo
= Bi —ps —T; d —PTi —ps d F
; (/0 e PY(s—m)ds+e /0 e Px(s) 8) + F(p)

e Pip(s — Ti)ds) + F(p)

- Z [BiL (4(s — 7)) + Bie "™ &(p)] + F(p),

c’est-a-dire,

[Pa - Z Biep“] z(p) = p(0)p*~t + Z B:L(¢Y(s — 1)) + F(p).

Comme
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2 U Bt IS
Bie PTi
557 -

k=0 Li=1

k
B;e PTi
Z pe ‘| :

C’est-a-dire,

ﬂm=%lk—§j&fww [ﬂmw*+§:&£ww—nD+F@

2
= Ao+ Y BjA;+ Ay

j=1

Avec
1 (& [& B ]
je P _
Ag=L78 — |3 Y == P he(0) o
p k=0 Li=1 p
k
1 [E2 [ 2. Boe—pm
Aj=L7{ = L LE(E—7)) ¢, pourj=1,2,
pa k=0 Li=1 pa ‘
et
k
1[R[ Be™PTi
Ap =L — > 1> —— F(p) ¢
p k=0 Li=1 p

Calculons Ag, A; pour j =1,2 et Ay.

Pour Ag, on a

En utilisant le Théoreme 1.2 du Chapitre 1, on obtient
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— o(t)e(0) +§k1§k;—k (,ﬁfj@) (0 L { < f[ (B;am)km) ¢(0)}> .

k1,k2>0

D’apres le Lemme 1.2 du Chapitre 1, on obtient

[N~}

2
k=1 ki+ko=k 1
S0 T(a Y km) "
m=1
2
X o (5 - Z kmrm> o(t—s)ds
m=1
Comme
(t ) 1, sis<t,
o(t—s)=
0, sinon,
et
( 22: & ) {1, sis > an:l kT,
o(s— mTm) = )
= 0, sinon.
Alors,

U(t - 5)-‘7(3 - 237121 kam) = U(t - Z:anI kam)

1, sit> s> kT,
0, sinon.

Par suite, il résulte que

> k t— :Ln: k'anL ok
Ag=o(t)p(0)+ Y > <k17k2)( XF:(akjl—‘r 1) )

k=1ki1+ko=k
k1,k2>0

%0t =Sy bnmin) (TToss B ) 0(0)

k (t — E:Ln: k'me)ak 2 m
= > <k1,k2> F(akl+ 1) (E B )w(o)'

2 ko Tm <t

m=1

k1,k2>0

Maintenant calculons les A; pour j = 1,2,

on a
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Avec
On a
t
E- /
0
>
Si on pose
On obtient

W(s—

(s —

SETERFNS ol o (ksz) [ﬁ_l <;>*£_1 (ﬁl

k=1ki+ko=k
k1,k2>0

« (s Bl ) 0.~ 73)
)

7)o (t — s)ds + i 2 (klfﬂk?) <ﬂf—[1 BZ%n)

k=1ki+ko=k
k1,k2>0

X (E* (. —15)) .

2
2 azkmfl

pa—1 (s — Z FonTom) =1 >
BLC A —— ’ (S & kmm> |
F(O& Z km) "
(t — s)o (5= > KmTn)** ! 2
o) ot —s) T (o) o (s — mZ:l kam> ds

m=1 kam)’U

Jocr (87 22 K
— 8 m=1
T(a) rlak) (

2
t— Z knﬂm) ds,

m=1
2 2
s = Z K Tm + (t — Z kam)U'
m=1 m=1

ak—1

(G D R S TR o PR N

E—/l [(t_zz

I'(ak)

I'(a)

m=1
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(t— ZQ _y k)P /1 k-1 -1
m= v 1—0)* "dv
Tk a) A

B (t o Z?n=1 kam)akJrafl
- (k)T (@) Blak, o)

(t _ Z?nzl kam)akJrafl
T(ak + «) '

Par suite,

t 2 m 2
k km m=1
:/Z Z <k1,/€2) (H B ) ok + o) o (t—s— Z kam> P(s—1;)| ds
0 h=0kitha=k m=1

-/ = (i

0 k17m1+komo<t—s
k1,k22>0

~—
N
—
S5
3iF
3
N———
|3
ol
wH
+
L
<
w
I
2
Q.
V)

En conclusion, on a

A; = / | At — s)p(s — 7;)ds pourj =1,2.
0

De méme pour Ay, on a

. ) (t s Z kam)akJrafl
k m m=1
Ap = / > <k1,k2) (gl By > T(ak + a) f(s)| ds

0 kimitkaTe<t—s
k1,k22>0

. /A(t _ ) f(s)ds.
0

Oui devait étre prouvée.
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2.3.1 Généralisation
On considere le probleme suivant
n
‘Dyz(t) = ZBix(t — 1)+ f(t), sit>0,

=1
z(t) = p(t), si—T <t<0,

(2.10)

ot 0 < a < 1, B; est une matrice carré d’ordre n avec n € N* pour tout ¢ = 1,2,...,n et B;B; = B;B;,
pour 1 <i<netl<j<mn,f:[0,00) = R" une fonction d’ordre exponentiel, ¢ : [—7,0] — R™ est une
fonction continue, 7 =: maz {7;} et ; > 0 pour tout i = 1,2, ..., n.

Le Théoreme 2.4 admet la généralisation suivante

Théoréme 2.5 La solution x du probléme(2.10) est donnée par

n (t - i kam)ak
x(t) = > (kh /@k kn> (H Bf,;”) P’Eﬂ ey ©(0) (2.11)

Z.,nnzl kmTm <t—s m=1
k1,k2,....kn>0

—I—ZIBJ- /OTj An(t—s)go(s—Tj)ds—i—/O At —s)f(s)ds,

ol
n

. (t - Z kam)ak+a71
A _ k Km m=1
An(t) = > (kl, ko, kn> (El B, ) T(ak 1 @) ’

=1 kmTm<t—s
k1 k2, kn >0

pour tout t € R.

Preuve : La preuve est similaire a celle du Théoreme 2.4.
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Chapitre 3

Sur la représentation explicite des
solutions pour les systemes
d’équations différentielles
fractionnaires linéaires avec retard

d’ordre 2«

3.1 Introduction

Dans ce chapitre en utilisant la transformée de Laplace on donne la représentation explicite des
solutions pour les systemes d’équations différentielles fractionnaires linéaires avec retard d’ordre 2o du

type
‘D%x(t) = ZBim(t — 1)+ f(t), sit>0,
i=1

z(t) = o(t), si—7<t<0, (31)

z'(t) = ¢'(t), si—T<t<0,

1
ou 3 < a <1, B; est une matrice carré d’ordre n avec n € N* pour tout ¢ = 1,2,...,n et B;B; = B;B;,

pour l <i<metl<j<mn,f:[0,00) > R™ une fonction d’ordre exponentiel, ¢ : [—-7,0] — R™ une
fonction de classe C, 7 =: max {7;} et 7; > 0 pour tout i = 1,2, ..., n.

On note par a = 1, la représentation explicite des solution a été donnée par [3], [6] et [10] et par

conséquent les résultats obtenus dans ce chapitre sont des généralisations de ceux obtenus dans les
références précédentes.
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3.2 Sur les systemes d’équations différentielles fractionnaires
avec un seul retard d’ordre 2«

On consideére le probleme suivant

‘Da%x(t) + A%x(t —7) =0, sit >0,
z(t) = I, si—7<t<0, (3.2)
xl(t):ORn, Si_TStSO,

ot “D3% est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 2a avec 3 < a <1, A est une matrice

carré d’ordre n avec n € N*, I, est le vecteur unité et 7 > 0.

Proposition 3.1 La solution = de (3.2) est donnée par

x(t) = Cosq,r(At), (3.3)
ot la fonction Cos, - (At) est définie par
= (=1)ra
Cosa.r(At) = I, + ; m(t — (n—1)71)*" ot — (n—1)7). (3.4)

Preuve :

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation (3.2), on obtient

+o0
p?*&(p) — p**~12(0) — p** 22’ (0) 4 A* / e PTy(t—7)dt| =0,
0
ou  I(p) = L(x(t))(p)
Si on pose s =t — 7, on obtient
2a 2a—1 2 _—pT 1 ePl” ~
pa(p) —p™ In + A% | ==+ — +2(p)| =0,
p p
c’est-a-dire,
A2€_pT
(p2a + AZe—pT) i‘(p) — p2a—1In _ ; (epT 1)
Par suite,
A2 —pT
i‘(p) — (p2a + A2e—p-r)—1 pZa—IIn _ € (e;m— _ 1)

= p~l(p2® + A2e~P7)"! [pQO‘In + A%(e7PT — 1)}
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A2
— 7]' _ S
D [p2a_|_A26—pT]

B 1] A2 +oo ) kA2ke—k:p‘r
- 5 n ? kz::o(_ ) W?
c’est-a-dire,
+oo 2a(k+1) ,—kpT
~ 1 k:)\ « e
Z(p) = ];In - Z(—l) TRt
k=0
Par suite,
“+oo
A2(R+D) (¢ — for)2a(k+D)
ty=1,—)» (-1)* ot —(n—1
2(t) kz::O( e ¢ (=17
+oo kAZn

"[+§:r2k+ (t—(k—1)7)2* ot — (n—1)7)

= Co0sq,r(At).
La preuve de la proposition est terminée.

Maintenant on considere le probleme suivant

‘D2x(t) + A22(t —7) = 0, sit >0,
x(t) = At +7), si—7 <t <0, (3.5)
2'(t) = A, si—7<t<0.

On a le résultat suivant

Proposition 3.2 La solution x de (3.5) est donnée par

z(t) = Sing, - (At), (3.6)
ot la fonction Sing r(At) est définie par :
1)k A2k+1
Sing - (At) = A(t +7) + Z NOVES) (t — (k — 1)7)2* 1 ot — (k — 1)7). (3.7)

Preuve :

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation (3.5), on obtient

+oo
Pz (p) — p**~12(0) — p** %2’ (0) = —A? / e Pla(t — 7)dt.
0
On pose t — 7 = s ,0on obtient
“+o0
PEp) — 7 a(0) 2 (0) = a2 [ e Tas)as
0
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c’est-a-dire,
yZen 1 1 pPT
[p* + A%e7PT] B(p) = p** T AT +p? TP A - APeTPT {— 4 (7’ + ) (— + e)]
p p p p

Adr A3< 1) _ A3< 1)
+=Je - —(1+=).
p P

2a 1AT+p2a 2A+ + —
p p p
Par suite,
N( ) p2a—1AT N p2a—2A A3r N A3 N 1 e PT
X = — \TT =) 55
p p2a +A2e—p7' p2a +A26—p'r p[p2(x +A26—p‘r} P P p2a +A2€—p'r
A3 N 1 1
D T D p2a+A267pT’
c’est-a-dire,
~ Ar too A2n —npT A2n —npT +oo N A2ne—np7'
x(P):?Z(_l) —gan QZ AT (1) JRantratl
n=0 n=0
AS 1 A2n n+1) A3 1 +oo nAZnefnp‘r
DS )
ce qui donne,
~ +oo A2n+1p—npt too A2n+1o—npT A2n+367np7'
x(p) =T Z(_l) p2an+l + Z(_l) p2an+2 +7 Z p2(n+1)a+1
n=0 n=0
nA2n+3€—(n+l)pT o0 nA2n+3€—(n+l)p‘r
+TZ(_1) p2nFhatl + Z(_l) p2(nFa+2
= n=0
el A2n+3—npT

A2"+367"p7
— ) (V" e — D e
n=0 n=0

Ar A = kA2k+167(k71)pT
= TR LY e
Par suite,
1)k A2k+1
(t— (k= 1)71)2* ot — (k—1)7)

o(t) = At +7) +Z T(2ak + 2)

= Sing - (At).

La preuve de la proposition est achevée.
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Maintenant considérons le probleme suivant

‘D2%%(t) + A%x(t —7) =0, sit>0,

z(t) = p(t), si—7<t<0,
' (t) = ¢'(t), si—7<t<0,
olt ¢ : [~7,0] = R™ est une fonction de classe C2.

On a le résultat suivant

Théoréme 3.1 La solution du probléme (3.8) est donnée par
0
z(t) = p(—7)Cosq - (At) + A7 {@’(—T)SinayT(At) +

-7

Preuve :

On cherche la solution du probleme (3.8) sous la forme

0

x(t) = Cosq r(At).c1 + Sing, . (At).co + Sing +A(t — 1 — &)y"(€)dE,

—T

olt ¢1, ca sont deux vecteurs de R” et y : [—7,0] — R™ est une fonction de classe C2.

Déterminant les vecteurs ¢ , co et la fonction y.

Pour —7 <t <0,0n a

x(t) = @(t)a
et
a'(t) = ¢'(t)
Alors
0
@(t) = COSa,T(At)'Cl + Sina’T(At).Cg + Sina,‘rA(t - T = f)y//(g)dg
t
= C084,7(At).c1 + Sing (At).co + Sing At — 7 — &)y"(&)d¢
0
+/ Sing +A(t — 7 — &)y" (€)dE.
t
Comme
Cosqa r(At) = I, Sing r(At) = A(t + 1),
et

0
/t Sing +A(t — 7 — &)y"(£)d¢ = 0.

30
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On obtient

t t
Sing At — 7 —&)y"()d¢ = Sine +A(s)y" (t — T — s)ds
—T 7t'r
= A(s+t)y'(t — 7 — s)ds

-7

=—-A(s+7)Y(t—T1—3)

= A+ 1)y (-7) = Aly(=7) —y(1)].-

Par suite,

o(t) = Incr + A(t 4+ T)ea — A(t + 1)y (—7) — Afy(—7) — y(t)] .

Pour ¢t = —7, on obtient
c1 = @(—71).

Maintenant si on dérive la fonction ¢, on obtient
¢'(t) = Acz — Ay (—7) + Ay (t).

Pour ¢t = —7, on obtient
o' (—=7) = Acs.

Ce qui donne,
ey = AT (7).

Finalement, si on dérive une deuxieme fois la fonction ¢, on obtient
o (t) = Ay (t),
c’est-a-dire,
y'(t) = A7l (1)
En conclusion, la solution de (3.8) est donnée par

0

w(t) = p(=7)Cosq,r (At) + A7 {@’(—T)Sina,T(At) + [ Sing Al -7 - 5)@”(5)616} :

-7

La preuve est terminée.

Maintenant on considere le probleme suivant

‘DE%x(t) + A%x(t — 1) = f(t), sit >0,
z(t) = Ogn, si—7<t<0, (3.10)
2'(t) = Ogn, si—7<t<0,

ou f: R4 — R™ est une fonction continue.

On a le résultat suivant
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Théoréme 3.2 On suppose que la fonction f admet une transformée de Laplace, alors la solution du
probléeme (3.10) est donnée par :

zo(t) = A~ {/Ot Sina, At — 7 — s)f(s)ds} .

Preuve :

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation (3.10), on obtient

+oo
P& (p) — p** " a(0) — p**2’(0) + A7 / e Pa(t — r)dt = F(p),
0

c’est-a-dire,
p**&(p) + A% PTE(p) = F(p)

Par suite,

N 1
Z(p) = WF(m
1 +oo A2n67npfr
= — —1)"———F(p).
pQ(X "go( ) p2an (p)
Ce qui donne,
+oo _
~ nAQne nptT
Z(p) = Z(—l) ety L (®)-
n=0 p
Par suite,
t
too e 2a(n+1)—1
_ __1\N A2n (t S ’I’LT)
)= [ Sy s
0o "=
oo 2a(n+1)—1
_ —1 _1\n 2n+1[t_8_7-_(n_1)7]
=4 /;0( 14 T(2a(n+1)) f(s)ds

0

=A"! / Sing - [A(t —s —71)] f(s)ds.
0

Ce qu’il fallait démontrée.

On considere le probleme suivant

x(t) = p(t), si—7<t<0, (3.11)
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olt ¢ : [~7,0] — R™ est une fonction de classe C? et f : R, — R" est une fonction continue.
D’apres les Théoremes 3.1 et 3.2 on a le résultat suivant

Corollaire :La solution = du probleme (3.11) est donnée par

0

z(t) = Cosg - (At)p(—7) + A7 {Sina,T(At)go’(—T) + Sing At —7 — f)@”(é“)d{} (3.12)

-7

A {/Ot Sina At — 7 — §)f(§)ds}.

3.3 Sur les systemes d’équations différentielles fractionnaires
avec deux retards d’ordre 2«

On consideére le probleme suivant

‘Di%x(t) = Bia(t — 1) + Box(t — 1) + f(t), sit >0,
z(t) = ¢(t), si—7<t<0, (3.13)
a'(t) = ¢'(t), si—r<t<0,
ouTt > 0,7 >0, 7= max {m, 72}, B1, Bz sont deux matrices carrés d’ordre n, n € N avec (By.By =
Bs.By) , f :[0,00) — R™ une fonction continue d’ordre exponentiel, ¢ : [—7,0] — R™ une fonction de

classe C! et 5 <a<l.

On a le résultat suivant

Théoreme 3.3 La solution x du probléme (3.13) est donnée par

) (t= 2 Fnmin)
k m—
Z (kl, k’2> (H Bﬁlm) F(Ot}C +1) #(0)

k1T1+kame<t—s m=1
k1,k2>0

x(t)

2 2 2ak+1
E k | I k (t - Z =1 km'rm) ,
B m m= 0
anZl kmTm <t—s m=1
k1,k2>0

2

+2Bj /OTj C'(t—s)go(s—Tj)ds—i—/O C(t—s)f(s)ds.

. ) (t _ Z kam)2ak+2a71
Y(t) = Em m=1
= > <k:1, kz) (gl B ) T(2ak + 20) !

k1T1+kema<t—s
k1,k220
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pour tout t € R.

Preuve : Tout d’abord on définit la fonction ) par :

_Je(t), site[-T,0],
vt = {0, sit ¢ [—,0].

Maintenant en appliquant la transformée de Laplace a I’équation dans (3.13), on obtient
/ e Px(s —7;)ds + F(p)

“+oo

p*i(p) — p** 7 p(0) — p* 2 (0) = Z B / e Pa(s —7;)ds + F(p)

= 22: B; </T e Pp(s—1)ds + /+oo e Pip(s — Ti)ds) + F(p)

0 Ti

C’est-a-dire,

Comme
2 -1 a2 k
Bl-e*p” Bie*p“
e ] o
i=1 k=0 Li=1
On obtient

2 —PT !
f(p)—lllzBie 1 [@(0) 2ot 4 ' (0)p*~ 2+ZB£ (s —m)) + F(p)

20 20
p -1 P
Par suite,
2
z(t) = Ao+ Ay + Y _ BjA; + Ay
j=1
Avec
k
+oo 2 T
1 Bie PTi
Ao=L 0 | 2 |2 Pe(0) o
p k=0 Li:n P
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I A

A6:£ l{pQ(x (Z

k=0

L) [
A]:ﬁl{pza(z:

k=0

et

L) (&
Af—ﬁl{pm(Z

k=0

Calculons Ag,A(,A; pour j =1,2 et Ay .

Pour Ap, on a

k=0 Li=1 p .
=Lt {; (:Zj ZZ:B’;XH] ) @(0)}
o 2 BiepT
Eeu ()
— (0% 0)(t)p(0) + i <a* o { (

o0

Ag=o(t)p(0)+ Y [oxL!
k=1

— ot +Y S (kf@

k=1ky+ko=k
k1,k2>0

D’apres le Lemme 1.2 du Chapitre 1, on a

)
—
<
—~
~
I
3
=
——
i)
o
=i
=
.
Il
=
N

i) ) o
f (557 ) o)

e
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XU(S—kaTm> (t — s)ds.

o(t—5).0(s =32 kmTm) =0t = 0 kmTim)
_ 1, sit>s> Z,anl K Tim,
0, sinon.
Par suite,

> (t =30 ke Tm) P
A _ m=1
o=o(t )+ kz:l Z (k‘1, k2> D(ak +1)

k1+ko=k
k1,k2>0

xo(t =31 kmTm) (anzl Bﬁzm) ©(0)

5 (i [

e kmTm <t
ki,k220

Maintenant calculons Ag, on a

“+o0 2 P k
_ 1 B;e PTi _
R =1 DI D I ] p25/(0)
p k=0 Li=1 p

L1 (=& B ]
o (S5 ) o]

IS 2 () () (5

ou
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2
(S _ Z kam)2ak—1
m=1

:O/(t—s)a(t—s)

2
T (20k) o (s — mz::l k:me> ds

2
(S _ Z kam)2ak—1

- / (t—s) m:P1(2ak) o (t - mzzjl k;me) ds.

2
m=1kmTm

Si on pose
2 2
5= Z kmTm + (t — Z kmTm)v.
m=1 m=1
On obtient
. (t _ 237121 kam)2ak+1
N I'(2ak +2)

Par suite, il résulte que

= 2 I T )20k
M=t L0+, ) (klfckz) <H1le> : ZFW@&:Tr 2))

k=1ki+ko=k
k1,k2>0

) 2 o 2 T 2ak+1
=2 X (kllfk2> (H Bff”) e O

T(2ak +2)

S b Tm)?RHL

= 2 (k:sz) (nf_[l Bfn’“) =

2 kT <t—s
k1,k2,....kn >0

Maintenant calculons les A; pour j =1, 2.

Teahra 2O

On a
1 X[ & Bje P ;
A=) Ly |y B ] Lt~ 7,))
p k=0 Li=1 p
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[ S 2 ()] () (1(5))

k=1ki+ko=k
k1,k2>0

(T Bi?{”) 9.~ )
:/t“—s)m_lw ds+Z > ( )(HB ) [F (. — ;)]
o T(2a) k1, ko o m 3l -

k=1k1+ka=k =1
k1,k2>0
Avec
2
2 2a km -1
— m=1
t2a—1 (8 7nz=1km7—m) 9
F= Faayo 2 ofs- Zlkmm
T2 bm) m=
m=1
2
t ( )2 . (S _ Z kam)Qak 1 ,
t—s)°™ —
- t - km m d
/ Fa—1) ¢~ (2ak) U(S Zl 7 ) s
0 oo
2
t ( ot S_Z/‘Jme 2ak—1 ,
t—s5)°“" oo
- t— km m d
/ T(2a) T(2ak) 4 ( Zl g ) 5
En, 1 Km Tm m=
(t — 22 . Fo Ty ) 206K +20—1
- T(20k + 2a)
Par suite,

2
2 20/'2]{;7”—1—2@—1
L) i 2 (t — 8§ — Z k‘me) m=1
= km, m=1
4 = Z <k17k2> (H By ) 2
k=0 k1+ko=k m=1

P Y bt 20

m=1

g (S - kam) x (. = 75)

m=1

2
(t—s5— Z kam)2ak+2a—1

2 2 (kl”@) (H B ) lfz;;k+2a) 7 (t_s_;km7m> (s —75) | ds

=0Fk1+ko=k
k1,k2>0

O\ﬁ
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2
(t s Z kam)Qak-i-Qa—l

:O/t ) (kl,kz) (H By > ﬁ?émza) Pls = 75)| ds.

ki1m1+koma<t—s
k1,k2>0

En conclusion, on a

A= / ' C(t — s)p(s — 1j)ds, pourj =1,2.
0

De méme pour Ay, on a

2
(t s Z kam)Qak+2a—1

Ap = / > (ksz) (ﬁl Bﬁi") F(2ak T 20) J(s)| ds

0 k17m1+koma<t—s
1,k2>0

= /C’(t —5)f(s)ds
0

Oui devait étre prouvée.

3.3.1 Généralisation

On considere le probleme suivant

‘D2z (t) ZBx + f(t), sit >0,
x(t) = (t), si—7<t<0,
' (t) = (1), si—7<t<0,

(3.14)

1
ol 3 < a <1, B; est une matrice carré d’ordre n avec n € N* pour tout ¢« = 1,2, ...,n et B;B; = B;B;,

pour 1 <i<netl<j<mn, f:[0,00) = R™ une fonction d’ordre exponentiel, ¢ : [—
fonction de classe C, 7 =: max {7;} et 7; > 0 pour tout i = 1,2,....,n

Le Théoreme 3.3 admet la généralisation suivante

Théoréme 3.4 Le probléme (3.14) admet une solution x donnée par

(t - zn: k’me)ak

ORI YU )(HB) e | e

Z:L:l km Tim <t—s
k1,k2,...;kn >0

B 27211:1 Ky )20+
DY <k1,k2,..., ) (H By ) [ D20k +2)

S kmTm <t—s
k17k27---ak7120
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n

+Z B; /07.7‘ C'n(t —s)p(s —15)ds + /0 C’n(t —5)f(s)ds,

Jj=1
ou
n
(t o Z km,rm)2ak+2a71

- - k . K m=1
Cn(t) - Z (kla k27 ceey kn) <7nr;[1 Bm ) F(QO(]C + 20[)

S 1 kmTm<t—s
k1,k2,....kn >0

pour tout t € R.

Preuve : La preuve est similaire a celle du Théoreme 3.3.
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Résumé

En utilisant la transformée de Laplace on donne dans ce mémoire les solutions explicites
pour certains systemes d’équations différentielles fractionnaires linéaires avec retard au
sens de Caputo.

Mots clés : Transformée de Laplace, fonction de Mittag-Leffler, fonction de Heaviside,
intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, Dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville et Caputo.

Abstract

By using the Laplace transform, we give in this memory the explicit solutions for some
systems of linear fractional derivative with delay in the sense of Caputo

Keywords : Laplace transform, Mittag-Leffler function, Heaviside function, Riemann-
Liouville Fractional Integral, Riemann-Liouville and Caputo Fractional Derivative.





