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1.5 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.6 La fonction de Mittag-Leffler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Sur la représentation explicite des solutions pour les systèmes d’équations différentielles
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Introduction

L’objet de ce mémoire est la résolution explicite de quelques problèmes de Cauchy fractionnaires
linéaires avec retard en utilisant la transformée de Laplace. Ce mémoire est divisé en trois chapitres.
Dans le premier chapitre, on donne quelques définitions et résultats concernant les fonctions spéciales, la
transformée de Laplace, l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [2], [8], [10] et [11].

Dans le deuxième chapitre, on donne la représentation explicite des solutions pour les systèmes
d’équations différentielles fractionnaires linéaires avec retard d’ordre α du type

cDα
0x(t) =

n∑
i=1

Bix(t− τi) + f(t), si t > 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

(1)

où cDα
0 est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α avec 0 < α < 1, Bi est une ma-

trice carré d’ordre n avec n ∈ N∗ pour tout i = 1, 2, ..., n et BiBj = BjBi, pour 1 ≤ i ≤ n et
1 ≤ j ≤ n, f : [0,∞) → Rn une fonction d’ordre exponentiel, ϕ : [−τ, 0] → Rn est une fonction
continue, τ =: max {τi} et τi > 0 pour tout i = 1, 2, ..., n.
On note pour α = 1, la représentation explicite des solutions a été donnée par [7], [10] et [12] et par
conséquent les résultats obtenus dans ce chapitre sont des généralisations de ceux obtenus dans les
références précédentes.

Dans le troisième chapitre on donne la représentation explicite des solutions pour les systèmes d’équations
différentielles fractionnaires linéaires avec retard d’ordre 2α du type

cD2α
0 x(t) =

n∑
i=1

Bix(t− τi) + f(t), si t > 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

x′(t) = ϕ′(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

(2)

où
1

2
< α ≤ 1, Bi est une matrice carré d’ordre n avec n ∈ N∗ pour tout i = 1, 2, ..., n et BiBj = BjBi,

pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ n, f : [0,∞) → Rn une fonction d’ordre exponentiel, ϕ : [−τ, 0] → Rn
une fonction de classe C1, τ =: max {τi} et τi > 0 pour tout i = 1, 2, ..., n. On note par α = 1,
la représentation explicite des solution a été donnée par [3], [6] et [10] et par conséquent les résultats
obtenus dans ce chapitre sont des généralisations de ceux obtenus dans les références précédentes.
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Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de donner quelques définitions et résultats concernant les fonctions spéciales,
la transformée de Laplace, l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [2], [8], [10] et
[11].

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 La fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1 La fonction Gamma d’Euler notée Γ est définie par

Γ(z) =

+∞∫
0

tz−1e−tdt, (1.1)

où tz−1 = e(z−1)log(t).
Cette intégrale est convergente pour tout z ∈ C avec R(z) > 0.

1.2.2 La fonction Béta d’Euler

Définition 1.2 La fonction Béta d’Euler notée B est définie par

B(z, w) =

1∫
0

tz−1(1− t)w−1dt, R(z) > 0, R(w) > 0. (1.2)

La fonction Béta d’Euler est reliée avec la fonction Gamma d’Euler par la relation suivante

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, z, w /∈ Z−. (1.3)

1.3 Transformation de Laplace

Définition 1.3 Soit f : R+ → C une fonction. f est dite d’ordre exponentiel s’il existe M > 0 et r > 0
telle que, pour tout t ≥ 0, on a

|f(t)| ≤Mert. (1.4)
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Définition 1.4 Soit f : R+ → C une fonction continue par morceaux et d’ordre exponentiel. On appelle
transformée de Laplace F de la fonction f , la fonction

F (p) = L{f(t)} (p) =

∫ +∞

0

e−ptf(t)dt, p ∈ C. (1.5)

1.3.1 Propriétés

a. Linéarité : Soient f, g : R+ → C deux fonctions admettant des transformées de Laplace F et G
et soient α et β deux réels, alors

L(αf + βg)(p) = αL(f)(p) + βL(g)(p).

b. Translation : Soit f : [a,+∞]→ C une fonction admettant une transformée de Laplace F .
On note par fα la fonction définie par

fα(t) =

{
f(t− α), si t ≥ 0,

0, si t ≤ 0.

Alors, on a

L(fα)(p) =

∫ +∞

0

e−ptf(t− α)dt = e−αpF (p).

c. Homothétie : Soit f : R+ → C une fonction admettant une transformée de Laplace F et soit
k > 0, alors on a

L(f(kt))(p) =

∫ +∞

0

e−ptf(kt)dt =
1

k
L(f(t))

(p
k

)
=

1

k
F
(p
k

)
.

d. Transformée d’une dérivée : Soit f : R+ → C une fonction continument dérivable et admet-
tant une transformée de Laplace F , alors on a

L(f ′(t))(p) =

∫ +∞

0

f ′(t)e−ptdt = pF (p)− lim
t→0+

f(t)

= pF (p)− f(0+).

e. Produit de convolution : Soient f, g : R+ → C deux fonctions admettant deux transformées
de Laplace F et G, le produit de convolution de f et g est définie par

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ.

Alors

L{(f ∗ g)(t)} (p) = L{f(t)} (p).L{g(t)} (p)

= F (p).G(p).

1.3.2 Transformée inverse

Définition 1.5 La transformée inverse de Laplace de la fonction F est la fonction f est donnée par

f(t) = L−1 {F (p)} (t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
eptF (p)dp, avec c = Re(p). (1.6)
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Définition 1.6 La fonction de Heaviside notée σ est définie par

σ(t) =

{
1, si t > 0,

0, si t < 0.

Exemple : Soient n ∈ N∗, τ > 0 et 0 < α < 1. Alors, on a

L−1
{(

e−pτ

pα

)n}
=

(t− nτ)αn−1

Γ(αn)
σ(t− nτ). (1.7)

Lemme 1.1 Soient n ∈ N∗, 0 < τ1 < τ2, ..., τn ∈ R, k1, k2, ..., kn ∈ N et 0 < α < 1. Alors

L−1
{

n∏
m=1

(
e−pτm

pα

)km}
=



δ(t), si ki = 0,

(t−
n∑

m=1

kmτm)

α

n∑
m=1

km − 1

Γ(α

n∑
m=1

km)

σ

(
t−

n∑
m=1

kmτm

)
, si

n∑
i=1

ki = k ∈ N∗,

(1.8)

où δ est la distribution de Dirac avec L−1(1) = δ(t).

Preuve :

La preuve se fait par récurrence.
Pour n = 1, on a

L−1
{(

e−pτ

pα

)k1}
=

(t− k1τ)αk1−1

Γ(αk1)
σ(t− k1τ).

On suppose pour n fixé, on a

Ln = L−1
{

n∏
m=1

(
e−pτm

pα

)km}
,

avec

Ln =



δ(t), si k1 = k2 = ... = kn = 0,

(t−
n∑

m=1

kmτm)

α

n∑
m=1

km − 1

Γ(α

n∑
m=1

km)

σ

(
t−

n∑
m=1

kmτm

)
, si k1 + k2 + ...+ kn = k ∈ N∗,

(1.9)

et montrons que

Ln+1 =

(
Ln ∗ L−1

{(
e−pτ

pα

)kn+1
})

(t). (1.10)

On distingue 4 cas :
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Cas 1 : Si k1 = k2 = ... = kn+1 = 0, on a

Ln+1 = (δ ∗ δ)(t) = δ(t).

Cas 2 : Si k1 = k2 = ... = kl = 0 et kn+1 ∈ N, on a

Ln+1 =
(t− kn+1τn+1)α(kn+1)−1

Γ(α(kn+1))
.σ(t− kn+1τn+1).

Cas 3 : Si k1 + k2 + ...+ kn ∈ N et kn+1 = 0, on a

Ln+1 = Ln.

Cas 4 :Si k1 + k2 + ...+ kn ∈ N et kn+1 ∈ N, on a

Ln+1 =

(
Ln ∗ L−1

{(
e−pτ

pα

)kn+1
})

(t)

=

t∫
0

(s−
∑n
m=1 kmτm)α

∑n
m=1 km−1

Γ(α
∑n
m=1 km)

σ(s−
n∑

m=1

kmτm).
(t− kn+1τn+1)αkn+1−1

Γ(αkn+1)
.σ(t− kn+1τn+1)ds

=

t−kn+1τn+1∫
∑n
m=1 kmτm

(s−
∑n
m=1 kmτm)α

∑n
m=1 km−1

Γ(α
∑n
m=1 km)

.
(t− kn+1τn+1)α(kn+1)−1

Γ(αkn+1)
ds.σ(t−

n+1∑
m=1

kmτm).

Si on pose s =

n∑
m=1

kmτm + (t−
n+1∑
m=1

kmτm)ξ, on obtient

Ln+1 =
(t−

∑n
m=1 kmτm)α

∑n+1
m=1 km−1

Γ(α
∑n
m=1 km)Γ(αkn+1)

σ(t−
∑n+1
m=1 kmτm).B

(∑n+1
m=1 km, kn

)

=
(t−

∑n+1
m=1 kmτm)α

∑n+1
m=1 km−1

Γ(α
∑n+1
m=1 km)

σ(t−
∑n+1
m=1 kmτm).

La preuve du Lemme est terminée.

Le Lemme précédent admet comme généralisation le Lemme suivant

Lemme 1.2 Soient B1, B2, ..., Bn, n matrices carrés, 0 < τ1 < τ2, ..., τn ∈ R, ω est un vecteur dans Rnet
0 < α < 1.

Alors on a

L−1
{(

n∏
m=1

(
Bme

−pτm

pα

)km)
ω

}
= L−1

{
n∏

m=1

(
e−pτm

pα

)km ( n∏
m=1

Bkmm

)
ω

}

= L−1
{

n∏
m=1

(
e−pτm

pα

)km}( n∏
m=1

Bkmm

)
ω
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=



δ(t), si k1 = k2 = ... = kn = 0,

(t−
n∑

m=1

kmτm)α
∑n
m=1 km−1

Γ(α

n∑
m=1

km)

(
n∏

m=1

Bkmm

)
ω. σ

(
t−

n∑
m=1

kmτm

)
, si k1 + k2 + ...+ kn ∈ N.

1.4 L’intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville

Définition 1.7 Soient f : Ω → Rn, avec Ω =]a, b], (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini de R et α un
nombre complexe avec R(α) > 0.
L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f notée Iαaf est définie par

(Iαaf)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt. (1.11)

Exemple : Soient f la fonction définie par f(x) = (x − a)β , R(β) > −1. Calculons Iαaf pour α ∈ C,
R(α) > 0, on a

(Iαaf)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt.

Si on pose t = a+ (x− a)τ , on obtient

(Iαaf)(x) =
(x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1τβdτ.

Par suite,

(Iαa (x− a)β) =
Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 1)
(x− a)α+β .

Définition 1.8 Soit f : Ω → Rn, avec Ω =]a, b], (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini de R. La
dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f notée Dα

af est définie par

(Dα
af)(x) =

(
d

dx

)n
(In−αa f)(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt, (1.12)

où n = [R(α)] + 1 et [.] désigne la partie entière.

Exemple : Soient f(x) = (x− a)α−1, 0 < α < 1. Calculons Dα
af

On a

(Dα
af)(x) =

(
d

dx

)n
(In−αa f)(x).
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Pour 0 < α < 1, on obtient n = 1. Alors

(Dα
af)(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

(x− t)−α(t− a)α−adt

=
1

Γ(1− α)

d

dx
B(1− α, α).

Par suite,

(Dα
a (x− a)α−1) = 0.

1.5 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.9 Soit f : Ω → Rn avec Ω =]a, b], (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini de R. La dérivée
fractionnaire au sens de Caputo de f notée cDα

af est définie par

(cDα
af)(x) =

(
Dα
a

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

])
(x), (1.13)

où n = [R(α] + 1.

En particulier si 0 < R(α) < 1, on a

(cDα
af)(x) = (Dα

a [f(t)− f(a)]) (x). (1.14)

On a le résultat suivant

Théorème 1.1 (Voir [8, Théorème 2.1, page 92]).
Soit R(α) ≥ 0 f une fonction de classe Cn sur [a, b] avec n ∈ N , alors la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo existe sur tout [a, b] et elle est représentée par

(cDα
af)(x) = (In−αa+ f (n))(x) (1.15)

=
1

Γ(n− α)

x∫
a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt.

En particulier si 0 < α < 1, on a

(cDα
af)(x) = (I1−αa+ f ′)(x) (1.16)

=
1

Γ(1− α)

x∫
a

(x− t)−αf ′(t)dt.

Exemple : Soient α, β ∈ C avec R(α) ≥ 0 et R(β) ≥ 0. Calculons cDα
a de la fonction (x− a)β .

On distingue deux cas :

Cas 1 : Si α ∈ N∗, on obtient α = n.
C’est-à-dire,

11



cDα
a (x− a)β =c Dn

a(x− a)β

=
dn

dxn
(x− a)β

= β(β − 1)...(β − n+ 1)(x− a)β−n.
Par suite,

cDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(x− a)β−n.

Cas 2 : Si α ∈ C avec n = [R(α] + 1, on obtient

cDα
a (x− a)β = In−αa

(
dn

dxn

)
(x− a)β

= In−αa

Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(x− a)β−n.

Par suite,

cDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β − α+ 1)
(x− a)β−α.

Lemme 1.3 Soient α > 0, n − 1 < α ≤ n avec n ∈ N∗, f une fonction continue, la transformée de
Laplace de f et f (k) existe et limx→0+ f

(k)(x) = 0 pour k = 0, 1, ..., n− 1, alors on a

L(cDα
0 f)(p) = pαF (p)−

n−1∑
k=0

pα−k−1f (k)(0). (1.17)

En particulier si 0 < α < 1, on a

L(cDα
0 f)(p) = pαF (p)− pα−1f(0). (1.18)

1.6 La fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.10 La fonction de Mittag-Leffler à un paramètre notée Eα est définie par

Eα(z) =

+∞∑
k=o

zk

Γ(αk + 1)
, z ∈ C, R(α) > 0. (1.19)

Exemple :
Pour α = 1, on a

E1(z) = ez.

Pour α = 2, on a

E2(z) = cosh(
√
z).
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Lemme 1.4 Soient R(p) > 0, R(α) > 0 et a ∈ R la transformée de Laplace de la fonction de Mittag-
Leffler à un paramètre est donnée par

L(Eα(atα))(p) =
pα−1

pα − a
, (1.20)

à condition que R(p) > |a|
1
α .

Preuve :
On a

L(Eα(atα))(p) =

∫ +∞

0

e−pt
+∞∑
k=0

(atα)k

Γ(αk + 1)
dt

=

+∞∑
k=0

ak

Γ(αk + 1)

∫ +∞

0

e−pttαkdt.

Si on pose τ = pt, on obtient

+∞∑
k=0

ak

Γ(αk + 1)

∫ +∞

0

e−τ

p

(
τ

p

)αk
dτ =

1

p

+∞∑
k=0

(
a

pα

)k

=
1

p
.

1

1− a

pα

.

Par suite,

L(Eα(atα))(p) =
pα−1

pα − a
.

La preuve est terminée.

Définition 1.11 La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres notée Eα,β est définie par

Eα,β(z) =

+∞∑
k=o

zk

Γ(αk + β)
, z, β ∈ C, R(α) > 0. (1.21)

Exemples :
Pour β = 1, on a

Eα,1(z) = Eα(z).

Pour α = 2 et β = 1, on a

E2,1(z) =
ez − 1

z
.

Remarque : On peut montrer par récurrence que ∀n ∈ N, ∀z ∈ C, on a

E
(n)
α,β(z) =

+∞∑
k=0

(k + n)!

k!.Γ(αk + αn+ β)
zk. (1.22)

On a le résultat suivant
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Lemme 1.5 Soient α et β deux nombres complexes avec R(α) > 0 et a un nombre réel.
Alors on a

L
(
tαn+β−1E

(n)
α,β(atα)

)
(p) =

n!pα−β

(pα − a)n+1
. (1.23)

Preuve :
On a

L
(
tαn+β−1E

(n)
α,β(atα)

)
(p) = L

(
tαn+β−1

+∞∑
k=0

(k + n)!(atα)k

k!Γ(αk + αn+ β)

)

=

+∞∑
k=0

(k + n)!ak

k!Γ(αk + αn+ β)
L
(
tαn+β−1+αk

)
=

+∞∑
k=0

(k + n)!ak

k!
.

1

pαn+αk+β

=
1

pαn+β

+∞∑
k=0

(k + n)!

k!

[
a

pα

]k
=

1

pαn+β
n!(

1− a

pα

)n+1

.

Par suite,

L
(
tαn+β−1E

(n)
α,β(atα)

)
(p) =

n!pα−β

(pα − a)n+1
.

La preuve est terminée.

Pour terminer ce Chapitre, on énonce le résultat suivant

Théorème 1.2 (Voir [2, Théorème B, page 38]).
Si x1, x2, ..., xm sont éléments permutables (xixj = xjxi, 1 ≤ ı̂ ≤ j ≤ m), pour tout entier n ≥ 0, on a

m∑
i=1

xni = (x1 + x2 + ...+ xm)n =
∑

a1,a2,...,am≥0
a1+a2+...+am=n

(
n

a1, a2, ..., am

)
xa11 .x

a2
2 ...x

am
m . (1.24)

où (
n

a1, a2, ..., am

)
=

n!

a1!.a2! ... am!
,

s’appellent coefficients multinomiaux.
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Chapitre 2

Sur la représentation explicite des
solutions pour les systèmes
d’équations différentielles
fractionnaires linéaires avec retard
d’ordre α

2.1 Introduction

Dans ce chapitre en utilisant la transformée de Laplace on donne la représentation explicite des
solutions pour les systèmes d’équations différentielles fractionnaires linéaires avec retard d’ordre α du
type 

cDα
0x(t) =

n∑
i=1

Bix(t− τi) + f(t), si t > 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

(2.1)

où cDα
0 est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α avec 0 < α < 1, Bi est une ma-

trice carré d’ordre n avec n ∈ N∗ pour tout i = 1, 2, ..., n et BiBj = BjBi, pour 1 ≤ i ≤ n et
1 ≤ j ≤ n, f : [0,∞) → Rn une fonction d’ordre exponentiel, ϕ : [−τ, 0] → Rn est une fonction
continue, τ =: max {τi} et τi > 0 pour tout i = 1, 2, ..., n.

On note pour α = 1, la représentation explicite des solutions a été donnée par [7], [10] et [12] et
par conséquent les résultats obtenus dans ce chapitre sont des généralisations de ceux obtenus dans
les références précédentes.

2.2 Sur les systèmes d’équations différentielles fractionnaires
avec un seul retard d’ordre α

On considère le problème de Cauchy suivant{
cDα

0X(t) = AX(t) +BX(t− τ), si t ≥ 0,

X(t) = In, si− τ ≤ t ≤ 0,
(2.2)
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où cDα
0 est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α avec 0 < α < 1 , A, B sont deux matrices

carrés d’ordre n, n ∈ N∗ , τ > 0 et In est le vecteur unité.

On a le résultat suivant

Théorème 2.1 La solution X du problème (2.2) est donnée par

X(t) = In +

n−1∑
k=0

ϕk(t), si (n− 1)τ ≤ t ≤ nτ, (2.3)

où

ϕn(t) =
(t− nτ)α(n+1)

n!
E

(n)
α,α+1[A(t− nτ)α].Bn(A+B).σ(t− nτ).

Preuve :

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de l’equation dans (2.2), on a

L{(cDα
0X)(t)} = L{AX(t) +BX(t− τ)}

C’est -à-dire,

pαX̃(p)− pα−1X(0) = AX̃(p) +B

+∞∫
0

e−ptX(t− τ)dt.

Avec X̃(p) = L(X(t))(p).

Si on pose t− τ = s, on obtient

pαX̃(p)− pα−1In = AX̃(p) +Be−pτ
+∞∫
−τ

e−psX(s)ds

= AX̃(p) +Be−pτ

[
0∫
−τ

e−psX(s)ds+
+∞∫
0

e−psX(s)ds

]
= AX̃(p) +Be−pτ

[(
−1

p
+
epτ

p

)
In + X̃(p)

]
,

c’est-à-dire,

[
pαIn −A−Be−pτ

]
X̃(p) = pα−1In + p−1(1− e−pτ )BIn,
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c’est-à-dire,

X̃(p) =
[
pαIn −A−Be−pτ

]−1 {
pα−1In + p−1(1− e−pτB)

}
= p−1

[
pαIn −A−Be−pτ

]−1 {
[pαIn −A−Be−pτ ] + (A+B)

}
,

c’est-à-dire,

X̃(p) = p−1In + p−1
[
pαIn −A−Be−pτ

]−1
(A+B)

=
1

p
In +

1

p(pαIn −A)

+∞∑
n=0

(
Be−pτ

(pαIn −A)

)n
(A+B)

=
1

p
In +

1

p

+∞∑
n=0

Be−pnτ

(pαIn −A)n+1
(A+B).

Alors, d’après La Remarque du Chapitre 1, on a

X(t) = In +

n−1∑
k=0

ϕk(t), si (n− 1)τ ≤ t ≤ nτ.

La preuve est achevée.

Maintenant on considère le problème de Cauchy suivant :{
cDα

0x(t) = Ax(t) +Bx(t− τ), si t ≥ 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,
(2.4)

où ϕ : [a, b]→ Rn une fonction continue, on note par X la solution fondamentale de (2.2) et x la solution
de (2.4), alors on a le résultat suivant

Théorème 2.2 (Voir [12, Théorème 4.1, page 555]).
Si X est une solution fondamental du système (2.2), alors la solution générale x pour le système (2.4)
est représentée sous la forme

x(t) = X(t)ϕ(0) +B

∫ 0

−τ

[
(cD1−αX)(t− τ − θ) +

(t− τ − θ)α−1

Γ(α)
In

]
ϕ(θ)dθ. (2.5)

Preuve :

Si on applique la transformée de Laplace aux deux membres de l’équation dans (2.4), on ontient

pαL[x(t)]− pα−1ϕ(0) = AL[x(t)] +BL[x(t− τ)].

Comme

L[x(t− τ)] =

∫ +∞

0

e−ptx(t− τ)dt = e−pτL[x(t)] + e−pτ
∫ 0

−τ
e−ptϕ(t)dt,

on obtient [
pαIn −A−Be−pτ

]
L[x(t)] = pα−1ϕ(0) +Be−pτ

∫ 0

−τ
e−ptϕ(t)dt.
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Alors la transformée de Laplace de la fonction x s’écrit

L[x(t)] = L[X(t)]ϕ(0) + L[X(t)]Bp1−αe−pτ
∫ 0

−τ
e−ptϕ(t)dt.

On définit les deux fonctions ω(.) et ϕ̂(.) par

ω(t) =

{
0, si t ≥ 0,

1, si t ∈ [−τ, 0],

et

ϕ̂(t) =

{
ϕ(0), si t ≥ 0,

ϕ(t), si t ∈ [−τ, 0].

D’autre part, on a

L[X(t)]Bp1−αe−pτ
∫ 0

−τ
e−ptϕ(t)dt = Bp1−αL[X(t)]e−pτ

∫ +∞

−τ
e−ptϕ̂(t)ω(t)dt

= Bp1−αL[X(t)]

∫ +∞

0

e−ptϕ̂(t− τ)ω(t− τ)dt

= Bp1−αL[X(t)]L [ϕ̂(t− τ)ω(t− τ)] .

D’autre par, comme α ∈ (0, 1) on utilise les deux égalités suivantes

L
[
(cD1−α

0 X(t)
]

= p1−αL[X(t)](p)− p−αX(0),

et
p−αL[f(t)] = L[Iα0 f(t)](p),

où Iα0 est une intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α.

Alors

L[x(t)] = L[X(t)]ϕ(0) +BL
[
(cD1−α

0 X(t)
]
L [ϕ̂(t− τ)ω(t− τ)] +BL{Iα0 [ϕ̂(t− τ)ω(t− τ)]} .

Par suite,

x(t) = X(t)ϕ(0) +B
[
(cD1−αX(t)

]
∗ [ϕ̂(t− τ)ω(t− τ)] +BIα [ϕ̂(t− τ)ω(t− τ)]

= X(t)ϕ(0) +B

∫ t

0

[
(cD1−αX(t− s) +

(t− s)α−1

Γ(α)
In

]
ϕ̂(t− τ)ω(t− τ)ds

= X(t)ϕ(0) +B

∫ τ

0

[
(cD1−αX(t− s) +

(t− s)α−1

Γ(α)
In

]
ϕ(t− τ)ds.

Si on pose s = τ + θ, on obtient

x(t) = X(t)ϕ(0) +B

∫ 0

−τ

[
(cD1−αX(t− τ − θ) +

(t− τ − θ)α−1

Γ(α)
In

]
ϕ(θ)dθ.

Ce qu’il fallait démontrée.
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Maintenant on considère le problème de Cauchy suivant{
cDα

0x(t) = Ax(t) +Bx(t− τ) + f(t), si t ≥ 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,
(2.6)

où f : [a, b]→ Rn une fonction continue et admettant une transformée de Laplace F.

Alors on a le résultat suivant

Théorème 2.3 (Voir [12, Théorème 4.2, page 556]).
La solution x∗ du problème (2.6) est donnée par

x∗(t) = x(t) + Iα0 f(t) +

∫ t

0

[
(cD1−α

0 X(t− s)f(s)ds
]
. (2.7)

Preuve :

Par l’application de la transformée de Laplace dans l’équation du système (2.6), on obtient

pαL[x∗(t)]− pα−1ϕ(0) = AL[x∗(t)] +BL[x∗(t− τ)] + L [f(t)] .

D’aprés la preuve précédente, on obtient

L[x∗(t)] = L[X(t)]ϕ(0) + L[X(t)]Bp1−αe−pτ
∫ 0

−τ
e−ptϕ(t)dt+ p1−αL[X(t)]L[f(t)],

c’est-à-dire,

L[x∗(t)] = L[X(t)] + p1−αL[X(t)]L[f(t)].

Par suite, on a

x∗(t) = x(t)) + Iα0 f(t) +

∫ t

0

[
(cD1−α

0 X(t− s)f(s)ds.

La preuve est terminée.

2.3 Sur la représentation explicite des solutions pour les systèmes
d’équations différentielles linéaires fractionnaires avec deux
retards d’ordre α

Dans cette partie, on considère le problème suivant{
cDα

0x(t) = B1x(t− τ1) +B2x(t− τ2) + f(t), si t > 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,
(2.8)

où τ1 > 0, τ2 > 0, τ =: max {τ1, τ2}, B1, B2 deux matrices carrés d’ordre n, n ∈ N∗ avec B1B2 = B2B1,
ϕ : [−τ, 0]→ Rn et f : [0,∞)→ Rn une fonction continue d’ordre exponentiel admettant une transformée
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de Laplace F.

On a le résultat suivant

Théorème 2.4 La solution x du problème(2.8) est donnée par

x(t) =
∑

k1τ1+k2τ2≤t−s
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t−

2∑
m=1

kmτm)αk

Γ(αk + 1)

ϕ(0) (2.9)

+

2∑
j=1

Bj

∫ τj

0

Ã(t− s)ϕ(s− τj)ds+

∫ t

0

Ã(t− s)f(s)ds,

où

Ã(t) =
∑

k1τ1+k2τ2≤t−s
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

bkmm

)
(t−

2∑
m=1

kmτm)αk+α−1

Γ(αk + α)

 ,
pour tout t ∈ R.

Preuve :

Tout d’abord on définit la fonction ψ la fonction prolongée de ϕ par

ψ(t) =

{
ϕ(t), si t ∈ [−τ, 0],

0, si t /∈ [−τ, 0].

En prouvant par la transformée de Laplace en l’appliquant aux deux membres de l’équation dans le
problème (2.8), on obtient

pαx̃(p)− pα−1x(0) =

2∑
i=1

Bi

∫ +∞

0

e−psx(s− τi)ds+ F (p)

pαx̃(p)− pα−1ϕ(0) =

2∑
i=1

Bi

∫ +∞

0

e−psx(s− τi)ds+ F (p)

=

2∑
i=1

Bi

(∫ τi

0

e−psϕ(s− τi)ds+

∫ +∞

τi

e−psϕ(s− τi)ds
)

+ F (p)

=

2∑
i=1

Bi

(∫ +∞

0

e−psψ(s− τi)ds+ e−pτi
∫ +∞

0

e−psx(s)ds

)
+ F (p)

=

2∑
i=1

[
BiL (ψ(s− τi)) +Bie

−pτi x̃(p)
]

+ F (p),

c’est-à-dire,[
pα −

2∑
i=1

Bie
−pτi

]
x̃(p) = ϕ(0)pα−1 +

2∑
i=1

BiL (ψ(s− τi)) + F (p).

Comme
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[
1−

2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]−1
=

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]k
.

C’est-à-dire,

x̃(p) =
1

pα

[
1−

2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]−1 [
ϕ(0)pα−1 +

2∑
i=1

BiL (ψ(s− τi)) + F (p)

]

= A0 +

2∑
j=1

BjAj +Af .

Avec

A0 = L−1
 1

pα

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]k pα−1ϕ(0)

 ,

Aj = L−1
 1

pα

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]kL(ψ(t− τj))

 , pour j = 1, 2,

et

Af = L−1
 1

pα

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]kF (p)

 .

Calculons A0, Aj pour j = 1, 2 et Af .

Pour A0, on a

A0 = L−1
 1

pα

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]k pα−1ϕ(0)


= L−1

1

p

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]kϕ(0)


=

∞∑
k=0

L−1
1

p

[ 2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]kϕ(0)


=

∞∑
k=0

σ ∗ L−1
1

p

[ 2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]kϕ(0)




= (σ ∗ δ)(t)ϕ(0) +

∞∑
k=1

σ ∗ L−1

[ 2∑

i=1

Bie
−pτi

pα

]kϕ(0)


 .

En utilisant le Théorème 1.2 du Chapitre 1, on obtient
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A0 = σ(t)ϕ(0) +

∞∑
k=1

σ ∗ L−1

 ∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

) 2∏
m=1

(
Bme

−pτm

pα

)kmϕ(0)




= σ(t)ϕ(0) +

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)(
σ ∗ L−1

{(
2∏

m=1

(
Bme

−pτm

pα

)km)
ϕ(0)

})
.

D’après le Lemme 1.2 du Chapitre 1, on obtient

A0 = σ(t)ϕ(0) +

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

) t∫
0

(s−
2∑

m=1

kmτm)

α

2∑
m=1

km − 1

Γ(α

2∑
m=1

km)

(
2∏

m=1

Bkmm

)
ϕ(0)

× σ

(
s−

2∑
m=1

kmτm

)
σ(t− s)ds.

Comme

σ(t− s) =

{
1, si s < t,

0, sinon,

et

σ(s−
2∑

m=1

kmτm) =

{
1, si s >

∑2
m=1 kmτm,

0, sinon.

Alors,

σ(t− s).σ(s−
∑2
m=1 kmτm) = σ(t−

∑n
m=1 kmτm)

=

{
1, si t > s >

∑2
m=1 kmτm,

0, sinon.

Par suite, il résulte que

A0 = σ(t)ϕ(0) +

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)
(t−

∑n
m=1 kmτm)αk

Γ(αk + 1)

×σ(t−
∑n
m=1 kmτm)

(∏2
m=1B

km
m

)
ϕ(0)

=
∑

∑2
m=1 kmτm<t
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)
(t−

∑n
m=1 kmτm)αk

Γ(αk + 1)

(
2∏

m=1

Bkmm

)
ϕ(0).

Maintenant calculons les Aj pour j = 1, 2,

on a
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Aj = L−1
 1

pα

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

pα

]kL(ψ(t− τj))


=L−1

{
Lϕ(t− τj)

pα

}
+

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)[
L−1

(
1

pα

)
∗ L−1

(
2∏

m=1

(
e−pτm

pα

)km)

∗
(∏2

m=1B
km
m

)
ψ(.− τj)

=

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
.ψ(s−τj)σ(t−s)ds+

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)[
L−1

(
1

pα

)
∗ L−1

(
2∏

m=1

(
e−pτm

pα

)km)

∗
(∏2

m=1B
km
m

)
ψ(.− τj)

=

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
.ψ(s− τj)σ(t− s)ds+

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)

× (E ∗ ψ(.− τj)) .

Avec

E =
tα−1

Γ(α)
σ(t) ∗

(s−
2∑

m=1

kmτm)

α

2∑
m=1

km − 1

Γ(α

2∑
m=1

km)

σ

(
s−

2∑
m=1

kmτm

)
.

On a

E =

t∫
0

(t− s)α−1

Γ(α)
σ(t− s)

(s−
2∑

m=1

kmτm)αk−1

Γ(αk)
σ

(
s−

2∑
m=1

kmτm

)
ds

=

t∫
∑2
m=1 kmτm

(t− s)α−1

Γ(α)

(s−
2∑

m=1

kmτm)αk−1

Γ(αk)
σ

(
t−

2∑
m=1

kmτm

)
ds,

Si on pose

s =

2∑
m=1

kmτm + (t−
2∑

m=1

kmτm)v.

On obtient

E =

∫ 1

0

[
(t−

∑2
m=1 kmτm)v

]αk−1
Γ(αk)

(t−
∑2
m=1 kmτm)α−1

Γ(α)
(1− v)α−1(t−

2∑
m=1

kmτm)dv
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=
(t−

∑2
m=1 kmτm)αk+α−1

Γ(αk)Γ(α)

∫ 1

0

vαk−1(1− v)α−1dv

=
(t−

∑2
m=1 kmτm)αk+α−1

Γ(αk)Γ(α)
B(αk, α)

=
(t−

∑2
m=1 kmτm)αk+α−1

Γ(αk + α)
.

Par suite,

Aj =

∞∑
k=0

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

) (t− s−
2∑

m=1

kmτm)

α

2∑
m=1

km + α− 1

Γ(α

2∑
m=1

km + α)

σ

(
s−

2∑
m=1

kmτm

)

∗ψ(.− τj)

=

t∫
0

∞∑
k=0

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t− s−

2∑
m=1

kmτm)αk+α−1

Γ(αk + α)
σ

(
t− s−

2∑
m=1

kmτm

)
ψ(s− τj)

 ds

=

t∫
0

∑
k1τ1+k2τ2≤t−s

k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t− s−

2∑
m=1

kmτm)αk+α−1

Γ(αk + α)
ψ(s− τj)

 ds.
En conclusion, on a

Aj =

∫ τj

0

Ã(t− s)ϕ(s− τj)ds pour j = 1, 2.

De même pour Af , on a

Af =

t∫
0

∑
k1τ1+k2τ2≤t−s

k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t− s−

2∑
m=1

kmτm)αk+α−1

Γ(αk + α)
f(s)

 ds

=

t∫
0

Ã(t− s)f(s)ds.

Oui devait être prouvée.
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2.3.1 Généralisation

On considère le problème suivant
cDα

0x(t) =

n∑
i=1

Bix(t− τi) + f(t), si t > 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

(2.10)

où 0 < α < 1, Bi est une matrice carré d’ordre n avec n ∈ N∗ pour tout i = 1, 2, ..., n et BiBj = BjBi,
pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ n, f : [0,∞)→ Rn une fonction d’ordre exponentiel, ϕ : [−τ, 0]→ Rn est une
fonction continue, τ =: max {τi} et τi > 0 pour tout i = 1, 2, ..., n.

Le Théorème 2.4 admet la généralisation suivante

Théorème 2.5 La solution x du problème(2.10) est donnée par

x(t) =
∑

∑n
m=1 kmτm≤t−s
k1,k2,...,kn≥0

(
k

k1, k2, ..., kn

)( n∏
m=1

Bkmm

)
(t−

n∑
m=1

kmτm)αk

Γ(αk + 1)

ϕ(0) (2.11)

+

n∑
j=1

Bj

∫ τj

0

Ãn(t− s)ϕ(s− τj)ds+

∫ t

0

Ãn(t− s)f(s)ds,

où

Ãn(t) =
∑

∑n
m=1 kmτm≤t−s
k1,k2,...,kn≥0

(
k

k1, k2, ..., kn

)( n∏
m=1

Bkmm

)
(t−

n∑
m=1

kmτm)αk+α−1

Γ(αk + α)

 ,
pour tout t ∈ R.

Preuve : La preuve est similaire à celle du Théorème 2.4.
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Chapitre 3

Sur la représentation explicite des
solutions pour les systèmes
d’équations différentielles
fractionnaires linéaires avec retard
d’ordre 2α

3.1 Introduction

Dans ce chapitre en utilisant la transformée de Laplace on donne la représentation explicite des
solutions pour les systèmes d’équations différentielles fractionnaires linéaires avec retard d’ordre 2α du
type 

cD2α
0 x(t) =

n∑
i=1

Bix(t− τi) + f(t), si t > 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

x′(t) = ϕ′(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

(3.1)

où
1

2
< α ≤ 1, Bi est une matrice carré d’ordre n avec n ∈ N∗ pour tout i = 1, 2, ..., n et BiBj = BjBi,

pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ n, f : [0,∞) → Rn une fonction d’ordre exponentiel, ϕ : [−τ, 0] → Rn une
fonction de classe C1, τ =: max {τi} et τi > 0 pour tout i = 1, 2, ..., n.

On note par α = 1, la représentation explicite des solution a été donnée par [3], [6] et [10] et par
conséquent les résultats obtenus dans ce chapitre sont des généralisations de ceux obtenus dans les
références précédentes.
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3.2 Sur les systèmes d’équations différentielles fractionnaires
avec un seul retard d’ordre 2α

On considère le problème suivant
cD2α

0 x(t) +A2x(t− τ) = 0, si t > 0,

x(t) = In, si− τ ≤ t ≤ 0,

x′(t) = 0Rn , si− τ ≤ t ≤ 0,

(3.2)

où cD2α
0 est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 2α avec

1

2
< α ≤ 1, A est une matrice

carré d’ordre n avec n ∈ N∗, In est le vecteur unité et τ > 0.

Proposition 3.1 La solution x de (3.2) est donnée par

x(t) = Cosα,τ (At), (3.3)

où la fonction Cosα,τ (At) est définie par

Cosα,τ (At) = In +

+∞∑
n=1

(−1)nA2n

Γ(2αn+ 1)
(t− (n− 1)τ)2αn.σ(t− (n− 1)τ). (3.4)

Preuve :

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de l’équation (3.2), on obtient

p2αx̃(p)− p2α−1x(0)− p2α−2x′(0) +A2

 +∞∫
0

e−pτx(t− τ)dt

 = 0,

où x̃(p) = L(x(t))(p).

Si on pose s = t− τ , on obtient

p2αx̃(p)− p2α−1In +A2e−pτ
[
−1

p
+
epτ

p
+ x̃(p)

]
= 0,

c’est-à-dire,

(p2α +A2e−pτ ) x̃(p) = p2α−1In −
A2e−pτ

p
(epτ − 1).

Par suite,

x̃(p) = (p2α +A2e−pτ )−1
[
p2α−1In −

A2e−pτ

p
(epτ − 1)

]
= p−1(p2α +A2e−pτ )−1

[
p2αIn +A2(e−pτ − 1)

]
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=
1

p
In −

A2

p[p2α +A2e−pτ ]

=
1

p
In −

A2

p

+∞∑
k=0

(−1)k
A2ke−kpτ

p2α(k+1)
,

c’est-à-dire,

x̃(p) =
1

p
In −

+∞∑
k=0

(−1)k
λ2α(k+1)e−kpτ

p2α(k+1)+1
.

Par suite,

x(t) = In −
+∞∑
k=0

(−1)k
A2(k+1)(t− kτ)2α(k+1)

Γ(2α(k + 1) + 1)
.σ(t− (n− 1)τ)

= In +

+∞∑
k=1

(−1)kA2n

Γ(2αk + 1)
(t− (k − 1)τ)2αk.σ(t− (n− 1)τ)

= Cosα,τ (At).

La preuve de la proposition est terminée.

Maintenant on considère le problème suivant
cD2α

0 x(t) +A2x(t− τ) = 0, si t > 0,

x(t) = A(t+ τ), si− τ ≤ t ≤ 0,

x′(t) = A, si− τ ≤ t ≤ 0.

(3.5)

On a le résultat suivant

Proposition 3.2 La solution x de (3.5) est donnée par

x(t) = Sinα,τ (At), (3.6)

où la fonction Sinα,τ (At) est définie par :

Sinα,τ (At) = A(t+ τ) +

+∞∑
k=1

(−1)kA2k+1

Γ(2αk + 2)
(t− (k − 1)τ)2αk+1.σ(t− (k − 1)τ). (3.7)

Preuve :

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de l’équation (3.5), on obtient

p2αx̃(p)− p2α−1x(0)− p2α−2x′(0) = −A2

+∞∫
0

e−ptx(t− τ)dt.

On pose t− τ = s , on obtient

p2αx̃(p)− p2α−1x(0)− p2α−2x′(0) = −A2

+∞∫
0

e−p(s−τ)x(s)ds
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p2αx̃(p)− p2α−1x(0)− p2α−2x′(0) = −A2

epτ 0∫
−τ

e−psx(s)ds+ epτ x̃(p)

 ,
c’est-à-dire,

[
p2α +A2e−pτ

]
x̃(p) = p2α−1Aτ + p2α−2A−A3e−pτ

[
−τe

pτ

p
+

(
τ +

1

p

)(
−1

p
+
epτ

p

)]
= p2α−1Aτ + p2α−2A+

A3τ

p
+
A3

p

(
τ +

1

p

)
e−pτ − A3

p

(
τ +

1

p

)
.

Par suite,

x̃(p) =
p2α−1Aτ

p2α +A2e−pτ
+

p2α−2A

p2α +A2e−pτ
+

A3τ

p [p2α +A2e−pτ ]
+
A3

p

(
τ +

1

p

)
e−pτ

p2α +A2e−pτ

-
A3

p

(
τ +

1

p

)
1

p2α +A2e−pτ
,

c’est-à-dire,

x̃(p) =
Aτ

p

+∞∑
n=0

(−1)n
A2ne−npτ

p2αn
+
A

p2

+∞∑
n=0

(−1)n
A2ne−npτ

p2αn
+Aτ

+∞∑
n=0

(−1)n
A2ne−npτ

p2αn+2α+1

+
A3

p

(
τ +

1

p

) +∞∑
n=0

(−1)n
A2ne−(n+1)pτ

p2α(n+1)
− A3

p

(
τ +

1

p

) +∞∑
n=0

(−1)n
A2ne−npτ

p2α(n+1)
,

ce qui donne,

x̃(p) = τ

+∞∑
n=0

(−1)n
A2n+1e−npτ

p2αn+1
+

+∞∑
n=0

(−1)n
A2n+1e−npτ

p2αn+2
+ τ

+∞∑
n=0

(−1)n
A2n+3e−npτ

p2(n+1)α+1

+τ

+∞∑
n=0

(−1)n
A2n+3e−(n+1)pτ

p2(n+1)α+1
+

∞∑
n=0

(−1)n
A2n+3e−(n+1)pτ

p2(n+1)α+2

−τ
+∞∑
n=0

(−1)n
A2n+3e−npτ

p2(n+1)α+1
−
∞∑
n=0

(−1)n
A2n+3e−npτ

p2(n+1)α+2

=
Aτ

p
+
A

p2
+

+∞∑
k=1

(−1)k
A2k+1e−(k−1)pτ

p2kα+2
.

Par suite,

x(t) = A(t+ τ) +

+∞∑
k=1

(−1)kA2k+1

Γ(2αk + 2)
(t− (k − 1)τ)2αk+1σ(t− (k − 1)τ)

= Sinα,τ (At).

La preuve de la proposition est achevée.
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Maintenant considérons le problème suivant
cD2α

0 x(t) +A2x(t− τ) = 0, si t > 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

x′(t) = ϕ′(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

(3.8)

où ϕ : [−τ, 0]→ Rn est une fonction de classe C2.

On a le résultat suivant

Théorème 3.1 La solution du problème (3.8) est donnée par

x(t) = ϕ(−τ)Cosα,τ (At) +A−1
{
ϕ′(−τ)Sinα,τ (At) +

∫ 0

−τ
Sinα,τA(t− τ − ξ)ϕ′′(ξ)dξ

}
. (3.9)

Preuve :

On cherche la solution du problème (3.8) sous la forme

x(t) = Cosα,τ (At).c1 + Sinα,τ (At).c2 +

∫ 0

−τ
Sinα,τA(t− τ − ξ)y′′(ξ)dξ,

où c1, c2 sont deux vecteurs de Rn et y : [−τ, 0]→ Rn est une fonction de classe C2.

Déterminant les vecteurs c1 , c2 et la fonction y.

Pour −τ ≤ t ≤ 0, on a

x(t) = ϕ(t),

et
x′(t) = ϕ′(t).

Alors

ϕ(t) = Cosα,τ (At).c1 + Sinα,τ (At).c2 +

∫ 0

−τ
Sinα,τA(t− τ − ξ)y′′(ξ)dξ

= Cosα,τ (At).c1 + Sinα,(At).c2 +

∫ t

−τ
Sinα,τA(t− τ − ξ)y′′(ξ)dξ

+

∫ 0

t

Sinα,τA(t− τ − ξ)y′′(ξ)dξ.

Comme
Cosα,τ (At) = In, Sinα,τ (At) = A(t+ τ),

et ∫ 0

t

Sinα,τA(t− τ − ξ)y′′(ξ)dξ = 0.
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On obtient∫ t

−τ
Sinα,τA(t− τ − ξ)y′′(ξ)dξ =

∫ t

−τ
Sinα,τA(s)y′′(t− τ − s)ds

=

∫ t

−τ
A(s+ t)y′(t− τ − s)ds

= −A(s+ τ)y′(t− τ − s)
∣∣∣∣t
−τ

+A

∫ t

−τ
y′(t− τ − s)ds

= −A(t+ τ)y′(−τ)−A [y(−τ)− y(t)] .

Par suite,

ϕ(t) = Inc1 +A(t+ τ)c2 −A(t+ τ)y′(−τ)−A [y(−τ)− y(t)] .

Pour t = −τ , on obtient
c1 = ϕ(−τ).

Maintenant si on dérive la fonction ϕ, on obtient

ϕ′(t) = Ac2 −Ay′(−τ) +Ay′(t).

Pour t = −τ , on obtient
ϕ′(−τ) = Ac2.

Ce qui donne,
c2 = A−1ϕ′(−τ).

Finalement, si on dérive une deuxième fois la fonction ϕ, on obtient

ϕ′′(t) = Ay′′(t),

c’est-à-dire,
y′′(t) = A−1ϕ′′(t).

En conclusion, la solution de (3.8) est donnée par

x(t) = ϕ(−τ)Cosα,τ (At) +A−1
{
ϕ′(−τ)Sinα,τ (At) +

∫ 0

−τ
Sinα,τA(t− τ − ξ)ϕ′′(ξ)dξ

}
.

La preuve est terminée.

Maintenant on considère le problème suivant
cD2α

0 x(t) +A2x(t− τ) = f(t), si t > 0,

x(t) ≡ 0Rn , si− τ ≤ t ≤ 0,

x′(t) ≡ 0Rn , si− τ ≤ t ≤ 0,

(3.10)

où f : R+ → Rn est une fonction continue.

On a le résultat suivant
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Théorème 3.2 On suppose que la fonction f admet une transformée de Laplace, alors la solution du
problème (3.10) est donnée par :

x0(t) = A−1
{∫ t

0

Sinα,τA(t− τ − s)f(s)ds

}
.

Preuve :

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de l’équation (3.10), on obtient

p2αx̃(p)− p2α−1x(0)− p2α−2x′(0) +A2

∫ +∞

0

e−ptx(t− τ)dt = F (p),

c’est-à-dire,
p2αx̃(p) +A2e−pτ x̃(p) = F (p)

[
p2α +A2e−pτ

]
x̃(p) = F (p).

Par suite,

x̃(p) =
1

[p2α +A2e−pτ ]
F (p)

=
1

p2α

+∞∑
n=0

(−1)n
A2ne−npτ

p2αn
F (p).

Ce qui donne,

x̃(p) =

+∞∑
n=0

(−1)n
A2ne−npτ

p2α(n+1)
F (p).

Par suite,

x(t) =

t∫
0

+∞∑
n=0

(−1)nA2n (t− s− nτ)2α(n+1)−1

Γ(2α(n+ 1))
f(s)ds

= A−1
t∫

0

+∞∑
n=0

(−1)nA2n+1 [t− s− τ − (n− 1)τ ]
2α(n+1)−1

Γ(2α(n+ 1))
f(s)ds

= A−1
t∫

0

Sinα,τ [A(t− s− τ)] f(s)ds.

Ce qu’il fallait démontrée.

On considère le problème suivant
cD2α

0 x(t) +A2x(t− τ) = f(t), si t > 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

x′(t) = ϕ′(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

(3.11)
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où ϕ : [−τ, 0]→ Rn est une fonction de classe C2 et f : R+ → Rn est une fonction continue.

D’après les Théorèmes 3.1 et 3.2 on a le résultat suivant

Corollaire :La solution x du problème (3.11) est donnée par

x(t) = Cosα,τ (At)ϕ(−τ) +A−1
{
Sinα,τ (At)ϕ′(−τ) +

∫ 0

−τ
Sinα,τA(t− τ − ξ)ϕ′′(ξ)dξ

}
(3.12)

+A−1
{∫ t

0

Sinα,τA(t− τ − ξ)f(ξ)ds

}
.

3.3 Sur les systèmes d’équations différentielles fractionnaires
avec deux retards d’ordre 2α

On considère le problème suivant
cD2α

0 x(t) = B1x(t− τ1) +B2x(t− τ2) + f(t), si t > 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

x′(t) = ϕ′(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

(3.13)

où τ1 > 0, τ2 > 0, τ =: max {τ1, τ2}, B1, B2 sont deux matrices carrés d’ordre n, n ∈ N avec (B1.B2 =
B2.B1) , f : [0,∞) → Rn une fonction continue d’ordre exponentiel, ϕ : [−τ, 0] → Rn une fonction de

classe C1 et
1

2
< α ≤ 1.

On a le résultat suivant

Théorème 3.3 La solution x du problème (3.13) est donnée par

x(t) =
∑

k1τ1+k2τ2≤t−s
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t−

2∑
m=1

kmτm)αk

Γ(αk + 1)

ϕ(0)

+
∑

∑2
m=1 kmτm≤t−s
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)[
(t−

∑2
m=1 kmτm)2αk+1

Γ(2αk + 2)

]
ϕ′(0)

+

2∑
j=1

Bj

∫ τj

0

C̃(t− s)ϕ(s− τj)ds+

∫ t

0

C̃(t− s)f(s)ds.

où

C̃(t) =
∑

k1τ1+k2τ2≤t−s
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t−

2∑
m=1

kmτm)2αk+2α−1

Γ(2αk + 2α)

 ,
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pour tout t ∈ R.

Preuve : Tout d’abord on définit la fonction ψ par :

ψ(t) =

{
ϕ(t), si t ∈ [−τ, 0],

0, si t /∈ [−τ, 0].

Maintenant en appliquant la transformée de Laplace à l’équation dans (3.13), on obtient

p2αx̃(p)− p2α−1x(0)− p2α−2x′(0) =

2∑
i=1

Bi

∫ +∞

0

e−psx(s− τi)ds+ F (p)

p2αx̃(p)− p2α−1ϕ(0)− p2α−2ϕ′(0) =

2∑
i=1

Bi

∫ +∞

0

e−psx(s− τi)ds+ F (p)

=

2∑
i=1

Bi

(∫ τi

0

e−psϕ(s− τi)ds+

∫ +∞

τi

e−psϕ(s− τi)ds
)

+ F (p)

=

2∑
i=1

Bi

(∫ +∞

0

e−psψ(s− τi)ds+ e−pτi
∫ +∞

0

e−psx(s)ds

)
+F (p)

=

2∑
i=1

[
BiL (ψ(s− τi)) +Bie

−pτix(p)
]

+ F (p).

C’est-à-dire,[
p2α −

2∑
i=1

Bie
−pτi

]
x̃(p) = ϕ(0)p2α−1 + ϕ′(0)p2α−2 +

2∑
i=1

BiL (ψ(s− τi)) + F (p).

Comme [
1−

2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]−1
=

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]k
.

On obtient

x̃(p) =
1

p2α

[
1−

2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]−1 [
ϕ(0)p2α−1 + ϕ′(0)p2α−2 +

2∑
i=1

BiL (ψ(s− τi)) + F (p)

]
.

Par suite,

x(t) = A0 +A′0 +

2∑
j=1

BjAj +Af .

Avec

A0 = L−1
 1

p2α

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]k p2α−1ϕ(0)

 ,

34



A′0 = L−1
 1

p2α

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]k p2α−2ϕ′(0)

 ,

Aj = L−1
 1

p2α

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]kL(ψ(t− τj))

 , pour j = 1, 2,

et

Af = L−1
 1

p2α

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]kF (p)

 .

Calculons A0,A′0,Aj pour j = 1, 2 et Af .

Pour A0, on a

A0 = L−1
 1

p2α

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]k p2α−1ϕ(0)


= L−1

1

p

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]kϕ(0)


=

∞∑
k=0

L−1
1

p

[ 2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]kϕ(0)


=

∞∑
k=0

σ ∗ L−1
1

p

[ 2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]kϕ(0)




= (σ ∗ δ)(t)ϕ(0) +

∞∑
k=1

σ ∗ L−1

[ 2∑

i=1

Bie
−pτi

p2α

]kϕ(0)


 .

Utilisant le Théorème 1.2 du Chapitre 1, on obtient

A0 = σ(t)ϕ(0) +

∞∑
k=1

σ ∗ L−1

 ∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

) 2∏
m=1

(
Bme

−pτm

p2α

)kmϕ(0)




= σ(t)ϕ(0) +

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)(
σ ∗ L−1

{(
2∏

m=1

(
Bme

−pτm

p2α

)km)
ϕ(0)

})
.

D’après le Lemme 1.2 du Chapitre 1, on a

A0 = σ(t)ϕ(0) +

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

) t∫
0

(s−
2∑

m=1

kmτm)

α

2∑
m=1

km − 1

Γ(α

2∑
m=1

km)

(
2∏

m=1

Bkmm

)
ϕ(0)
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× σ

(
s−

2∑
m=1

kmτm

)
σ(t− s)ds.

On a

σ(t− s).σ(s−
∑2
m=1 kmτm) = σ(t−

∑n
m=1 kmτm)

=

{
1, si t > s >

∑2
m=1 kmτm,

0, sinon.

Par suite,

A0 = σ(t)ϕ(0) +

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)
(t−

∑n
m=1 kmτm)αk

Γ(αk + 1)

×σ(t−
∑n
m=1 kmτm)

(∏2
m=1B

km
m

)
ϕ(0)

=
∑

∑2
m=1 kmτm<t
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

) 2∏
m=1

Bkmm

[
(t−

∑n
m=1 kmτm)αk

Γ(αk + 1)

]
ϕ(0).

Maintenant calculons A′0, on a

A′0 = L−1
 1

p2α

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]k p2α−2ϕ′(0)


= L−1

 1

p2

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]kϕ′(0)


=L−1

{
ϕ′(0)

p2

}
+

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)[
L−1

(
1

p2

)
∗ L−1

(
2∏

m=1

(
e−pτm

p2α

)km)

∗
(∏2

m=1B
km
m

)
ϕ′(0)

= t.σ(t).ϕ′(0) +

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)[
L−1

(
1

p2

)
∗ L−1

(
2∏

m=1

(
e−pτm

p2α

)km)

∗
(∏2

m=1B
km
m

)
ϕ′(0)

= t.σ(t).ϕ′(0) +

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
ϕ′(0)× (E),

où

E = t.σ(t) ∗
(s−

2∑
m=1

kmτm)

2α

2∑
m=1

km − 1

Γ(2α

2∑
m=1

km)

σ

(
s−

2∑
m=1

kmτm

)
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=

t∫
0

(t− s)σ(t− s)
(s−

2∑
m=1

kmτm)2αk−1

Γ(2αk)
σ

(
s−

2∑
m=1

kmτm

)
ds

=

t∫
∑2
m=1 kmτm

(t− s)
(s−

2∑
m=1

kmτm)2αk−1

Γ(2αk)
σ

(
t−

2∑
m=1

kmτm

)
ds.

Si on pose

s =

2∑
m=1

kmτm + (t−
2∑

m=1

kmτm)v.

On obtient

E =
(t−

∑2
m=1 kmτm)2αk+1

Γ(2αk + 2)
.

Par suite, il résulte que

A′0 = t.σ(t).ϕ′(0) +

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t−

∑2
m=1 kmτm)2αk+1

Γ(2αk + 2)
ϕ′(0)

=

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t−

∑2
m=1 kmτm)2αk+1

Γ(2αk + 2)
ϕ′(0)

=
∑

∑2
m=1 kmτm≤t−s
k1,k2,...,kn≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t−

∑2
m=1 kmτm)2αk+1

Γ(2αk + 2)
ϕ′(0).

Maintenant calculons les Aj pour j = 1, 2.

On a

Aj = L−1
 1

p2α

+∞∑
k=0

[
2∑
i=1

Bie
−pτi

p2α

]kL(ψ(t− τj))


=L−1

{
L(ϕ(t− τj))

p2α

}
+

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)[
L−1

(
1

p2α

)
∗ L−1

(
2∏

m=1

(
e−pτm

p2α

)km)

∗
(∏2

m=1B
km
m

)
ψ(.− τj)
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=

∫ t

0

(t− s)2α−1

Γ(2α)
.ψ(s−τj)σ(t−s)ds+

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)[
L−1

(
1

p2α

)
∗ L−1

(
2∏

m=1

(
e−pτm

p2α

)km)

∗
(∏2

m=1B
km
m

)
ψ(.− τj)

=

∫ t

0

(t− s)2α−1

Γ(2α)
.ψ(s− τj)σ(t− s)ds+

∞∑
k=1

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
× [F ∗ ψ(.− τj)] .

Avec

F =
t2α−1

Γ(2α)
σ(t) ∗

(s−
2∑

m=1

kmτm)

2α

2∑
m=1

km − 1

Γ(2α

2∑
m=1

km)

σ

(
s−

2∑
m=1

kmτm

)

=

t∫
0

(t− s)2α−1

Γ(2α− 1)
σ(t− s)

(s−
2∑

m=1

kmτm)2αk−1

Γ(2αk)
σ

(
s−

2∑
m=1

kmτm

)
ds

=

t∫
∑2
m=1 kmτm

(t− s)2α−1

Γ(2α)

(s−
2∑

m=1

kmτm)2αk−1

Γ(2αk)
σ

(
t−

2∑
m=1

kmτm

)
ds

=
(t−

∑2
m=1 kmτm)2αk+2α−1

Γ(2αk + 2α)
.

Par suite,

Aj =

∞∑
k=0

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

) (t− s−
2∑

m=1

kmτm)

2α

2∑
m=1

km + 2α− 1

Γ(2α

2∑
m=1

km + 2α)

×σ

(
s−

2∑
m=1

kmτm

)
∗ ψ(.− τj)

=

t∫
0

∞∑
k=0

∑
k1+k2=k
k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t− s−

2∑
m=1

kmτm)2αk+2α−1

Γ(2αk + 2α)
σ

(
t− s−

2∑
m=1

kmτm

)
ψ(s− τj)

 ds
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=

t∫
0

∑
k1τ1+k2τ2≤t−s

k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t− s−

2∑
m=1

kmτm)2αk+2α−1

Γ(2αk + 2α)
ψ(s− τj)

 ds.

En conclusion, on a

Aj =

∫ τj

0

C̃(t− s)ϕ(s− τj)ds, pour j = 1, 2.

De même pour Af , on a

Af =

t∫
0

∑
k1τ1+k2τ2≤t−s

k1,k2≥0

(
k

k1, k2

)( 2∏
m=1

Bkmm

)
(t− s−

2∑
m=1

kmτm)2αk+2α−1

Γ(2αk + 2α)
f(s)

 ds

=

t∫
0

C̃(t− s)f(s)ds.

Oui devait être prouvée.

3.3.1 Généralisation

On considère le problème suivant
cD2α

0 x(t) =

n∑
i=1

Bix(t− τi) + f(t), si t > 0,

x(t) = ϕ(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

x′(t) = ϕ′(t), si− τ ≤ t ≤ 0,

(3.14)

où
1

2
< α ≤ 1, Bi est une matrice carré d’ordre n avec n ∈ N∗ pour tout i = 1, 2, ..., n et BiBj = BjBi,

pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ n, f : [0,∞) → Rn une fonction d’ordre exponentiel, ϕ : [−τ, 0] → Rn une
fonction de classe C1, τ =: max {τi} et τi > 0 pour tout i = 1, 2, ..., n.

Le Théorème 3.3 admet la généralisation suivante

Théorème 3.4 Le problème (3.14) admet une solution x donnée par

x(t) =
∑

∑n
m=1 kmτm≤t−s
k1,k2,...,kn≥0

(
k

k1, k2, ..., kn

)( n∏
m=1

Bkmm

)
(t−

n∑
m=1

kmτm)αk

Γ(αk + 1)

ϕ(0) (3.15)

+
∑

∑n
m=1 kmτm≤t−s
k1,k2,...,kn≥0

(
k

k1, k2, ..., kn

)( n∏
m=1

Bkmm

)[
(t−

∑2
m=1 kmτm)2αk+1

Γ(2αk + 2)

]
ϕ′(0)
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+

n∑
j=1

Bj

∫ τj

0

C̃n(t− s)ϕ(s− τj)ds+

∫ t

0

C̃n(t− s)f(s)ds,

où

C̃n(t) =
∑

∑n
m=1 kmτm≤t−s
k1,k2,...,kn≥0

(
k

k1, k2, ..., kn

)( n∏
m=1

Bkmm

)
(t−

n∑
m=1

kmτm)2αk+2α−1

Γ(2αk + 2α)

 ,
pour tout t ∈ R.

Preuve : La preuve est similaire à celle du Théorème 3.3.
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Résumé

En utilisant la transformée de Laplace on donne dans ce mémoire les solutions explicites
pour certains systèmes d’équations différentielles fractionnaires linéaires avec retard au
sens de Caputo.

Mots clés : Transformée de Laplace, fonction de Mittag-Leffler, fonction de Heaviside,
intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, Dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville et Caputo.

Abstract

By using the Laplace transform, we give in this memory the explicit solutions for some
systems of linear fractional derivative with delay in the sense of Caputo

Keywords : Laplace transform, Mittag-Leffler function, Heaviside function, Riemann-
Liouville Fractional Integral, Riemann-Liouville and Caputo Fractional Derivative.




