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Introduction

Introduction

L’étude de la convergence des séries de variables aléatoires indépendantes est un
probléme classique en théorie de probabilités, il semble que Kolmogorov est I'un des
premiers mathématiciens a avoir travaillé sur le sujet. L’hypothese d’indépendance
reste cependant difficilement vérifiable dans de nombreuses situations. En 1966
Lehmann a introduit la notion de dépendance négative qui s’avere plus réaliste
dans de nombreuses applications, comme dans ’étude des algorithmes aléatoires
par exemple, ce dernier concept est aussi commode lorsque les variables étudiées
possedent des moments exponentiels. L’étude des propriétés asymptotiques des
séries de variables aléatoires s’avere aussi utile pour établir la loi forte des grands
nombres, en faisant appel au lemme de Kronecker.

Les variables aléatoires sous-gaussiennes constituent I'une des principales fa-
milles de variables aléatoires jouissant d’une propriété d’intégrabilité forte, cette
classe a aussi 'avantage de former un espace vectoriel ce qui n’est pas le cas des
variables gaussiennes. Une autre qualité de ces variables aléatoires est qu’elles
appartiennent a un espace d’Orlicz de type exponentiel, ce dernier point a pour
conséquence que les variables sous-gaussienne vérifient des inégalités de grande
déviation avec une décroissance exponentielle, ceci est particulierement commode
dans I’étude des lois fortes des grands nombres et les lois du logarithme itéré.

Ce mémoire est composé de trois chapitres, dans le premier on étudie la classe des
variables sous-gaussiennes on y démontre en particulier plusieurs caratérisations de
ces variables et on donne des estimations pour le standard de nombreuses variables
sous-gaussiennes.

Dans le second chapitre on étudie la convergence des séries pondérées de va-
riables aléatoires sous-gaussiennes négativement dépendantes, cette partie repose
essentiellement sur les travaux d’Amini, Zarei et Bozorgnia (2007).

Le dernier chapitre est consacré aux lois du logarithme itéré, nous commencgons
par prouver un résultat de Moricz concernant des variables aléatoires dont la fonc-
tion génératrice a une croissance sous-exponentielle, nous appliquons ce résultat
aux variables sous-gaussienne. Nous terminons ce chapitre par établir une loi du lo-
garithme itéré pour des martingales ¢-sous-gaussiennes due a Castellucci-Guiliano
(2005).
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Chapitre 1

Variables aléatoires
sous-gaussiennes

Les variables aléatoires sous-gaussiennes ont été introduites par Kahane [11]
pour I'étude de la convergence des séries de Fourier aléatoires. Dans ce chapitre
nous présentons les principales propriétés de cette classe de variables aléatoires,
nous donnons de nombreux exemples et nous discutons la structure de I’espace des
variables aléatoires sous-gaussiennes. Les résultats énoncés dans ce chapitre sont
bien connus, nos principales références sont les livres [4], [11].

Dans tout ce qui suit (€2, F,[P) désigne un espace de probabilité complet.

1.1 Définitions et exemples

Dans cette section, on rappelle quelques propriétés fondamentales des variables
sous-gaussiennes.

Définitions 1.1.1.

1. On dira qu’ une variable aléatoire X est sous-gaussienne s’il existe une
constante v > 0 telle que, pour tout ¢t € R

Elexp(tX)] < exp <oz22t2> (1.1)

2. On notera 7(X) le plus petit réel a > 0 satisfaisant I'inégalité(|1.1]), et on
I’appelle le standard ou I’écart de Gauss.

7(X) = int {a > 0 : E[exp(tX)] < exp (“2;2> Vi € R} (1.2)

On peut prendre par convention 7(X) = 400 si I'ensemble des o« > 0
satisfaisant (|1.1]) est vide.
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3. On notera aussi
Sub() :=la classe des variables aléatoires sous-gaussiennes.

Il est clair que X € Sub(QQ) <= 7(X) < 40

Ainsi, pour que X soit sous-gaussienne il suffit que sa transformée de Laplace
soit dominée par la transformée de Laplace d'une variable aléatoire gaussienne
centrée. Une conséquence immédiate de cette définition est que toute variable
sous-gaussienne est centrée, et sa variance est dominée par son écart de Gauss.

Lemme 1.1.1. [J] Soit X € Sub(?), alors
E(X)=0 et E(X?) =wvar(X)<a? (1.3)
Preuve. Puisque, on a pour tout t € R, E{exp(tX)} < +oo alors X € L?

E(X™)

E{exp(tX)} = > _t" (Fubini)
=0 n!

a?t? a22\" 1

< — | = - _

—eXp<2> 7;](2) nl
Donc ) -
E(X t

1+ tE(X) + t2(2) <1+ O‘T + o(t?) (1.4)

ainsi par la division des deux cotés par t positive et en prenant la limite quand t
tend vers 0%, on obtient

E X2 2 2
limE(X)+t(2> < lim (O‘Qt+0(”) =0

t—0+ t—0+ t

Donc : E(X) < 0. de méme par la division des deux cotés par t négative et en
prenant la limite quand t tend vers 07, on a

]EX2 2 2
lim E(X) + ¢ (2 ) > lim (O‘Qt+0(t)> =0

t—0~ t—0~ t
Ainsi : E(X) = 0. En remplagant dans (1.4]), on obtient

E(X?)
2

o(t?) o?

2 t=0 2

<O‘2+
=2

Cela donne : E(X?) < a?.
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Lemme 1.1.2. Soit X € Sub(f?), alors :

Efexp(tlX])} < 2exp (“; ) (15)

Preuve. On remarque que pour tout t,x € R
6t‘|x| < e—tx +€tz
d’ou :

E{exp(t|X])} < E{exp(—1X)} + E{exp(tX)}

2t2
< 2exp <0[2>

Exemples 1.1.1. Comme exemples des v.a.r sous-gaussiennes, on peut citer les
suwwants :

1. Soient a > 0, Y — N(0,a?),alors :

E{exp(tX)} = exp <a22t2>

Ainsi : X € Sub(Q) et 7(X) = a.
2. Soit X une variable de Rademacher i.e. P(X = 4+1) = P(X = —1) =
alors X € Sub(Q2) et 7(X) =1, en effet :

E{exp(tX)} = Elexp(tX)1ix=1}] + E[exp(tX1{x=—_1})]

= S(exp(t) + exp(—1))
1 (—t)* (t)*
2 (kzzo ! +,§0 ! )
_ (t>2k
2 (2k)!
B (t)%
=1+ 2= (2k)!
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ot I’ on a utilisé : (2n)! =2n(2n — 1)...(n + 1)n! > 2"n! Vn €N
De plus, on a par l'inégalité (|1.3))

1=E(X?*) <7(X) <1

d'ou 7(X) = 1.
. [9] Si X une v.a.r centrée bornée (AM > 0 telle que : | X| < M P.p.s.) alors
X est sous-gaussienne (voir [9]), en effet, sopposons d’abord que M =1 et

soit t un réel quelconque.
Pour |z| <1, on a

1-— 1 1-— 1
ey e, e et

Puisque on a ’égalité

1;x(—t)+1;x(t)

la fonction x — exp(x) étant conveze, on a pour tout x € [—1,1]

tr =

tx

11— 1
. :r_t+ +:Bet

e
- 2 2

La v.a. X étant bornée par 1, la v.a. exp(tX) est bornée et admet donc une
espérance. On a donc
1-X ., 1+X,
+ —e€

X)) < ——
exp(tX) < 5 € 5

Ainsi . .
e t+e

Elexp(tX)] < = cosh(t)

Or, on a

t2n t2 t2n
cosh(t) = ) o) et exp <2> => S

n>0 n>0
et comme ¥Yn € N,n!2" < (2n)!, on a cosh(t) < exp (%) . Do
2

Elexp(tX)] < exp (2) Vi€ R

St M # 1 alors on pose Y = % et donc

242

Elexp(tX)] = E[exp(tMY)] < exp ( > VteR
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4. Soit X une v.a.r centrée, et supposons que a < X < b presque sturement
alors X € Sub(2)
et T7(X) < (b—a)/2 <max(|al|, |b]), en effet :
Si z € [a;b] alors la convexité de la fonction x — e implique que pour tout
t>0

b—x 4,

“b—a ¢ ﬂe

en utilisant le fait que E(X) =0, on obtient

b a
E < ta tb
exp(tX)] < et — e

si on pose : p=">0/(b—a) et u= (b—a)t, et on considére la fonction :

p(u) = log (pe' + (1 - p)e')
= ta + log (p +(1— p)et(b’“))
=(p—1Du+log(p+ (1-pe")
Cette fonction est de classe C? et par conséquent le developpement de Taylor
donne, pour tout u € R, il existe un réel & € R tels que :

o) = 9(0) +ug(u) + g (6).

2
©(0) =0 et
) = (p— 1) o =P I
¢'(u) = (p 1)+p+(1_p)€u (p—1)+1 P = p)er
alors ¢'(0) =0 et
H(U) _ p(l _p)eu

(p+ (1= p)ev)?
et comme ¢"(§) < 1/4 alors

o(u) <u?/8 =1*(b—a)?/8.

ainst, on conclus que
E<etX) < et2(b—a)2/8

et 7(X) < (b—a)/2 < max(|al,|]).
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1.2 L’espace des variables sous-gaussiennes

Dans ce paragraphe, on étudie la structure de Sub(§2) 'ensemble des v.a.r
sous-gaussiennes.

Théoreme 1.2.1. [, page 5] Sub(Q?) est un espace de Banach pour la norme 7(-).
La preuve repose sur la proposition suivante.

Proposition 1.2.1. [i, page 244] Soient (X,)n>1 une suite de v.a.r qui converge
en probabilité vers X, et f une fonction continue, alors (f(X,))n>1 converge en
probabilité vers f(X).

Preuve. comme f est une fonction continue, alors
Ve>0,30. >0 tel que |X,—X|<d.=|f(X,)—f(X)| <e

Soit e > 0

P(f(Xn) = f(X)] > &)

P([f(Xn) = F(X)] > &, | X0 = X[ = be)+

(
P f(Xn) = F(X)] > &, | X0 = X]| < 0.)
<P(|X, — X| > 6.)+
P(f(Xn) = F(X )!>e|f< n) = [(X)] <e)
=P(|X, Xy>5)

Preuve. (du théoréme|1.2.1) Soit X € Sub(f2),

1. Montrons d’abord que 7(-) est une norme;
(i) 7(X)=0<= X =0,

en effet :
X=0= E{exp(tX)} =1 VteR
= 7(X) <0
= 7(X)=0
Réciprequement :

T(X)=0=EX?*)=0= X=0

(ii) Soient X € Sub(f?), a € R, donc Ja > 0 tel que
a?t?

8
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Ainsi

aa?t?

E{exp(atX)} = Mx(at) < exp ( > vVt e R

alors 35 = |aJa > 0 tel que :

242

E{exp(atX)} < exp (6;> vVt e R

et
2t2
7(aX) =inf{f > 0: Elexp(atX)] < exp 2) ,Vt € R}
a?a’t?
= inf{|ala > 0 : E[exp(atX)] < exp ( 5 ) ,Vt € R}
o?u?
= = alinf{a > 0 : E[exp(uX)] < exp < i ) ,Vu € R}

= lal7(X)

d’ou
7(aX) = |a|T(X) Va e R (1.6)

(iii) Soient X,Y € Sub(Q), t € R, p,q > 1 tels que :% + % = 1 alors par
I'inégalité de Cauchy-schwarz
Elexp(t(X +Y))] = Elexp(tX) exp(tY)]
< E'7 [exp(ptX)] EV? [exp(qtX)]
t? t?

<o (00 ) e (20000 )
= exp (i (p7*(X) + QT2(Y))>

puis en spécialisant pour :

r_, . T(Y) p_ ., TX)
p-l—i—m et q—l—i—T(Y)

alors
PTHX) + T (V) = (7(X) + 7(Y))’
On en déduit que pour tout ¢t € R,

Blesp(10X + )] < exp (5 (00 + (1))

9
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Ainsi :
T(X+Y)<7(X)+7(Y) (1.7)
Conclusion : 7(+) est une norme.
2. Montrons que Sub(£2) est un espace vectoriel.
(i) La variable aléatoire p.s. nulle est dans Sub(€2).
(ii) l'equation (1.6)) et I'inégalité ([1.7) indiquent que Sub(f2) est stable par
+ et par x par un scalaire.

Ainsi, Sub(§2) est un espace vectoriel.

3. Nous allons a présent établir que Sub(2) est complet pour la norme 7(-);
Soit (X,)n>1 C Sub(§2) une suite de Cauchy, alors

Ve>0,3N >0:Vp,¢q> N 7(X,—-X,) <e

Maintenant, on sait que toute suite de Cauchy est bornée, ce qui implique
que
sup 7(X,) < +oc.
n>1
Et par (1.3]), on en déduit
E(X, — X,)? < 73X, — X,) < &

et ceci entraine que (X,,),>1 converge en moyenne quadratique, et par consé-
quent (X, ),>1 converge en probabilité vers X, et par la proposition ,
on conclut que pour tout ¢ € R, (exp(tX,,))n>1 converge en probabilité vers
exp(tX ).

D’autre part, on a pour tout ¢ € R, et pour tout € > 0

sup E[(exp(tX,,))'**] = sup E[exp((1 + €)tX,)]

n>1 n>1
t2(1 212X,
§supexp< ( +€;T( )><+oo
n>1

Ceci montre que pout tout ¢ € R, la famille {e/*" n > 1} est bornée
dans L'*¢, donc elle est uniformément intégrable, puisque elle converge en
probabilité, elle converge dand L', par suite

t27_2
Elexp(tX.)] = 1_1)111 Elexp(tX,)] < exp ( 2°°> < 400

avec

Too = limsup7(X,,)
n—+o00

10
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alors

Xoo € Sub()

et par suite
Xoo — X, € Sub(Q) n>1

Y

finalement on obtient

lim 7(Xe — X,,) < limsupr(X, — X,) <e Ve>0

n—-400 p>q

D’ou
lim 7(Xow — X,) =0
n—-+o0o
On déduit immédiatement de ce théoreme le corollaire suivant.
Corollaire 1.2.1. [/, page 6] Si (X,)n>1 C Sub(Q) ; si sup,~, 7(X,) < 400 ; et
st Xy, e X en probabilité alors X € Sub(Q) et 7(X) < limsupr(X).

n—-+00
1.3 Propriétés des écarts de (Gauss et des lois
Sous-gaussiennes
Selon la définition, une variable aléatoire a valeurs réelles est sous-gaussienne
quand sa transformée de Laplace est dominée par la transformée de Laplace d'une

gaussien centrée. Les théoréme suivants présentent des conditions équivalentes pour
qu’ une variable aléatoire soit sous-gaussienne.

Théoréme 1.3.1. [T1)] Soit X une v.a.r centrée, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :
>

1. 3a>0,Vt>0 : (
2. 3¢>0,Vt>0: P(X
3. Ja>0: E(“Xz)§2

) < 267ct2 ;

Preuve. 1) = 2)
supposons qu’il existe un réel o > 0 tel que :

2,2

E () <e™

Soitent A >0, t > 0, alors par l'inégalité de Markov, on obtient
PX>t)=P (e)‘X > e’\t) < e ME (e’\X)

2)\2
< exp <a2 — /\t>

11
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Donc

2/\2 min { 22~ )¢
P(X >t) < min exp <a — At) = e“ZO}{ ? }
{X>0} 2

Le terme de droite est optimisé pour ()\ — A= 2>

t2
PX >t < -
( ) <exp ( 2a2>
De méme :
PX<—-t)=P (e_)‘X > e’\t> < e ME (e_’\X)
a’)\? t2
< exp < 5~ )\t> < exp <_W>
Ainsi

P(IX|>1) =P(X > )+ P(X < —t) < 2exp (-2122) .

En prenant ¢ = 1/2a2.

2) = 3) Supposons qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que P(|X| > t) < 2e=, alors
par la formule d’intégration par partie, on obtient

E (eax2) — /0+OOIP (eax2 > x) dx
— 1P(eax2 > x) da:+/1+OOIP’(eax2 > x) dz

0
:1—|—/1+OO]P<BQX2 zx)d:z:

posons x = e, alors
+oo
E (") =1+ / 2ate™P (" > ") dt
0

+0oo
_ 1 +/ 2ate™ P (| X| > 1) di
0

2a
c—a

“+oo 9
<1+ / 2at.2e~ gt — 1 4
0

en prenant a = ¢/3, on obtient E (6“X2) <2
3) = 1) Supposons que E (e“XQ) < 2 pour certains ¢ > 0, et comme X est centrée

12
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alors, on a

E(eX) =1+ /01(1 —y)E |(tX)%e"X ] dy
<1+ (/01(1 - y)dy> E[(tX)%"]]
=1+ t;E 2]

12 12 X?
<14 ZE [ X2exp [ & 4 e
<1+ 5 [ exp 20—1—0 5

2
— 14+ iet2/2cE |:X2€CX2/2:|
2

2 i 2
=14+ ietQ/%E ﬁ‘X’ ocX?/2
c V2

t [ x> X?
() <14 Ze”/*E |exp [ e + e
c I 2 2

t? i
— 1+ —e'*E exp(cXQ)}
C L

t?
<142—e"? (car E [exp(cXQ)} <2)
c
Pour (x) on utilise que pour a,b > 0 alors, ab < % - % et donc : t|X| < % + 6%2
et pour (xx) on utilise : x < exp(x) Vr R
Donc

Elexp(tX)] <1+ 2 t
ex —exp | —
p - c P 2c

22 12
<(1+ = -
< (1+ . ) exp (20)

2t? t?
< exp - exp %

prenant o = 3, ainsi
&

242

B() < ow (7).

On déduit immédiatement de la preuve de ce théoreme le corollaire suivant.

13
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Corollaire 1.3.1. Si X € Sub(R?), alors pour tout t >0, on a
P(1X]>t) < 2e /%%

et
E (6X2/6O‘2> < 2.

Le lemme suivant joue un role trés important dans la preuve du théoreéme
([5.2).

Lemme 1.3.1. [J] Si X € Sub(2), alors on a :
E(|X[) < 2(p/e)”? 7(X). (1.8)

pour tout p > 0.
Inversement, si X est centrée et (E[X]p)l/p < Cay/p pour p > 1, alors
X € Sub(9).

Preuve. [l est facile de voir que pour tout p > 0

P,—T _ p
max ze™" = (p/e)",

donc pour tout x > 0, 2P < (p/e)Pe”. Posons maintenant v = A\ X|,\ > 0, et en
prennant l’espérance, on obtient

E(XP) < (
2

/\y‘..@
\_/

VAN
y‘»@

P 2.2

, on obtient alors

~[%

Le terme de droite est optimal pour \ =

E(X|) < 2(p/e)"* 77(X).

Inverssement, supposons que X satisfait (E|X]p)1/p < Cay/p pour tout p > 1,
alors, pour tout a > 0

" 400 an]E|X|2n +00 anE‘Xl?n
E(QXZ)ZZT:1+ZT
n=0 : n=1 :

C’oz\/%) 2 an(Cay/2n)™

=2

|
n—0 n.

<1+Z

Maintenant, il suffit de prendre a assez petit pour que E (e“XQ) < 2 et par le
théoréme la variable X € Sub(f).

14
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Corollaire 1.3.2. Soit p > 0 posons :
L ={X e L” tel que E(X)=0}.

et
Ly ={XeL>® telque E(X)=0}.

alors :

Ly & Sub(@) & L}

Preuve. Les variables centrées bornées forment une classe importante de variables
aléatoires sous-gaussiennes (voir la partie exemples) d’ou LS C Sub(Y). D’autre
part, le lemme , montre que si X est sous-gaussienne, alors E|X|P < +o0
pour tout p > 0, donc Sub(2) C Lf.

Montrons a présent que ces inclusions sont strictes. Pour la premiere inclusion,
on a déja vu que toute variable gaussienne centrée est une sous-gaussienne, mais,
puisque YM > 0, P(|X| > M) # 0, alors X ¢ L3°. Maintenant, pour montrer que
la deuzxiéme inclusion est aussi stricte, on considere l'exemple suivant :

Soit X une v.a.r qui suit une loi exponentielle de paramétre A, alors E(X) = %
posons : Y =X — 5 donc E(Y) =0, et E(|Z|P) < 1 + FA(fflle) < 400 mais pour
tout a >0 on a :

E (e“y2) =E (ea(X_%V)

= )\6_%<%+%)2 /+OO ea[x_%(%+%>]2d$ = +OO
0

donc, il n’existe pas a > 0 pour que E (eay2) < 2. Ainsi, d’aprés le théoréme
LY ¢ Sub(Q).
A présent on donne une deuxieme caractérisation des variables sous-gaussiennes :

Théoréme 1.3.2. [/, pages 4 et 8] Soit X une v.a.r centrée, alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. X € Sub(?) ;
2. 3r>0,3Z > N(0,72) :dc>1: P(|X|>2z)<cP(|Z|>x) Yz >0;
3. 3b> 0 : E(X2) < (2k)162% /25 k.

Preuve. 1) = 2) posons :



Variables aléatoires sous-gaussiennes

alors :

P'(2) = —2P(2)
Soient Z — N(0,1), 2> 0

P(Z > 2) = /:w B(z)dr = ~B(2) — ~B(2) + /Z+°° ;@(x)d:v

Donc

Soit Z < N(0,202)

]P’(Zzt):]P’<\/§a \/t_a>z<‘/§o‘—( 20‘)3> ! exp<—i> vt >0

Sit €[0,2a], alors

IP(Z>t)ZIP’(Z>2a):IP’<iZ\/§>
(6%
1 1 et
>\ =~ =
2 5° | 21
1
- 4/me
d’otl
> >
P(|Z] > t) = 2P(Z > 1) > zp(f{\/'%—e b _ IP’(]2X\/|%_€ D v e [0, 20]
et on a
P(X] = 1)

B(Z > 1) < 2y/me Vt € 0,2q]

Sit > 2a alors :

P(|Z| > t) = 2P(Z > t) = (\/_

ex
22( tZoz P

ﬁgﬁ Ew
)
~—

16



Variables aléatoires sous-gaussiennes

par suite
Varep (£)P(X] 2 )
_VEen()
T (5%
52

POX] > 1)
P(|Z] = t)

<

Ainsi

SuUp ————————
S T R

“<4<exp(5—1 4Sﬁ

<
< sup
s>2 S

= 4/1 < 2/Te

P(IX] > ) VE ( 4)

Donc
P(|X] > 1)

— = 7 2 Yt > 2
TGEDEE Ve > 2a

2) = 3)
hypothése : B(X) =0 et 3Z < N(0,72),3c > 1 tels que pour tout x > 0 :

P(X] = z) < cP(|Z] = =)
D’ou
—+00
E(X?) = / P(X%* > )dt
- / P(|X| > t3%)dt

</ P(|Z| > t3%)dt

c(2k)!7?
2k k!

e>1 (2k)!<07)2 o

= cE(Z%*) =

17



Variables aléatoires sous-gaussiennes

3) =1)

k>0

=14+

k>2

<1+

k>2

E(e™) =E (Z t;{ )
t*E(XF)
k!
[t1"E(XT*)
k!

Si X est symétrique alors E(X?* 1) = 0.
Par conséquent

tQkE(XQk)
(2k)!

2k (2k)!1p%*

(2k)! 2Fk!

E(exp(tX)) =1+

k>1

<1+

Si X est n'est pas symétrique alors, par l'inégalité de Cauchy-schwarz et l’inegalité
de Young, on obtient

E|tX|2k+1 — ]E|tX|k|tX|/€+1
< (]E|tX|2k)§ (]E|tX|2k+2>§

1 2k 2k+2
§§(E\tX\ +E[tX|*+2)

18



Variables aléatoires sous-gaussiennes

Donc
t2kE<X2k)
E(exp(tX)) <1+ —
(exp(tX)) 1;1 oh)]
t2kE<X2k)
<1+ —_—
,;1 (2k)!

1 1
-1 — ) PE(X?
(gt o) RO X

t2kE XQlc
Ly EXY
= (2k — 1)!
<14+ £PE(X?)+

+2
+52

t2k+1]E(X2k+1)
=1 (2k + 1)!
1 PE(X?) 1

(E(X) = 0)

t2k+2E(X2k+2)

+52

=1 (2k + 1)! =1 (2k 4+ 1)!
t2kE X2k 1 tQkE X2k
O | 1 1B
(2k)! 25 (2k + 1)!

k>2

1

]

l(lem'*; ((%—1)'

<1+ PE(X?) + Y

k>2

k (Qk)'b%

(Qk)

20"
g)((\/;)%d

2k [

TR 1)!)] PE(X™)

tZkE(XQk)

— exp <<\/§2tb)2> cqfd

On a le théoreme suivant :

Théoréme 1.3.3. [/, page 10] Supposons que X1, X, ...,

a

ZXk < Z
Si on suppose de plus que les v.a X1, Xs, ..., X, sont indépendantes, alors

() Xe) <Y mH(X)

k=1 k=1

et
mo n
T(Z Xk)ST(ZXk) V1<m; <myg<n.

X, € Sub(Q), alors on

(1.9)

(1.10)

(1.11)



Variables aléatoires sous-gaussiennes

Preuve. L’ inégalité (1.9)) est une conséquence immédiate du fait que Sub(Y) est
un espace de Banach.

Supposons maintenant que X1, Xo, ..., X,, sont indépendants, on aura donc pour
toutt € R

- L L 272 (Xy)
E|exp(t) Xy) | < [] Elexp(tXy)] < [T exp | ——
k=1 k=1 k=1 2
D’autre part, ['inégalité de Jensen nous donne
E(eX) > &) =1, VteR;
D’ou

E (exp(t % Xk)) = ﬁ E (exp(tXy)) < ﬁ E (exp(tXy)) = Eexp <tzn:Xk>

k=m1 k=m1 k=1 k=1

< exp (t; i TQ(Xk:)>

1.4 Quelques inégalités de concentration

On dit qu’une variable est concentrée lorsqu’elle reste proche d'une quantité
déterministe (sa moyenne ou sa médiane par exemple) avec une grande probabilité.
L’inégalité de concentration de Hoeffding fait partie de ces beaux outils mathé-
matiques a la fois simples et utiles. Elle mérite d’étre connue par tous ceux qui
s'intéressent aux probabilités.

Les résultats suivants peuvent étre trouvés dans [4, page 11].

Théoréme 1.4.1. Supposons que Xi, X, ..., X,, € Sub(Q), indépendantes. Posons
Sy = Y1 X alors, pour tout t > 0

P(S, > 1) < Galt), P(S, < —t) < Gy(t) (1.12)
P(|S,] > 1) < 2G,(t) (1.13)

0o (g s

De plus si : 7(Xy) <b k=1,2,...,n alors

t2
Gn(t) S exp <_ 2b2n>

20

avec




Variables aléatoires sous-gaussiennes

Preuve. D’aprés le théoréme , Sp € Sub(Q) et par (1.10) 72(S,) < Xp; 72(Xk),
ainsi le théoreme nous donne la conclusion .

Corollaire 1.4.1. Supposons que (X,)n,>1 une suite de v.a indépendantes SG et
(¢n)n>1 une suite de réels positives, alorst > 0,¥n > 1

P(S, > cpt) < Go(t), P(S, < —cpt) < Go(2)
P(|S,] > cat) < 2Gn(t)

~ —c2t?
Gu(t) =exp | c=—5 o~
(0= ex (22k1 TQ(Xk)>
Si de plus /2> 5_ T2(Xy) < ¢, alors

én(t) < exp(—t?)

avec

L’inégalité de Hoeffding va permettre de controler des déviations de variables
bornées sans aucunes hypotheses sur la loi.

Corollaire 1.4.2 (Inégalité de Hoeffding). Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r indé-
pendantes centrées (non nécessairement de méme loi). On suppose que pour tout
indice k > 1, Play, < X < bg) =1 avec ay, < bg. Soit n > 1, posons

Alors pour tout t > 0

avec

Preuve. Puisque (X,)n>1 €t (Sp)n>1 sont centrées et bornées, elles sont dans
Sub(Q), de plus
(b, — ax)?
4
et comme (X,)n>1 sont indépendantes, alors par 'inégalité , on obtient

T2<Xk) S

72(S,) < Zi: Lk :lak) .

maintenant, en appliquant le théoréeme , on obtient les résultats cherchées.
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Variables aléatoires sous-gaussiennes

1.5 Les espaces d’Orlicz

Les espaces (LP(€2),]| - ||,) sont des espaces de Banach. Dans leur définition
méme, il apparait la fonction homogene M (u) = |ulP. Les espaces d’Orlicz consti-
tuent une classe d’espaces plus large que les espaces LP(2). Leur construction est
basée sur la généralisation de cette fonction M.

A présent, on rappelle la notion de convexité qui sera trés utile par la suite.

Définition 1.5.1. Une fonction f : I — R est dite convexe si pour tout 0 < o <
1, on a
flat+ (1 —a)s) <af(t)+(1—a)f(s) Vs, tel.

Lorsque 1'inégalité est stricte (avec t différent de s et a dans ]0,1[), on parle de
fonction strictement conveze.

Définition 1.5.2. Soit f : E — R une fonction (non nécessairement conveze),
sa fonction conjuguée est la fonction f*: E — R définie ent € E par :

f*(t) = sup (ts — f(s))

s>0

La fonction f* conjugée de f est une fonction convere, méme si f ne l’est pas.

La fonction f* joue un role important dans la définition de I'espace dual de
I’espace d’Orlicz.

Remarques 1.5.1. L’application f —— f* est appelée transformation de Legendre-
Fenchel de f.

Une généralisation de la fonction définie par M(u) = |u|P, est donnée par les
classes de fonctions suivante :

Définition 1.5.3. ([I7])Soit ® : [0,4+00) — [0,+00) une fonction croissante,
convexe qui vérifie les conditions suivantes :

O0)= limP(t) =0 et lim O(t) = +oo.

t—07+ t——+o0

alors ® est dite fonction de Young.

Exemples 1.5.1. Les fonctions suivantes sont des fonctions de Young :
1. (I)(t):%, 1 <p<400;
2. d(t)=¢€” —1,t>0,8>0;
3. ®(t) = cosht —1,t > 0.
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4. Soit ® la fonction définie pour tout a > 0, par

{O, si 0<t<a

() = t—a, si t>a.

alors, ® est une fonction de Young.
5. Soit ® la fonction définie par

t s 0<t<1,
q)(t)_{wo si t>1.

alors, ® est une fonction de Young.
Maintenant, on peut introduire la notion d’espace d’Orlicz.

Définition 1.5.4. [18] Soit @ : [0, +00) — [0, +00) une fonction de Young, on
définit Uespace d’Orlicz L*(2) associée a cette fonction par

L?(Q) ={X :Q — R v.ar et Ja > 0,E®(a|X]|) < +o0}.

Définition 1.5.5. (La norme de Luxemburg [18, page 68]) Soit ® une fonction de
Young, et X € L*(Q). On définit alors la norme d’Orlicz de X par

qu¢:nﬁ{0>o;E¢<€ﬂ>g1}. (1.14)

L’espace L* (€, |[|-||¢) est un espace de Banach muni de la norme de Luxemburg.

Remarques 1.5.2. Par la suite et sauf indication contraire, on désigne par ¥ la
fonction de Young définie pour tout t > 0, par :

U(t)=¢" -1

Proposition 1.5.1. Soit X : ) — R une v.a.r centrée, et V la fonction de Young
définie précédemment, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. X € Sub(Q2).
2. X e LY (] - ||w)-

Preuve. Soit 7(X) le standart de X. Le corollaire (1.3.1), montre que si X €
Sub(QY) de parameétre 7(X) alors :
E (€X2/67'2(X)) S 9.

)

d’autre part :

E (X)) <24=E {\If (\%f&))} <1

ce qui prouve la proposition.
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Les deux propositions suivantes ont pour but de faire une étude comparative
des normes 7(-) et || - ||y-

Proposition 1.5.2. [§] Si X est une v.a.r sous-gaussienne, alors on a :

11X |le < V24 2vV27(X).

Preuve. Par l'inégalité (1.8)), on a pour tout k € N

1o\ B2
E(1X]*) <2 () ™(X) (1.15)
e
Soit a > 0 (firé), par (1.15)) on obtient
1 (2k)k 1
X2 /a? 2k7 2k _
E (e )_1+k§>jlk'EX <1+2k2>:1k‘ TN X) (1.16)

par la formule de Stirling

n! ~ <n>n\/ﬁ

e

d’on . ) L
n
— = < - < = 1.17
ern!  2In ~ e 2 ( )

On réinjecte tout ¢a dans l’équation ‘D pour obtenir

1
X2/a? k Qk’
k>1
par la formule de Stirling , il est facile de voir que
(2k)! k /o, —k
<2
B2k)E = Ve

d’ou

E (X7) < 1+\/'ZZ< >>k

k>1k>1

pour a > /27(X), on obtient

5(+) <1 V3T

maintenant, pour a > /(24 2v/2)7(X), on obtient
E (eXZ/GQ) <2,
ainsi, on conclut que

Xl < V(2 +2v2)7(X)
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Proposition 1.5.3. [§/ Pour toute variable X € Sub(Q2), on a :
7(X) < 2V2[|X ||y
Définitions 1.5.1.

1. [13]Soient P et @ deux fonctions. On dit que @) domine P et l'on écrit
P < @ sl existe une constante ¢ > 0 et un réel ¢, tels que :

P(t) < Q(et); Vlt] = to. (1.18)

2. Deux fonctions P et () sont dites équivalentes et I'on écrit P ~ () si chacune
domine 'autre.

Remarques 1.5.3.

1. Si P < @ alors, pour tout réel ¢y > 0, il existe une constante ¢ = ¢(ty) > 0
tels que ((1.18)) est vérifie.

2. Deux fonctions équivalentes a l'infini définissent le méme espace d’Orlicz.

1.6 Les N-fonctions

Dans cette section, on se borne a rappeler quelques concepts et outils fonda-
mentaux de la théorie des N-fonctions qui seront utiles par la suite.

Définition 1.6.1. [15, page 7] On dit que ® : R™ — R est une N-fonction si

O est continue, convexe avec ®(t) > 0 pour t > 0, () —0 quand t — 0 et

t
%t) — 400 quand t — 400.
Remarques 1.6.1. Si ® est une N-fonction, alors ® est une fonction de Young .
La réciproque est fauuse en général, en effet : soit ® : t — et — 1, il est clair que

® est une fonction de Young , mais

O(t t—1
lim():limet =1+#0.

t—0t+ ¢ t—0+

Dans la proposition suivante, on introduit une caractérisation des N-fonctions.

Proposition 1.6.1. [13, page 9/Si ® est une N-fonction, alors il est équivalent de
dire que ® admet la représentation : ®(t) = [f p(s)ds ou, ¢ : Rt — R* est une
fonction croissante, continue d droite avec p(0) = 0; o(t) > 0 pourt > 0 et ()
tend vers +o0o0 quand t — +00.
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Exemples 1.6.1. Comme exemples de N-fonctions on peut citer :
() =1, 1 <p< 400 ot p(t) =t

@(t)—e —t—1, ot p(t) =€ — 1.

o(t) = (1 +1) log( +[¢]) = [¢l.

O(t) = a>0,p>1.

5. (t) = (%) " o < (2)"

1
el si |a:|><%) /p,0<p<1

e v =

A présent, on introduit une notion, qui joue un role trés important dans la
définition des variables ®-gaussiennes.

Définition 1.6.2. Soit ® une N-fonction, on dit que ® satisfait la conditon Q si :

lim inf (x)
z—0 x

= ¢ €]0, +00). (1.19)

Lemme 1.6.1. Soit & une N-fonction, et ®* la conjuguée de @, alors on a
1. ®* est une N-fonction.

2. On a l'inégalité de Young-Fenchel suivante :
st < O(s) + d*(t) Vs, t>0. (1.20)

3. 8 s >0, alors ®*(s) = sup,- {st — O(t)} et &*(—s) = P*(s).

Théoreme 1.6.1. Soit & une N-fonctions, alors il existe une autre N-fonction ¥
qui satisfait la condition @ telle que : & ~ V.

On a le lemme suivant.

Lemme 1.6.2. [/, [13]Soit ® une N-fonctions, alors on a les assertions suivantes :
a) O(at) < ap(t) pour toutt e R et 0 < ar <1
b) ®(at) > a¢(t) pour toutt e R et a > 1;
c) O(|s| + |t]) = P(s) + ®(t), Vs, t € R.

1.7 L’espace des variables aléatoires ®—gaussiennes

La notion des variavles ®-sous-gaussiennes est une généralisation des variables
sous-gaussiennes. Dans tout ce qui suit ® désignera une N-fonction qui vérifie la
condition Q.
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Définitions 1.7.1.

1. On dit que la variable aléatoire M € Sube(Q2) si E(M) =0, E (e’\M) existe
pour tout A € R et il existe une constante a > 0 telle que pour tout A € R

E (M) < 00, (1.21)

On note par la suite Subg(S2), 'ensemble des v.a.r qui vérifient 'inégalité
(T21).

2. Soit (My)i>0 un processus stochastique. On dit que (M;);>0 C Subg(S2) si
pour tout ¢t > 0, My € Subg(€2).

Remarques 1.7.1. On peut répéter le méme raisonnement qu’on a fait avec les
variables sous-gaussiennes pour prouver que toute variable sous-gaussienne est cen-
trée. D’autre part, la condition Q est trés importante, en effet, si on fait un déve-
loppement de Taylor, on a

E (M) =1+ >;IE(M2) +0(\?)

< P =14 d(\a) 4 o(P(\a)).

ce qui implique

1 oy _ P(Aa)  o(P(Na))
— <
2I[‘Fl(]w ) < 2 + 2
st on a o(\)
e =

alors, il existe une suite (\,)n>1 telle que 1—1>I4P A, =0 et

d(\
lim (Ant)

n—-+00 )\%L

=0

ce qui implique que BE(M?) = 0, et donc la variable M est nulle presque sirement.
Ainsi, on peut pas affaiblir la condition Q.

On a besoin d’introduire la définition du standart associé a une variable ®-gaussienne.

Définition 1.7.1. Soit M € Subs(2), on notera 76(M) le plus petit réel a > 0
satisfaisant 'inégalité (|1.21)),

7o (M) = inf {a >0:E (e’\M> < e®R) )\ ¢ R} . (1.22)

De méme, pour tout processus stochastique (My)i>o C Subg(S2), on définit l'appli-
cation T : t — 1(M,), pour tout t > 0.
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On a le lemme suivant :

Lemme 1.7.1. Soient M € Subg(S2), To(M) > 0 ete > 0, alors on a les inégalités
sutvantes :

s zenf o i)
P(M < —¢) < exp {—CD* (TJM>> } :
P(|M] > &) < 2exp {—CD* (TJMJ} .

Preuve. Soite > 0, par l'inégalité de Markov et l'inégalité (1.21]), on obtient alors
pour tout A > 0

Eexp{\X}

— AX Ae <
P(X >e) =P (M > e¥) < D00

< exp{®(A79(X)) — A}

cette derniere inégalité étant valable pour tout A > 0 et le premier membre ne
dépendant pas de A, il en résulte que

P(X >¢) < ;\I;g exp{P(A\75(X)) — Ae}
= exp{— ig%){)\e — (A9 (X)) }}

= exp {—sup {M/\TQ(X) - ‘I)()‘T‘P(X))}}

A>0

B eXp{_q)* <r¢(€m>}

la premiére inégalité de ce lemme est prouvé. La deuxieme inégalité peut étre prouvé
de la méme maniere. La troisieme inégalité suit de

P(|X|>¢e)=P(X >¢) +P(X < —¢).
Théoréeme 1.7.1. Subg(2) est un espace de Banach pour la norme Te(-).

Preuve. Pour prouver ce théoréme, on procede comme on a fait avec le théoréme
1.2.1).

Remarques 1.7.2. Si ®(z) = 2%/2, alors Subs(2) = Sub(£2).

Lemme 1.7.2. Soit M une v.a.r centrée telle que E (e’\M) = a(\) eziste pour tout
A € R, alors
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(i)

E (M) > 1; (1.23)
(ii) Tout les moments absolues E(|MP), p > 0 existent, de plus on a
P\ . o a(A) +a(=A)
P < (£ A TR
Eexp | MP < <€> }\r;f(; - : (1.24)

(iii) La fonction ¥(\) = In(a(X)) est convexe, de plus pour tout réel to et
|A| < to il existe une constante T'= T'(ty) tels que

Eexp(AM) < exp(T\?) (1.25)
avec In (E NY
T = sup n e)q;( ) < +o00.
[A|<to A
Preuve.

(i) Par I'inégalité de Jensen, on a
Eexp(AM) > exp(AE(M)) = 1;

(ii) il facile de prouver que

p
max tPe ! = (p) Vp > 0;
e

t>0

alors, pour tout ¢t >0, p>0on a

p
< (p) et:
(&

posons maintenant ¢ = [AM | et en prennant I’espérence, on obtient

EAMP < (p)pEexp(|)\M| << (i)p(EeXp(/\M) + (~Eexp(AM)

e

= (2)" @) + a(=x).

e

(iii) Aprés calcul, on trouve que

et par l'inégalité de Holder, on trouve
(@ (V) = [E(MM)] <E (MM E (M) = o (Ma(h),
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ce qui montre que 1[1”()\) > 0 et par conséquent 1»(\) est convexe. De plus,
pour tout |A| <t

)
E (e ) =e A2

2
< eT)\

Théoreme 1.7.2. Soient @1 et 5 deur N-fonctions telles que 1 < Do. Supposons
que M € Subg, (2) alors, M € Sube, (), de plus il existe une constante c(Pq, D)
telle que

To, (M) < (D1, Po) 7o, (M).

Preuve. Comme on a déja vu, &1 < Py entraine que pour tout réel to > 0, il
existe une constante ¢ = c(tg) > 0 telle que

Soit M € Subg, (), posons 11 = 7, (M) ; alors pour tout réel A tel que |A|m > to
on a
E (e’\M) < exp (P(A71)) < exp (Po(Aem)) (1.26)

Soit |A| < to/m1; alors par Uinégalité (1.25), il existe B(to) tel que pour tout
A <tg/m on a

E (M) < exp(B(to)7\?) (1.27)
ou
In(E exp(AM))

TEN2

B(ty) = sup

A<l
T1

< +00.

et comme la fonction ®o vérifie la condition Q, alors il existe un réel zy et une
constante ¢y tels que pour tout |t| < zp on a

(I)g (t) Z Cltz

A présent, soit to un réel vérifiant t, (B(to))1/2 Jc1 < 2o, alors par (1.27]) on obtient
pour tout |A| < to/m

E (M) < exp <01 b SO)TW) < exp {@2 (Aﬁ (B :‘”) é) } (1.28)

et comme )
Bt 2 B(t 2
|A|71 < ( 0)> < tom ( ( 0)> < Zp.

1
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En combinant (1.26]) et (1.28), on conclut que
Eexp(AM) < exp ®o(711) LA

m((<>>)

ainsi M € Subg, () et To,(M) < Ltg, (M).

ot
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Chapitre 2

Séries de variables aléatoires
sous-gaussiennes

2.1 Variables aléatoires négativement dépendantes

L’indépendance est une notion tres importante en théorie de probabilités, ce-
pendant dans de nombreuses situations les variables aléatoires considérées sont
dépendantes, de nombreux mathématiciens ont alors proposé des concepts de dé-
pendance afin de remédier a ce probleme. Dans ce chapitre on s’intéresse a la
notion de dépendance négative introduite par Lehmann en 1966, notre principale
référence pour cette partie est [19].

Définition 2.1.1. On dira que les v.a.r X1, Xs, ..., X,, sont négativement dépen-
dantes (ND) si : Vxy,x9,...,x, € R

P( ﬁl{Xj < x;}) < ﬁIP(Xj < ;) (2.1)
et
P(Ol{Xj > x;}) < I:II]P’(XJ' > ;) (2.2)

Soit (X,)n>1 une suite de v.a.r, on dit que (X,)n>1 est ND si : Viy,ig,...,5, € N,
Xiyy Xigy ooy X, sont ND.

27 °° in

Remarques 2.1.1.

1. [14] Les conditions (2.1)) et (2.2)) sont équivalentes pour n = 2 . En effet
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supposons
P(X > 2)P(Y >y) = [1 - P(X < 2)][1 —=P(Y <y)]
=1-[P(X <z)+P(Y <y) +P(X <2)P(Y <y)]
21-PX <2)+PY <y)+P(X <z, <y)]
=1-P{X <z} U{Y <y})
=P(X >z,Y >vy)

[1-P(X > 2)][1 - P(Y > y)
1-PX>z)+PY >y)+P(X >2)P(Y > vy)]
>1-PX>2)+PY >y)+P(X >z, > y)]
1-PH{X >z} U{Y >y}

=P(X <z,Y <y)

. [6] Sin > 2 alors et ne sont pas toujours équivalentes, en effet il

suffit de voir 'exemple de Ebrahimi et Ghosh. Soient X, X5, X3 des v.a.r
chacune suit laloi B(3) et (X1, X2, X3) prennent les valeurs (0, 1,1), (1,0, 1), (1,1,0)
et (0,0,0) chacunes avec une probabilité i, alors Vuq,xe, 13 € R

P(Xl > l‘l,XQ > ZL‘Q,Xg > IL‘3) < ]P)(Xl > IL‘l)IP)(XQ > I’Q)IP(XQ, > ZE3)

mais

1 1
. [19] On peut voir aisément que si X, Xs, ..., X,, sont des v.a.r indépendantes
donc elles sont ND, la réciproque est fausse en général, et pour montrer ¢a
il suffit de prendre X une v.a a support dans R, posons Y = —X alors Y
et X sont ND sans étre indépendantes, en effet ; soient x,y € R. Si —y <z

PIX <z,Y<y)=P(-y< X <x)
(X <) -P(X < —y)

P
<PX <z)-PX < —y)P(X <x)
1 P(X < —y)
=P(X <z2)P(Y <vy) [IP’(Y <) B P(Y <vy)
=P(X <2)P(Y <y) [1 _PﬁzngSSy)_y)]
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Si—y>zx
PX <z,Y <y)=0<PX <z)P(Y <y).

On donne, maintenant, un autre exemple concernant les variables négativement
dépendantes.

Exemples 2.1.1. La loi multinomiale concerne le nombre de succés dansn épreuves
de Bernoulli donnant chacune m résultats possibles. Les variables deviennent X;,1 =
{1,...,m} et correspondants auz probabilités p; avec les contraintes

ZXi:n et sz-:l
i=1 i=1

La fonction de probabilité s’écrit alors, sous la condition portant sur la somme des
variables

n!

P(Xl = kl;XQ = kg, 7Xm = ]{}m) = Wplfl...pgnlz;’ilxi:n

Chacune des variables X; reste une variable binomiale X; — B(n,p;).
prenant py = ... =Py =P

P(Xl S klaXQ S k27 7Xm S km)

k1 km
= Z Z P(Xl = 171,X2 = Ty, mme = xm)

x1=0 Tm=1

r1=0 Tm=1

!

n
m
prlsm
x1lx,! iy wi=n

D’autre part, comme on a : (n!)™ ' >T[",(n — x;)! Vx; <n, alors

[[P(X: < ki)
=1
kl k'm m

= Z Z C,fl...C’fjmpm(l —p)n_zz':omi
x1=0 Tm=1

k1 km "

Z Z coCimp™(1 — p)nizi=0xiﬂzﬁll zi=n
r1=0 zm=1 =

k1 km

n!
Z Z Z mpmﬂzzlzz:n

x1=0 Tm=1

v

= P(Xl S ]{]1,X2 S I{ZQ, 7Xm S km)
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De la méme maniére on montre que :
P<X1>k1,X2>k2,...,Xm>]€ H X >]€

ce qui prouve que X1, Xo, ..., X,, sont négativement dépendants.

2.2 Propriétés des variables négativement dépen-
dantes

Lemme 2.2.1. [2] Soient (X,,)n>1 une suite de v.a.r ND, et soit (f,)n>1 une suite
de fonctions réelles et continues toute strictement monotones alors, (fn(Xn))n>1
est une suite ND.

Preuve. Supposons que (f,)n>1 une suite de fonctions continues, toute strictement
croissantes. Soient i1,12, ...,in € N*, ¥i Yin, o0y ¥s,, € R

ﬂw]z_%j— ﬁu;_fwmn

| A

IPC6, <55
I[P

fz] i) = yzj)

—_

<.

et

A0X) > w) b = B(O{X, > £ )

Jj=1

||D:

ij > f (yzj))

P(fi,(Xs,) > vi;)

< 117
e

Le résultat suivant justifie le nom "négativement dépendants’.

Lemme 2.2.2. [2] Soient X1, Xs, ..., X,, des v.a.r positives ND alors :
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Preuve. On peut voir que :

Donc par Tonelli,
n n +00
E([[x) = BQL |~ tpexpdt)
j=1 j=1
+o0 +oo M
/ / H1{t xydty..dt,)
+oo “+o0o
:/0 / E( Hl{thXj})dtl...dtn
j=1

0
+oo
P(X, >t, Xy > tg, ..., X, > t,)dty..dt,

+oo n
P(({X; > t;})dty...dt,

J=1

+oo +oo N
g/ / [T P(X; > t;)dt;...dt,
0 =1

Il
S~
+
. .8
— —

Remarque 2.2.1. Deux variables aléatoires X et Y sont négativement corrélés,
si cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) < 0, ainsi deuz v. a. r positives ND sont
négativement-corrélés.

Le corollaire suivant se déduit facilement en combinant les deux lemmes : ([2.2.1])
et (2.2.2) .

Corollaire 2.2.1. Soient X1, Xo, ..., X,, des v.a.r ND, (fi)k=1,.n une suite de fonc-
tions continues toute strictement monotones et positives, alors

E ﬁfj(Xj)] < ﬁE

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du corollaire ([2.2.1)).

Corollaire 2.2.2. [2] Soient X1, X5, ..., X,, des v.as ND, et t1,ts,....,t, € RT (ou
bien ty,ty,....,t, € R7) alors :

eXpZ ] H lexp(t; X;)]
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Preuve. Soient t1,ts,...,t, € RT, les fonctions x — exp(t;x) sont toute crois-
santes et positives, donc par le corollaire les v.as (exp(t;X;))j=1,. n sont
ND, ainsi en appliquant l'inégalité (2.3)) en déduit que :

E |exp(>_ ;X
j=1

H lexp(t;X;)]

Lemme 2.2.3. Soient X1, Xy, ..., X,, des v.a.r SGND, alors S,, = >, X est

sous-gaussienne et
n

2(}; Xi) < an:ﬁ(Xk). (2.4)

Preuve. On sait que pourt € R, (tX,,)n>1 est ND, et a l'aide du corollaire

n

E[exp(tkz: ] H lexp(tXy)] Skli[lexp [WSX’“)]

Remarque 2.2.2. On a trouvé le méme résultat (L.10]) sous la condition d’ indé-
pendance.

2.3 Convergences des sommes de v.a sous-gaussiennes

Le concept de la convergence complete a été introduit en 1947 par Hsu et
Robbins [10], une suite de v.a.r (X,,),>; converge complétement vers une variable
X sic

Y P(IX, — X|>¢e) < +o0 Ve>0.

n>1
En raison du lemme de Borel-Cantelli, la convergence complete des variables aléa-
toires implique la convergence presque stirement. Par conséquent la convergence
complete des variables aléatoires est un outil tres important pour établir la conver-
gence presque siirement.

Théoréeme 2.3.1. (LFGN de Marcinkiewicz) Soit (X)k>1 une suite de variables
aléatoires 1i.1.d.
Sn p.s

. ) Sp
1. SiB|X,|P < 400 pour un p €]0,1], T == 0.

. Sn—EX] ps
2. SiE[X,|P < 400 pour un p €]1,2[, =377 = 0.

3. S’il existe un p €]1,2] et une suite de constantes (by,) tels que Sn 1/271 j—j> 0

alors E| X|P < +o0.
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Notations 2.3.1. Dans tout ce qui suit, on désigne par
Tom = Z anp X et A, = Zaik
k=1 k>1
0t (ang)k>1 C R et My, = {k : an, > 0,1 < k <m}, et MS le complémentaire de
M,,.
Dans le cas (Tpm)m>1 converge, on note T,, sa limite (T,, = 3 an, Xx).
k>1

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.2. [3] Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r sous-gaussiennes ND avec

sup7(Xg) < a. Supposons que pour tout n > 1, (Tpm)m>1 converge vers T, alors
k>1

Elexp(t|T,])] < 2exp(t?a’A,) YVt >0

2

402A,,

P(|T,| > ¢) <2exp (— ) Ve >0

Preuve. Posons :

Téir)z = Z anka et T,Ez,)L = Z anka.
keMn keMge

On peut affirmer que : (neXp)rem, €t (ankXk)reme sont deuz suites de v.a.r sous-
gaussienne ND, et par Uinégalité [2.4) on obtient T\1) T?) € Sub(Q). et

nmd) - nm

TQ(T,S%) <a Z aik et TQ(Tézr)L) <a Z aik'
keMp keMg¢

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire
E [exp(tTom)] = E [exp(tT{}) exp(tT2)]
< E? [exp(2T)| E? [exp(2tT,2)]

1 1
1 ’ 1
exp | =4a’t? Z az, exp | =4a’t? Z az,
2 k€ My, 2 keMg
= exp <a2t2 Z aik)
k=1

Donc Ty € Sub(Q) et 7(Thm) < ay/230, a2, par suite

N

<

E [exp(t|Thml|)] < 2exp (a2t2 > aik> < 2exp(a’t?A,)
k=1
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Puis, en appliquant le lemme de Fatou

E | liminf exp(t|Tnm|)| < rlnlg)l—ir-lof;E lexp(t|Tum])]

m——+00

< 2exp(a’t*A,)
ce qui implique que pour tout t € R
E{exp(t|T])} < 2exp(a’t®A,)
et par 'inégalité de Markov, on obtient pour tout e,h > 0
P(|T,| > ) = P(h|T,,| > he) = P(exp(h|T},|) > exp(he))

Elexp(h|Tn])]

< 2exp(h*a*A, — h
exp(he) — exp(h”a’An = he)

Donc
P(|T,| > ) < 2exp(h®’a®A, — he) Vh >0
cect implique

. 2
P(Ty| > &) < 2ei8 ™) _ g (- © f.d
nl >e) <2e Xp TP A c.q.f.

Le théoreme suivant est trés important pour prouver le théoreme ([2.3.4)).

Théoréme 2.3.3. [16] Soient X1, ..., X, des v.a.r, posons S(i,j) = Sh_; Xy et
M (i, j) = max{|S(:,7)],|S(, i+ 1)|,...,|S(i,7)|} pour 1 < i < j < n. Supposons
qu’ils existent une constante k > 1, une fonction g(i, j) satisfaisant les conditions
suivantes :

g(1,7) >0 V1<i<j<n 2.5)
g(i,j) > g(i,j+1) Vi<i<ji<n 2.6)
g(i,j) +9(j+1,k) <Qg(ik) VI<i<j<hk<n1<Q<L2 (2.7)

et qu’il existe tg,0 < tg < +00, telles que
P([S(i,j)| = t) < kexp[—¢(t)/g(i,j)] 0<t<ty et 1<i<j<n
ot ®(t) >0, VO < t < ty, et pour tout constante 0 < C' < 1

odnf o(C1) /6(t) = x(C)  tels que  lim x(C) =1

Alors 3A = A(Q,x) > 1 et B= B(Q, x) > 1 telle que
P(M(1,n) >t) < Akexp[—o¢(t)/Bg(l,n)] 0<t <t
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Théoréme 2.3.4. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r SGND, avec supt(X,) < «,

n>1
supposons qu’il un réel 5 > 0, tel que pour tout n > 1, Zjﬁz a%j = O(k="). Alors

1. Pour tout n > 1, (Thm)m>1 converge presque sirement.
2. 8i Y ,—1 exp(—e?/4a’A,) < +oo alors, T, converge presque sirement vers

0.

Pour montrer ce théoreme, nous aurons besoin du premier lemme de Borel-
Cantelli suivant.

Lemme 2.3.1. Soit (Ay)n>0 une suite d’évenements d’un espace de probabilité
(Q, A,P). Nous avons :

+oo
> P(A,) < +o0 =P <lim supAn> = 0.
n=0

n—-+o0o

Preuve. 1) Soient my > my deux entiers, on a alors

ma2
7-2 (Tnmz - Tnm1) S Z aisz (Xk)
k=mi1+1

ma
<a® ) ay
k=mi+1

et comme Y32, a2, =0 ((ml + 1)_5), alors 3C' > 0 tel que :

% a2k < 70
b (ma+1)8
et par suite
O 2
E{(Tnmg - Tnm1>2} S 70& — 0

(ml —+ ]_)B mi——+oo

et ceci entraine que pour tout n > 1, (Tym)m>1 converge en moyenne quadratique,
et par conséquent (Tpm)m>1 converge en probabilité vers T, ce qui entraine qu’il
existe une sous-suite (my)g>1 T +00 telle que presque sirement, pour tout ¥n > 1

Tom, — T
k——+o0

maintenant, posons :

Woe = max  |Thm — Tom, |
mp<m<mg41
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D’autre part :

Tom — Tnmk = Z aanj S Sub(Q)

j=mp+1
car, Sub(Q) est espace de Banach, et par l'inégalité (2.4), on obtient

7'2( Z (nj j)<2a Z a
J

j=mg+1 J=mr+1

et par le théoréme ,ona

2
]P’(]Tnm—Tnmk]>€)§2eXp< y” 2235 - ) Ve > 0.
mg nj
Posons
gn(mg,m) = = 402 Z anl, et P(t) =
l=mg+1
et

inf (Ct)/6(t) = C%  lim x(C) =1

0<t<tg

sous les hypotheses du théoréme , ils existent deux constantes A > 1 et
B > 1 telles que pour tout € > 0, il existe un réel 3 0 < C' < oo tels que

22
> P(Woy > ¢) <2AZexp< 1BarsTo )

E>1 k>1 j=mg+1 anJ
21.8
ek
< 2A e — < 00.
- I; xp( 4Ba2C’>

En appliquant le lemme de Borel-Cantelli da la suite (Wyk)g>1, on en déduit que
presque sturement

Wnk — 0
k——+o0

et puisque :

_ < _ _

on obtient alors que pour tout n > 1, (Thm)m>1 converge presque strement.
2) Soite >0

82
P(|T,, <2 —— | < :
Leni> 9 < 2o (g ) <o

Ainsi, en appliquant le lemme de Borel Cantelli, on en déduit que presque strement

T, — 0.

n—-+o0o

42



Séries de variables aléatoires sous-gaussiennes

Remarques 2.3.1. Sion a E(X,+1/F,) = 0 alors (Tpm)m>1 est une martingale,et
par suite (eh|Tnm|)m21, est une sous-martingale pour tout h > 0, et si on applique
l'inégalité de Doob on obtient

P(max | T,y 2 ¢) = P (max "™ > /<)
j<m j<m

E(ehlTnml)
“exp(he)
< 2exp(—he + h*a’A,) = ¥(h)

donc

52
> < mi = — .
Pmax|Tos| 2 €) < mipe(h) 2@XP< WAJ

Corollaire 2.3.1. Soit (Xy)k>1 une suite de v.a.r SGND. Posons
S, =3 X,
k=1
suposons qu’il existe un réel o > 0 tel que supy>, 7(Xi) < a alors

lim n~Y2(In"92(n)S, =0 Pp.s

n—-+00
pour tout 3 > 0.
Preuve. Soit € > 0. Puisque Sub()) est un espace de Banach, alors S,, € Sub({2)
et par l'inégalité (2.4)) on a
72(Sn) < > 73 (Xk) < na
k=1

en appliquant le théoreme , on obtient alors

P (!Snl > q/M) <25 exp <_52"1n(1+m(”>>

2
n>1 n>1 2a°n
Un
Puisque Y~ U, serie a termes positifs et % < 1, alors d’aprés le critére de d’Alem-

bert 3 U, est une serie convergente, ainsi par le lemme de Borel-Cantelli

lim n~Y2(n"972(n))S, =0 Pp.s

n—-+00

Théoréme 2.3.5. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r SGND et supposons qu’il existe
un réel a > 0 tel que supys, 7(Xy) < a alors :
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1.8 lim S} _ad%, =1#0< +oo, alors V3 >0

n—-4o00

lim n="? Z an X =0 Pp.s

N
n—-+o00 el

2. Siape = O(n™P) pour k <n et f> 3, alors

n—-+o0o

lim Zanka:() Pp.s
k=1

8. Si Yy a2, =0(n ") pour B> 0,alors

lim Zanka:() Pp.s
k=1

n—-4o0o —
4. 815, =311 Xk, alors pour tout B > %

lim n~" ZXk =0 Pp.s

_>
n—-+o0o ]

Preuve. Par les notations précédentes

Ton =3 anp Xi € Sub()
k=1

et

n
7'2(Tm) < 2a° Z aik,
k=1

en appliquant le théoréme , on obtient alors pour tout € > 0

5 n €2n25
P(n~ nkXE| >¢€) <2 —_———

n>1 k=1 n>1
Un
1. Puisque Y U, est une serie a termes positifs et
. Un1 . g2 28 28
A T, T exp s e ()T ) ) <

alors d’aprés le critére de d’Alembert Y- U, est une serie convergente, ainsi
par le lemme deBorel-Cantelli

n
; -8 _
ngrfoon kzl a Xy =0 Pp.s
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2. Si an, = O(n=P) alors 30 < M < +oo telle que |an| < Mn=", et par
conséquent Y1_, a2, < M*n=2P+1 et donc

n 28—1
ZIP’ <| Zanka| > 5) < 22 exp ( Z;M2>

n>1 k=1 n>1

Vn
or, pour tout 3 > %

Vn+ 1
Vi

g2 _ _
= exp <_4a2M2((n + 1) ) <1

puisque Y.V, est une serie d termes positifs et V”“ < 1 alors d’aprés le

critere de d’Alembert Y. V,, est une serie com)ergente ainsi par le lemme de
Borel-Cantelli

lim Z ax Xy =0 Pp.s

n%Jroo

3. 8y a2, =0mn*),8>0,aors 30 < M < 400,30, a?, < Mn=F et

donc
ZP(!Z X!>5)<2Ze ( “‘6>
(0297929 Xp
n>1 n>1 2M?
Vn
et de meme
Vst g? 8 8
o =exp(—W<<n+1> —af)) <1 (8>0)

puisque Y.V, serie a termes positifs et V‘"/—:l < 1 alors d’aprés le critere de
d’Alembert Y V,, est convergente, ainsi par le lemme de Borel-Cantelli

lim Z i X =0 Pp.s

n%Jroo

4. Soz’t5>06t6>%

Zp(@xky - ) < zexp< St 1) < foo.

n>1 n>1

Ainsi, d’aprés le lemme de Borel-Cantelli

lim n BZXk—O Pp.s

_}
n—+400 el
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Chapitre 3

Applications

3.1 lois fortes des grands nombres

Dans ce paragraphe on s’intéresse a la loi forte des grands nombres (L. F.G.N)
pour des variables sous-gaussiennes en faisant appel aux résultats du chapitre
précédent et en supposant que ces dernieres sont seulement négativement dépen-
dantes. Commencons par rappeler la célebre loi forte des grands nombres dans le
cas i. i. d et qui a été établie en 1929 par Kolmogorov-Khintchine.

Théoréme 3.1.1. Si (Xj)k>1 est une suite de variables aléatoires réelles i.i.d.,

S
— converge p.s <= E|X;| < +oo.
n

Lorsqu’il y a convergence, la limite est E(X7).

Maintenant, nous verrons une autre version de la loi forte des grands nombres
dii & Kolmogorov, pour des v.a.r dans L? et indépendantes.

Théoréme 3.1.2. Soit (Xy)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
vérifiant :
1. pour tout k > 1,EX? < +00;

2. il existe une suite (ap)x>1 de réels strictement positifs qui tend en croissant
vers +oo telle que

X Var(X
Z a(2 t) < +00.
k=1 3

Alors (S, —ES,,)/a, converge presque stirement vers 0. Si de plus a, 'ES,, — m,
Sp/an converge p.s. vers m.
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Applications

Les conditions de moments d’ordre 2 sont plus séveres qu’au théoreme (3.1.1
mais il faut noter qu’on ne suppose plus les X} de méme loi. Une bonne référence
pour la preuve de ce théoreme est Feller[7].

On termine cette section par un théoréme qui donne une LEFGN pour des variables
aléatoires SGND.

Théoréme 3.1.3. [2] Soit (X,)n>1 une suite de v.a.r SGND. Supposons qu’il
existe une suite (ag)k>1 C RT telle que, pour tout k > 1, 7(Xy) < ay, et ils
existent 0 < ¢ < +o00 et 0 < 8 < 2 tels que Yp_, a3 < enP pour tout n > 1, alors :

n—-+0o0o

1 n
> Xy — 0 Pps
]
Il est intéressant de remarquer que la condition de sous gaussiagnité implique

que les variables ont des moments exponentiels, mais il faut noter qu’on ne suppose
plus les X indépendants.

Preuve. Soit n > 1, posons
k=1

Comme on a déja vu dans le théoréme , Sub(Q)) est un espace de Banach,
donc S,, € Sub(QY), d’autre part les variables sont ND, et par l'inégalité (2.4) on a

7'2(5”) < ZTZ(XH) <ao?=
k=1

ainsi, en appliquant le théoréeme , on obtient alors
1 £2n2 £2p2-8
P(\Sn] >€> <2exp|— n <2exp|— n
n 202 2¢

1 g2n?="P
i < —
E P<n|5n|>5> 25 exp( e )

par suite

n>1 n>1
Un
. \ oy . U, . Y
et comme 3 U, est une serie a termes positifs et ==+ <1, donc d’aprés le critere
n>1 "
d’Alembert

> P (rlz|5"| > 5) < 400

n>1

en appliquant le lemme de Borel-Cantelli a la suite {%Sn, n > 1}, on en déduit que
%Sn converge presque sturement vers 0.
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3.2 Lois du logarithme itéré pour des variables
aléatoires fortement intégrables

La loi du logarithme itéré (L.L.I) est un résultat trés important en théorie de
probabilités, elle exprime le fait que lorsque elles sont convenablement normalisées,
les sommes partielles de variables aléatoires i. i. d et ayant un carré intégrable
restent dans une bande déterministe bien définie, elle peut étre considérée comme
un résultat intermédiaire entre la loi forte des grands nombres et le théoreme
central limite, elle est due a Khintchine (1924) qui I'obtint pour des variables de
Bernoulli, en 1941 Hartman-Wintner, généraliserent le résultat de Khintchine aux
variables aléatoires i.i.d. Commencons par faire rappels sur les limites supérieures
et inférieures.

Etant donnée une suite d’évenements (A, ),>1, deux événements assez complexes
mais fort utiles sont :

dmAn =09 An
N R

On parle respectivement de limites supérieure et inférieure de la suite d’ensembles
(An)nZO-
Ainsi la limite supérieure d’une suite d’ensembles est I’ensembles des points qui
appartiennent a une infinité de ces ensembles, tandis que la limite inférieure d’une
suite d’ensembles est I’ensemble des points qui appartiennent a tous ces ensembles
a partir d’'un certain rang.
Proposition 3.2.1. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r, alors :
1. Pour prouver que li?an > M presque surement, il suffit de prouver que
n—oo
Va <M P(lim{X, >a})=1
2. De la méme maniére, on voit que pour avoir 11_)7111 X, < M presque sturement,
n—oo
il suffit de prouver que Ya > M P(lim {X, < a}) = 1, ou de maniére
n— oo
équivalente que Ya > M P( lim {X,>a})=0.
n oo

A présent, on donne le lien entre lim inf, lim sup d’ensembles et de fonctions :

Proposition 3.2.2. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r, alors on a :

lim 1nf{X <t} = {hm supX < t}, hm sup{X <t} = {hm infX;, < t},
hm 1nf{X >t} = {hm 1an > t}, hm sup{X >t} = {hm supX >t}
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Notations Soit X, X, ..., X, des v.a.r pas necessairement i.i.d . Posons :
n
SL=> X; et M,= max |Sg|.
k Z:ZI i n 1<k<n | k|

De plus, on note par £} la fonction de répartition conjointe des variables X1, Xpto, ..., Xptk

et soit
btk

Spr =Y Xi =Sk —S (Spo=0)

i=b+1
et
Mb,k = max{’Sb,l|7 |Sb,2‘7 ceey |Sb,lc|}-

ainsi S, = So, et M, = My, et F,, = Fyy,,.

Théoréme 3.2.1. [15] supposons qu’il existe une fonction g(Fyy) positive satis-
faisant :

9(For) + 9(Foing) < g(Fop) (V0 >0,k >1,0>1) (3:1)
telle que
E (6)\|Sb’k‘) S CeAQQ(Fb,k) (Vb Z O7 ]{; 2 17 )\ > O) (32)
alors
E (eAMb*’“) < 80612>\2g(Fb,k) (Vb >0,VE>1,\> O>. (3'3)
et
E <6>\Mn> < 812\ 9(Fn) (Vn > 1,1 > 0). (3.4)

Le théoreme suivant est un premier résultat dans la recherche d’une loi du
logarithme itéré pour des v.a.r SGND.

Théoréme 3.2.2. [15]Supposons qu’il existe un nombre K et une suite (ap)n>1 C
N tel que :

E(eM%xl) < Cer BN AL, (pour tout b > 0,k > 1, > 0) (3.5)
ou :
btk
Aje= > a et A,=Ay, — +oo. (3.6)
i—b11 n—-+oo
alors
P { lim sup [5n] <1]=1. (3.7)
n——+oo (2KA721 lOg 1OgA721)1/2 -
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Preuve. D’aprés la proposition(3.2.1)), montrer (3.7), revient a montrer que pour
tout 0 > 2K

. S|
Pl 12]=0.
( lnIEJSrgop { (0A2 loglog A2)1/2 ~ 0

et pour cela, il suffit de montrer que pour tout 6 > 2K

S,
2 F ((914% log log A2)1/2 > 1] < +oo. (3.8)

n>0

Soit & > 1 fizé, on définit la suite d’ entiers : 1 < ny < ny < ... de la maniére
suivante :
AQ

ng—1

<o <A (k=1,2,.., 4 =0). (3.9)

A présent on considére la fonction croissante p définie par : ji(n) = (0A2 loglog A2)'/2,

On pose aussi : y = i

et par l'inégalité de Markov et . , on obtient pour tout A > 0

P (|Sn,| = plnn,)) <P (6/\|S’”“| > e/\“(n"k))
E (e)‘w"k‘)

)‘N(nnk)
< CelK,\QA2 —A,u(nnk).

Ceci implique
min(L KA2A2 —A\u(nn,
B (S0, ] > ulny,)) < OS2,

Le terme de droite est optimal pour A = u(ny,)/K A2 | on obtient alors

ng’

P (|Sn,] > (1)) < Ce™ 2 o8los 43,
1
=C—
(log A2 )
C 1
< -
~ (log ) kv

d’ou

C 1
P > < E - -
Z <|S7’Lk| e M(nnk» = = (log 5)7 e < 400

ainsi, par le lemme de Borel-Cantelli

P <lim sup {|Snk| > (0A2, loglog Aik)1/2}> =0.

k—+o0
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et donc :

. EN
Pl1 b <1l|=1
<QEEEP<&Azkbghxgz.Azglﬂ =

c’est-a-dire, presque strement, pour tout w, il existe un certain rang ko = ko(w)
tels que, pour tout k > ko, on a

|90, < (BA2 loglog > A2 )'/2. (3.10)

Ce qui établit le résultat pour une sous suite.
Nous allons a présent établir pour tout n € N*. Soit n € N* alors 3k € N tel
que :m="ng oungE <N < Njyq.
Sing <n<ngyi, ON G
Su _ Suw ) | Su— S )
p(n)  plng) p(n) — wlne)  p(n)

ou :
fi(ny,) = (120 A2

ng,Vp—1 log lOg Aik)l/z et Vg = Ng1 — N

et donc
|Sn| < |Snk| /“L(nk) |Sn - Sﬂk|ﬂ(nk)
p(n) = p(ng) p(n) A(ng)  p(n)
——
<1
|Snk| + |Sn - Sm| ﬂ(nk>
T oplnk) o a(ng) o p(n)
|Snk| ﬁ(nk) |Sn — Smc|
< + max
plng) — p(n) mes<n<mea qi(ng)

ceci implique

|Sn’ < ‘Snk’ +ﬁ(nk) Mnkyl’k*1 (3'11)
p(n) = plng) — p(n)  a(ng)
en outre
Aln) _ (12047, )2 (loglog A7 )2
p(n) (0AZ)1/2 (loglog AZ)1/2
<1
Apy -1
< Vi2—Et—
<Vi2 e
et
2 ot 2 2 2
Ank,ukfl = Z a; = AnkJrlfl - Ank
< oF(5—1)

52



Applications

et comme ny, < n alors 0" < A2 < A2, d’oi

p(n) —
alors g g u
| n| < | nk| + 12(5 B 1) jka—l
M(”) M(nk) M(nk)

Nous allons tout d’abord vérifier que, presque-sirement, pour tout w, il existe un
certain rang ko = ko(w) tels que, pour tout k > ko, on a

Mnk:’/k*1 < ﬁ(nk) (3'12>

Posons : ]
g(Fb,k) = §KA2J€

g vérifie la condition (3.1)) du théoréme (3.2.1), telle que 'inégalité(3.2)) est vérifiée,
et par l'inégalité de Markov et Z’inégalité@ on obtient pour tout A,y > 0

P(Myy, > y) = IP(@/\Mb’PBAy)
< e ME(eMer)
< 806—/\y612>\29(Fb,k)

_ 8066>\2KA§’,§—>\y'

Donc
P(My, > y) < 8CeMim=0 A KAL,—Ay

2

. on obtient alors
k

Le terme de droite est optimal pour A\ = y/12K A

2
b,k

par suite

- 0
P (M, v—1 > Ti(ng)) < 8Cexp <_2K log log Aik>

= 8C exp (—7 log log Aik>
8C

(log A7, )7
8C

< -~

~ (klogo)

93



Applications

et par conséquent
8C'
Z IP>(]\4n wE—1 Z ﬁ(nk)) S Z s < F00
kng41—nip—1>0 o kngy1—nEp—1>0 <k log 5)7
alors par le lemme de Borel-Cantelli
P (lim sup {Mnk’uk,l > (1204, ,,-1loglog Aik)1/2}> =0.

k—4o00

donce

My -1
P | limsu Tk sV <1l|=1
( k—>+oop(120Ank,Vk—1 IOg lOg A%k)l/Q N >
maintenant, en faisant tendre 6 — 1
En combinant (3.10)), (3.11) et (3.12) on obtient, presque sirement, pour tout w,
il existe un certain rang ng = no(w) tels que, pour tout n > ng

5]
<
(0A2loglog A2)1/2 —

c’est-a-dire :

. |5
P(1 <1)=1
( oY (A2 log log A2)1/2 =

ce qui termine la preuve du théoreme.

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du théoreme ((3.2.2)).

Théoréeme 3.2.3. Soit (X,,)n,>1 une suite de v.a.r SGND et (a;);>1 une suite de
réels positifs (ou bien de réels négatifs). Supposons qu’il existe un réel o > 0 tel
que : sup,5; 7(X,) < a. Posons

bk \ V2
Ab,k = ( Z af) et A, = Ao’n :) +00.

i=b+1

et pour tout b, k,n > 1

b+k
Sb,k = Z aiXi et Sn = S(),n.
i=b+1
alors 5|
P (i - <1l]=1. 3.14
(z”ii&p@amz loglog A2)1/2 = ) o1y
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Preuve. En utilisant le théoréme (1.2.1]), (anXn)n>1 C Sub(Y), et comme les
a, sont tous positifs( resp. tous négatifs), alors (a,X,)n>1 est une suite de v.a.r

SGND, par linégalité (2.4), on obtient

b+k b+k
(Ser) < > @i (X;) <o’ Y al,
i=bt1 i=b+1

maintenant, le théoréme entraine que pour tout A > 0
E (NShil) < 229" Mk (b, k > 1) (3.15)

sous les hypothése du théoréme (3.2.3), on obtient l'inégalité (3.14).

Dans le cas i.i.d, le théoreme de la loi du logarithme itéré s’énonce comme suit :

Théoréme 3.2.4. Soit (X,)n>1 une suite de v.a.r i.i.d possédant un moment
d’orde 2 fini. Notons u leur esperance , o leur écart type supposé non nul et posons

Sy =20 (X; — ). Nous avons les deuz égalités suivantes :
lim sup S =1 presque surement. (3.16)
nstoo (2no?loglogn)l/?
et g
lim inf - = —1 presque sirement. (3.17)

n—+oo (2no?loglogn)l/?

Remarque 3.2.1. Ce théoréme signifie que presque sirement pour tout ¢ €0, 1], la
suite des S, sortira une infinité de fois par le bas et une infinité de fois par le haut

du segment [—co+/2nloglogn, +cov/2nloglogn| et qu’elle restera définitivement
a partir d’un certain rang (aléatoire) dans [—c'ov/2nloglogn, +c'o+/2nloglogn]

pour tout ¢ > 1.

3.3 Fonction a variation réguliere et fonction a
variation lente

La notion des fonctions a variation réguliere (resp. a variation lente) a été
introuit par Karamata [12].

3.3.1 Fonctions a variation lente

Définition 3.1. Une fonction mesurable L : Rt — R™ est dite a variation lente
a linfini, st
L(tz)
im
t—+oo L(t)

=1, Vz>0. (3.18)
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De méme, on dit que L est a variation lente au voisinage de 0, si L (%) est a
variation lente a linfini.

Beaucoup de résultats concernants les fonctions aux variations lentes sont dus
a Jovan Karamata, et I'un des résultats les plus importants est le théoremes de
représentation suivant :

Théoreme 3.3.1. Une fonction L est a variation lente au voisinage de l'infini si
et seulement si elle peut étre représentée sous la forme suivante :

L(z) = c¢(x) exp {/x (1)

b

ot : ¢ et ® sont deuz fonctions mesurables sur Ja,+ool(a > 0) telles que :

ml_l}gooc(:p) = ¢p €]0, 00| et mgglmq)@) =0.
De méme, une fonction L est a variation lente dans (0, A) (i.e au voisinage de 0)
si et seulement si elle peut étre représentée sous la forme suivante :

4 0(1)

L(z) = ¢(x) exp {/x tdt} , Y0o<az<A. (3.20)

ot : ¢ et ® sont deuz fonctions mesurables sur 10, A[(A > 0) telles que :

glclg%)c(x) = ¢y €]0,+o0[ et 3161£I(1)<I>(x) = 0.
Remarques 3.3.1. On appelle (3.19)) (resp. (3.20)) ) la représentation de Karamata

d’une fonction lente a l'infini (resp. a l'origine).

Exemples 3.3.1. Avec la définition ou le théoréme de représentation d’une fonc-
tion d variation lente a l'infini, on peut vérifier que toute fonctions mesurable et
positive sur un voisinage de l'infini a une limite positive a l'infini est une fonction
qui varie lentement a Uinfini. La fonction logarithme (x +— Inx), les itérations du
logarithme (x +— Inln...Inx) et la fonction (x — exp{(Inz)’} (0 < v < 1) sont,
aussi, des fonctions qui varient lentement a l’infini.

Le lemme suivant sera utile dans la preuve du théoreme (|3.3.4)).

Lemme 3.3.1. Soit L une fonction d variation lente d ’origine dans (0, A]. Soient
a et b deux constantes positives, avec 0 < a < b, alors

- L(z)
1m
z—0,y—0 L(y)

a<y/z<b
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Preuve. Sous les hypothéses du théoréme, L peut s’écrit sous la forme

4 (1)

L(x):c(a:)exp{/w tdt}, V0 < o < A

avec
lime(x) = ¢ €]0, 400 et lig(l)@(a:) =0.

z—0

il est clair que :

d’autre part, supposons que r <y ;
Noter que 1111(1)(1)($) = 0, implique que pour tout réel € > 0, il existe un réel R > 0
T—r

tel que, pour tout x < z <y < R, on a : |®(2)| < e, ce qui implique

d
—clog (y) < /y (z)dz < celog (y)
T z  Z T

b <exp {/y (I)iz)dz} < b*

maintenant, on fait tendre € vers 0, on obtient

lim exp {q)(z)dz} = 1.

z—0,y—0 z
a<y/x<b

et par suite

ce qui établit le lemme.

3.3.2 Fonction a variation réguliere

Définition 3.2. Une fonction mesurable h : RT — RT est dite a variation
réguliere a linfini d’indice o et on note h € RV, st pour tout x > 0, nous avons

h(tz)
tﬁlgnoo h(t)

= x“. (3.21)

Remarques 3.3.2.

1. Une fonction h est a variation réguliere a I'infini d’indice o € R si et seule-
ment si, elle est mesurable, positive dans un voisinage de I'infini et vérifie

(3.21).
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2. Si h € RV, alors h est une fonction a variation lente a l'infini, donc une
fonction a variation lente a l'infini est une fonction a variation réguliere a
Iinfini d’indice o = 0.

On peut aussi définir la notion de la variation réguliere a 1’origine.

Définition 3.3.1. Une fonction mesurable h :)0,a]— R (a > 0) est dite a varia-
tion réguliére a lorigine(a droite de l'origine) d’indice o € R, et on note h € VRY,
St
h
im (t2)
t—0+ h(t)

— 2%, Vz>0. (3.22)

Remarques 3.3.3. Dans le cadre de la définition ci-dessus, dire que h € VRO est
équivalent de dire que la fonction x — h(1/x) est a variation réquliére a linfini
d’indice —a.

Dans le théoreme qui suit, on va donner des caractérisations de la notion de
variation réguliere a l'infini :

Théoréme 3.3.2. Soit h :]a, +0o[— R (a > 0) une fonction mesurable et o € R.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. h € RV,.
2. AL € RV, vérifiant :

h(z) = 2*L(z), Vz > a. (3.23)

3. 1l existe une fonction positive g telle que :

. h(tx)
)

=g(y), VYy>0. (3.24)

o

et dans ce cas g(y) = y~.

Proposition 3.3.1. Soient f et g deux fonctions mesurables et positives sur un
voisinage de l’infini et soit o € R, alors :

(g€ RV, et [~ gadlinfini)—= f € RV,.
Comme dans le cas de la notion de variation lente a 'infini, grace a (3.19)) et
(3.23)), on peut donner une représentation des fonctions qui varient régulierement

a linfini :
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Théoreme 3.3.3. Une fonction h est a variation réguliere a l'infini d’indice « € R
si et seulement si elle peut étre représentée sous la forme suivante :

h(z) = c(x) exp {/bx CI)ELt)dt} , Ve>b>a. (3.25)

ot : ¢ et O sont deux fonctions définies mesurables sur]a,+oo[(a > 0) telles que :

lim ¢(z) = ¢y €]0,400] et lim ®(z) = a.

T—r+00 T—+00

Remarques 3.3.4. On appelle (3.25) la représentation de Karatama de fonction
h € RV,.

Exemples 3.3.2. En utilisant (3.21)),(3.23) et (3.25)), on peut vérifier que o et
v dans R, les fonctions : x — z%, x — z%In(1 + ), [z — zIn(1 + 2)]%,
z— 2%(Inx)? et © — z*(Inzlnx)? varient réguliérement da Uinfini d’indice .

3.3.3 Loi du logarithme itéré pour des processus stochas-
tiques
Théoréme 3.3.4. [5] Soit (M;)i~o une martingale. Supposons qu’il existe un réel

A > 0 et une fonction h positive sur (0, A) et a variation réquliére a 'origine tels
que :

supE {eh(t”Mtq = B < +00. (3.26)
t<A
Alors :
. h(t)M,
Pl —<1] =1 2
<1Tf&1plog log(1/2) = ) (3:27)

La preuve repose sur 'inégalité maximale de Doob suivante.

Théoréme 3.3.5. Supposons que (X;)i~o est une sous-martingale et positive, alors

APP (sup X > )\> < E(|X¢P), VA>0,Vp>1. (3.28)

s<t

Preuve. Pour prouver (3.27)), il suffit donc de prouver que pour § > 0

] h(t) M,
P(1 - 1+46) =1
<1Tfélploglog<1/t> s )
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Par linégalité mazimale de Doob on a pour tout 6, A >0

1+0 (145)
P (sup Mg > (1+9) loglog(1/t) | =P [ sup MM S Ty log log(1/1)
s<t h(t) s<t

< exp (_(1 + 5)}1(2) log 1og(1/t)> E (eAMt)

< exp (—(1 + 6)h2\t) log log(l/t)) f (6/\|Mt|)

prenant A = h(t), alors on obtient

1446
P <sup M > (h?;) ) log log(l/t)) < Be~ (149 loglog(1/1) (3.29)
s<t

Soit 0 < 0 < 1, fixé, prenant t = 0™, n € N, alors on obtient

B
(—nlog 0)(1+9)

(14 9)
P M loglog(1/0™) | <
(f;lﬁ S em o8 og(1/0") ) <

ce qui implique
(1+496) 0 B 1
Z P (Sgelr)z M, > h(@”) log 10g(1/0 ) < (_ log 9)(1+6) nz>:0 n(1+9) < Foo

n>0

d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, on a

1
P ( lim sup { sup M, > (1+9) loglog(1/6™)¢ ] =0
s<on h(0)

n—-+0o0o

Et en passant aux complémentaires
h(@n) SUPg<gn Ms
P ( lim inf o= < (149§
(’g&{ loglog(1/6") =(1+9)

— Pl h(en) SUPg<gn M
N R too log log(1/6™)

§(1+5)>:1

c’est-a-dire, presque strement, pour tout w, il existe un certain rang ng = ng(w)
tels que, pour tout n > ng, on a

A présent, soit t € (0" 0", pour tout n > ng, on a

(1+6) 1 (1+5)<
M, < M, < loglog — <
t = SS;IQIT)‘L s = h(en) Og Og 977, = h(t)

(3.30)

60



Applications

et comme h est a variation réguliere a l’origine, alors il existe un réel a > 0 et une
fonction H a variation lente dans (0, A) tels que :

h(t) = t*H(1).

d’autre part
t
O <t <" = 0< — <1; (3.31)

o —
d’ou, par (3.30) et (3.31)), en on déduit

h(t) H(O™) \o"
(1+9) H(t N
< 0 <loglog> H<0n)(1\/6’ )

il reste a montrer que, pour tout réel € > 0, il existe un reél v tel que, pour tout
n>v, ona
H{t)
H(6™)

pour cela, en appliquant le lemme|5.5.1, on obtient

<l+e O <t<om (3.32)

. H(t)

0<t/om<1

=1.

ainsi, (3.32) entraine que presque strement, on a

. h(t) M,
7 <K Q .
htrilfgoploglog(l/t) < (1+0)A Ve

maintenant, en faisant tendre 6 vers 0 et 0 vers 1, on obtient (3.27)).

Théoréme 3.3.6. [5] Soit (M;)i>0 C Subs(S2) une martingale. Supposons que
®* la transformée de Young-fenchel de ® est monotone et l'application 1o est a
variation réguliere a lorigine, alors :

=1 (3.33)

. M,
F <llr?f&1p7¢(t)(q>*)—1(1og og (1)) = 1)

Preuve. Pour montrer (3.33), il suffit de prouver que pour tout 6 > 0

| M, -
v <11Tfélpf¢a><<b*>—l<log og(1jn) = T 5) -
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Par linégalité mazimale de Doob on a pour tout 6, A >0

P (sup M > ;1:) < e ME (e’\Mt) <exp{-XAz+ P(\7s(t))}.
s<t
ce qui tmplique

P (supM > x)

s<t

A+ (Mot )))}

 {pipt
{—sup O\ — D (Aralt >>>}

A>0

{— sup(Ate(t mt — @(ATq)(t)))}

AS0 (1)

= exp{=®*(z/7a(1))} -

Soit 0 < 0 < 1, fixé, prenantt = 0™, n € N, alors pour tout § > 0, on obtient

< exp {~ (1 +6)(®) " (loglog(1/6"))
< exp {—(1+ &) loglog(1/6™)}

1 1
= (—log )1+ pl+é”

P (sup M, > (14 6)79(0™)(®*)* (log 10%(1/9n)>>

ou, on a utilisé la relation
O ((14+0)y) > (14+6)P*(y), d>0.

ce qui implique que

P (sup M, > (14 6)7e(6™)(®*)*(log 10g(1/9"))> < +00.

n>0 s<t

pour le reste de la démenstration, on procéde comme dans la preuve du théoreme

3.5.7).
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Résumé : Dans ce mémoire nous explorons les variables aléatoires sous-gaussiennes.

Nous présentons également des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
variable aléatoire soit sous-gaussienne, et nous discutons brievement la structure
du I'espace des variables sous-gausiennes.

Ce mémoire nous a également permis de discuter quelques propriétées des va-
riables aléatoires négativement dépendantes et de prolonger des inégalités large-
ment répendues pour des variables indépendantes.

Différentes aplications sont données pour illustrer nos résultats abstraits, par
exemple, la loi forte des grands nombres et la loi du logarithme itéré.

Abstract In this memory we explore sub-gaussian random variables and their
basic properties. We also present equivalent formulations of the sub-gaussian condi-
tions, and we discuss briefly the structure of the space of sub-gaussian random
variables.

This memory also allowed us to discuss some properties of negatively dependent
random variables. We extend some inequalities widely used for independent ran-
dom variables to the case of negatively dependent random variables.

Various applications are given to illustrate our abstrat results, for example, the
strong law of large numbers and the law of iterated logarithm.
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