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Introduction

Dans ce mémoire on s�intéresse aux équations di¤érentielles impulsives et ses applications. Ces

équations apparaissent généralement dans les modèles mathématiques décrivant des phénomènes

naturels subissant des changements brusques qui apparaissent dans la variable de l�état en des

temps constituant un ensemble discret.

On considère tout d�abord le cas d�un modèle mathématique pour la chimiothérapie d�une

tumeur, contenant un système d�équations di¤érentielles impulsives, puis on considère le cas

général d�une équation di¤érentielle impulsive.

Ce mémoire est organisé comme suit

chapitre 1: préliminaires,

chapitre 2: un modèle mathématique de la chimiothérapie,

chapitre 3: les équations di¤érentielles impulsives,

conclusions et perspectives

et une bibliographie.

Dans les préliminaires, on rappelle les dé�nitions et les résultats utilisés dans la suite du mé-

moire.

Dans le chapitre 2, on considère un modèle mathématique décrivant l�évolution d�une population

de cellules, contenant des cellules normales sensibles et des cellules cancéreuses, on démontre

l�existence de solutions triviales et leurs stabilité dans l�espace monodimensionnel, puis on con-

sidère la stabilité dans l�espace bidimensionnel. On étudie, aussi le cas des bifurcations.

Dans le dernier chapitre on considère un système d�équations di¤érentielles impulsives général,

on trouve les conditions d�existence globale des solutions, puis on montre les conditions de sta-

bilité.

4



On termine ce mémoire par des conclusions, perspectives et une bibliographie.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions et résultats utiles pour la suite de ce

mémoire.

1.1 Rayon spectral

Dé�nition 1.1

Soit A une matrice n � n. On dit que � est une valeur propre de A s�il existe un vecteur U

de Rn non nul, tel que AU = �U . On dit alors que U est un vecteur propre de A associé à la

valeur propre �.

Dé�nition 1.2

Soit A une matrice carrée à coe¢ cients complexes, on appelle rayon spectral de A, et on note

par %(A) le plus grand module des valeurs propres de A.

1.2 Théorème des fonctions implicites

Théorème 1.1 [10]

Supposons que X, Y , Z sont des espaces de Banach, U � X, V � Y sont des ensembles ouverts,

F : U � V ! Z est continuement di¤érentiable, (x0; y0) 2 U � V , F (x0; y0) = 0 et DxF (x0; y0)

est inversible. Alors il y�a un voisinage U1 � V1 de (x0; y0) et une fonction f : U1 ! V1,

f(x0) = y0 telle que : F (x; y) = 0 pour (x; y) 2 U1 � V1 si et seulement si y = f(x): Si F est
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de classe Ck, k � 1; (respectivement analytique) dans un voisinage de (x0; y0), alors f est de

classe Ck (respectivement analytique) dans un voisinage de y0.

1.3 Dé�nitions et propriétés du �ot

Dé�nition 1.3

Soit X un ensemble non vide, une fonction � : R�X ! X est appelée un �ot algébrique dans

X, s�il satisfait la propriété suivante :

�(s+ t; x) = �(s;�(t; x)); 8 s; t 2 R et 8 x 2 X:

Proposition 1 [5]

Si � est un �ot algébrique dans l�ensemble X, alors pour chaque x 2 X on a : �(0; x) = x:

Dé�nition 1.4

Soit � un �ot algébrique dans l�ensemble X et x 2 X, alors l�ensemble f�(t; x); t 2 Rg est

appelé ��orbite de x et il est noté par C�(x):

Notation 2

On note la famille de tous les ��orbite par O(�).

Théorème 1.2 [5]

Soit � un �ot algébrique dans l�ensemble X, alors deux ��orbite sont disjoints ou égaux.

Preuve: Soient x; y 2 X et t 2 R, tels que :

C�(x) = f�(t; x); t 2 Rg

C�(y) = f�(t; y); t 2 Rg

et C�(x)\C�(y) 6= ;; alors z 2 C�(x)\C�(y); ainsi 9s1 2 R; tel que z = �(s1; x) et s2 2 R,

tel que z = �(s2; y); d�où �(s1; x) = �(s2; y):

Et par suite :

�(t; x) = �(t� s1 + s1; x) = �(t� s1;�(s1; x)) = �(t� s1;�(s2; y)) = �(t� s1 + s2; y)
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donc, �(t� s1 + s2; y) 2 C�(y).

Ainsi C�(x) � C�(y):

De la même façon, on démontre que :

C�(y) � C�(x);

par suite C�(x) = C�(y):

Théorème 1.3 [5]

Soient � un �ot algébrique dans l�ensemble X et la fonction �t : X ! X dé�nie par:

�t(x) = �(t; x);8x 2 X; 8t 2 R: Alors

a) pour chaque t 2 R, �t est une application de X sur elle même.

b) l�ensemble f�t; t 2 Rg est un sous-groupe abélien du groupe de toutes les permutations de X,

de plus pour chaque s; t 2 R , on a �s � �t = �s+t.

Preuve:

a) Soient t 2 R et x; y 2 X avec x = y; on a :

�t(x) = �(t; x) = �(t; y) = �t(y):

Donc �t est bien une application.

b) Soient s; t 2 R et x 2 X tels que :

�s � �t : X ! X ! X

�s+t : X ! X

(�s � �t) (x) = �s (�t(x)) = �s(�(t; x)) = �(s;�(t; x)) = �(s+ t; x) = �s+t(x)

d�où

�s � �t = �s+t:
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Montrons que l�ensemble f�t; t 2 Rg est un sous-groupe abélien du groupe de toutes les per-

mutations de X.

1-�t est une permutation de X pour chaque t 2 R, car ��1t = ��t : X ! X:

2-f�t; t 2 Rg 6= ; car IdX = �0 est une permutation de X:

3-Soient s; t 2 R, donc �s � ��1t = �s � ��t = �s�t 2 f�t; t 2 Rg ; alors l�ensemble

f�t; t 2 Rg est un sous-groupe du groupe de toutes les permutations de X.

De plus, 8s; t 2 R, on a :

�s � �t = �s+t = �t+s = �t � �s.

Par suite f�t; t 2 Rg est un sous-groupe abélien du groupe de toutes les permutations de X.

Théorème 1.4 [5]

Soit � un �ot algébrique dans l�ensemble X:

(a) Pour chaque x 2 X, l�ensemble ft 2 R;�(t; x) = xg est un sous-groupe additive de R.

(b) Si x; y 2 X et C�(x) = C�(y) alors :

ft 2 R;�(t; x) = xg = ft 2 R;�(t; y) = yg :

Preuve:

(a) Si x 2 X, alors �(0; x) = x:

1-ft 2 R;�(t; x) = xg 6= ;, car �(0; x) = x; i.e. 0 2 ft 2 R;�(t; x) = xg :

2-Soient s; r 2 ft 2 R;�(t; x) = xg, donc �(s; x) = x et �(r; x) = x; d�où

�(s; x) = �(r; x) = x:

On a :

x = �(0; x) = �0(x) = �r�r(x) = ��r+r(x) = �(�r + r; x) = �(�r;�(r; x));

or

�(�r;�(r; x)) = �(�r; x) = x;
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donc

�r 2 ft 2 R;�(t; x) = xg :

Et

�(s� r; x) = �(s;�(�r; x)) = �(s; x) = x;

d�où

s� r 2 ft 2 R;�(t; x) = xg ;

alors l�ensemble ft 2 R;�(t; x) = xg est un sous-groupe additive de R.

(b) Montrons d�abord que :

ft 2 R;�(t; x) = xg � ft 2 R;�(t; y) = yg :

Soit r 2 ft 2 R;�(t; x) = xg, et par suite �(r; x) = x; comme C�(x) = C�(y), on a

x = �(r; x) = y = �(0; y), donc r 2 ft 2 R;�(t; y) = yg :

De la même façon, on démontre l�inclusion inverse.

1.4 Sur les équations di¤érentielles

1.4.1 Existence et unicité

Soient J un intervalle ouvert de R, D un ouvert de Rn et f : J�D ! Rn une fonction continue.

On considère le problème de Cauchy suivant :8<: x0 = f(t; x)

x(t0) = x0
(1.1)

où (t; x), (t0; x0) 2 J �D avec (t0; x0) �xé dans J �D.

Dé�nition 1.5

Une solution de (1.1) sur l�intervalle J � R contenant le point t0 est une fonction x : J ! D

véri�ant :

10



(i) x 2 C(J;D);

(ii) x(t0) = x0;

(iii) x est di¤érentiable en t 2 J et véri�e x0(t) = f(t; x(t)) pour t 2 J .

Le point (t0; x0) est appelé la condition initiale du problème de Cauchy (1.1) et la fonction

inconnue x dépend d�une seule variable t:

Le résultat classique de la théorie des équations di¤érentielles ordinaires consiste à prouver

que le problème de Cauchy associé à (1.1) admet, sous certaines hypothèses de régularité, une

solution unique. Sous sa forme générale, ce résultat sera décrit par le théoème de Cauchy-

Lipschitz.

Le lemme ci-dessous montre que la résolution de l�équation (1.1) est équivalente à la résolution

d�une équation intégrale.

Lemme 1.1 [1]

Une fonction x : J ! D est une solution du problème (1.1) si et seulement si

(H1) x 2 C(J;D);

(H2) pour tout t 2 J

x(t) = x0 +

Z t

t0

f(s; x(s))ds: (1.2)

En e¤et, si x est une solution du problème (1.1), alors x véri�e les hypothèses (i); (ii)

et (iii) de la dé�nition précédente, l�équation (1.2) s�en déduit directement par intégration.

Inversement, si x véri�e (H1) et (H2) et, du fait que f est continue de primitive x, alors x est

di¤érentiable et on a

x(t0) = x0; x
0 = f(t; x):

Dé�nition 1.6

La fonction f est dite localement lipschitzienne par rapport à la seconde variable si pour tout

point (t0; x0) de J �D il existe a; b et K > 0 tels que l�ensemble

" = [t0; t0 + a]� fx� kx� x0k � bg � J �D
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et f est K-lipschitzienne en x sur " , c�est à dire, pour tout (t; x), (t; y) 2 ", on ait :

kf(t; y)� f(t; x)k � K ky � xk :

Théorème 1.5 (Théorème de Cauchy-Lipschitz) [1]

Si f est une fonction continue, localement lipschitzienne par rapport à la seconde variable, alors

il existe h > 0 tel que le problème de Cauchy (1.1) admet une solution unique sur l�intervalle

[t0; t0 + h] :

Pour démontrer ce théorème on utilise, en général, la méthode des approximations succes-

sives dans le but de construire des solutions approchées de l�équation intégrale (1.2) et ceci en

formant la suite (x(n)) dé�nie par la relation de récurrence :

x(n+1)(t) = x0 +

Z t

t0

f(s; x(n)(s))ds (1.3)

où x(0) étant une fonction donnée.

En général, on prend x(0) = x0.

Preuve:

La preuve consiste à montrer que la suite (x(n)) donnée par la relation (1.3) converge uniformé-

ment sur [t0; t0 + h] vers une fonction x véri�ant (1.2), nous prouvons ensuite que cette solution

est unique.

1-Détérmination de la suite (x(n)) :

Nous allons montrer ci-après l�existence d�un intervalle [t0; t0 + h] avec h > 0, et d�une suite

de fonctions continues (x(n)) dé�nie sur cet intervalle.

La continuité de f au point (t0; x0) de J �D entraine l�existence d�un voisinage de ce point sur

lequel la fonction f est bornée. L�ensemble J �D étant supposé ouvert, il existe donc a > 0 et

b > 0 (su¢ samment petits ) tels que J1 = [t0; t0 + a] � J ,

A = fx� kx� x0k � bg � D et f est lipschitzienne en x sur "1 = J1 �A:

L�ensemble "1 est fermé borné dans Rn+1, donc il est compact. Ceci entraine que f est bornée
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sur "1.

Posons

M = sup
(t;x)2"1

kf(t; x)k < +1; h = inf(a; b�M) et S = C([t0; t0 + h] ; A):

On se donne dans S une fonction x(0), et soit (x(n)) la suite de fonctions dé�nie sur [t0; t0 + h]

et véri�ant la relation (1.3). On va montrer en premier temps que la suite (x(n)) 2 S:

En e¤et, pour t 2 [t0; t0 + h] et n = 0, l�intégrale dans l�équation (1.3) est dé�nie et continue

en t. Donc la fonction x(1) est dé�nie et continue. De plus, pour t 2 [t0; t0 + h] on a :

x(1)(t)� x0 = Z t

t0

f(s; x(0)(s))ds

 � Z t

t0

Mds �Mh � b:

D�où x(1) 2 S: Supposons à présent que x(n) 2 S, alors pour tout t 2 [t0; t0 + h]

on a : x(n+1)(t)� x0 �M jt� t0j �Mh � b;

c�est à dire x(n+1) 2 S: D�où la suite (x(n)) 2 S pour tout n 2 N:

2- Majorations préliminaires :

La suite (x(n)) étant dé�nie. Comme f est lipschitzienne sur "1, il existe une constante

K > 0 telle que :

kf(t; x)� f(t; y)k � K kx� yk : (1.4)

Soit n > 0 et t 2 [t0; t0 + h] où h = inf(a; b�M): Alors

x(n+1)(t)� x(n)(t) =

Z t

t0

�
f(s; x(n)(s))� f(s; x(n�1)(s))

�
ds


� K

����Z t

t0

x(n)(s)� x(n�1)(s) ds���� :
En tenant compte du fait que x(1)(t)� x(0)(t) � b;
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on véri�e par récurrence que, pour t 2 [t0; t0 + h] et pour n 2 N, on a :

x(n+1)(t)� x(n)(t) � b
Kn jt� t0jn

n!
� b

Knhn

n!
: (1.5)

3- Existence de la solution :

La majoration (1.5) montre que la série de fonctions
1X
n=0

(x(n+1)(t)�x(n)(t)) est normalement

convergente, donc uniformément convergente sur [t0; t0 + h]. Comme x(n) peut s�écrire sous la

forme :

x(n)(t) = x(0)(t) +
n�1X
p=0

(x(p+1)(t)� x(p)(t)):

Il en résulte que la suite (x(n)) converge uniformément sur [t0; t0 + h] vers une fonction continue

x 2 S. Et d�après la relation (1.3), on en déduit que la suite de fonction f(s; x(n)(s)) converge

uniformément sur [t0; t0 + h] vers la fonction f(s; x(s)):

Par le passage à la limite, on a : 8t 2 [t0; t0 + h]

x(t) = x0 +

Z t

t0

f(s; x(s))ds:

C�est donc une solution du problème de Cauchy (1.1).

4-Unicité de la solution :

Supposons qu�il existe deux fonctions x1, x2 2 S véri�ant (1.2) avec x1 6= x2;

pour t 2 [t0; t0 + h] on a :

kx1(t)� x2(t)k =

Z t

t0

[f(s; x1(s))� f(s; x2(s))] ds


� K

Z t

t0

kx1(s)� x2(s)k ds:

D�après le lemme de Gronwall on obtient

x1 � x2 = 0;

d�où

x1 = x2:
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Proposition 3 [1]

Supposons la condition du théorème de Cauchy-Lipschitz. Soit y une solution maximale de

l�équation :

y0 = f(t; y(t)); y(t0) = y0 (1.6)

dé�nie dans l�intérvalle maximal [t0; w+) , alors

w+ <1 =) lim
t!w+

sup ky(t)k =1:

Théorème 1.6 (Cauchy-Lipschitz) [1]

Soit f : R� Rn est une application continue par rapport à la première variable t et localement

lipschitzienne par rapport à la deuxième variable y, alors il existe au moins une solution maxi-

male du problème (1.6).

Pour la preuve on a besoin du résultat suivant :

Théorème 1.7 [1]

Soit la fonction f : [t0; b]� Rn ! Rn, supposons qu�il existe K > 0 telle que

kf(t; x)� f(t; y)k � K kx� yk ; pour tout x; y 2 Rn; 8t 2 [t0; b]

alors le problème (1.6) a une solution unique sur [t0; b].

Preuve:

L�ensemble I = f[J : il existe une solution unique du problème (1.6) dé�ni sur J g

I est un ensemble non vide.

D�après le théorème (1.5), il existe h > 0 tel que (1.6) admet une seule solution de (1.6)

8t 2 [t0; t0 + h], donc J = [t0; t0 + h] � I, d�où I 6= ;. De plus I est maximal et la solution

maximale est dé�nie par
s
y(t) = y j J , y est une solution de (1.6) sur J .

15



Maintenant, supposns que w+ <1 et que

lim
t!w+

sup ky(t)k � K <1:

Ceci implique que pour chaque " > 0, il existe � > 0 tel que ky(t)k <1 pour tout t 2 [t0; w+) :

Utilisant le fait que f est une fonction continue alors il existe M > 0 tel que

kf(t; u)k �M pour tout (t; u) 2 [t0; w+]�
�
B(0;K):

Soit t1, t2 2 [t0; w+) , on a l�évaluation suivante

ky(t2)� y(t1)k �M jt2 � t1j :

Alors

lim
t!w�+

y(t) := l <1;

ce qui permet le prolongement par continuité de y sur l�intervalle compact [t0; w+]. Maintenant

on considère le problème suivant

z0 = f(t; z(t)); z(w+) = l:

Appliquant le théorème précédent on obtient une solution de z0 = f(t; z(t)), z(w+) = l

dé�nie sur l�intervalle I = (w+; w+ + h). Alors il existe y1 solution du problème (1.6) qui est

une continuation de y, d�où la contradiction.

1.4.2 Stabilité des solutions

On considère l�équation di¤érentielle autonôme

x0 = f(x); x 2 Rn (1.7)

La solution d�équilibre de (1.7) est le point x 2 Rn telle que f(x) = 0:

x est appelée, aussi solution stationnaire, état d�équilibre ou un point �xe de (1.7).
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En trouvant la solution de (1.7), c�est naturel d�essayer de déterminer si elle est stable.

Dé�nition 1.7 (stabilité au sens de Lyapunov)

La solution est dite stable si pour tout " > 0, il existe � = �(") > 0 telle que pour toute autre

solution y(t) de (1.7) satisfaisant

jx(t0)� y(t0)j < �;

alors jx(t)� y(t)j < ", pour t > t0; t0 2 R.

Dé�nition 1.8 (stable asymptotique)

La solution est dite asymptotiquement stable si elle est stable et s�il existe une constante b > 0

telle que, si jx(t0)� y(t0)j < b, alors

lim
t!1

jx(t)� y(t)j = 0:

Linéarisation :

A�n de détérminer la stabilité de x(t), on doit comprendre la nature des solutions proches de

x(t):

Soit x = x(t) + y, on a :

x0 = x0(t) + y0 = f(x(t)) +Df(x(t))y + o(jyj2); (1.8)

où Df est la dérivée de f et j:j note la norme sur Rn:

Puisque x0(t) = f(x(t)), on obtient :

y0 = Df(x(t))y + o(jyj2): (1.9)

L�équation (1.9) décrit l�évolution des orbites proche de x(t):

Pour la question de stabilité, on s�intéresse au comportement des solutions arbitrairement

proche de x(t), donc il est nécessaire d�étudier le système linéaire associe :

y0 = Df(x(t))y: (1.10)
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L�étude de la stabilité de x(t) nécessite l�étude des points suivants :

� Déterminer si y = 0 solution de (1.10) est stable.

� Montrer que la stabilité (respectivement l�instabilité) de y = 0 solution de (1.10) implique

la stabilité (respectivement l�instabilité) de x(t).

Si x(t) est une solution d�équilibre i.e x(t) = x, alors Df(x(t)) = Df(x) est une matrice et

la solution de (1.10) à travers le point y0 2 Rn de t = 0 peut immédiatement être écrite comme

y(t) = eDf(x)ty0:

Théorème 1.8 [35]

Supposons que toutes les valeurs propres de Df(x) ont la partie réelle strictement négative,

donc la solution d�équilibre x = x du problème non linéaire (1.7) est asymptotiquement stable.

Dé�nition 1.9

Soit x = x un point �xe de x0 = f(x), x 2 Rn alors, x est appelé un point �xe hyperbolique si

toutes les valeurs propres de Df(x) ont la partie réelle non nulle.

Stabilité du point �xe d�une application linéaire :

Choisissons un point y0 2 Rn, l�orbite de y0 sous l�application linéaire y 7�! Ay; y 2 Rn est

donnée par :

fy0; Ay0; ::::::::; Amy0; :::::g : (1.11)

De (1.11) le point �xe y = 0 de l�application linéaire est asymptotiquement stable si toutes

les valeurs propres en norme sont plus petites que 1, i.e le rayon spectral de A, %(A) < 1:

Dé�nition 1.10

Soit x un point d�équilibre de x0 = f(x), i.e f(x) = 0: On note par A = Df(x):

1) x s�appelle un puit si toutes les valeurs propres ont la partie réelle négative.

2) x s�appelle source si toutes les valeurs propres ont la partie réelle positive.

3) x s�appelle un point selle si A admet des valeurs propres à partie réelle positive et des valeurs

propres à partie réelle négative.
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Remarque 1.1

Etudier l�équation x0 = f(x), ou l�équation x0 = g(t; x), est dans un sens identique car, en

prenant y = (t; x) et F (y) = (1; g(y)), l�équation x0 = g(t; x) s�écrit y0 = F (y) qui est de la

forme x0 = f(x).

1.4.3 Solutions périodiques

Soient E un espace de Banach, L(E) l�ensemble des applications linéaires continues de E dans

E et GL(E) l�ensemble des applications inversibles de L(E).

Soit l�équation di¤érentielle linéaire

X 0 = A(t)X + a(t);

avec A 2 C(R,L(E)), a 2 C(R,E) et E un espace de Banach de dimension �nie.

Supposons que A(t+ T ) = A(t) et a(t+ T ) = a(t), 8t 2 R où T > 0:

D�après le théorème (1.7), il y�a une solution unique u de X 0 = AX, X(0) = IdE :

Lemme 1.2 [1]

Soit C 2 GL(E). Alors il existe B 2 L(E) tel que C = eB:

Théorème 1.9 (Théorème de Floquet) [1]

Il existe une fonction T�périodique Q 2 C1(R,GL(E)) et B 2 L(E) telle que la représentation

de Floquet u(t) = Q(t)etB, 8t 2 R est satisfaite, où etB =
1X
n=0

(tB)n

n! :

Preuve:

Soit

v(t) = u(t+ T )u�1(T ) = u(t+ T )u(0; T ):

Alors

v0(t) = u0(t+ T )u�1(T ) = A(t+ T )v(t) = A(t)v(t);8t 2 R;

et

v(0) = I = IdE :
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De l�unicité de la solution de l�équation di¤érentielle

X 0 = A(t)X; X(0) = I

dans L(E); il s�en suit que v(t) = u(t) et d�où

u(t+ T ) = u(t)u(T ); 8t 2 R. (1.12)

Puisque u(t) 2 GL(E), il existe (par le lemme précédent) B 2 L(E) tel que u(T ) = eTB:

Maintenant, on dé�ni Q 2 C1(R,GL(E)) par

Q(t) = u(t)e�tB: (1.13)

Alors, de (1.12) et (1.13) on a

Q(t+ T ) = u(t+ T )e�(t+T )B;

d�où

Q(t+ T ) = u(t)u(T )e�TBe�tB;

par suire

Q(t+ T ) = u(t)e�tB = Q(t);8t 2 R:

Donc Q est T -périodique.

Corollaire 1.1 [1]

La transformation X = Q(t)Y convertie l�équation linéaire

X 0 = A(t)X + a(t)

en une équation linéaire à coe¢ cients constants

Y 0 = By + b(t);
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où b(t) = (Q(t))�1a(t):

De

X 0 = (QY )0 = Q0Y +QY 0;

il s�en suit que

Y 0 = Q�1(AX + a�Q0Y ) = Q�1(AQ�Q0)Y + b;

comme Q(t) = u(t)e�tB, on a :

Q0(t) = u0(t)e�tB � u(t)e�tBB:

Donc

Q0(t) = A(t)Q(t)�Q(t)B:

En remplaçant Q0 par AQ�QB, on obtient :

Y 0 = Q�1(AQ�AQ+QB)Y + b;

ainsi

Y 0 = BY + b:

Les multiplicateurs de Floquet

Soit u(T ) = eTB = u�1(t)u(t + T ), les valeurs propres de la matrice u(T ) sont appelées les

multiplicateurs de Floquet.

Proposition 1.1 [1]

L�équation linéaire homogène T -périodique X 0 = AX admet une solution T -périodique non

triviale u(t+ T ) = �u(t) si et seulement si � = 1 est un multiplicateur de Floquet.

Remarque 1.2

Les solutions de l�équation X 0 = AX où A(t+ T ) = A(t)

i) sont stables si j�j � 1

ii) sont asymptotiquement stables si j�j < 1:
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Chapitre 2

Un modèle mathématique de la

chimiothérapie

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie le problème de stabilité des solutions triviales et l�existence des

solutions périodiques non triviales, pour une certaine classe d�équations di¤érentielles impulsives

dans le plan. Plus précisément on considère un modèle mathématique décrivant la compétition

entre les cellules normales et les cellules cancéreuses.

Le système d�équations di¤érentielles étudié dans ce mémoire est un cas particulier des équations

di¤érentielles impulsives.

Les équations de ce genre sont trouvées dans presque tous les domaines des sciences appliqués.

Généralement, elles décrivent des phénomènes qui sont soumis à des changements brusques et

instantanés.

Le modèle étudié est donné par Panetta (1996), dans son modèle Panetta considère que les

cellules normales et cancéreuses sont en interaction, et le traitement chimiothérapique agit sur

les deux genres de cellules, Panetta envisage aussi, la résistance des cellules cancéreuses au

traitement médical.

Les équations dynamiques considérés dans ce mémoire sont de type logistique et impulsive.

Panetta démontre qu�on peut choisir l�impulsion pour que le système obtenu admet une solution

périodique.
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Dans ce mémoire, on considère un modèle général impulsif qui décrit la dynamique des cellules

normales et cancéreuses sous l�e¤et du traitement impulsif avec interaction entre les cellules

normales et les cellules cancéreuses.

Plus présisément, on considère le système suivant :

x01 = F1(x1; x2) (2.1)

x02 = F2(x1; x2) (2.2)

x1(t
+
i ) = �1(x1(ti); x2(ti)) (2.3)

x2(t
+
i ) = �2(x1(ti); x2(ti)) (2.4)

Où ti+1 � ti = � > 0; 8i = 0; 1; 2; :::

x1; x2 2 R; �1et �2 sont deux fonctions positives homogènes.

Les variables et les fonctions sont :

x1: la biomasse des cellules normales.

x2: la biomasse des cellules cancéreuses.

�1(x1(ti); x2(ti)); �2(x1(ti); x2(ti)) : les fractions des cellules normales et cancéreuses survivant

au i�eme traitement médical respectivement.

F1(x1; x2); F2(x1; x2) : la croissance de la biomasse des cellules normales et cancéreuses.

Dans cette étude on considère premièrement le problème x01 = g(x1) où g(x1) = F1(x1; 0) avec

l�impulsion x1(n�+) = �(x1(n�)) et �(x1) = �1(x1; 0):

On suppose que l�équation (2.1) et (2.3), a une solution périodique stable qu�on appelle solution

triviale. Elle peut correspendre au traitement préventif, cependant un tel traitement ne garantit

pas l�éradication de la maladie. Le déplacement de l�équilibre de la situation des cellules non

cancéreuses est modèlisé comme un résultat de bifurcation de l�équilibre stable. L�évolution

des cellules normales et cancéreuses sous le traitement chimiothérapique périodique est donné

par le modèle (2.1)-(2.4). On étudie la dépendance de l�équilibre par rapport aux paramètres

de l�impulsion qui sont la période � entre les deux impulsions et la dose D appliquée à chaque

traitement.

On démontre que � et D ont des e¤ets di¤érents sur les deux cellules normales et cancéreuses.
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C�est à dire, si � dépasse un certain seuil les cellules cancéreuses peuvent être reconstitué et si

la dose du médicament D est croissante au-dessus de certain volume, elle a un mauvais e¤et

sur les deux types de cellules.

En termes mathématiques, la présence des impulsions donnent au système une nature mixte

(continue et discrète).

2.2 Préliminaires

La solution X = (x1; x2) du problème (2.1)-(2.4) est une fonction dé�nie dans R+, avec des

composantes positives, continuement di¤érentiable dans R+�ftigi�0 avec t0 = 0 et elle satisfait

(2.1)-(2.4).

X est appelé solution triviale si sa seconde composante est nulle, si non elle est appelée solution

non triviale.

X est appelé solution � -périodique triviale (respectivement non triviale) si elle est triviale

(respectivement non triviale) et X(n�) = X((n+ 1)�) pour tout n � 0:

Dans notre étude, on considère que � = (�1; �2) est positive, F et � sont au moins de classe

C1sur R2:

Finalement, on suppose que F2(x1; 0) = �2(x1; 0) = 0 et �i(X) 6= 0 pour xi 6= 0; i = 1; 2:

Notre principal objectif est d�étudier la stabilité de la solution périodique triviale, la perte de

stabilité pour quelques valeurs des paramètres, et l�apparition des solutions périodiques non

triviales comme conséquence de cette perte de stabilité.

Soit � le �ot associé à (2.1)-(2.2), on a :

X(t) = �(t;X0); 0 < t � � ; (2.5)

où X0 = X(0):

On suppose que le �ot � est appliqué au temps � , donc X(�) = �(� ;X0):

On note X(�+) l�état de la population après le traitement chimiothérapique, X(�+) est déter-

miné en fonction de X(�) d�après l�équation (2.3) et (2.4).

On a : X(�+) = �(X(�)) = �(�(� ;X0)):
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Soit 	 l�opérateur dé�ni par

	(� ;X) = (	1(� ;X);	2(� ;X)) = �(�(� ;X)) (2.6)

et notons par DX	 la dérivée de 	 par rapport à X:

Alors X est une solution � -périodique de (2.1)-(2.4) si et seulement si

	(� ;X0) = X0 (2.7)

i.e X0 est un point �xe de 	(� ; :), et il est exponentiellement stable si et seulement si le rayon

spectral %(DX	(� ; :)) est strictement inferieur à 1.

Le point �xe X0 de 	(� ; :) est l�état initiale de (2.1)-(2.4) qui donne la solution � -périodique

véri�ant X(0) = X0.

Par conséquent, pour chaque point �xe X0 de 	(� ; :) est associée une solution � -périodique et

inversement.

On dit qu�un point �xe est trivial s�il est associé à une solution périodique triviale.

Le point �xe de 	(� ; :) peut être déterminé moyennant des méthodes de point �xe.

Dans notre cas, on suppose que le problème (2.1) et (2.3) avec x2 = 0 a une solution �0-

périodique stable noté xs dans l�espace monodimensionnel. Notons que � = (xs; 0) est une

solution �0-périodique de (2.1)-(2.4) dans l�espace de dimension 2.

2.3 Stabilité de la solution périodique triviale

Notons x0 = x(0) et (x0; 0) est la condition initiale pour �, alors �(0) = (x0; 0).

De la stabilité de xs on obtient����@�1@x1
(�(�0; (x0; 0)))

@�1
@x1

(�0; (x0; 0))

���� < 1
On a

DX	(�0; X) = DX�(�(�0; X))
@�

@X
(�0; X)
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et

DX	(�0; X) =

0@ @�1
@x1

@�1
@x2

@�2
@x1

@�2
@x2

1A0@ @�1
@x1

@�1
@x2

@�2
@x1

@�2
@x2

1A0@ �0

X

1A ;

ce qui implique qu�au point X0 = (x0; 0), on a

DX	(�0; X0) = DX�(�(�0; X0))
@�

@X
(�0; X0)

DX	(�0; X0) =

0@ @�1
@x1

@�1
@x2

0 @�2
@x2

1A0@ @�1
@x1

@�1
@x2

0 @�2
@x2

1A0@ �0

X0

1A
La solution � est exponentiellement stable si et seulement si les deux inégalités suivantes sont

véri�ées

����@�1@x1
(�(�0; X0))

@�1
@x1

(�0; X0)

���� < 1 (2.8)

et ����@�2@x2
(�(�0; X0))

@�2
@x2

(�0; X0)

���� < 1: (2.9)

On considère l�équation variationnelle associé au système (2.1)-(2.2). Elle est obtenue par

la dérivation par rapport aux conditons initiales des deux cotés de (2.1)et(2.2).

d

dt
(DX�(t;X0)) = DXF (�(t;X0))DX�(t;X0);

avec la condition initiale DX�(0; X0) = IdR2 :

Calcul des dérivées partielles de �

@�1(t;X0)

@x1
= exp

�Z t

0

@F1(�(r))

@x1
dr

�

@�2(t;X0)

@x2
= exp

�Z t

0

@F2(�(r))

@x2
dr

�
@�1(t;X0)

@x2
=

Z t

0
exp

�Z t

u

@F1(�(r))

@x1
dr

��
@F1(�(u))

@x2

�
exp

�Z u

0

@F2(�(r))

@x2
dr

�
du:

On a la stabilité exponentielle de � si
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����@�2@x2
(�(�0))

���� expZ �0

0

@F2(�(r))

@x2
dr < 1: (2.10)

Théorème 2.1 [21]

Si les conditions (2.8) et (2.10) sont satisfaites, alors la solution triviale � = (xs; 0)est expo-

nentiellement stable.

2.4 Cas critiques et bifurcation

Dans cette partie, on analyse les cas de bifurcation des solutions périodiques non triviales du

système (2.1)-(2.4), pour cela on fait le changement de variable suivant

� = �0 + � et X = X0 +X:

On a une solution périodique de (2.1)-(2.4) avec la condition initiale X ( pour � = �0 + �

et X = X0 +X) si et seulement si

N(� ;X) = 0 (2.11)

où

N(� ;X) = (N1(� ;X); N2(� ;X)) = X0 +X �	(�0 + � ;X0 +X):

Si (� ;X) est un zero de N , alors (X0 +X) est un point �xe de 	(�0 + � ; :):

Comme � est une solution �0-périodique triviale de (2.1)-(2.4), alors elle est associée au point

�xe trivial X0 de 	(�0; :), sa première composante est une solution stable de (2.1) et (2.3) dans

l�espace de dimension une, d�où

1�
����@�1(�(�0))@x1

���� ����@�1(�0; (x0; 0))@x1

���� 6= 0: (2.12)

De (2.12), on déduit l�existence d�une branche de zero (� ; (x1(�); 0)) de N .
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Donc, on a la branche des solutions triviales de (2.1)-(2.4).

On pose

DXN(� ;X) =

0@ a0 b0

c0 d0

1A (2.13)

et a0 = a00, b
0 = b00, c

0 = c00 et d
0 = d00 pour (� ;X) = (0; 0; 0):

On a

N(� ;X) = (N1(� ;X); (N2(� ;X));

c�est à dire

N(� ;X) = X0 +X � �(�(�0 + � ;X0 +X)):

En dérivant par rapport à X, on obtient

DXN(� ;X) = DX(X0 +X)�DX	(�0 + � ;X0 +X);

et

DXN(� ;X) =

0@ 1 0

0 1

1A�
0@ @�1

@x1
@�1
@x2

@�2
@x1

@�2
@x2

1A0@ @�1
@x1

@�1
@x2

@�2
@x1

@�2
@x2

1A0@ �0 + �

X0 +X

1A ;

par suite

DXN(� ;X) =

0@ 1 0

0 1

1A�
0@ @�1

@x1
@�1
@x1

+ @�1
@x2

@�2
@x1

@�1
@x1

@�1
@x2

+ @�1
@x2

@�2
@x2

@�2
@x1

@�1
@x1

+ @�2
@x2

@�2
@x1

@�2
@x1

@�1
@x2

+ @�2
@x2

@�2
@x2

1A0@ �0 + �

X0 +X

1A ;

on trouve

DXN(� ;X) =

0@ 1� ( @�1@x1
@�1
@x1

+ @�1
@x2

@�2
@x1
) � ( @�1@x1

@�1
@x2

+ @�1
@x2

@�2
@x2
)

�( @�2@x1
@�1
@x1

+ @�2
@x2

@�2
@x1
) 1� ( @�2@x1

@�1
@x2

+ @�2
@x2

@�2
@x2
)

1A0@ �0 + �

X0 +X

1A :

D�où

a0 = 1�
�
@�1
@x1

@�1
@x1

+
@�1
@x2

@�2
@x1

�
(�0 + � ;X0 +X);

b0 = �
�
@�1
@x1

@�1
@x2

+
@�1
@x2

@�2
@x2

�
(�0 + � ;X0 +X);
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c0 = �
�
@�2
@x1

@�1
@x1

+
@�2
@x2

@�2
@x1

�
(�0 + � ;X0 +X);

et

d0 = 1�
�
@�2
@x1

@�1
@x2

+
@�2
@x2

@�2
@x2

�
(�0 + � ;X0 +X):

Pour (� ;X) = (0; 0) on a

DXN(0; 0) = DXX0 �DX	(�0; X0):

On sait que

DX	(�0; X0) = DX�(�(�0; X0))
@�

@X
(�0; X0)

c�est à dire

DX	(�0; X0) =

0@ @�1
@x1

@�1
@x2

0 @�2
@x2

1A0@ @�1
@x1

@�1
@x2

0 @�2
@x2

1A0@ �0

X0

1A :

Car
@�2(x1; 0)

@x1
= 0 et

@�2(t; x1; 0)

@x1
= 0:

On obtient

DXN(0; 0) =

0@ 1� ( @�1@x1
@�1
@x1
) �( @�1@x1

@�1
@x2

+ @�1
@x2

@�2
@x2
)

0 1� ( @�2@x2
@�2
@x2
)

1A0@ �0

X0

1A :

D�où

a00 = 1�
�
@�1
@x1

@�1
@x1

�
(�0; X0);

b00 = �
�
@�1
@x1

@�1
@x2

+
@�1
@x2

@�2
@x2

�
(�0; X0);

c00 = 0;

et

d00 = 1�
�
@�2
@x2

@�2
@x2

�
(�0; X0);

avec

a00 > 0:
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Remarque 2.1

Une condition nécessaire de bifurcation de solutions non triviales, est que le détérminant de

la matrice jacobienne DXN(0; 0) est nul. Ceci implique d00 = 0: Dans ce cas, il reste à analyser

si la bifurcation prend place.

Si d00 = 0, les solutions périodiques non triviales qui bifurquent de la branche triviale

correspondent à l�apparition de la tumeur dans le cas du modèle du cancer.

On a N(0; 0) = 0: Posons DXN(0; 0) = E, alors on a dimKer(E) = 1 = codimR(E):

On peut donc utiliser la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt.

On note par P et Q les projections sur K(E) et R(E) respectivement, tels que

P +Q = IdR2 ; PR
2 = span fy0g = KerE;

où

y0 = (
�b00
a00

; 1)

et

QR2 = span f(1; 0)g = R(E):

Alors

(I � P )R2 = span f(1; 0)g et (I �Q)R2 = span f(0; 1)g ;

(2.11) est équivalente à 8<: N1(� ; �y0 + Z) = 0;

N2(� ; �y0 + Z) = 0;
(2.14)

où

� 2 R; Z = (Z1; 0) et (� ;X) = (� ; �y0 + Z).

De l�équation (2.14), on a
@N1(0; 0)

@x1
= a00 6= 0:

En utilisant le théorème des fonctions implicites, il existe � > 0 et une fonction unique continue

Z� tels que

Z�(� ; �) = (Z�1 (� ; �); 0); avec Z
�(0; 0) = (0; 0)
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et

N1(� ; �y0 + Z
�(� ; �)) = 0

pour chaque (� ; �) tel que j�j < � et j� j < � et

@Z�1 (0; 0)

@�
= �

�
@N1(0; 0)

@x1

��1 @N1(0; 0)
@x2

@x2
@�

+
b00
a
0
0

,

i.e:
@Z�1 (0; 0)

@�
= 0:

Alors, on a

Z�0� (0; 0) = (0; 0):

Par suite N(� ;X) = 0 si et seulement si

f(� ; �) = N2(� ; (
�b00
a00

�+ Z�1 (� ; �); �)) = 0: (2.15)

Puisque f(0; 0) = 0, il est nécessaire de calculer les dérivées supérieures de f(� ; �) jusqu�à

l�ordre i tel que

Dif(0; 0) 6= 0:

Le développement de Taylor de f jusqu�a l�ordre 2 est

f(� ; �) =
@f

@�
(0; 0)�+

@f

@�
(0; 0)� +A�2 +B�� + C�2 + o(j�j2 + j� j2):

Calcul des premières dérivées partielles de f

Soit �(�) = �0 + � , �1(� ; �) = x0 � b00
a00
�+ Z�1 (� ; �), et �2(� ; �) = �, alors on a

@f(� ; �)

@�
=

@

@�
(�2 � �2 � � (�; �1; �2)) (� ; �)
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@f(� ; �)

@�
= �@�2

@x1

�
@�1(�; �1; �2)

@�
+
@�1(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�
(� ; �)

�@�2
@x2

�
@�2(�; �1; �2)

@�
+
@�2(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�
(� ; �);

mais
@�2(�(�; �1; �2))

@x1
(0; 0) = 0;

@�2(�; �1; �2)

@x1
(0; 0) = 0

et
@�2(�; �1; �2)

@�
(0; 0) = 0:

Donc
@f(0; 0)

@�
= 0:

Maintenant, on calcule

@f(� ; �)

@�
=

@

@�
(�2 � �2 � � (�; �1; �2)) (� ; �)

@f(� ; �)

@�
= 1� @�2

@x1

�
@�1(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�
+
@�1(�; �1; �2)

@x2

�
(� ; �)

�@�2
@x2

�
@�2(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�
+
@�2(�; �1; �2)

@x2

�
(� ; �);

or
@�2(�(�; �1; �2))

@x1
(0; 0) = 0;

@�2(�; �1; �2)

@x1
(0; 0) = 0

et

d00 = 1�
�
@�2
@x2

@�2
@x2

�
(�0; X0):

Pour d00 = 0, on obtient
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@f(0; 0)

@�
= 0:

On a

f(� ; �) = A�2 +B�� + C�2 + o(j� j2 + j�j2):

Calcul de A

On a

@2f(� ; �)

@�2
=

@2

@�2
(�2 � �2 � � (�; �1; �2)) (� ; �)

@2f(� ; �)

@�2
= �@

2�2
@x21

�
@�1(�; �1; �2)

@�
+
@�1(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�2
� @2�2
@x2@x1

@�2(�; �1; �2)

@�

�
@�1(�; �1; �2)

@�
+
@�1(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�
� @2�2
@x2@x1

@�2
@x1

@Z�1
@�

�
@�1(�; �1; �2)

@�
+
@�1(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�
�@�2
@x1

 
@2�1(�; �1; �2)

@�2
+ 2

@2�1(�; �1; �2)

@x1@�

@Z�1
@�

+
@2�1(�; �1; �2)

@x21

�
@Z�1
@�

�2!

�@�2
@x1

@�1(�; �1; �2)

@x1

@2Z�1
@�2

� @2�2
@x1@x2

@�1(�; �1; �2)

@�

�
@�2(�; �1; �2)

@�
+
@�2(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�
� @2�2
@x2@x1

@�1(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�
@�2(�; �1; �2)

@�
+
@�2(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�
�@

2�2
@x22

�
@�2(�; �1; �2)

@�
+
@�2(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�2
�@�2
@x2

 
@2�2(�; �1; �2)

@�2
+ 2

@2�2(�; �1; �2)

@x1@�

@Z�1
@�

+
@2�2(�; �1; �2)

@x21

�
@Z�1
@�

�2!

�@�2
@x2

@�2(�; �1; �2)

@x1

@2Z�1
@�2

:

Comme @2�2
@�21

= @�2
@� =

@�2
@x1

= @2�2
@x1@�

= 0 pour (� ; �) = (0; 0), on a

A = �@�2 (�(�0))
@x2

@2�2(�0; (x0; 0))

@�2
:
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D�autre part
@2�2(t;X0)

@t2
= 0

pour tout 0 � t � �0, d�où on conclue que

@2�2(�0; (x0; 0))

@�2
= 0:

Ainsi A = 0:

Calcul de C

On a
@2f(� ; �)

@�2
=

@2

@�2
(�2 � �2 � � (�; �1; �2)) (� ; �);

d�où

@2f(� ; �)

@�2
= �@

2�2
@x21

�
@�1(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�
+
@�1(�; �1; �2)

@x2

�2

� @2�2
@x1@x2

�
@�1(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�
+
@�1(�; �1; �2)

@x2

�

�
�
@�2(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

��

� @2�2
@x1@x2

�
@�1(�;�1;�2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+

@Z�1
@�

�
+ @�1(�;�1;�2)

@x2

�
@�2(�;�1;�2)

@x2

�@�2
@x1

�
@2�1(�;�1;�2)

@x21

�
� b00
a00
+

@Z�1
@�

�2
+ 2@

2�1(�;�1;�2)
@x2@x1

�
� b00
a00
+

@Z�1
@�

��

�@�2
@x1

�
@�1(�; �1; �2)

@x1

�
@2Z�1
@�2

�
+
@2�1(�; �1; �2)

@x22

�

� @2�2
@x1@x2

�
@�1(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�
+
@�1(�; �1; �2)

@x2

�

�
�
@�2(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

��
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� @2�2
@x1@x2

�
@�1(�;�1;�2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�
+ @�1(�;�1;�2)

@x2

�
@�2(�;�1;�2)

@x2

�@
2�2
@x22

�
@�2(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�
+
@�2(�; �1; �2)

@x2

�2

�@�2
@x2

 
@2�2(�;�1;�2)

@x21

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�2
+ 2@

2�2(�;�1;�2)
@x2@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�!

�@�2
@x2

�
@�2(�; �1; �2)

@x1

@2Z�1
@�2

+
@2�2(�; �1; �2)

@x22

�
:

Pour détérminer C, on doit calculer les termes suivants
@Z�1 (0;0)
@� , @

2�2(�0;(x0;0))
@x1@x2

et @
2�2(�0;(x0;0))

@x22

On a déjà @Z�1 (0;0)
@� = 0:

La fonction @2�2(t;X0)
@x1@x2

peut être obtenue de l�équation di¤érentielle linéaire

d

dt

�
@2�2(t;X0)

@x1@x2

�
=

�
@F2 (�(t))

@x2
+
@F2 (�(t))

@x1

��
@2�2(t;X0)

@x1@x2

�
+
@2F2 (�(t))

@x1@x2

@�2(t;X0)

@x2
+
@2F2 (�(t))

@x21

@�1(t;X0)

@x2

avec la condition initiale
@2�2(0; (x0; 0))

@x1@x2
= 0:

Alors, on a

d

dt

�
@2�2(t; (x0; 0))

@x1@x2

�
=
@F2 (�(t))

@x2

�
@2�2(t; (x0; 0))

@x1@x2

�
+
@2F2 (�(t))

@x1@x2

@�2(t; (x0; 0))

@x2

avec
@2�2(0; (x0; 0))

@x1@x2
= 0:

D�où

@2�2(t; (x0; 0))

@x1@x2
=

Z t

0
exp

�Z t

u

@F2 (�(r))

@x2
dr

�
@2F2 (�(u))

@x1@x2
exp

�Z u

0

@F2 (�(r))

@x2
dr

�
du:
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De la même façon, on obtient

d

dt

�
@2�2(t;X0)

@x22

�
=

@F2 (�(t))

@x2

�
@2�2(t;X0)

@x22

�
+
@2F2 (�(t))

@x22

@�2(t;X0)

@x2

+
@2F2 (�(t))

@x2@x1

@�1(t;X0)

@x2
+
@F2 (�(t))

@x1

@2�1(t;X0)

@x22

avec la condition initiale
@2�2(0; (x0; 0))

@x22
= 0:

Ce qui donne

d

dt

�
@2�2(t; (x0; 0))

@x22

�
=

@F2 (�(t))

@x2

�
@2�2(t;X0)

@x22

�
+
@2F2 (�(t))

@x22

@�2(t;X0)

@x2

+
@2F2 (�(t))

@x2@x1

@�1(t; (x0; 0))

@x2

et
@2�2(0; (x0; 0))

@x22
= 0:

D�où

@2�2(t; (x0; 0))

@x22
=

Z t

0
exp

�Z t

u

@F2 (�(r))

@x2
dr

�
@2F2 (�(u))

@x22
exp

�Z u

0

@F2 (�(r))

@x2
dr

�
du

+

Z t

0

�
exp

�Z t

u

@F2 (�(r))

@x2
dr

�
@2F2 (�(u))

@x2@x1

�
�
�Z u

0
exp

�Z u

p

@F1 (�(r))

@x1
dr

��
@F1 (�(p))

@x2

�
exp

�Z p

0

@F2 (�(r))

@x2
dr

�
dp

�
du:

Par conséquent

C = �2 @2�2
@x1@x2

�
� b

0
0

a00

@�1(�0; (x0; 0))

@x1
+
@�1(�0; (x0; 0))

@x2

�
@�2(�0; (x0; 0))

@x2

�@
2�2
@x22

�
@�2(�0; (x0; 0))

@x2

�2
+ 2

@�2
@x2

b00
a00

@2�2(�0; (x0; 0))

@x2@x1
� @�2
@x2

@2�2(�0; (x0; 0))

@x22
:

Calcul de B

On a
@2f(� ; �)

@�@�
=

@

@�

�
@

@�
(�2 � �2 � � (�; �1; �2))

�
(� ; �)
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et
@2f(� ; �)

@�@�
= �@

2�2
@x21

�
@�1(�; �1; �2)

@�
+
@�1(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�

�
�
@�1(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�
+
@�1(�; �1; �2)

@x2

�

� @2�2
@x2@x1

�
@�2(�; �1; �2)

@�
+
@�2(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�

�
�
@�1(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�
+
@�1(�; �1; �2)

@x2

�

�@�2
@x1

�
@2�1(�; �1; �2)

@�@x1
+
@2�1(�; �1; �2)

@x21

@Z�1
@�

��
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

�

�@�2
@x1

@�1(�; �1; �2)

@x1

@2Z�1
@�@�

�@�2
@x1

�
@2�1(�; �1; �2)

@�@x2
+
@2�1(�; �1; �2)

@x1@x2

@Z�1
@�

�

� @2�2
@x1@x2

�
@�1(�; �1; �2)

@�
+
@�1(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

��
@�2(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

��

� @2�2
@x1@x2

�
@�1(�; �1; �2)

@�
+
@�1(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�
@�2(�; �1; �2)

@x2

�@
2�2
@x22

�
@�2(�; �1; �2)

@�
+
@�2(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

��
@�2(�; �1; �2)

@x1

�
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

��

�@
2�2
@x22

�
@�2(�; �1; �2)

@�
+
@�2(�; �1; �2)

@x1

@Z�1
@�

�
@�2(�; �1; �2)

@x2
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�@�2
@x2

��
@2�2(�; �1; �2)

@�@x1
+
@2�2(�; �1; �2)

@x21

@Z�1
@�

��
� b

0
0

a00
+
@Z�1
@�

��

�@�2
@x2

@�2(�; �1; �2)

@x1

@2Z�1
@�@�

�@�2
@x2

�
@2�2(�; �1; �2)

@�@x2
+
@2�2(�; �1; �2)

@x1@x2

@Z�1
@�

�
:

On sait que
@�1(t; (x0; 0))

@x1
= exp

�Z t

0

@F1(�(r))

@x1
dr

�
;

et
@�2(t; (x0; 0))

@x2
= exp

�Z t

0

@F2(�(r))

@x2
dr

�
;

donc
@2�2(t; (x0; 0))

@�@x2
=
@F2(�(t))

@x2
exp

Z t

0

@F2(xs(r); 0)

@x2
dr

et de f(� ; �) = N2(� ; (
�b00
a00
�+ Z�1 (� ; �); �)) = 0, on obtient

@Z�1 (0; 0)

@�
=
1

a00

@�1
@x1

@�1(�0; (x0; 0))

@�
:

Donc

B = � @2�2
@x1@x2

�
@�1(�0; (x0; 0))

@�
+
@�1(�0; (x0; 0))

@x1

1

a00

@�1
@x1

@�1(�0; (x0; 0))

@�

�
@�2(�0; (x0; 0))

@x2

�@�2
@x2

�
@2�2(�0; (x0; 0))

@�@x2
+
@2�2(�0; (x0; 0))

@x1@x2

1

a00

@�1
@x1

@�1(�0; (x0; 0))

@�

�
:

Ainsi f(� ; �) = �
2 (2B� + C�) + o(j� j

2 + j�j2):

Maintenant on étudie l�équation f(� ; �) = 0 pour (� ; �) proche de(0; 0):

Posons f(� ; �) = �
2
~f(� ; �), avec

~f(� ; �) = 2B� + C�+
2

�
(j� j2 + j�j2): (2.16)
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On a
@ ~f(0; 0)

@�
= 2B (respectivement

@ ~f(0; 0)

@�
= C):

Donc pour B 6= 0 (respectivement C 6= 0).

Le théorème des fonctions implicites nous donne � en fonction de � (respectivement � en

fonction de �).

Si BC 6= 0 , on a �
� '

�2B
C au voisinage de (0; 0):

Si BC = 0, on a un cas indéterminé, et il est nécessaire de passer aux dérivées supérieures

de f .

Théorème 2.2 [21]

Si on a
��� @�1@x1

(�(�0; (x0; 0))
@�1
@x1
(�0; (x0; 0))

��� < 1 et d00 = 0, alors
a) si BC 6= 0 , on a la bifurcation de solutions non triviales, de plus

�

�
' �2B

C
:

b) si BC = 0, on a un cas indétérminé.

2.5 Persistence de la tumeur

Dans Panetta (1996), on a étudié la stabilité des solutions triviales du modèle suivant

x01 = r1x1(1�
x1
K1

� �1x2) (2.17)

x02 = r2x2(1�
x2
K2

� �2x1) (2.18)

x1(t
+
i ) = T1x1(ti) (2.19)

x2(t
+
i ) = T2x2(ti) (2.20)

où

ti+1 � ti = �0; 8i 2 N;

et

�j(x1; x2) = Tjxj ; j = 1; 2
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où Tj est une constante positive qui dépend de la dose D du médicament.

Les variables et les paramètres sont

x1 : la biomasse des cellules normales.

x2 : la biomasse des cellules cancéreuses.

r1; r2 : les taux de croissance des cellules normales et cancéreuses respectivement.

K1;K2 : les capacités des cellules normales et cancéreuses respectivement.

�1; �2 : les paramètres d�interaction entre les cellules normales et les cellules cancéreuses.

�0 : la période entre deux traitements chimiothérapiques.

T1; T2 : les fractions des cellules normales et cancéreuses survivant respectivement, après

l�injection du médicament.

Le modèle (2.17)-(2.20) décrit l�évolution des cellules normales et cancéreuses sous traite-

ment chimiothérapique périodique.

Le problème (2.17) et (2.19) est obtenu pour x2 = 0; et admet une solution �0-périodique

x1(t; (x0; 0)) = xs(t), 0 < t � �0:

Pour obtenir xs(t) on va résoudre l�équation logistique suivante :

x01 = r1x1(1�
x1
K1
):

On trouve

x1(t) =
K1x0e

r1t

K1 � x0 + x0er1t
;

i.e.

x1(t) =
K1x0

x0 + (K1 � x0)e�r1t
:

Comme x1(t; (x0; 0)) = xs(t); 0 < t � �0, on a

xs(t) =
K1(T1 � e�r1�0)

T1 � e�r1�0 + (1� T1)e�r1t
; 0 < t � �0: (2.21)

On a

x1(�
+
0 ) = x0 = T1x1(�0) = T1

K1x0
x0 + (K1 � x0)e�r1�0

:
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Donc

x0 = T1
K1x0

x0 + (K1 � x0)e�r1�0
:

Puisque

x0(x0 + (K1 � x0)e�r1�0)� T1K1x0 = 0;

c�est à dire

x0
�
x0(1� e�r1�0) +K1e

�r1�0 � T1K1

�
= 0:

Pour x0 6= 0, on a

x0 =
K1(T1 � e

�r1�0 )

1� e�r1�0
:

Mais

x1(t) =
K1x0

x0 + (K1 � x0)e�r1t
;

donc

x1(t) =
K1(T1 � e�r1�0)

T1 � e�r1�0 + (1� T1)e�r1t
:

La solution donnée par (2.21) est dé�nie et stable dans l�espace de dimension 1 si et seulement

si T1 > e�r1�0

i.e

�0 >
1

r1
ln

�
1

T1

�
: (2.22)

Pour déterminer la stabilité de la solution triviale � = (xs; 0) dans le plan, on doit calculer

d00: On a

d00 = 1�
T2e

r2�0

T r2�2K1�r1
1 er2�2K1�0

;

i.e.

d00 = 1� T
�r2�2K1�r1
1 T2e

r2�0(1��2K1):

Si d00 > 0, alors � est un équilibe stable du système (2.17)-(2.20).

Dans ce cas, on a

ln( 1T1 )

r1
< �0 <

ln(T
r2�2K1

r1
1 T�12 )

r2(1� �2K1)
:
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Remarque 2.2

La dérnière double inégalité nous donne les mêmes résultats obtenus dans Panetta (1996).

Si d00 = 0, on a une perte de stabilité, ceci correspond à

�0 =
ln(T

r2�2K1
r1

1 T�12 )

r2(1� �2K1)
; (2.23)

ce qui implique que �2K1 < 1, et que

T
r2�2K1

r1
1 > T2: (2.24)

Remarque 2.3

Dans Panetta (1996) T1 = e��1D et T2 = e��2D où D est la dose du médicament injecté,

et on obtient
�2
�1

>
r2
r1
(1� 2�2K1): (2.25)

Sous les conditions (2.22) et (2.23) on a, les conditions nécessaires pour avoir la bifurcation de

solutions non triviales.

Soient

N(0; 0) = 0 et DXN(0; 0) = E;

dimKer(E) = 1 = codim Im(E)

et

x0 =
K1(T1 � e�r1�0)
1� e�r1�0 :

Si on prend �2 = 0; alors on obtient

B = �T2r2er2�0 < 0 et C =
2T2r2
K2

(er2�0 � 1) > 0:

En Utilisant a) du théorème (2.2) on obtient le résultat suivant :

Théorème 2.3 [21]

Si la condition (2.22) est satisfaite et �0 est donné par la formule (2.23), alors il existe "0 > 0
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tel que pour tout j�2j < "0, le problème (2.17)-(2.20) a une solution � -périodique non triviale,

plus précisément il existe � > 0 tel que pour tout 0 < � < � on a la solution � -périodique non

triviale �
�
:;
�
x0 � b00

a00
�+ Z�1 (�(�); �) ; �

��
, avec � = �(�):
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Chapitre 3

Les équations di¤érentielles

impulsives

Les équations di¤érentielles impulsives décrivent l�évolution de systèmes dont l�état change

rapidement, en certains instants. Dans la modélisation mathématique de ces processus, le

changement de l�état prend place momentanément, et il est représenté par des sauts (disconti-

nuités) dans l�état du système modélisé.

Les processus de tel caractère sont observés dans plusieurs domaines des sciences appliqués (la

mécanique, la dynamique des populations, la biologie, ...etc).

Une équation di¤érentielle impulsive est composée d�une partie continue, représentée par une

équation di¤érentielle ordinaire, et une partie discrète représentant les impulsions (équations

algébriques).

Soit l�équation di¤érentielle impulsive suivante :8<: dx
dt = f(t; x); t 6= �k(x);

�x = Ik(x); t = �k(x), k 2 N.
(3.1)

Ici la fonction f est dé�nie dans le domaine D � Rn+1, est supposée su¢ sament régulière, les

fonctions �k et Ik sont dé�nies dans le domaine 
 � Rn, tel que fx 2 Rn; (t; x) 2 D; t 2 Rg � 
.

Soient les hypothèses suivantes :

H1) Les fonctions �k : 
! R+ sont continues sur 
.
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H2) 0 � �0(x) < �1(x) < �2(x):::; lim
k!1

�k(x) =1, 8 x 2 
.

Soient les ensembles suivants :

Gk = f(t; x) 2 D; �k�1(x) < t < �k(x)g ; k 2 N,

Dk = f(t; x) 2 D; �k�1(x) < t � �k(x)g ; k 2 N

et

Fk = f(t; x) 2 D; �k�1(x) � t � �k(x)g ; k 2 N.

On suppose que les ensembles Gk, Dk, et Fk sont non vides, et sont des domaines dans Rn+1:

3.1 Existence et unicité de la solution

Notation 4

- � =
�
(t; x) 2 Rn+1; t = �k(x)

	
; J est un ensemble d�intérieur non vide de R;

- PC (J;Rn) = f	 : J ! Rn continue pour tout t 2 J; t 6= �k, et en t = �k; 	 admet des

discontinuités de première espèce, et elle est continue à gauche de �kg;

- E est l�operateur identité;

- PC1 (J;Rn) = f	 : J ! Rn di¤érentiable en tout t 6= �k; avec les dérivées d	dt 2 PC (J;R
n)g:

Dé�nition 3.1

La fonction ' : (�; �) ! Rnest appelée solution de (3.1) si les conditions suivantes sont

satisfaites :

a) (t; '(t)) 2 D pour t 2 (�; �),

b) pour t 2 (�; �); t 6= �k('(t)), k 2 N, la fonction '(t) est di¤érentiable et
d'(t)

dt
= f(t; '(t));

c) la fonction '(t) est continue à gauche dans (�,�) et, si t 2 (�; �); t = �k('(t)) et t 6= �,

alors

'(t+ 0) = '(t) + Ik('(t)):

Considèrons la condition initiale suivante

(t0; x0) 2 D: (3.2)
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Dé�nition 3.2

La solution ' 2 PC1 ((t0; �);Rn) de (3.1) et (3.2) est dé�nie dans l�intervalle de la forme (t0; �)

avec '(t0 + 0) = x0:

Dans le théorème suivant, on donne les conditions su¢ santes pour l�existence et l�unicité de

la solution du problème (3.1) et (3.2).

Théorème 3.1 [4]

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

a) La fonction f : D ! Rn est continue dans Dk, k 2 N,

b) Les fonctions �k : 
! R+, k 2 N sont continues dans 
;

c) 0 � �0(x) < �1(x) < �2(x):::; lim
k!1

�k(x) =1 pour x 2 
,

d) Pour tout k 2 N et (t0; x0) 2 D \ �k, il existe � > t0 et la solution '(t) du problème (3.1)

et (3.2) telle que (t; '(t)) 2 Dk+1; t 2 (t0; �).

Alors pour tout point (t0; x0) 2 D, il existe une solution ' : (t0; �) ! Rn du problème (3.1)

et (3.2). De plus, si la fonction f est continue et localement lipschitzienne par rapport à x

dans le domaine D; et  : (t0; �1)! Rnest une autre solution du problème (3.1) et (3.2), alors

 (t) = '(t) 8 t 2 (t0; �) \ (t0; �1):

3.2 Stabilité de la solution

Soit ' une solution de (3.1) et (3.2), dé�nie pour tout t 2 R+ et soit f�kg10 les instants de

l�e¤et impulsif de cette solution :

0 � �0 < �1 < �2 < :::; lim �k
k�!1

=1:

Comme les instants de l�e¤et impulsif des autres solutions x(t) du système (3.1) et (3.2), peuvent

ne pas coincider avec les instants �k, alors dans la dé�nition de la stabilité de la solution ', on

ne peut pas exiger que la quantité jx(t)� '(t)j soit petite dans le voisinage des points �k.

Dé�nition 3.3 [4]

La solution x = ' du système (3.1) et (3.2) est dite :
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1� Stable : si pour tout " > 0; pour tout � > 0 et pour tout t0 2 R+avec jt0 � �kj > �, il existe

� > 0 telle que :

si x1 2 
 et jx1 � '(t0)j < �;

on a

jx(t; t0; x1)� '(t)j < ";

pour tout t 2 J+(t0; x1); jt� �kj > �:

2� Uniformément stable : si pour tout " > 0; pour tout � > 0;il existe � > 0 tel que

si t0 2 R+avec jt� �kj > �; et si x1 2 
; avec jx1 � '(t0)j < �;

on a :

jx(t; t0; x1)� '(t)j < ";

pour tout t 2 J+(t0; x1); jt� �kj > �:

3� Attractive : si pour tout � > 0; pour tout t0 2 R+; avec jt0 � �kj > �; il existe � > 0; tel

que :

si " > 0; avec x1 2 
; et jx1 � '(t0)j < �; il existe � > 0; avec t0 + � 2 J+(t0; x1);

on a :

jx(t; t0; x1)� '(t)j < ";

pour tout t � t0 + �; et pour tout t 2 J+(t0; x1); jt� �kj > �:

4� Uniformément attractive : si pour tout " > 0; il existe � > 0; et pour tout � > 0;

9� > 0; tel que :

si t0 2 R+; avec jt0 � �kj > �; et si x1 2 
; avec jx1 � '(t0)j < �;

on a :

jx(t; t0; x1)� '(t)j < ";

pour tout t 2 J+(t0; x1); jt� �kj > � avec t0 + � 2 J+(t0; x1) et 8t � t0 + �:
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5� Asymptotiquement stable : si elle est stable et attractive.

6� Uniformément asymptotiquement stable : si elle est uniformément stable et uniformément

attractive.

7� Exponentiellement stable : s�il existe A � 1; et il existe v > 0; pour tout � > 0; il existe

� > 0 tel que :

si t0 2 R+; avec jt0 � �kj > �; et si x1 2 
; avec jx1 � '(t0)j < �;

on a :

jx(t; t0; x1)� '(t)j � A jx1 � '(t0)j e�v(t�t0);

pour tout t 2 J+(t0; x0); jt� �kj > �:

8� Instable : s�il existe " > 0; il existe � > 0; et il existe t0 2 R+; avec jt0 � �kj > �;

tel que :

si � > 0; il existe x1 2 
, avec jx1 � '(t0)j < �;

on a :

jx(t; t0; x1)� '(t)j � ";

s�il existe t 2 J+(t0; x1); jt0 � �kj > �:

3.3 Stabilité des systèmes linéaires

Soit le système linéaire homogène suivant avec l�e¤et impulsif en des instants constants �k ,

k 2 N: 8<: dx
dt = A(t)x; t 6= �k; t 2 R+
�x = Bkx; t = �k; k 2 N.

(3.3)

Remarque 3.1

L�ensemble des solutions du système (3.3) est un espace vectoriel.

Théorème 3.2 [4]

Supposons que les conditions :

(C1) 0 � �0 < �1 < �2 < :::; lim
k�!1

�k =1,
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(C2) A(:) 2 PC(R+;Cn�n); Bk 2 Cn�n; k 2 N,

sont satisfaites avec det(E + Bk) 6= 0; (k 2 N):

Alors chaque solution du système (3.3) est stable (uniformément stable, asymptotiquemnt sta-

ble, uniformément asymptotiquement stable, instable) si et seulement si la solution x = 0 du

système (3.3) est stable (uniformément stable, asymptotiquement stable, uniformément asymp-

totiquement stable, instable).

Si

det(E +Bk) 6= 0; (k 2 N);

alors

X(t) = w(t; 0); t 2 R+

est une matrice fondamentale du système (3.3), où

w(t; s) =

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

Uk(t; s); t; s 2 (�k�1; �k);

Uk+1(t; �k + 0)(E +Bk)Uk(�k; s); �k�1 < s � �k < t � �k+1;

Uk(t; �k)(E +Bk)
�1Uk+1(�k + 0; s); �k�1 < s � �k < t � �k+1;

Uk+1(t; �k + 0)
i+1Q
j=k

(E +Bj)Uj(� j ; � j�1 + 0)(E +Bi)U(� i; s); � i�1 < s � � i < �k < t � �k�1;

Ui(t; � i)
k�1Q
j=i
(E +Bj)

�1Uj+1(� j + 0; � j+1)(E +Bk)
�1Uk+1(�k + 0; s);

si � i�1 < t � � i < �k < s � �k+1;

avec Uk(t; s); t; s 2 (�k�1; �k) est la matrice de Cauchy du système linéaire

dx

dt
= A(t)x; (�k�1 < t � �k):

On obtient :

x(t; t0; x1) = X(t)X�1(t0 + 0)x1; t > t0:

Théorème 3.3 [4]

Supposons que les conditions (C1) et (C2) sont satisfaites, avec det (E + Bk) 6= 0; (k 2 N);

alors les solutions du système (3.3) sont :

1) �stable si et seulement si la matrice X(t) est bornée dans R+;
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2) �asymptotiquement stable si et seulement si lim
t!1

X(t) = 0,

3) �instable si et seulement si la matrice X(t) n�est pas bornée dans R+:

3.4 Systèmes non homogènes impulsifs

On considère le système non homogène suivant avec des instants constants de l�e¤et impulsif :

8<:
dx

dt
= A(t)x+ g(t); t 6= �k

�x = Bkx+ hk; t = �k;
(3.4)

où g 2 PC(R+;Rn); hk 2 Rn, k 2 N, la solution générale de ce système est de la forme :

Y = X+�, où X est la solution du système (3.3) et � est la solution particulière du système

(3.4). Du théorème (3.2), on obtient le résultat suivant :

Théorème 3.4 [4]

Si les conditions (C1) et (C2) sont satisfaites, avec det(E +Bk) 6= 0; k 2 N; alors chaque solu-

tion du système (3.4) est stable (uniformément stable, asymptotiquement stable, uniformément

asymptotiquement stable, instable) si et seulement si la solution x = 0 du système (3.3) est

stable (uniformément stable, asymptotiquement stable, uniformément asymptotiquement stable,

instable).
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Conclusions et perspectives

Dans ce travail on a étudié un modèle mathématique de la chimiothérapie du cancer. Il s�agit

d�un système d�équations di¤érentielles avec impulsions constantes. On a étudié le cas d�une

impulsion périodique, on a établit les conditions de stabilité des solutions triviales, et la bifur-

cation de solutions non triviales.

Dans le dernier chapitre, on a établit les conditions de stabilité d�un système d�équations dif-

férentielles impulsives plus général, on a montré les conditions de stabilité.

Dans le futur, on envisage de considèrer un modèle mathématique plus complexe, où les im-

pulsions peuvent dépendre de l�état. On propose d�étudier l�existence des solutions globales et

leur stabilité. On pourrait aussi étudier le cas fonctionnel avec retard. En particulier, pour le

cas du cancer l�étude de la di¤usion de la tumeur dans un corps malade imposerait l�étude de

modèle spatio-temporel régis par des équations aux dérivées partielles avec impulsions, ce cas

nous intéresse, nous prévoyons de l�étudier dans un futur très proche.
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