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Introduction

Dans ce mémoire on s’intéresse aux équations différentielles impulsives et ses applications. Ces
équations apparaissent généralement dans les modéles mathématiques décrivant des phénomeénes
naturels subissant des changements brusques qui apparaissent dans la variable de ’état en des
temps constituant un ensemble discret.

On considére tout d’abord le cas d’un modéle mathématique pour la chimiothérapie d’une
tumeur, contenant un systéme d’équations différentielles impulsives, puis on considére le cas
général d’une équation différentielle impulsive.

Ce mémoire est organisé comme suit

chapitre 1: préliminaires,

chapitre 2: un modéle mathématique de la chimiothérapie,

chapitre 3: les équations différentielles impulsives,

conclusions et perspectives

et une bibliographie.

Dans les préliminaires, on rappelle les définitions et les résultats utilisés dans la suite du mé-
moire.

Dans le chapitre 2, on considére un modéle mathématique décrivant I’évolution d’une population
de cellules, contenant des cellules normales sensibles et des cellules cancéreuses, on démontre
I’existence de solutions triviales et leurs stabilité dans I’espace monodimensionnel, puis on con-
sidére la stabilité dans ’espace bidimensionnel. On étudie, aussi le cas des bifurcations.

Dans le dernier chapitre on considére un systéme d’équations différentielles impulsives général,
on trouve les conditions d’existence globale des solutions, puis on montre les conditions de sta-

bilité.



On termine ce mémoire par des conclusions, perspectives et une bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles pour la suite de ce

mémoire.

1.1 Rayon spectral

Définition 1.1
Soit A une matrice n x n. On dit que \ est une valeur propre de A s’il existe un vecteur U
de R™ non nul, tel que AU = XU. On dit alors que U est un vecteur propre de A associé & la

valeur propre \.

Définition 1.2
Soit A une matrice carrée a coefficients complexes, on appelle rayon spectral de A, et on note

par o(A) le plus grand module des valeurs propres de A.

1.2 Théoréme des fonctions implicites

Théoréme 1.1 [10]

Supposons que X, Y, Z sont des espaces de Banach, U C X,V CY sont des ensembles ouverts,
F :U XV — Z est continuement différentiable, (xo,y0) € U x V, F(xo,y0) =0 et D, F(x0,y0)
est inversible. Alors il y’a un voisinage Uy x Vi de (xo,yo) et une fonction f : Uy — Vi,

f(zo) = yo telle que : F(x,y) =0 pour (xz,y) € Uy x V1 si et seulement si y = f(z). Si F est



de classe C*, k > 1, (respectivement analytique) dans un voisinage de (x9,v0), alors f est de

classe C* (respectivement analytique) dans un voisinage de yo.

1.3 Définitions et propriétés du flot

Définition 1.3
Soit X un ensemble non vide, une fonction ® : R x X — X est appelée un flot algébrique dans

X, s’il satisfait la propriété suivante :
O(s+t,x) =P(s,P(t,x)), Vs,teR etV e X.

Proposition 1[5/

Si @ est un flot algébrique dans 'ensemble X, alors pour chaque © € X on a : ®(0,z) = z.

Définition 1.4
Soit ® un flot algébrique dans l’ensemble X et x € X, alors l'ensemble {®(t,x),t € R} est

appelé ®—orbite de = et il est noté par Cy(x).

Notation 2

On note la famille de tous les ®—orbite par O(P).

Théoréme 1.2 [5/

Soit ® un flot algébrique dans ’ensemble X, alors deux ®—orbite sont disjoints ou égaux.

Preuve: Soient x,y € X et t € R, tels que :

Co(x) ={P(t,z),t € R}

Co(y) ={2(t,y),t € R}

et Cp(z)NCo(y) # 0, alors z € Cy(z)NCos(y), ainsi Is; € R, tel que z = P(s1,x) et s2 € R,
tel que z = ®(s2,y), dott D(s1,x) = D(s2,y).

Et par suite :

(I)(ta CL‘) = (I)(t — 51+ 317$) = CD(t - 817(1)(5171‘)) = (I)(t — 81, (I)(327y)) = (I)(t — 81+ 5273/)



donc, ®(t — s1 + s2,y) € Ca(y).
Ainsi Ce(z) C Cs(y).

De la méme facon, on démontre que :

Ca(y) C Co(2),

par suite Cg(z) = Cp(y). ®

Théoréme 1.3 [5]

Soient ® un flot algébrique dans l’ensemble X et la fonction ®; : X — X définie par:
Oi(x) = ®(t,z), Vo € X,Vt € R. Alors

a) pour chaque t € R, ®; est une application de X sur elle méme.
b) Uensemble {®,t € R} est un sous-groupe abélien du groupe de toutes les permutations de X,

de plus pour chaque s,t € R, on a 50 Py = Py,

Preuve:

a) Soient t € Ret z,y € X avec z =y, on a :
Di(z) = B(t, ) = (L, y) = ().

Donc ®; est bien une application.

b) Soient s,t € R et x € X tels que :
P, 0P, : X - X - X

Qo X — X
(0 @) (2) = Dy (B1(2)) = B,(D(t,)) = D5, B(t,2)) = B(s +£,) = Dyra(a)

d’ou

(Ds o q)t = (I)5+t.



Montrons que l’ensemble {®,¢ € R} est un sous-groupe abélien du groupe de toutes les per-
mutations de X.

1-®; est une permutation de X pour chaque ¢ € R, car <I>;1 =® ;,: X — X.

2-{®,t € R} # ) car Idy = ®¢ est une permutation de X.

3-Soient s, t € R, donc &, o <I>t_1 = P, 0P, = O, € {Py,t € R}, alors I'ensemble
{®¢,t € R} est un sous-groupe du groupe de toutes les permutations de X.

De plus, Vs, t € R, on a :
Q0P =Py y =Dy s = Ppo Py

Par suite {®;,t € R} est un sous-groupe abélien du groupe de toutes les permutations de X. m

Théoréme 1.4 [5]
Soit ® un flot algébrique dans ’ensemble X.

(a) Pour chaque x € X, l'ensemble {t € R, ®(t,x) = x} est un sous-groupe additive de R.
(b) Siz,y € X et Cp(x) = Co(y) alors :

{te R, ®(t,z) =z} ={t e R, (¢t,y) =y}.

Preuve:
(a) Siz € X, alors ®(0,z) = x.
1-{t e R, ®(t,x) =z} # 0, car ®(0,2) ==z, i.e. 0 € {t € R, P(¢t,x) = x}.
2-Soient s, € {t € R, ®(¢t,z) = x}, donc ®(s,x) =z et D(r,x) = x, d’ou

O(s,z) = O(r,x) = x.

z=®(0,2) = Po(z) = Op_p(2) = P_yyr(z) = P(—1 +1r,2) = O(—1, D(r, 2)),

or

O(—r, ®(r,z)) = ®(—r,z) =z,



donc

—re{teR,®(t,z)=uz}.

Et
O(s—r,x)=D(s,P(—r,x)) = P(s,z) = =z,

d’ou

s—re{teR &t x) =2z},

alors ’ensemble {t € R, ®(¢,z) = x} est un sous-groupe additive de R.

(b) Montrons d’abord que :
{te R, ®(t,z) =2} C {t e R, P(t,y) =y}.
Soit r € {t € R, ®(¢t,x) = x}, et par suite ®(r,x) = z, comme Cg(z) = Cs(y), on a
x=®(r,x) =y =®(0,y), donc r € {t € R, ®(¢t,y) = y}.

De la méme facon, on démontre 'inclusion inverse. m

1.4 Sur les équations différentielles

1.4.1 Existence et unicité

Soient J un intervalle ouvert de R, D un ouvert de R" et f : J x D — R"™ une fonction continue.

On consideére le probléme de Cauchy suivant :

' = f(t,x)

CC(to) = X0

(1.1)

ou (t,x), (to,z0) € J x D avec (tog, zo) fixé dans J x D.

Définition 1.5

Une solution de (1.1) sur Uintervalle J C R contenant le point ty est une fonction x : J — D

vériftant :
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(1) x € C(J,D),

(79) z(to) = w0,

(13i) x est différentiable en t € J et vérifie 2'(t) = f(t,x(t)) pourt € J.

Le point (tog,xo) est appelé la condition initiale du probléme de Cauchy (1.1) et la fonction

mconnue x dépend d’une seule variable t.

Le résultat classique de la théorie des équations différentielles ordinaires consiste a prouver
que le probléme de Cauchy associé a (1.1) admet, sous certaines hypothéses de régularité, une
solution unique. Sous sa forme générale, ce résultat sera décrit par le théoéme de Cauchy-
Lipschitz.

Le lemme ci-dessous montre que la résolution de ’équation (1.1) est équivalente a la résolution

d’une équation intégrale.

Lemme 1.1 [1]
Une fonction x : J — D est une solution du probléme (1.1) si et seulement si
(H1) x € C(J,D),
(Hz) pour tout t € J
x(t) = zo + ttf(s,x(s))ds. (1.2)
0

En effet, si © est une solution du probléme (1.1), alors x vérifie les hypothéses (1), (i)
et (i77) de la définition précédente, I’équation (1.2) s’en déduit directement par intégration.
Inversement, si x vérifie (Hy) et (Hs) et, du fait que f est continue de primitive z, alors z est
différentiable et on a

z(ty) = xo, 2’ = f(t, ).

Définition 1.6
La fonction f est dite localement lipschitzienne par rapport & la seconde variable si pour tout

point (to,xo) de J x D il existe a, b et K > 0 tels que l’ensemble

e = [to,to +a| x {z/ ||x — x| < b} CJ x D

11



et f est K-lipschitzienne en x sur e , c’est a dire, pour tout (t,x), (t,y) € €, on ait :

£t y) = F o)l < Klly — x|

Théoréme 1.5 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) [1]
Si f est une fonction continue, localement lipschitzienne par rapport & la seconde variable, alors
il existe h > 0 tel que le probléme de Cauchy (1.1) admet une solution unique sur l’intervalle

[to,to + h] .

Pour démontrer ce théoréme on utilise, en général, la méthode des approximations succes-
sives dans le but de construire des solutions approchées de 1’équation intégrale (1.2) et ceci en

formant la suite (z(,)) définie par la relation de récurrence :

T(n41)(t) = o +/ f(s,2(,(s))ds (1.3)

to

ol z(g) étant une fonction donnée.

En général, on prend zg) = xo.

Preuve:
La preuve consiste & montrer que la suite (z(,)) donnée par la relation (1.3) converge uniformé-
ment sur [¢g, tp + h] vers une fonction x vérifiant (1.2), nous prouvons ensuite que cette solution
est unique.

1-Détérmination de la suite (z(,)) :

Nous allons montrer ci-aprés I'existence d’un intervalle [tg, tg + h] avec h > 0, et d’une suite
de fonctions continues (7)) définie sur cet intervalle.
La continuité de f au point (o, o) de J x D entraine ’existence d’un voisinage de ce point sur
lequel la fonction f est bornée. L’ensemble J x D étant supposé ouvert, il existe donc a > 0 et

b > 0 (suffisamment petits ) tels que J; = [to,to + a] C J,

A={z/ ||z —xo| <b} C D et f est lipschitzienne en = sur &1 = J; x A.

L’ensemble ¢; est fermé borné dans R"*!, donc il est compact. Ceci entraine que f est bornée

12



sur €.

Posons

M = sup ||f(t,z)|| < +oo, h=inf(a,b,/ M) et S = C([to,to+ h|,A).
(t,x)eer
On se donne dans S une fonction z(g), et soit (x(,)) la suite de fonctions définie sur [to, to + h]
et vérifiant la relation (1.3). On va montrer en premier temps que la suite (:U(n)) e€s.
En effet, pour ¢ € [to,to + h] et n = 0, I'intégrale dans I’équation (1.3) est définie et continue

en t. Donc la fonction (1) est définie et continue. De plus, pour ¢ € [to,to + h] on a :

t
< [ Mds< Mh<hb.

to

anw—xwzuéyww@@»w

D’ou z(1) € S. Supposons a présent que x(,) € .5, alors pour tout ¢ € [to, to + h]
on a :

Hx(n+1)(t) —;L'()H < M‘t — to’ S Mh S b,

c’est a dire x(,,41) € S. D’ott la suite (x(,)) € S pour tout n € N.
2- Majorations préliminaires :
La suite (v(,)) étant définie. Comme f est lipschitzienne sur 1, il existe une constante

K > 0 telle que :
1f@t ) = ft,y)l < K |lz—yll. (1.4)

Soit n > 0 et t € [to, to + h] ou h = inf(a, b M). Alors

e (@) — 2@ = ”Z[ﬂ&w@@D—fwwm1ﬂ$ﬂ%

t
< K’ |2y (5) = @y ()] ds|

En tenant compte du fait que

13



on vérifie par récurrence que, pour t € [tg,to + h] et pour n € N, on a :

K™t —to|" K"h"
|21y () = 2@y @)]| < b — <b—— (1.5)
3- Existence de la solution :
La majoration (1.5) montre que la série de fonctions Z(:L'(nH) (t) =2 (y)(t)) est normalement
n=0

convergente, donc uniformément convergente sur [to, to + h]. Comme Z(n) peut s’écrire sous la

forme :
n—1

Ty (t) = 2(0) (1) + D ((pe1)(t) — 20 (1)).

p=0
Il en résulte que la suite (z(,)) converge uniformément sur [to, to + ] vers une fonction continue
r € S. Et d’aprés la relation (1.3), on en déduit que la suite de fonction f(s,z,)(s)) converge
uniformément sur [tg, to + h| vers la fonction f(s,z(s)).

Par le passage a la limite, on a : Vt € [to, to + h]
t

z(t)=x0+ | f(s,2(s))ds.
to

C’est donc une solution du probléme de Cauchy (1.1).
4-Unicité de la solution :
Supposons qu'il existe deux fonctions x1, xo € S vérifiant (1.2) avec x1 # x2,

pour ¢ € [tg,to+ h] on a :

/ F(s,21(8)) — F(s,22(5))] ds

to

t
< K [ [ai(s) - 2as)] ds.
to

laa(t) — 2] = \

D’apres le lemme de Gronwall on obtient

.’131—1}2:0,

d’ou

r1 = T2.

14



Proposition 3 /1]
Supposons la condition du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Soit y une solution mazimale de
[’équation :

y' = f(t,y(t), y(to) = o (1.6)

définie dans lintérvalle mazimal [to, wy.), alors
wt < 0o = lim sup |ly(t)]| = oc.
t—wy

Théoréme 1.6 (Cauchy-Lipschitz) [1]
Soit f: R x R™ est une application continue par rapport & la premiére variable t et localement
lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable y, alors il existe au moins une solution maxi-

male du probléme (1.6).

Pour la preuve on a besoin du résultat suivant :

Théoréme 1.7 [1]

Soit la fonction f : [to,b] x R™ — R™, supposons qu’il existe K > 0 telle que
”f(tv .%') - f(t>y)H <K Hﬂf - yH , pour tout x,y € Rna Vt € [t07b]
alors le probléme (1.6) a une solution unique sur [to, b].

Preuve:

L’ensemble I = {UJ : il existe une solution unique du probléme (1.6) défini sur J }

I est un ensemble non vide.

D’aprés le théoreme (1.5), il existe h > 0 tel que (1.6) admet une seule solution de (1.6)
Vt € [to,to + h|, donc J = [tg,to + h] C I, dou I # (). De plus I est maximal et la solution

maximale est définie par y(t) =y | J, y est une solution de (1.6) sur J.

15



Maintenant, supposns que w4 < oo et que
lim sup [|y(t)]| < K < oo.
t~>w+

Ceci implique que pour chaque € > 0, il existe 0 > 0 tel que ||y(¢)|| < oo pour tout ¢ € [tg, w4) .

Utilisant le fait que f est une fonction continue alors il existe M > 0 tel que

| f(t,u)]| < M pour tout (¢,u) € [to, w+] x B(0, K).
Soit t1, ty € [to, ws), on a I’évaluation suivante
ly(t2) —y(t)l < M[ta —ta].

Alors

lim y(t) =1 < oo,

t—>w;

ce qui permet le prolongement par continuité de y sur 'intervalle compact [tg, w]|. Maintenant

on considére le probléme suivant

7= f(t7z(t))7 Z(w-f-) =1

Appliquant le théoréme précédent on obtient une solution de 2/ = f(¢t, 2(t)), z(w4) = 1
définie sur lintervalle I = (w4, w4 + h). Alors il existe y; solution du probléme (1.6) qui est

une continuation de y, d’ou la contradiction. m

1.4.2 Stabilité des solutions

On considére 1'équation différentielle autonéme
¥ = f(z), z € R" (1.7)

La solution d’équilibre de (1.7) est le point T € R telle que f(z) = 0.

T est appelée, aussi solution stationnaire, état d’équilibre ou un point fixe de (1.7).

16



En trouvant la solution de (1.7), c’est naturel d’essayer de déterminer si elle est stable.

Définition 1.7 (stabilité au sens de Lyapunov)
La solution est dite stable si pour tout ¢ > 0, il existe § = §(g) > 0 telle que pour toute autre

solution y(t) de (1.7) satisfaisant
[Z(to) — y(to)| <9,

alors |T(t) — y(t)| < e, pour t > to, to € R.

Définition 1.8 (stable asymptotique)
La solution est dite asymptotiquement stable si elle est stable et s’il existe une constante b > 0

telle que, si |T(to) — y(to)| < b, alors

lim |Z(t) — y(t)| = 0.

t—o0

Linéarisation :

Afin de détérminer la stabilité de Z(t), on doit comprendre la nature des solutions proches de

Z(t).

Soit x = Z(t) +y, on a :
o =T () +y = f@() + D @)y + oyl (1.8)

ou Df est la dérivée de f et |.| note la norme sur R™.

Puisque T'(t) = f(Z(t)), on obtient :

y' = Df(E(t))y + o(lyl). (1.9)

L’équation (1.9) décrit I’évolution des orbites proche de Z(t).
Pour la question de stabilité, on s’intéresse au comportement des solutions arbitrairement

proche de Z(t), donc il est nécessaire d’étudier le systéme linéaire associe :

y' = Df(@(1))y. (1.10)
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L’é¢tude de la stabilité de Z(t) nécessite I’étude des points suivants :

— Déterminer si y = 0 solution de (1.10) est stable.

— Montrer que la stabilité (respectivement I'instabilité) de y = 0 solution de (1.10) implique
la stabilité (respectivement l'instabilité) de Z(t).

Si Z(t) est une solution d’équilibre i.e Z(t) = T, alors D f(Z(t)) = Df(Z) est une matrice et

la solution de (1.10) & travers le point yg € R™ de t = 0 peut immédiatement étre écrite comme
y(t) = Ty,

Théoréme 1.8 [35]
Supposons que toutes les valeurs propres de Df(T) ont la partie réelle strictement négative,

donc la solution d’équilibre x = T du probléme non linéaire (1.7) est asymptotiquement stable.

Définition 1.9
Soit x = T un point five de ' = f(x), z € R™ alors, T est appelé un point fize hyperbolique si

toutes les valeurs propres de D f(T) ont la partie réelle non nulle.

Stabilité du point fixe d’une application linéaire :

Choisissons un point yo € R™, 'orbite de yo sous I'application linéaire y — Ay, y € R™ est

donnée par :

{yg,Ayo, ........ ,Amy(), ..... } (111)

De (1.11) le point fixe y = 0 de I'application linéaire est asymptotiquement stable si toutes

les valeurs propres en norme sont plus petites que 1, i.e le rayon spectral de A, o(A) < 1.

Définition 1.10

Soit T un point d’équilibre de ' = f(x), i.e f(T) =0. On note par A = D f(T).

1) T s’appelle un puit si toutes les valeurs propres ont la partie réelle négative.

2) T s’appelle source si toutes les valeurs propres ont la partie réelle positive.

3) T s’appelle un point selle si A admet des valeurs propres a partie réelle positive et des valeurs

propres & partie réelle négative.
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Remarque 1.1
Ftudier 'équation =’ = f(x), ou léquation z' = g(t,z), est dans un sens identique car, en
prenant y = (t,x) et F(y) = (1,9(y)), Uéquation ' = g(t,z) s’écrit y' = F(y) qui est de la

forme ' = f(x).

1.4.3 Solutions périodiques

Soient E un espace de Banach, £(F) ’ensemble des applications linéaires continues de E dans
E et GL(E) ensemble des applications inversibles de L(E).

Soit I’équation différentielle linéaire
X' = A()X +aft),

avec A € C(R,L(E)), a € C(R,E) et E un espace de Banach de dimension finie.
Supposons que A(t+T) = A(t) et a(t +T) =a(t),Vt e Roa T > 0.
D’apres le théoreme (1.7), il y’a une solution unique u de X’ = AX, X (0) = Idg.

Lemme 1.2 [1]
Soit C € GL(E). Alors il eviste B € L(E) tel que C = eP.

Théoréme 1.9 (Théoréme de Floguet) [1]
Il existe une fonction T—périodique Q € CY(R,GL(E)) et B € L(E) telle que la représentation
o

de Floquet u(t) = Q(t)e'B, Vt € R est satisfaite, o e'B = Z %.
n=0
Preuve:
Soit

v(t) = u(t + T)u (T) = u(t + T)u(0,T).

Alors
V' (t) = (t + T)u " (T) = A(t + T)v(t) = A(t)v(t),Vt € R,

et

v(0) =1 = Idg.
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De l'unicité de la solution de I’équation différentielle
X' = A(t)X, X(0) =1
dans L(FE), il s’en suit que v(t) = u(t) et d’on
u(t+7T) =ult)u(T), vVt € R. (1.12)

Puisque u(t) € GL(E), il existe (par le lemme précédent) B € L(E) tel que u(T) = e B.
Maintenant, on défini Q € C'(R,GL(E)) par

Q(t) = u(t)e P, (1.13)

Alors, de (1.12) et (1.13) on a

d’ou

Q(t+T) = u(t)u(T)e TBe !B,

par suire

QUt+T) =u(t)e P =Q(t),vt € R.
Donc Q) est T-périodique. =

Corollaire 1.1 [1]

La transformation X = Q(t)Y convertie l’équation linéaire
X'=A(t)X + a(t)
en une équation linéaire o coefficients constants

Y’ = By + b(t),
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oil b(t) = (Q(t))a(t).

X'=(QY) =QY +QY,

il s’en suit que

Y =Q ' AX +a-QY)=Q 1(AQ — Q)Y +b,

comme Q(t) = u(t)e ', on a :

Donc

En remplagant Q' par AQ — QB, on obtient :

Y' = Q (AQ — AQ + QB)Y +b,

ainsi

Y' = BY +b.

Les multiplicateurs de Floquet
Soit w(T) = B = u=Y(t)u(t + T), les valeurs propres de la matrice u(T") sont appelées les

multiplicateurs de Floquet.

Proposition 1.1 /1]
L’équation linéaire homogéne T-périodique X' = AX admet une solution T-périodique mnon

triviale uw(t +T) = pu(t) si et seulement si pp =1 est un multiplicateur de Floguet.

Remarque 1.2
Les solutions de léquation X' = AX ou A(t+T) = A(t)
i) sont stables si |u| <1

i1) sont asymptotiquement stables si |u| < 1.
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Chapitre 2

Un modéle mathématique de la

chimiothérapie

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie le probléme de stabilité des solutions triviales et I'existence des
solutions périodiques non triviales, pour une certaine classe d’équations différentielles impulsives
dans le plan. Plus précisément on considére un modéle mathématique décrivant la compétition
entre les cellules normales et les cellules cancéreuses.

Le systéme d’équations différentielles étudié dans ce mémoire est un cas particulier des équations
différentielles impulsives.

Les équations de ce genre sont trouvées dans presque tous les domaines des sciences appliqués.
Généralement, elles décrivent des phénomeénes qui sont soumis & des changements brusques et
instantanés.

Le modele étudié est donné par Panetta (1996), dans son modele Panetta considére que les
cellules normales et cancéreuses sont en interaction, et le traitement chimiothérapique agit sur
les deux genres de cellules, Panetta envisage aussi, la résistance des cellules cancéreuses au
traitement médical.

Les équations dynamiques considérés dans ce mémoire sont de type logistique et impulsive.
Panetta démontre qu’on peut choisir I'impulsion pour que le systéme obtenu admet une solution

périodique.
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Dans ce mémoire, on considére un modeéle général impulsif qui décrit la dynamique des cellules
normales et cancéreuses sous 'effet du traitement impulsif avec interaction entre les cellules
normales et les cellules cancéreuses.

Plus présisément, on considére le systéme suivant :

.Tll = F1($1,ZE2) (21)
CL‘/2 = FQ(CEl,.’L‘Q) (2.2)
z1(t) = O1(z1(t:), z2(ti)) (2.3)
2o (t) = Oa(x1(t:), 22(t:)) (2.4)

Ou tip1—t;=7>0,Vi=0,1,2, ...

1,22 € R, O1et O sont deux fonctions positives homogenes.

Les variables et les fonctions sont :

x1: la biomasse des cellules normales.

zo: la biomasse des cellules cancéreuses.

01(x1(t;), z2(ti)), O2(x1(t;), z2(t;)) = les fractions des cellules normales et cancéreuses survivant
au i€ traitement médical respectivement.

Fi(z1,x2), Fa(z1,22) : la croissance de la biomasse des cellules normales et cancéreuses.

Dans cette étude on considére premiérement le probléeme x| = g(x1) ou g(x1) = Fi(x1,0) avec
l'impulsion z1(n7) = 6(z1(n7)) et 6(x1) = 01(x1,0).

On suppose que I’équation (2.1) et (2.3), a une solution périodique stable qu’on appelle solution
triviale. Elle peut correspendre au traitement préventif, cependant un tel traitement ne garantit
pas l’éradication de la maladie. Le déplacement de I’équilibre de la situation des cellules non
cancéreuses est modeélisé comme un résultat de bifurcation de I’équilibre stable. L’évolution
des cellules normales et cancéreuses sous le traitement chimiothérapique périodique est donné
par le modele (2.1)-(2.4). On étudie la dépendance de ’équilibre par rapport aux paramétres
de I'impulsion qui sont la période 7 entre les deux impulsions et la dose D appliquée a chaque
traitement.

On démontre que 7 et D ont des effets différents sur les deux cellules normales et cancéreuses.
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C’est a dire, si 7 dépasse un certain seuil les cellules cancéreuses peuvent étre reconstitué et si
la dose du médicament D est croissante au-dessus de certain volume, elle a un mauvais effet
sur les deux types de cellules.

En termes mathématiques, la présence des impulsions donnent au systéme une nature mixte

(continue et discrete).

2.2 Préliminaires

La solution X = (z1,73) du probléme (2.1)-(2.4) est une fonction définie dans RT, avec des
composantes positives, continuement différentiable dans R™ — {#;} >0 avec to = 0 et elle satisfait
(2.1)-(2.4).

X est appelé solution triviale si sa seconde composante est nulle, si non elle est appelée solution
non triviale.

X est appelé solution 7-périodique triviale (respectivement non triviale) si elle est triviale
(respectivement non triviale) et X (n7) = X((n + 1)7) pour tout n > 0.

Dans notre étude, on considére que 0§ = (01,602) est positive, F' et 6 sont au moins de classe
Clsur R2.

Finalement, on suppose que Fa(x1,0) = 02(z1,0) =0 et 6;(X) # 0 pour z; #0, i = 1,2.

Notre principal objectif est d’étudier la stabilité de la solution périodique triviale, la perte de
stabilité pour quelques valeurs des parameétres, et ’apparition des solutions périodiques non
triviales comme conséquence de cette perte de stabilité.

Soit ® le flot associé a (2.1)-(2.2), on a :

X(t) = ®(t, Xo), 0 < t <, (2.5)

ou Xo = X(0).

On suppose que le flot & est appliqué au temps 7, donc X (1) = ®(7, Xp).

On note X (7) I'¢tat de la population apres le traitement chimiothérapique, X (77) est déter-
miné en fonction de X (7) d’apres I'équation (2.3) et (2.4).

Ona: X(77) =0(X(7)) = 0(®(7, Xp)).
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Soit ¥ l'opérateur défini par
U(r, X) = (V1(7, X), ¥a(7, X)) = 0(2(7, X)) (2.6)

et notons par Dx W la dérivée de ¥ par rapport a X.

Alors X est une solution 7-périodique de (2.1)-(2.4) si et seulement si

\I/(T, Xo) = XU (27)

i.e X est un point fixe de ¥(r,.), et il est exponentiellement stable si et seulement si le rayon
spectral o(DxW(T,.)) est strictement inferieur & 1.

Le point fixe Xy de ¥(7,.) est I’état initiale de (2.1)-(2.4) qui donne la solution 7-périodique
vérifiant X (0) = Xj.

Par conséquent, pour chaque point fixe Xy de ¥(7,.) est associée une solution 7-périodique et
inversement.

On dit qu’un point fixe est trivial s’il est associé & une solution périodique triviale.

Le point fixe de ¥(7,.) peut étre déterminé moyennant des méthodes de point fixe.
Dans notre cas, on suppose que le probléme (2.1) et (2.3) avec zo = 0 a une solution 7¢-

périodique stable noté xs dans 1’espace monodimensionnel. Notons que § = (x4,0) est une

solution T¢-périodique de (2.1)-(2.4) dans I’espace de dimension 2.

2.3 Stabilité de la solution périodique triviale

Notons zg = z(0) et (x,0) est la condition initiale pour &, alors £(0) = (zo,0).

De la stabilité de x5 on obtient

004 0P,
o1 ((I)(T(), (x070)))07x1(707 (‘T07 O)) <1
On a
od
DX\I/(T(),X) = DXe<(I)(T0, X)>87X(TO’ X)
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et

001 061 0P,  0P1 o
ox ox ox ox
DxW(ro, X)=| 00 o oy s ’
902 902 0%y 0%P2 X
or1  Oxa ox1 Oxa

ce qui implique qu’au point Xy = (x0,0), on a

oD
DxV (19, Xo) = Dx0(®(70, Xo))aiX(To,Xo)
oo oo \ (0w om \ [
DxW(ro, Xo) = [ 7 Z? om 222
2 2
0 T 0 e Xo

La solution £ est exponentiellement stable si et seulement si les deux inégalités suivantes sont

vérifiées
001 0P
92, (‘1’(70>X0))8761(70,X0) <1 (2.8)
et
004 009
—(® Xo))— X 1. 2.
a@( (7o, 0))6962(70, 0)| < (2.9)

On consideére I'équation variationnelle associé au systeme (2.1)-(2.2). Elle est obtenue par

la dérivation par rapport aux conditons initiales des deux cotés de (2.1)et(2.2).

d
7 (Dx®(¢, Xo)) = Dx F(2(t, Xo)) Dx 2(t, Xo),
avec la condition initiale Dx®(0, Xo) = Idp2.

Calcul des dérivées partielles de ®

W:exp<4t(wdr>

8‘I>28(t3672X0>:exp</0taFQa(gci(r))dT)

On a la stabilité exponentielle de ¢ si
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o2 e(r0)

0 9F3(£(r))
exp/O szdr <L (2.10)

Théoréme 2.1 [21]
Si les conditions (2.8) et (2.10) sont satisfaites, alors la solution triviale § = (xg,0)est expo-

nentiellement stable.

2.4 Cas critiques et bifurcation

Dans cette partie, on analyse les cas de bifurcation des solutions périodiques non triviales du

systéme (2.1)-(2.4), pour cela on fait le changement de variable suivant

T=19+7 et X =Xo+ X.

On a une solution périodique de (2.1)-(2.4) avec la condition initiale X ( pour 7 =79 + 7

et X = Xo+ X) si et seulement si

NFEX)=0 (2.11)

ou

N7 X)=(N(7,X),N2(7, X)) = Xo+ X — U(r0 + 7, Xo + X).

Si (7, X) est un zero de N, alors (Xo + X) est un point fixe de ¥(ro +7,.).
Comme £ est une solution 7o-périodique triviale de (2.1)-(2.4), alors elle est associée au point
fixe trivial X de ¥(7y,.), sa premiére composante est une solution stable de (2.1) et (2.3) dans

I’espace de dimension une, d’ou

. ‘ael(wo))‘ ‘acpl(fo, (o,

0))
o = ‘ £0. (2.12)

De (2.12), on déduit l'existence d’une branche de zero (7, (z1(7),0)) de N.
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Donc, on a la branche des solutions triviales de (2.1)-(2.4).
On pose

_ a v

DxN(7,X) = (2.13)
d d
et a' = ap, V' =bp, ¢ =cj et d =dj pour (7,X) = (0,0,0).
On a
N(?,Y) = (Nl(Fay)’ (NQ(FaY))a

c’est a dire

N(?,Y) = Xy +X - 9(@(7’0 + 7, Xo +Y))

En dérivant par rapport & X, on obtient

DxN(7,X)=Dx(Xo+ X) — DxV(rg +7, X0+ X),

et
_ 10 96, 991 or  on To+T
— _ Oxr1  Oz2 ox1 Oxo
DT, X) = o1/ |\ o2 oe 0%y 0% Xo+X% )’
Oxr1  Oxo ox1 Oxa 0
par suite
901 0®1 | 001 0P2 901 0Py | 091 0P =
— v\ 10 oxr1 Ox1 Oxo Ox1 O0x1 Oxo Oxo Oxo To+ T
DxN(r, X) = | 90200, | 90,08, 905 0%, | 00 O < |’
003 021 | 002 0P2 002 0P1 | 002 0P
0 1 811 8:131 + 8$2 811 811 8:1:2 + 8LE2 812 XO + X
on trouve
_ (901091 | 001 0D2 _ (901091 | 001 922 =
D N—Y _ 1 (8331 0x1 +8x2 6301) (8321 0o +8w2 33:2) To+T
xN(T X) = 905 0P 905 0P 905 0P 90 0P i
_ (002 0%1 | 002 0Py _ (902091 | 002 0P2
(8£E1 8CE1 + 8r2 8:E1) (8m1 89c2 + 8w2 8(22) XO + X
D’ou

001 0®1 001 0Py _ -
I— J— [ — [ —
a =1 <a$18I1+a$23$1>(TO+T’X0+X)’

001 091 90, 0P, _ -
=+ === Xo+X
b (81‘1 al‘g + 83}2 8:132> (TO + b + )7
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00y 0P 065 0, _ —
= ==+ == Xo+ X
¢ <al‘1 8:1:1 + 01‘2 8:131) (TO + 7220 + )’

et
por (et o

37:E10$2 +6.’£28$2> (to+ 7, X0+ X).

Pour (7,X) = (0,0) on a
DxN(O, 0) = DxX(] - DX\I/(T(),XO).

On sait que
0P

DX\II(T(), X[)) = DX9(<I>(7-0, Xo))aiX(To, Xo)
c’est a dire
001 001 021 9Py To
DxW(ro, Xo) = | * T ) O T
Os 0 oo Xo
Car
892(3'51,0) -0 ot 8(I>2(t,m1,0) -0
or 0y
On obtient
1— (%3&) _(%& %&)
DXN(O, 0) _ 0xr1 O0x1 o1 8w289 (;9;2 0x2
2 2
~ (925 903 )
D’ou
001 0P,
001 094 001 09,
bh=———"4+_-—"——= X,
0 (61:1 8%2 + afcg 83:2 <T07 0>7
¢y =0,
et
005 0Py
di=1-—==—"2 X,
avec



Remarque 2.1
Une condition nécessaire de bifurcation de solutions non triviales, est que le détérminant de
la matrice jacobienne Dx N (0,0) est nul. Ceci implique djy = 0. Dans ce cas, il reste a analyser

st la bifurcation prend place.

Si dy = 0, les solutions périodiques non triviales qui bifurquent de la branche triviale
correspondent & ’apparition de la tumeur dans le cas du modeéle du cancer.
On a N(0,0) = 0. Posons DxN(0,0) = E, alors on a dim Ker(E) = 1 = codim R(E).

On peut donc utiliser la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt.

On note par P et @ les projections sur K (E) et R(E) respectivement, tels que

P+ Q = Idp2, PR* = span {yy} = KerE,

ou
Y
yO = (7007 1)
et
QR? = span{(1,0)} = R(E).
Alors

(I - P)R? = span{(1,0)} et (I — Q)R? = span{(0,1)},

(2.11) est équivalente a
Nl(?a ayo + Z) =0,
No(T, a0+ Z) =0,

(2.14)

ol
a€R, Z=(7,0) et (7,X) = (T,ayo + 2Z).

De I'équation (2.14), on a

aNl(an) !
87331 = Qg 7é 0.

En utilisant le théoréme des fonctions implicites, il existe § > 0 et une fonction unique continue
Z* tels que
Z*(T,a) = (Z7 (T, «),0), avec Z*(0,0) = (0,0)
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et

Ni(T,ayo+ Z*(T,a)) =0

pour chaque (7, ) tel que |o| < d et [T| < et

071(0,0) _ <6N1(0,0)>1 ON1(0,0) 9y N by

Jda ox1 Ory O« az)’
1.e.
077(0,0) 0
oo e
Alors, on a

Z*(0,0) = (0,0).

Par suite N(7, X) = 0 si et seulement si
/

f(7, ) = No(T, (_aZOoz + Z7(T,a),a)) = 0. (2.15)

Puisque f(0,0) = 0, il est nécessaire de calculer les dérivées supérieures de f(7, ) jusqu’a
I'ordre i tel que

Dif(0,0) # 0.

Le développement de Taylor de f jusqu’a I'ordre 2 est

0 0
f(7 ) = —f(o, 0)a + —f(o, 0)7 + A72 + Ba7 + Ca? + o(|af” + |7]%).
Oa oT
Calcul des premiéres dérivées partielles de f
Soit n(T) =710 + 7, M (T, ) = zp — %a + Z7 (T, «), et ny(T, ) = a, alors on a

of(T 0
fg;_m = G (g — 20 ® (n,m1,m)) (T, )
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or oz or A1 o7

995 <8<I>2(n 11:712) 0%, 1y, 7) 32{‘) (7 a),

of(7, ) 004 <8<I>1(n M1 M2) n 0®1(n,m1,12) 8ZT> (7. 0)

 Oxs oT o1 oT

mais

802(@(7777717772)) _
(9:1:1 (070) - 07

0P2(n,m1,m2)

o1, (an) =0

et

0P2(n,m1,1m2)

= 2(0,0) = 0.

Donc

Maintenant, on calcule

of (7T, « 0 _
Te) 0y b0 @ mym) ()
of(m,) . 002 (0P1(n,m1,72) bo 971 OP1(1,1n1,72)
o« =1 83:1( o0x1 + oo + 0xa (7, )
902 (0P2(n,m1,m2) @ 0Z7\ | 0%2(n,m1,m2) \ =
81‘2 ( o0xy + Oo + 0xa (7, @),

or

002(®(n,m1,m2)) _
8$1 (070) - 07

0P2(1,m1,1M2)

0,0)=0
8371 ( Y )
et
005 009
f=1— (22522 (7o, X
dO <8x2 ax2> (7-07 0)

Pour dj = 0, on obtient
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o =0.
On a
f(7.a) = A7> + Ba7 + Ca? + o(|7[* + |af?).
Calcul de A
On a
2 f(7, ) 8> _
o2 9= (2 — 020 @ (n,n1,7m2)) (T, )
Pf(Ta) 0% (0%i(nmy,my) | OBi(n.my,m) OZ] ’
or? Ox? ot dxq or
__0%02 0%a(n.my,my) (0a(m,mymy) | OBi(n,my,1p) O
0x9011 oT oT ox1 oT
_ 0% 02,077 (0%1(n.m1,m) | OPa(n, 1) 021
Ox90x1 Ox1 OT oT ox1 oT
00y (0PBa(n,mma) | OPOL(n, 1) O] 0RO,y me) (D21
oxy or? x0T oT ox? oT
902 091 (n,m1,m5) 92}
o0xy o0x1 O72
__0%02 0%1(n.my,my) (0%a(m,mymy) | O2(n,my,mp) O
021019 oT oT o0x1 oT
__0%02 0%1(n,my,mp) OZF (Oa(n,m,my) | O%a(nmimm) O
O0x9011 0x1 oT oT 0x1 oT
920y (0D2(n,11,12) L 9%2(n,m,my) 023 ’
02 o7 0wy oOF
00y (0PBs(,m1,ma) OOl my) OZ] | 0Pl my) (071
Oz or? x0T oT Ox? oT
902 03(n, m1,m5) 927
0x9 o0x1 T2’
Comme %1922 = L{? = %’f = g;%? = 0 pour (7,a) = (0,0), on a
1
A 902 (§(10)) D*®y (10, (70,0))

0o o72
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D’autre part
0% ®s(t, Xo)

oz Y

pour tout 0 <t < 79, d’ott on conclue que

82(132(7'0, ($0, 0))

o72 =0
Ainsi A = 0.
Calcul de C
On a
O’ f(7,a 0? B
0(oz2 ) = a2 (ng — 02 0@ (n,m1,1m2)) (T, @),
d’ou

0*f(F,a) _  0%03 (9%1(n,11,75) o 927 | 9%1(n,m,m5) ?
Oa? 0z? 0x1 ay Oa 0z

__ %2 (0%i(n,mmy) (_ By | OZT | O%i(n,my, 1)
0x10x2 01 ag Oa Oxo

OPo(n,n1.mg) by | OZF
x ( Oy ag + O

2 /
0% (oemmy) (b0 L 070\ | 0%i(nnymg) | 9%a(nny o)
(9.’1318172 dxy 6 0x2 Oxo

_892 291 (n,11,12) _i_i_azf 2+282<1>1(77m1mz) _%4_321*
81-1 Ox% aj) Oa Ox2011 ag da

D02 <8<I>1(n,771,772) <8QZT> N %@ (n, 771,772))

Oz oz da? D2
%0 (9®1(n,mima) (b L 92T | 0®i(n )
0x10x2 0x1 ag Oa Oxo

OPa(n,m,me) (b | 077
8 < O0x1 ag * Oa
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8292 <3‘I>1(77’771’772) <_b6 4 8ZT> + 8‘1)1(77,771’772)> 9%2(n,11,M2)

B 0x10x9 91 a6 oo Oz2 Oxa
%0y (0Pa(nm1ma) (b L 921 | 9%a(n,m,m,) ?
ox3 0x1 ag oo Oxoy

* 2
7% D2 @3 (n,n1,m2) 7% + 0Z] + 232‘?2(7777717772) 7% + 0z
0z Oz} ay O 922011 ay Oa

_ 902 (0%2(n,my,my) P27 0P Ba(n, 11, 1)
o 0y da? ox3 '

Pour détérminer C, on doit calculer les termes suivants

9Z1(0,0)  92®a(70,(w0,0)) ot 2P (70,(w0,0))

Ja 0x10x2 836%
.. 0ZF(0,0)
On a déja —4. >~ = 0.
82@2(t7X0)

La fonction ~on.05,  beut étre obtenue de ’équation différentielle linéaire

d<5%2(t’X0)> _ <3Fz (€(t) | OF; (f(t))> <32¢2(t,Xo)>

dt axlal'g 8:52 a$1 8x18m2
| OB (E(1) 0%s(t, Xo) | 0P (E(1)) 0%1(t, Xo)
83’}13{132 65132 83:% 6{132

avec la condition initiale
9?®(0, (20,0))

8x18x2 =0

Alors, on a

d <32‘1>2(t, (950,0))> _ 0F (§(1)) <82‘1’2(t7 (IO,O))> n 0*F, (£(t)) 0%a(t, (20, 0))

dt 0x10x2 0x9 0x10To 021012 O0xa
avec
82@2(07 (:1:07 0)) =0
81’16332 -
D’ou
&*®a(t, (20,0))  [* LOF (E(r) |\ 9PF (E(w)) " OFy (§(r))
837181‘2 a /0 eXP </1; 8332 dT’> axlaxg exp </0 8x2 d?”) du.
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De la méme facon, on obtient

d (82<1>2(t,Xo)> _ OB (E(1) <82<I>2(t,Xo)> 0?Fy (£(t)) 0%5(t, Xo)

dt (9x% Oxo 830% 8:1:% Oxa
+(P}§(§@))8¢1Q,Xb)+_8E§(§@))82¢16,Xb)
0x9011 0xo o0x1 ax%

avec la condition initiale
9?®(0, (20,0))

=0.
Ox2

Ce qui donne

d (82<I>2(t, (a:g,O))) _ OF; (&(1)) (82<I>2(t, X0)> n 02 Fy (£(t)) 0®a(t, Xo)

dt 023 Oxo Ox3 0z3 x9
L PP (1) 001t 20.0)
890281“1 8$2
et
82(b2(0a (xﬂv 0))
, =0.
Oxs
D’ou
2 t t 2 u
POu0) [ ([ OB ) PR ([0,
81’2 0 u 81‘2 81'2 0 81'2

[ (ol ) )

y { /0“ exp ( /“ 8F18 fl(r)) dr) <8F18 (gi(p))> exp < /0 " aFQan(T))dO dp} du.

Par conséquent

C = -9 8292 _%8‘1)1(7'07 (an 0)) + a(1)1(7_07 (an 0)) 8@2(7’0, ($07 0))
0x10x2 ag 0x1 Oxo Oxo
820y (9y(70, (20,0)) 2 + 2%%32%(70, (%0,0)) 99 3*®(70, (w0,0))
Bx% 0xo 0o ay) O0x9011 0xo 81:% '
Calcul de B

On a

82f(?,a) 0 0
R

% (772 — 92 od (7777717772))> <?7 Ck)
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O?f(7T, ) 0%0 <8<I>1(77, ) N 3@1(77,7717772)%?)

oroa 022 or o1y or

. ((%Dl(n,nl,?h) (_bg N 8Zf> N ach(mmm))
Ozry ag oo 0ra

_ 0% (0%s(n,my,my) | O2(n,m,1mp) O
0x9011 oT ox1 oT

y <0<I>1(77,771,772) ( b GZT) N 8<I>1(77,n1,n2))

0xy ;6 O 0xa

002 (Pi(n,mymp) | O*Ri(n,mymp) 021 (b, 021
ox1 o101 83:% oT ag Oa

903 0D1(n,11,7m0) O*Z3
0x1 ox1 OT0a

002 (O®i(n,my,my) | O*u(n,my,mp) OZ]
o0x1 O0T0x9 0x1072 oT

80, <3<1>1(77,n1ﬂ72) L 0%1(n,m1,715) OZT) (3%(17,771,772) (_ b 32’1“))

971072 o7 oz T oz ay " da

_ %02 (0%i(n,mmy) | Oi(n,mymp) O\ 022 (.1, 1n)
0r10x3 oT o1 oT Oxo

0205 <6‘I>2(77,n1,772) L 9%a(n,m1,115) 3Zi*> (0<I>2(77,771,772) (_ b 3Zi‘)>

- Ox2 oF Oz oT oz ay | da

%0y 02 (0.1, 1) | 020,11, 15) 027 02 (1,11, 715)
856% oT ox1 oT Oxo
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00y ((Ps(n,mymy) | O*Ra(n,mymp) OZ3 (b, 021
Oxo o701 Ox? ot ay O

005 0%(n, 11, 75) D27
0xa o0x1 070«

_ 06y (0°®3(n,my,mp) | O*2(n,my,1p) O
8:6'2 (9?&%2 8.’1318.%’2 oT '

On sait que

MM:em(/twm)’
0

ory Oz
et
t
0Ps(t, (20,0)) _ exp / aFQ(f(T))dT ’
Oxo 0 0z
donc
2 t
0 (pQ(fv (33070)) — 8F2(£(t)) exp/ 8F2(QS‘S(T),0) dr
O0TO0x9 0xo 0 0z
et de f(7,a) = Na(7, (;—f,;/oa + Z;(7, ), «)) = 0, on obtient
921(0,0) _ 1 961 0®1(70, (20,0))
or  ayon or '

Donc

5 _ _ 0% (0%:(r0,(20,0)) L 9%1(70, (20,0)) 1 081 01(70, (20,0)) | 0%2(70, (20,0))
021012 oT 0x1 a6 o0x1 oT O0xa
7% 62(1)2(7—0, (wov 0)) + 82<I)2(7—07 (.’Eo, O)) i% a(1)1(7_07 (an 0))
0z O701a 021029 ap 0x1 or '

Ainsi f(7, @) = $(2B7 + Ca) + o(|7> + |]?).
Maintenant on étudie I’équation f(7,a) = 0 pour (7, ) proche de(0,0).

Posons f(7,a) = %f(?, @), avec

f(F,a) =2B7 + Ca+ %(\?|2+ laf?). (2.16)
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On a (9]”((90,0) =2B  (respectivement (9]‘((;0)
T

Donc pour B # 0 (respectivement C' # 0).

= 0).

Le théoréme des fonctions implicites nous donne 7 en fonction de a (respectivement « en
fonction de 7).
. o ., —2B ‘s
Si BC #0,ona £~ =2 au voisinage de (0,0).
Si BC' =0, on a un cas indéterminé, et il est nécessaire de passer aux dérivées supérieures

de f.

Théoréme 2.2 [21]

Si on a g—zi((ﬁ(m, (1‘0,0))%(7‘0, (20,0))| < 1 et dy =0, alors

a) si BC' #0 , on a la bifurcation de solutions non triviales, de plus

AR

~ 2B
C
b) si BC' =0, on a un cas indétérminé.

2.5 Persistence de la tumeur

Dans Panetta (1996), on a étudié la stabilité des solutions triviales du modeéle suivant

) =ra(l - Ix(—ll — A\1x2) (2.17)
xh = roxa(l — %22 — Aox1) (2.18)
z1(t)) = Tz (t;) (2.19)
zo(t1) = Toxa(t;) (2.20)
ou
tiv1 —ti = 7o, Vi € N,
et

0]‘(1’1,1’2) = Tjjxja .7 = 172
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ou T} est une constante positive qui dépend de la dose D du médicament.

Les variables et les parameétres sont

1 : la biomasse des cellules normales.

9 : la biomasse des cellules cancéreuses.

r1,79 : les taux de croissance des cellules normales et cancéreuses respectivement.

K3, K5 : les capacités des cellules normales et cancéreuses respectivement.

A1, A9 : les paramétres d’interaction entre les cellules normales et les cellules cancéreuses.

7o : la période entre deux traitements chimiothérapiques.

T1,T5 : les fractions des cellules normales et cancéreuses survivant respectivement, apres
I'injection du médicament.

Le modele (2.17)-(2.20) décrit I’évolution des cellules normales et cancéreuses sous traite-
ment chimiothérapique périodique.

Le probleéme (2.17) et (2.19) est obtenu pour z2 = 0, et admet une solution 7g-périodique
x1(t, (20,0)) = zs(t), 0 < t < 7.

Pour obtenir z4(t) on va résoudre ’équation logistique suivante :

| = 1- 2,
zy = rix( K1)
On trouve
K rit
wl(t) = K LT rit’
1 — Xo + Tpe™
i.e.
leo
t) = .
z1(t) xo + (K1 — xg)e Tt
Comme z1(t, (x0,0)) = x5(t), 0<t<Tp,ona
. Kl(Tl - G_TITO)
zs(t) = T e £ (1= Ty)eit” 0<t<ryg. (2.21)
On a
Kixg

.’121(7'3_) = Xy = T1§U1(7'0) = T1 o T (Kl — .CC())e_TlTO .
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Donc
Kizg
To + (Kl — xo)e_”lTO ’

xo =T

Puisque

l‘o(ﬂ?o + (Kl — :Bo)e_rlTO) —T1 K129 =0,

c’est a dire

X0 [1'0(1 — 6—7’170) + Kie ™70 — TlKl] = 0.

Pour zg # 0, on a

K1 (Tl — €7T170)

=T
Mais
n(t) = xo + (K[flx(;o)ehw
donc

. Ki (Tl — 6_”7—0)
= T]_ — e~ T170 + (1 _ Tl)e—rlt'

xl(t)

La solution donnée par (2.21) est définie et stable dans ’espace de dimension 1 si et seulement
sily > e 170

i.e

1 1
—In(—]). 2.22
TO>7‘1 n(Tl) ( )

Pour déterminer la stabilité de la solution triviale { = (z5,0) dans le plan, on doit calculer

dy. On a
The 270

N T{MZKl/”eW}‘?KlTO ’

dy =1

i.e.

d6 -1 Tl—T2>\2K1/T1 T2€r270(1—)\2K1).

Si dfy > 0, alors £ est un équilibe stable du systéme (2.17)-(2.20).

Dans ce cas, on a

1 r2A2 Ky )
ln(ﬁ) (T, " T,7)
< To
T1 7“2(1 — )\2K1)
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Remarque 2.2

La dérniére double inégalité nous donne les mémes résultats obtenus dans Panetta (1996).

Si dy =0, on a une perte de stabilité, ceci correspond a

rpA2 Ky
In(T, " Ty
T0 =
07 Try(1— XoKy)
ce qui implique que Ao K1 < 1, et que
rpA2 Ky
Tl " > T2.

Remarque 2.3

(2.23)

(2.24)

Dans Panetta (1996) Ty = e=1P et Ty = 722D on D est la dose du médicament injecté,

et on obtient

*2 > 7Q*Q(l — 2)\2K1).
aq 1

(2.25)

Sous les conditions (2.22) et (2.23) on a, les conditions nécessaires pour avoir la bifurcation de

solutions non triviales.
Soient

N(0,0) =0 et DxN(0,0) = E,
dim Ker(E) =1 = codimIm(FE)

et
B Ki(Ty —e™"170)

1 —e 70

Zo
Si on prend Ao = 0, alors on obtient

21579

B = —Thrqee™™ <0 et C =
2T92€ € K2

En Utilisant a) du théoréme (2.2) on obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.3 [21]

(€27 — 1) > 0.

Si la condition (2.22) est satisfaite et T¢ est donné par la formule (2.23), alors il existe g > 0
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tel que pour tout || < €o, le probléme (2.17)-(2.20) a une solution T-périodique non triviale,
plus précisément il existe 5 > 0 tel que pour tout 0 < a < B on a la solution T-périodique non

triviale @ (., (330 - Z—f?a + 77 (o(a), @) ,a)), avec T = o(a).
0
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Chapitre 3

Les équations différentielles

impulsives

Les équations différentielles impulsives décrivent 1’évolution de systémes dont 1’état change
rapidement, en certains instants. Dans la modélisation mathématique de ces processus, le
changement de I’état prend place momentanément, et il est représenté par des sauts (disconti-
nuités) dans I’état du systéme modéliseé.

Les processus de tel caractére sont observés dans plusieurs domaines des sciences appliqués (la
mécanique, la dynamique des populations, la biologie, ...etc).

Une équation différentielle impulsive est composée d’une partie continue, représentée par une
équation différentielle ordinaire, et une partie discréte représentant les impulsions (équations
algébriques).

Soit I’équation différentielle impulsive suivante :

% :f(t7$)> t?éTk(.%'),
Az = Iy(z), t=r71k(x), keN.

(3.1)

Ici la fonction f est définie dans le domaine D C R"*!, est supposée suffisament réguliére, les
fonctions 7y et Ij sont définies dans le domaine  C R”, tel que {z € R", (t,z) € D,t € R} C Q.
Soient les hypothéses suivantes :

H;) Les fonctions 71 : © — R4 sont continues sur (.
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Hy) 0 =79(z) < 11(z) < T2($)...,k1LIEIOTk($) =00,V z €.

Soient les ensembles suivants :
Gr={(t,z) € D, Tp1(x) <t <Ti(x)}, k€N,

Dy ={(t,z) € D, Tp_1(z) <t <7i(x)}, k€N

et

On suppose que les ensembles Gy, Dy, et F}, sont non vides, et sont des domaines dans R"*1.

3.1 Existence et unicité de la solution

Notation 4

- o={(t,z) eR"™, t =74(z)}, J est un ensemble d’intérieur non vide de R,

- PC(J,R") ={¥ :J — R" continue pour tout t € J, t # Tk, et ent = 7, U admet des
discontinuités de premiére espéce, et elle est continue & gauche de T},

- E est lVoperateur identité,

- PC'(J,R™) = {¥ : J — R" différentiable en tout t # Ty, avec les dérivées 4 € PC (J,R™)}.

Définition 3.1
La fonction ¢ : (a,) — R"est appelée solution de (3.1) si les conditions suivantes sont
satisfaites :

a) (t,o(t)) € D pourt € (o, B),

b) pourt € (a, ), t # Tr(p(t)), k € N, la fonction p(t) est différentiable et

dop(t
20— o),
¢) la fonction ¢(t) est continue & gauche dans (a,B) et, sit € (o, B),t = Tr(@(t)) et t # 5,

alors

Pt +0) = ¢(t) + Ie(o(1))-

Considérons la condition initiale suivante
(t(), .’L'()) eD. (3.2)
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Définition 3.2
La solution p € PC* ((to, B),R™) de (3.1) et (3.2) est définie dans Uintervalle de la forme (tg, 3)

avec ¢(tg 4+ 0) = xo.

Dans le théoréme suivant, on donne les conditions suffisantes pour ’existence et 'unicité de

la solution du probléme (3.1) et (3.2).

Théoréme 3.1 [}/

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

a) La fonction f: D — R™ est continue dans Dy, k € N,

b) Les fonctions 7, : @ — Ry, k € N sont continues dans (2,

c) 0=7o(z) <T1(2) < Tz(x)...,klirgloTk(l‘) = 00 pour x € (2,

d) Pour tout k € N et (tg,x9) € D Noyg, il existe 5 > ty et la solution ¢(t) du probléme (3.1)
et (3.2) telle que (t,(t)) € Dii1, t € (to, B).

Alors pour tout point (tg,zo) € D, il existe une solution ¢ : (tg,3) — R™ du probléme (3.1)
et (3.2). De plus, si la fonction f est continue et localement lipschitzienne par rapport o x

dans le domaine D, et 1) : (to, ;) — R™est une autre solution du probléme (3.1) et (3.2), alors
P(t) = o(t) ¥ t € (o, 8) N (o, B1)-

3.2 Stabilité de la solution

Soit ¢ une solution de (3.1) et (3.2), définie pour tout ¢ € Ry et soit {74};" les instants de

I’effet impulsif de cette solution :

0=79< 71 <72 < ..,lim7 = o0.
k— o0

Comme les instants de Peffet impulsif des autres solutions x(¢) du systéme (3.1) et (3.2), peuvent
ne pas coincider avec les instants 7, alors dans la définition de la stabilité de la solution ¢, on

ne peut pas exiger que la quantité |z(t) — ¢(t)| soit petite dans le voisinage des points 7.

Définition 3.3 [//
La solution © = ¢ du systéme (3.1) et (3.2) est dite :
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1— Stable : si pour tout € > 0, pour tout n > 0 et pour tout ty € Ryavec |tog — 7| > n, il existe
0 > 0 telle que :

stz € Q et |x1 —p(to)] <,

on a

|z(t; to, m1) — ()] <e,
pour tout t € JT (to, 1), [t — 7| > .
2— Uniformément stable : si pour tout € > 0, pour tout n > 0,il existe 6 > 0 tel que
sito € Ryavec |t — 1| >, et sixzy € Q, avec |z1 — p(to)] <9,
on a :
|z(t; to, ©1) — @(t)] <e,

pour tout t € JT (tg,x1), [t — k| > 1.
3— Attractive : si pour tout n > 0, pour tout tg € Ry, avec |ty — Tg| > n, il existe A > 0, tel

que :

sie > 0,avec 11 € Q, et |x1 — @(to)| < A, il existe o > 0, avec tg + o € J 1 (tg, z1),

on a

‘CU(t;t(), .’L'l) - gD(t)‘ <kg,

pour tout t > to + o, et pour tout t € J* (tg,x1), |t — 7| > 7.
4— Uniformément attractive : si pour tout € > 0, il existe A > 0, et pour tout n > 0,

Jo > 0, tel que :

sito € Ry, avec [to — Tk| > n, et sixzy € Q, avec |x1 — @(to)] < A,

on a .

(8 t0, 21) — @ (B)] <,

pour tout t € JT(to, 1), [t — TK| > n avec to + o € JT(tg, 1) et Vt > tg + 0.
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5— Asymptotiquement stable : si elle est stable et attractive.

6— Uniformément asymptotiquement stable : si elle est uniformément stable et uniformément
attractive.

7T— Ezponentiellement stable : s’il existe A > 1, et il existe v > 0, pour tout n > 0, il existe

A > 0 tel que :
sity € Ry, avec |tg — k| >, et sixy € Q, avec |z1 — @(to)| < A,

on a .

|z (t;to, 1) — o(t)] < Az — @(to)] e—v(t—to),

pour tout t € J(to, z0), |t — Tk| > 7.
8— Instable : s’il existe € > 0, il existe n > 0, et il existe ty € Ry, avec |tg — 71| > 1,
tel que :

si 6 >0, il existe x1 € Q, avec |z1 — p(to)| < 9,

on a .

|z (t; to, 21) — p(t)] > &,

s”il existe t € JT(tg, 1), |to — Tk| > .

3.3 Stabilité des systémes linéaires

Soit le systéme linéaire homogene suivant avec l'effet impulsif en des instants constants 7y

keN:
fl—f = A(t)x, t#71E, teERL

Ax = Bjx, t=r71, keN.

(3.3)

Remarque 3.1

L’ensemble des solutions du systéme (3.3) est un espace vectoriel.

Théoréme 3.2 [}/
Supposons que les conditions :

(C1)0=19< 71 <79 < .. lim 7 = o0,

k—o0
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(C3) A(.) € PC(Ry,C™™), B, € C"" k€N,
sont satisfaites avec det(E + By) # 0, (k € N).
Alors chaque solution du systéme (3.3) est stable (uniformément stable, asymptotiquemnt sta-
ble, uniformément asymptotiquement stable, instable) si et seulement si la solution © = 0 du
systéme (3.3) est stable (uniformément stable, asymptotiquement stable, uniformément asymp-

totiquement stable, instable).

Si
det(E + Bg) # 0, (k € N),

alors

X(t) = w(t,0), teR,

est une matrice fondamentale du systéme (3.3), ou

Uk(t7 S))ta CAS (Tk—laTk))
Uk+1<t,7'k +O>(E + Bk)Uk(Tk,S),Tk,1 <8< T <t < Tl

Uk(t, Tk)(E—i- Bk)_lUk_H(Tk + 0, S),Tk_l <8< T <t < Ty,

B i+1
w(t’s) - Uk+1(t,Tk —I—O) H (E—i— Bj)Uj(Tj,ijl —I—O)(E—FBi)U(Ti,S),Tifl <SS T < T <t< Tg—1,
=k
k—1
Ui(t, i) TI (B + Bj)"'Ujs1(75 + 0, 7541)(E + Br) " 'Upy1 (12 40, 5),

J=i

SiTii1 <t <71 < T <8< Tt

avec Uy(t, s), t,s € (Tk—1, Tx) est la matrice de Cauchy du systéme linéaire

dzx
On obtient :

{L'(t; to,l‘l) = X(t)X_l(t() + 0)3?1, t > to.

Théoréme 3.3 [4/
Supposons que les conditions (Cy) et (Cz) sont satisfaites, avec det (E + By) # 0, (k € N),
alors les solutions du systéme (3.3) sont :

1) — stable si et seulement si la matrice X (t) est bornée dans R,
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2) — asymptotiquement stable si et seulement si tlim X(t)=0,
—00

3) — instable si et seulement si la matrice X (t) n'est pas bornée dans R.

3.4 Systémes non homogénes impulsifs

On consideére le systéme non homogeéne suivant avec des instants constants de 'effet impulsif :

dx
a _ A(t)$ + g(t), t#£ T (3.4)

Ax = Brx + hg, t =Ty,

ou g € PC(Ry,R™), hy € R", k € N, la solution générale de ce systéme est de la forme :
Y = X +mn, ou X est la solution du systéme (3.3) et 7 est la solution particuliére du systéme

(3.4). Du théoreme (3.2), on obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.4 [}/

Si les conditions (C1) et (C2) sont satisfaites, avec det(E + By) # 0, k € N, alors chaque solu-
tion du systéme (3.4) est stable (uniformément stable, asymptotiquement stable, uniformément
asymptotiquement stable, instable) si et seulement si la solution © = 0 du systéme (3.3) est
stable (uniformément stable, asymptotiquement stable, uniformément asymptotiquement stable,

instable).
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Conclusions et perspectives

Dans ce travail on a étudié un modéle mathématique de la chimiothérapie du cancer. Il s’agit
d’un systéme d’équations différentielles avec impulsions constantes. On a étudié le cas d’une
impulsion périodique, on a établit les conditions de stabilité des solutions triviales, et la bifur-
cation de solutions non triviales.

Dans le dernier chapitre, on a établit les conditions de stabilité d’un systéme d’équations dif-
férentielles impulsives plus général, on a montré les conditions de stabilité.

Dans le futur, on envisage de considérer un modéle mathématique plus complexe, ol les im-
pulsions peuvent dépendre de I’état. On propose d’étudier 'existence des solutions globales et
leur stabilité. On pourrait aussi étudier le cas fonctionnel avec retard. En particulier, pour le
cas du cancer ’étude de la diffusion de la tumeur dans un corps malade imposerait ’étude de
modele spatio-temporel régis par des équations aux dérivées partielles avec impulsions, ce cas

nous intéresse, nous prévoyons de 1’étudier dans un futur trés proche.
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