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Introduction

Dans ce mémoire,on presente une étude spectrale de l�opérateur bi-laplacien sur une

variété compacte et sans bord . Le but est d�étudier le comportement quand " tend vers

0 de la première valeur propre et fonction propre de l�opérateur :

"�2u+ c (x)u

Pour cela ,on suit le travail récemment obtenu dans [8] :

Le manuscrit est organisé comme suit . Dans le chapitre 1 , nous donnons les préliminaires:

Le chapitre 2 est consacré à l�analyse du comportement asymptotique de la première

valeur propre .En�n , dans la dernière partie , nous établissons une estimation de l�erreur

d�approximation de la première valeur propre.

2



Chapitre 1

Préliminaire

Considérons un point P 2 V et un système de coordonnées géodésiques normales

(y1; y2; :::; ym)centré en P, m est la dimension de la variété V .

Soit S (r) l�ensemble des points situés à la distance r de P (r<d le rayon d0injectivité)

et d
 l�élément de l�aire sur Sm�1 (1) la sphère de rayon 1 à (m-1)dimensions.

Posons :

G (r) =
1

!m�1

Z
S(r)

p
jgjd
:

!m�1 étant l�aire de Sm�1 (1) et jgj le déterminant de la métrique.

Un développement limité de G (r) au voisinage de 0 donne:

Proposition 1.1 [1]:

G (r) = 1� R

6m
r2 +

r4

360m (m+ 2)

�
18�R + 8RijR

ij � 3RijklRijkl + 5R2
�
+ o

�
r5
�
:

Le développement limité de
p
jgj au voisinage de P est :

Proposition 1.2 [1]:

p
jgj = 1�1

6
Rijy

iyj� 1
12
Rijky

iyjyk+
1

4!

�
�3
5
Rijkl �

2

15
RipiqR

p q
kl +

1

3
RijRkl

�
yiyjykyl+o

�
y4
�
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où le tenseur de courbure ,celui de Ricci et ses dérivées sont à prendre en P.

Soit (M,g) une variété riemanniène ,et (
; �) une carte locale de M .

Pour tout u 2 C2 (M) et en tout point de 
 on a :

Proposition 1.3 [7]:

�gu = �
1p
jgj
:
@

@xi

�p
jgj:gij: @u

@xj

�

où les xi désignent les coordonnées associées à (
; �) et jgjdésigne le déterminant de la

métrique.

Dans les coordonnées géodésiques polaires la partie radiale de �g s�écrit :

Proposition 1.4 [2]:

��g =
1

rm�1
p
jgj
@r

h
rm�1:

p
jgj:@r

i
:

Dans le système de coordonnée au point P, on a :

Proposition 1.5 [8]:

gij (P ) = �ij +O
�
kxk2Rm

�
:

On a les estimations suivantes :

Proposition 1.6 [1]: Z
S(r)

Rijy
iyjd
 =

!m�1
m

R:�ij:r
2

avec R est la courbure scalaire et Rij le tenseur de Ricci.

et Z
S(r)

yiyjd
 =
!m�1
m

�ij:r
2:
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p et q étant deux réels positifs , posons p� q > 1 ,

on note :

Iqp =

Z +1

0

(1 + t)�p :tqdt:

Alors

Proposition 1.7 [6]:

Iqp+1 =
p� q � 1

p
Iqp :

et

Iq+1p+1 =
q + 1

p� q � 1I
q
p+1:

5



Chapitre 2

Comportement asymptotique de la

première valeur propre

Dans ce chapitre nous étudions sur une variété riemanniènne (Vm; g) compacte sans

bord et de métrique g le comportement de la première valeur propre de l�opérateur:

"�2
gu+ c(x)u = �u: (E)

lorsque le paramètre " devient petit.

La fonction c(x) est une fonction de classe C1 et strictement positive .

Nous supposons que la dimension de la variété m � 3.

Plus précisement ,nous montrons le théorème suivant :

Théorème 2.1

Soit Min
V

c la valeur minimale de la fonction c sur V on a

lim
"!0

�" =Min
V

c:

où �" est la première valeur propre de l�opérateur : "�2
gu+ c(x)u:
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Preuve:

Soit la fonctionnelle

I(u) =

R
V

�
" j�uj2 + c(x)u2

�
dv(g)R

V
u2dv(g)

:

Considérons un système de coordonnées normales (y1; y2; :::; ym) géodésiques centrées en

P .

Soit S(r) l�ensemble des points situés à la distance r de P ,(r < d rayon d�injectivité )et

d
 l�élément d�aire sur Sm�1(1) la sphère de rayon 1 à (m-1) dimensions.

Posons

G(r) =
1

!m�1

Z
S(r)

p
jgjd
 :

!m�1 étant l�aire de Sm�1(1) et jgj le déterminant de la métrique.

Un développement limité de G(r) en r = 0 donne

G(r) = 1� R

6m
r2 + o(r4):

Avec R égale à la courbure scalaire en P:

Soient P un point de Vm (m > 2) et BP (�) une boule fermée centrée en P de rayon

� > 0:On suppose que (0 < 2� < d où d est le rayon d�injectivité).

Maintenat, considérons la fonction

�� =

8<:
�
m�2
2

(r2+�2)
m�2
2
� �

m�2
2

(�2+�2)
m�2
2

sur BP (�) :

0 ailleurs.

Soit �(r) une fonction C1 égale à 1 sur BP (�) et 0 sur V �BP (2�):

Calculons les di¤érents termes de la fonctionnelle

I� = I(���) jBP (�) :
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On a

r��(r) = �
0

�(r) = �(m� 2)�
m�2
2 :r(r2 + �2)�

m
2 :

et

�g��(r) = (m� 2)�
m�2
2 (r2 + �2)�

m
2

�
m�2

r2 + �2
+ @r log

p
jgj:r

�
:

Par conséquent

���g��(r)
��2 = (m� 2)2�m�2(r2 + �2)�m

�
m�2

r2 + �2
+ @r log

p
jgj:r

�2
:

L�intégrale

A =

Z
BP (�)

�������2 dv(g)
s�écrit

A = IA1 + IA2 + IA3 ;

où

IA1 = m2�4
Z �

0

rm�1

(r2 + �2)m+2

�
1� R

6m
r2 + o(r4)

�
dr:

IA2 =

Z �

0

rm+1

(r2 + �2)m
(@r log

p
jgj)2

�
1� R

6m
r2 + o(r4)

�
dr:

et

IA3 = �
2

3
�2
Z �

0

rm

(r2 + �2)m+1
@r log

p
jgj
�
1� R

6m
r2 + o(r4)

�
dr:

Un calcul simple montre que lorsque � est assez proche de 0 , on aura :

IA1 =
m2

2�2

h
I
m
2
�1

m+1 + o
�
�4
�i
:

IA2 =
R2

9m2
:
1

2�m
o (�) :

et

IA3 = �
R

3�m
o (�) :
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Par conséquent

A = (m� 2)2 �m�2!m�1
�
m2

2�m
I
m
2
�1

m+2 + o (�)

�
:

=
m2 (m� 2)2

2�2

h
I
m
2
�1

m+2 + o (�)
i
:

Maintenant , calculons

B =

Z
BP (�)

c (x)�2� (r) dv(g):

On montre que

B = IB1 + IB2 :

avec

IB1 = !m�1c (P )

Z �

0

rm�1�2� (r) dr:

et

IB2 = !m�1

�
�c

2m
+
c (P )R

6m

�Z �

0

rm+1�2� (r) dr:

un calcul analogue montre que

IB1 = c (P )�2J

�
�

�

�
;

où

J

�
�

�

�
=

Z �
�

0

um�1

"
1

(1 + u2)
m�2
2

� 1

(1 + �2)
m�2
2

#2
du:

et

IB2 =

�
�c

2m
+
c (P )R

6m

�
o (�) :

En�n

B = !m�1c (P )�
2J

�
�

�

�
+ o (�) :
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Maintenant , calculons

C =

Z
BP (�)

�2�(r)dv(g) = IC1 + IC2 ;

où

IC1 =

Z �

0

rm�1

"
�
m�2
2

(r2 + �2)
m�2
2

� �
m�2
2

(�2 + �2)
m�2
2

#2
dr:

et

IC2 = �
R

6m

Z �

0

rm+1

"
�
m�2
2

(r2 + �2)
m�2
2

� �
m�2
2

(�2 + �2)
m�2
2

#2
dr:

Ainsi , pour � est assez proche de 0 nous avons :

IC1 = �2J

�
�

�

�
:

et

IC2 = �
R

6m
o (�) :

Alors

C = !m�1�
2J

�
�

�

�
+ o (�) :

Maintenant , considérons la fonctionnelle suivante :

I� = I
�
���
�
jBP (2�)�BP (�) :

avec

BP (�) est une boule fermée centrée en P de rayon � .

BP (2�) est une boule fermée centrée en P de rayon 2� .

On a

r
�
���
�
=

@�

@r
:�� + �:�

0

� (r) :

= M1 (r) :�� (r) +M2 (r) :�
0

� (r) :

10



où M1 (r) et M2 (r) sont des fonctions de classe C1.

Ainsi

��
�
���
�
=

1

rm�1
@r
�
rm�1r

�
���
��
+ @r log

p
jgj:r

�
���
�
:

= �
m�2
2

8<:(m� 1)
24M1 (r)

r

0@ 1

(r2 + �2)
m�2
2

� 1�
�2 + �2

�m�2
2

1A
�M2 (r) (m� 2)

1

(r2 + �2)
m
2

#
+M

0

1 (r)

0@ 1

(r2 + �2)
m�2
2

� 1�
�2 + �2

�m�2
2

1A
�M1 (r) (m� 2)

r

(r2 + �2)
m
2

� (m� 2)M 0

2 (r)
r

(r2 + �2)
m
2

�M2 (r) (m� 2)
(1�m) r2 + �2

(r2 + �2)
m
2
+1

+ @r log
p
jgj �24M1 (r)

0@ 1

(r2 + �2)
m�2
2

� 1�
�2 + �2

�m�2
2

1A�M2 (r) (m� 2)
r

(r2 + �2)
m
2

359=; :

Les quantités Mi , M
0
i (i = 1; 2; 3) sont bornées sur [0; �] .

On a

��� ������� � �
m�2
2

8<:(m� 1)
24M1

r

0@ 1

(r2 + �2)
m�2
2

+
1�

�2 + �2
�m�2

2

1A+M2 (m� 2)
1

(r2 + �2)
m
2

35
+K1

0@ 1

(r2 + �2)
m�2
2

+
1�

�2 + �2
�m�2

2

1A+M1 (m� 2)
r

(r2 + �2)
m
2

+(m� 2)K2
r

(r2 + �2)
m
2

+M2 (m� 2)
(1�m) r2 + �2

(r2 + �2)
m
2
+1

+@r log
p
jgj

24M1

0@ 1

(r2 + �2)
m�2
2

+
1�

�2 + �2
�m�2

2

1A+M2 (m� 2)
r

(r2 + �2)
m
2

359=; :

Aprés un calcul simple et long , on obtient :
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Lemme 2.1

Z
BP (2�)�BP (�)

��� �������2 dv (g) = o (�) :

Preuve:

Ecrivons:

Z
BP (2�)�BP (�)

��� �������2 dv (g) = 29X
Ii

i=1

:

Avec les Ii (i = 1; :::; 29) sont les intégrales des termes de l�expréssion
��� �������2

Faisons par exemple I1

I1 = �m�2M2
1 (m� 1)

2

Z
BP (2�)�BP (�)

1

r2

0@ 1

(r2 + �2)
m�2
2

+
1�

�2 + �2
�m�2

2

1A2

dv (g) :

= �m�2M2
1 (m� 1)

2 !m�1

Z 2�

�

rm�3

0@ 1

(r2 + �2)
m�2
2

+
1�

�2 + �2
�m�2

2

1A2

G (r) dr:

= cste

8<:12I m2 �2m�2 +
�m�2 (2�)m�2

(m� 2)
�
�2 + �2

�m�2 + �m�2�
�2 + �2

�m�2
2

I
m
2
�2

m
2
�1 �

1

2
I
m
2
�2

m�2 �
�m�2�m�2

(m� 2)
�
�2 + �2

�m�2 � �m�2�
�2 + �2

�m�2
2

I
m
2
�2

m
2
�1

� R

6m

24�2
2
I
m
2
�1

m�2 +
�m�2 (2�)m

m
�
�2 + �2

�m�2 + �m�
�2 + �2

�m�2
2

I
m
2
�1

m
2
�1

35+ R

6m

24�2
2
I
m
2
�1

m�2 +
�m�2�m

m
�
�2 + �2

�m�2 + �m�
�2 + �2

�m�2
2

I
m
2
�1

m
2
�1

35
+o
�
�m�1

�
+ o

�
�4
�
+ o

�
�m�4

�	
:

= o (�) , avec m > 4:

De manière analogue on montre que les autres intégrales :

Ii = o (�) ; i = 2; :::; 29
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Par conséquent Z
BP (2�)�BP (�)

��� �������2 dv (g) = o (�) :

Calculons maintenant

Z
BP (2�)�BP (�)

c(x)
�
���
�2
dv(g):

remarquons que

Z
BP (2�)�BP (�)

c(x)
�
���
�2
dv(g) �M

Z
BP (2�)�BP (�)

c(x)�2�dv(g):

avec M est une constante telle que � �M ;

où

Z
BP (2�)�BP (�)

c(x)�2�dv(g) =

Z 2�

�

Z
S(r)

rm�1c(x)�2� (r)
p
jgjdrd
:

= !m�1

�
c (P )

Z 2�

�

rm�1�2� (r) dr �
�
�c

2m
+
c (P )R

6m

�Z 2�

�

rm+1�2� (r) dr

+o
�
r4
��
:

D�aprés [8] , on a :

c (P )

Z 2�

�

rm�1�2� (r) dr = c (P )

�Z 2�

0

rm�1�2� (r) dr �
Z �

0

rm�1�2� (r) dr

�
:

= c (P )�2
�
J

�
2�

�

�
� J

�
�

�

��

Maintenant , il est clair que

�
�c

2m
+
c (P )R

6m

�Z 2�

�

rm+1�2� (r) dr =

�
�c

2m
+
c (P )R

6m

��Z 2�

0

rm+1�2� (r) dr �
Z �

0

rm+1�2� (r) dr

�
:

= o (�) :
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Comme

Z
BP (2�)�BP (�)

�2� (r) dv(g) = !m�1

Z 2�

�

rm�1

24 �
m�2
2

(r2 + �2)
m�2
2

� �
m�2
2�

�2 + �2
�m�2

2

352G(r)dr:
= !m�1�

m�2

24Z 2�

�

rm�1

0@ 1

(r2 + �2)
m�2
2

� 1�
�2 + �2

�m�2
2

1A2

dr

� R

6m

Z 2�

�

rm+1

0@ 1

(r2 + �2)
m�2
2

� 1�
�2 + �2

�m�2
2

1A2

dr + o
�
r4
�35 :

= o (�) :

Calculons Z
BP (2�)�BP (�)

(��� (r))
2dv (g)

nous aurons

Z
BP (2�)�BP (�)

(��� (r))
2dv (g) �M

Z
BP (2�)�BP (�)

�2� (r) dv(g):

Finalement tenant compte des calculs précédents , nous aurons :

I
�
���
�
=

"m2(m�2)2
2�2

!m�1

�
I
m
2
�1

m+2 + o (�)
�
+ c(P )�2J( �

�
) + o (�)

!m�1�2J(
�
�
) + o (�)

:

= c(P ) +
"m2 (m� 2)2 !m�1 I

m
2
�1

m+2

2�2!m�1
:

1

�2
�
J( �

�
) + o (�)

� :
= c(P ) +

"

�4
� avec � =

m2 (m� 2)2 !m�1 I
m
2
�1

m+2

2!m�1J(
�
�
) + o(�)

:

En prenant

" = �5
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Il découle que

I
�
���
�
= c(P ) + �: "

1
5 avec � =

m2 (m� 2)2 !m�1 I
m
2
�1

m+2

2!m�1J(
�
�
) + o(�)

Lorsque " est assez petit , on a

I
�
��
�
= c(P ) + o(1):

Comme

�" �Min
V

c:

Nous déduisons que

lim
"!0

�" = c(P ) .

Remarques

La même méthode peut être appliquée à plusieurs opérateurs.

Exemple 2.1

Considérons l�opérateur suivant :

"�2u+ b(x)�u+ c(x)u = �u: (2.1)

Où b(x) est une fonction de classe C1 sur V .

Proposition 2.1

S�il existe P 2 V : b(P ) = 0 alors

lim
"!0

�" = c(P )

Preuve:

Dans le but d�établir le comportement de la première valeur propre de l�opérateur (2.1),nous
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calculons chaque terme de la fonctionnelle suivante :

I
�
���
�
=

R
V

h
"
��� �������2 + b(x):�

�
���
�
:
�
���
�
+ c(x)

�
���
�2i

dv(g)R
V

�
���
�2
dv(g)

:

Il nous reste à calculer

Z
V

b(x):�
�
���
�
:
�
���
�
dv(g) =

Z
BP (�)

b(x):�
�
���
�
:
�
���
�
dv(g)

+

Z
BP (2�)�BP (�)

b(x):�
�
���
�
:
�
���
�
dv(g)

nous avons que �� = 0 sur V �BP (�)

D�où Z
BP (2�)�BP (�)

b(x):�
�
���
�
:
�
���
�
dv(g) = 0:

Ecrivons

b(x) = b(P ) + (b(x)� b(P )) ,

où

b(x)� b(P ) = O (1) pour tout x 2 BP (�)

Alors

Z
BP (�)

b(x):�
�
���
�
:
�
���
�
dv(g) = (b(P ) +O (1))

Z
BP (�)

��r �������2 dv(g):
= (b(P ) +O (1)) (c(m) + o(�)) ;

où c(m) est une constante qui dépend de la dimension m de la variété V .

Ainsi

I
�
��
�
=

"m2 (m� 2)2 !m�1I
m
2
�1

m+2

2�2!m�1

�
J
�
�
�

�
+ o (�)

� + c (P ) +
b (P ) (c (m) +O (1))

!m�1�2J
�
�
�

�
+ o (�)

:

16



Prenons

" = �5

et

b (P ) = 0

Alors , quand " tend vers 0

I (�") = c (P ) + o (1)

D�où

lim
"!0

�" = c (P ) :

Exemple 2.2

Considérons l�opérateur suivant :

"�u+ c (x)u = �h (x)u:

avec h est une fonction de classe C1 sur V .

Si h � 1 ([1]).

Si h 6= 1 alors

Proposition 1

Si h(P ) � 1 alors

lim
"!0

�" =Min
V
c .

Preuve:

Soit la fonctionnelle suivante :

I (u) =
"
R
V
jruj2 dv (g) +

R
V
c (x)u2dv (g)R

V
h (x)u2dv (g)

:
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Prenons

u = ��

où

�� =

8<:
�
m�2
2

(r2+�2)
m�2
2
� �

m�2
2

(�2+�2)
m�2
2

surBP (�)

0 ailleurs

Rappelons que

"

Z
V

��r����2 dv (g) = "c (m) + "o (�) :

Z
V

c (x)�2� (r) dv (g) = �2c (P )!m�1J

�
�

�

�
+ o (�) :

et Z
V

h (x)�2� (r) dv (g) = �2h (P )!m�1J

�
�

�

�
+ o (�) :

Alors

I
�
��
�
=

"c (m) + "o (�)

�2!m�1J
�
�
�

�
+ o (�)

+
c (P )

h (P )
:

Prenons

" = �5

Donc

Pour " assez petit

I
�
��
�
=
c (P )

h (P )
+ o (1) :

et comme ,

h(P ) � 1

alors
c (P )

h (P )
� c (P ) :

Par conséquent

Min
V

c � �" � c (P ) + o (1) :
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Ainsi

lim
"!0

�" =Min
V

c:

Exemple 2.3

Considérons l�opérateur

"�2u+ c (x)u = �h (x)u:

avec h est une fonction de classe C1 sur V .

Proposition 2.2

Si h (P ) � 1 alors

lim
"!0

�" =Min
V
c

Preuve:

Soit la fonctionnelle

I (u) =

R
V

�
" j�uj2 + c (x)u2

�
dv (g)R

V
h (x)u2dv (g)

:

Prenons

u = ���

où

�� =

8<:
�
m�2
2

(r2+�2)
m�2
2
� �

m�2
2

(�2+�2)
m�2
2

sur BP (�) :

0 ailleurs.

et

� =

8<: 1 sur BP (�) :

0 sur V �BP (2�) :

Rappelons que :

Z
V

��� �������2 dv (g) = Z
BP (�)

��� �������2 dv (g) = m2 (m� 2)2

2�2
!m�1

h
I
m
2
�1

m+2 + o (�)
i
:

19



d�autre part

Z
V

c (x)�2� (r) dv (g) =

Z
BP (�)

c (x)�2� (r) dv (g) = �2c (P )!m�1J

�
�

�

�
+ o (�) :

et

Z
V

h (x)�2� (r) dv (g) =

Z
BP (�)

h (x)�2� (r) dv (g) = �2h (P )!m�1J

�
�

�

�
+ o (�) :

Alors

I
�
���
�
=
c (P )

h (P )
+

"m2 (m� 2)2 !m�1 I
m
2
�1

m+2

2�4 h (P ) !m�1 J
�
�
�

�
+ o (�)

:

Prenons

" = �5 i.e : � = "
1
5

Quand "! 0 , nous aurons

I
�
��
�
=
c (P )

h (P )
+ o (1) :

Ainsi

Min
V

c � �" �
c (P )

h (P )
+ o (1) :

comme

h (P ) � 1 ;

Alors
c (P )

h (P )
� c (P ) :

puisque c est une fonction positive sur V:

D�où

lim
"!0

�" =Min
V

c :
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Exemple 2.4

Considérons l�opérateur

"�2u+ b (x)�u+ c (x)u = �h (x)u:

S�il existe P 2 V telque

h (P ) � 1 ,

c (P ) =Min
V

c ,

et

b (P ) = 0:

Alors on a le résultat suivant :

Proposition 2.3

lim
"!0

�" =Min
V

c:

Preuve:

De manière équivalente , on montre que :

lim
"!0

�" =Min
V
c:

2.1 Concentration de la fonction propre principale:

Dans cette section , nous allons montrer que la première fonction propre possède des

points de concentrations.
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Concentration de la première fonction propre

Considérons l�opérateur

"�2u" + c (x)u" = �"u": (2.2)

Soit

�" =

R
V

�
" j�u"j2 + c(x)u2"

�
dv (g)R

V
u2"dv (g)

,

où u" est la première fonction propre normalisée associée à �" (
R
V
u2"dv (g) = 1 )

Alors

�" = "

Z
V

j�u"j2 dv (g) +
Z
V

c(x)u2"dv (g) :

� "

Z
V

j�u"j2 dv (g) +Min
V

c:

Par conséquent

0 � "

Z
V

j�u"j2 dv (g) � �" �Min
V

c:

Donc

lim
"!0

"

Z
V

j�u"j2 dv (g) = 0:

Pour toute fonction � 2 C2 (V ),multiplions l�équation (2.2) par (�u") et intégrons sur le

domaine V , nous aurons

"

Z
V

�2u": (�u") dv (g) +

Z
V

c(x)u2":�dv (g) = �"

Z
V

u2":�dv (g) :

Calculons maintenant la quantité

I = "

Z
V

�2u": (�u") dv (g)
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Nous avons

I = "

Z
V

�(�u") : (�u") dv (g) :

= "

Z
V

�u":�(�u") dv (g) :

= "

Z
V

�u" [�u":�+ 2ru":r�+ u":��] dv (g) :

= "

Z
V

j�u"j2 :�dv (g) + 2"
Z
V

�u":ru":r�dv (g) + "

Z
V

�u":u":��dv (g) :

Soient

I1 = "

Z
V

j�u"j2 :�dv (g) :

I2 = 2"

Z
V

�u":ru":r�dv (g)

et

I3 = "

Z
V

�u":u":��dv (g) :

On obtient

Lemme 2.2

lim
"!0

Ii = 0 ; i = 1; 2; 3

Preuve:

Commençons par calculer

I1 = "

Z
V

j�u"j2 :�dv (g) :

Comme � est arbitraire dans C2 (V ) alors

9M > 0 telle que 8x 2 V; � (x) �M

nous aurons

I1 � "M

Z
V

j�u"j2 dv (g) :
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Ainsi

lim
"!0

I1 = 0 , 8� 2 C2 (V ) :

De même

jI3j �
����" Z

V

�u":u":��dv (g)

����
� "

Z
V

j�u"j : ju"j : j��j dv (g)

� ":C

Z
V

j�u"j : ju"j dv (g)

où C est une certaine constante positive.

De l�inégalité de Hölder on a

jI3j � ":C

�Z
V

j�u"j2 dv (g)
� 1

2

:

�Z
V

ju"j2 dv (g)
� 1

2

� ":C

Z
V

j�u"j2 dv (g)

Quand " tend vers 0 , I3 tend vers 0

L�intégrale

I2 = 2"

Z
V

�u":ru":r�dv (g)

est bornée comme suit

jI2j � 2"
Z
V

j�u"j : jru":r�j dv (g)

En utilisant l�inégalité de Hölder , on aura

jI2j � 2"

�Z
V

j�u"j2 dv (g)
� 1

2

:

�Z
V

jru"j2 : jr�j2 dv (g)
� 1

2

� 2":C

�Z
V

j�u"j2 dv (g)
� 1

2

:

�Z
V

jru"j2 dv (g)
� 1

2
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D�aprés une inégalité d�interpolation (voir [8])

pour tout � > 0 ,il existe une constante C (�) telle que pour tout u" 2 H2
2 (V )Z

V

jru"j2 dv (g) � �

Z
V

j�u"j2 dv (g) + C (�)

Z
V

ju"j2 dv (g)

� �

Z
V

j�u"j2 dv (g) + C (�)

or Z
V

j�u"j2 dv (g) �
Z
V

(�u")
2 dv (g) + �

Z
V

jru"j2 dv (g) (voir [4] ).

D�où

Z
V

jru"j2 dv (g) � �

�Z
V

(�u")
2 dv (g) + �

Z
V

jru"j2 dv (g)
�
+ C (�)

� �

Z
V

j�u"j2 dv (g) + ��

Z
V

jru"j2 dv (g) + C (�)

Choisissons � de sorte que

�� � 1

2

Alors Z
V

jru"j2 dv (g) � �

Z
V

j�u"j2 dv (g) +
1

2

Z
V

jru"j2 dv (g) + C (�)

Ce qui donne
1

2

Z
V

jru"j2 dv (g) � �

Z
V

j�u"j2 dv (g) + C (�)

Donc Z
V

jru"j2 dv (g) � 2�
Z
V

j�u"j2 dv (g) + C1 ;

avec

C1 = 2C (�)
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Alors

jI2j � 2":C

�Z
V

j�u"j2 dv (g)
� 1

2

:

�
2�

Z
V

j�u"j2 dv (g) + C1

� 1
2

� 2C

�
"

Z
V

j�u"j2 dv (g)
� 1

2

:

�
2�"

Z
V

j�u"j2 dv (g) + "C1

� 1
2

d�où

lim
"!0

I2 = 0

Par conséquent

lim
"!0

I = 0

En passant à la limite , on obtient :

lim
"!0

Z
V

(c (x)� �")�u
2
"dv (g) = 0

Ainsi

Z
V

�
c�Min

V
c
�
�u2"dv (g) =

Z
V

�
c� �" + �" �Min

V
c
�
�u2"dv (g)

=

Z
V

(c� �")�u
2
"dv (g) +

Z
V

�
�" �Min

V
c
�
�u2"dv (g)

En passant à la limite , nous trouvons que :

lim
"!0

Z
V

�
c�Min

V
c
�
�u2"dv (g) = 0 (2.3)

Soit u est la limite faible de u" quand " tend vers 0 , alors la relation (2.3)implique:

8� 2 C1 (V ) ;

Z
V

�
c�Min

V
c
�
�u2dv (g) = 0

et soit

H =
n
P 2 V = C (P ) =Min

V
c
o
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Remarquons que

mes (H) = 0

Ce qui donne

Z
V \cH

�
c�Min

V
c
�
�u2dv (g) +

Z
H

�
c�Min

V
c
�
�u2dv (g) = 0

or Z
H

�
c�Min

V
c
�
�u2dv (g) = 0

Donc Z
V \cH

�
c�Min

V
c
�
�u2dv (g) = 0

Alors Z
V \cH

�u2dv (g) = 0

car

c�Min
V
c > 0 ; sur V \c H

Posons

� � 1

on déduit que

u2 = 0 ; sur V n H

et par conséquent

u = 0, sur V n H

Proposition 2.4

la suite u" a un point de concentration quand " est assez petit.
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Preuve:

Soit

 2 C (V ) telle que :  jV (Cmin)= 0

où V (Cmin) est un voisinage de l�ensemble des minimums de c.

Alors

lim
"!0

Z
V

 u2"dv (g) = 0 (2.4)

Si A est un sous-ensemble mesurable de V tel que
_

A \ Cmin = � ;
_

A est la fermeture de

A:

Appliquons (2.4) pour une fonction  , tel que supp = A avec A\Cmin = ; et  � 1

sur A; nous obtenons:

lim
"!0

Z
V

 u2"dv (g) = lim
"!0

Z
A

 u2"dv (g) = 0

et comme

 � 1

nous déduisons que

lim
"!0

Z
A

u2"dv (g) = 0

Proposition 2.5

Toute sous-suite f"n; n 2 Ngconvergente vers zéro,contient une sous-suite f"nk ; k 2 Ng

telle que les fonctions propres correspondantes u"nkconvergent vers une somme convexe

de distributions de Dirac concentrées aux points minimum de c.

Preuve:

Supposons que Z
V

u2"ndv (g) = 1

28



et considérons la décomposition suivante:

Z
V

�u2"dv (g) =
X

P2Cmin

Z
BP (�)

[(�� � (P )) + � (P )]u2"dv (g) +

Z
V� [

P2Cmin
BP (�)

�u2"dv (g)

(2.5)

La relation (2.5) implique que :

Z
V

�u2"dv (g)� � (P )
X

P2Cmin

Z
BP (�)

u2"dv (g) =
X

P2Cmin

Z
BP (�)

(�� � (P ))u2"dv (g)

+

Z
V� [

P2Cmin
BP (�)

�u2"dv (g) (2.6)

Par la continuité de � , étant donné un � > 0; il exite un � (�) > 0; tel que j� (x)� � (P )j � �

si x 2 BP (� (�))

Soit

N = Card Cmin

Alors ����� X
P2Cmin

Z
BP (�(�))

(�� � (P ))u2"dv (g)

����� � N�

La relation (2.3) implique que

Z
V� [

P2Cmin
BP (�)

�u2"dv (g) = 0

Aprés un choix d�une sous-suite de f"n; n 2 Ng ; notée f"n; n 2 Ng

On peut supposer que les limites : lim
n!+1

R
V
�u2"ndv (g) , lim

n!+1

R
BP (�(�))

u2"ndv (g) ; exis-

tent ,(P 2 Cmin)

La relation (2.6) implique aprés passage à une sous-suite que

lim
n!+1

�����
Z
V

�u2"ndv (g)� � (P )
X

P2Cmin

Z
BP (�(�))

u2"ndv (g)

����� � N� (2.7)
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Maintenant , montrons que lim
n!+1

R
BP (�)

u2"ndv (g) ne dépend pas de � .

Soient �1; �2 tel que �1 � �2

on a Z
BP (�2)

u2"ndv (g) =

Z
BP (�1)

u2"ndv (g) +

Z
BP (�2)�BP (�1)

u2"ndv (g)

La relation (2.3) implique que

lim
n!+1

Z
BP (�2)�BP (�1)

u2"ndv (g) = 0

ainsi

lim
n!+1

Z
BPi (�(�))

u2"ndv (g) = Pi

La relation (2.6) implique que

8� > 0 ;

����� limn!+1

Z
V

�u2"ndv (g)�
X

P2Cmin

� (p) P

����� � N�

et par suite

lim
n!+1

Z
V

�u2"ndv (g) =
X

P2Cmin

� (p) P (2.8)

Comme � 2 C (V ) est arbitraire , (2.8) montre que la suite des mesures u2"ndv (g) con-

verge faiblement (dans le sens de mesure ) vers la mesure
P

P2Cmin
P �P

Si on applique la formule (2.8) à la fonction constante 1 ,nous obtenons

X
P2Cmin

P = 1

Proposition 2.6

sup
V
u" diverge vers l�in�ni quand " ! 0.
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Preuve:

Puisque

u" * 0 quand "! 0

Alors

< u"; ' >!
"!0

< 0; ' > , 8' 2 C (V )

c�est -à-dire Z
V

u":' dv (g)! 0 , 8' 2 C (V )

En particulier pour ' = 1 , nous aurons

Z
V

u"dv (g)! 0 , quand "! 0

Supposons que

lim
"!0

M" existe

avec

M" = sup
V
u"

Alors

n1 =

Z
V

u2"dv (g) �M":

Z
V

u"dv (g)

Comme le second membre tend vers zéro , on obtient une contradiction

D�où

sup
V
u" !

"!0
+1

Par conséquent , la fonction u" à un point de concentration quand "! 0:
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Chapitre 3

Erreur d�approximation

Notre but est de montrer que la première valeur propre de l�opérateur (E) satisfait

l�inégalité suivante :

Théorème 3.1

La première valeur propre �" de l�opérateur (E) satisfait l�inégalité suivante:

Il existe � > 0 : Min
V
c � �" �Min

V
c+ �"+ o

�
"
�1+�2+�3

4

�
où

� = A:"
3
4 + A

3X
i=1

Ricii
12

1p
�i
"
5
4 +

1

2

3X
i=1

p
�i +

1

2

3X
i=1

Ricii
12

p
":

Preuve:

Pour tout u dans H2
2 (V ) , on sait que la valeur propre véri�e

� = inf
u�H2

2 (V )�f0g

R
V
[" j�uj2 + cu2]dv(g)R

V
u2dv(g)

Soit

u = ��"
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où

�" = (e
�
P
�i

x2i
2 � e

� �
2
p
" ):

et

� =

8<: 1 sur NP (�)

0 sur V �NP (2�)

avec NP (�) est la composante connexe de l�ensemble
�
X /

mP
i=1

p
�ix

2
i � �

�
qui contient

0 , où � est pris petit tel que NP (�) inclue dans BP (�) :

Prenons m = 3 , calculons les termes suivants :

�g = �
1p
det g

3X
i;j=1

@

@xi

�p
det g:gij

� @

@xj
:

où

gij (P ) = �ij +O
�
kxk2R3

�
:

et p
det g = 1�

3X
i;j=1

Ricij
6

xixj +O
�
kxk3R3

�
:

Nous avons

p
det g = 1� Ric11

6
x21 �

Ric12
6

x1x2 �
Ric13
6

x1x3 �
Ric21
6

x1x2 �
Ric22
6

x22

�Ric23
6

x2x3 �
Ric31
6

x1x3 �
Ric32
6

x2x3 �
Ric33
6

x23 +O
�
kxk3R3

�
:

On en déduit que

3X
i;j=1

@

@xi

�p
det g:gij

� @

@xj
=

@

@x1

�p
det g:g11

� @

@x1
+

@

@x1

�p
det g:g12

� @

@x2

+
@

@x1

�p
det g:g13

� @

@x3
+

@

@x2

�p
det g:g21

� @

@x1

+
@

@x2

�p
det g:g22

� @

@x2
+

@

@x2

�p
det g:g23

� @

@x3
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+
@

@x3

�p
det g:g31

� @

@x1
+

@

@x3

�p
det g:g32

� @

@x2
+

@

@x3

�p
det g:g33

� @

@x3
:

or

gij = �ij +O
�
kxk2R3

�
Ainsi

3X
i;j=1

@

@xi

�p
det g:gij

� @

@xj
=

@

@x1

hp
det g

�
1 +O

�
kxk2R3

��i @

@x1
+

@

@x1

hp
det g:O(kxk2R3)

i @

@x2

+
@

@x1

hp
det g:O

�
kxk2R3

�i @

@x3
+

@

@x2

hp
det g:O

�
kxk2R3

�i @

@x1

+
@

@x2

hp
det g:

�
1 +O

�
kxk2R3

��i @

@x2
+

@

@x2

hp
det g:O

�
kxk2R3

�i @

@x3

+
@

@x3

hp
det g:O

�
kxk2R3

�i @

@x1
+

@

@x3

hp
det g:O

�
kxk2R3

�i @

@x2

+
@

@x3

hp
det g:

�
1 +O

�
kxk2R3

��i @

@x3

Donc

3X
i;j=1

@

@xi

�p
det g:gij

� @

@xj
=

@

@x1

�p
det g

@

@x1

�
+

@

@x1

�
O
�
kxk5R3

�� @

@x1

+
@

@x1

�
O
�
kxk5R3

�� @

@x2
+

@

@x1

�
O
�
kxk5R3

�� @

@x3

+
@

@x2

�
O
�
kxk5R3

�� @

@x1
+

@

@x2

�p
det g

@

@x2

�
+

@

@x2

�
O
�
kxk5R3

�� @

@x2
+

@

@x2

�
O
�
kxk5R3

�� @

@x3

+
@

@x3

�
O
�
kxk5R3

�� @

@x1
+

@

@x3

�
O
�
kxk5R3

�� @

@x2

+
@

@x3

�p
det g

@

@x3

�
+

@

@x3

�
O
�
kxk5R3

�� @

@x3
:
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D�où

3X
i;j=1

@

@xi

�p
det g:gij

� @ (��")
@xj

=
@

@x1

�p
det g

@ (��")

@x1

�
+

@

@x2

�p
det g

@ (��")

@x2

�
+

@

@x3

�p
det g

@ (��")

@x3

�
+O

�
kxk4R3

�
:

Sur NP (�) on a

� � 1

il découle que

p
det g

@ (��")

@x1
=

p
det g

@�"
@x1

=
p
det g

 
��1 x1e

�
3P
i=1
�i

x2i
2

!

= e
�

3P
i=1
�i

x2i
2

�
��1x1 +

1

6
�1Ric11x

3
1 +

1

6
�1Ric12x

2
1x2

+
1

6
�1Ric13x

2
1x3 +

1

6
�1Ric21x

2
1x2 +

1

6
�1Ric22x1x

2
2

+
1

6
�1Ric23x1x2x3 +

1

6
�1Ric31x

2
1x3 +

1

6
�1Ric32x1x2x3

+
1

6
�1Ric33x1x

2
3 +O

�
kxk4R3

��

Alors

@

@x1

�p
det g

@ (��")

@x1

�
= e

�
3P
i=1
�i

x2i
2

�
��1 + (�1x1)

2 +
1

2
�1Ric11x

2
1

+
1

3
�1Ric12x1x2 +

1

3
�1Ric13x1x3 +

1

3
�1Ric21x1x2

+
1

6
�1Ric22x

2
2 +

1

6
�1Ric23x2x3 +

1

3
�1Ric31x1x3

+
1

6
�1Ric32x2x3 +

1

6
�1Ric33x

2
3 +O

�
kxk3

��
:
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De manière équivalente nous calculons le deuxième et le troisième terme , nous aurons :

@

@x2

�p
det g

@ (��")

@x2

�
= e

�
3P
i=1
�i

x2i
2

�
��2 + (�2x2)

2 +
1

6
�2Ric11x

2
1 +

1

3
�2Ric12x1x2

+
1

6
�2Ric13x1x3 +

1

3
�2Ric21x1x2 +

1

2
�2Ric22x

2
2 +

1

3
�2Ric23x2x3

+
1

6
�2Ric31x1x3 +

1

3
�2Ric32x2x3 +

1

6
�2Ric33x

2
3 +O

�
kxk3

��
:

et

@

@x3

�p
det g

@ (��")

@x3

�
= e

�
3P
i=1
�i

x2i
2

�
��3 + (�3x3)

2 +
1

6
�3Ric11x

2
1 +

1

6
�3Ric12x1x2

+
1

3
�3Ric13x1x3 +

1

6
�3Ric21x1x2 +

1

6
�3Ric22x

2
2 +

1

3
�3Ric23x2x3

+
1

3
�3Ric31x1x3 +

1

3
�3Ric32x2x3 +

1

2
�3Ric33x

2
3 +O

�
kxk3

��
:

Donc

�(��") = � 1p
det g

3X
i;j=1

@

@xi

�p
det ggij

� @ (��")
@xj

= � 1p
det g

�
@

@x1

�p
det g

@ (��")

@x1

�
+

@

@x2

�p
det g

@ (��")

@x2

�
+

@

@x3

�p
det g

@ (��")

@x3

�
+O

�
kxk3

��

= �e
�
P
�i

x2i
2

p
det g

(
�

3X
i=1

�i +
3X
i=1

(�ixi)
2 +Ric11x

2
1

�
1

2
�1 +

1

6
�2 +

1

6
�3

�
+

+Ric12x1x2

�
1

3
�1 +

1

3
�2 +

1

6
�3

�
+Ric13x1x3

�
1

3
�1 +

1

6
�2 +

1

3
�3

�
+Ric21x1x2

�
1

3
�1 +

1

3
�2 +

1

6
�3

�
+Ric22x

2
2

�
1

6
�1 +

1

2
�2 +

1

6
�3

�
+Ric23x2x3

�
1

6
�1 +

1

3
�2 +

1

3
�3

�
+Ric31x1x3

�
1

3
�1 +

1

6
�2 +

1

3
�3

�
+Ric32x2x3

�
1

6
�1 +

1

3
�2 +

1

3
�3

�
+Ric33x

2
3

�
1

6
�1 +

1

6
�2 +

1

2
�3

�
+O

�
kxk3

��
:

36



d�où

Z
V

j�(��")j
2 dv(g) =

Z
V

j�(��")j
2
p
det gdx1dx2dx3

=

Z
NP (�)

e
�

3P
i=1
�ix

2
i

det g

8<:
 

3X
i=1

�i

!2
� 2

3X
i=1

�i

"
3X
i=1

(�ixi)
2

+
1

2
Ric11x

2
1

�
�1 +

1

3
�2 +

1

3
�3

�
+
1

3
Ric12x1x2

�
�1 + �2 +

1

2
�3

�
+
1

3
Ric13x1x3

�
�1 +

1

2
�2 + �3

�
+
1

3
Ric21x1x2

�
�1 + �2 +

1

2
�3

�
+
1

2
Ric22x

2
2

�
1

3
�1 + �2 +

1

3
�3

�
+
1

3
Ric23x2x3

�
1

2
�1 + �2 + �3

�
+
1

3
Ric31x1x3

�
�1 +

1

2
�2 + �3

�
+
1

3
Ric32x2x3

�
1

2
�1 + �2 + �3

�
+
1

2
Ric33x

2
3

�
1

3
�1 +

1

3
�2 + �3

��
+O

�
kxk3

��
dx1dx2dx3

Nous avons

p
det g = 1� A

avec

A =
3X

i;j=1

Ricij
6

xixj +O
�
kxk3

�
par conséquent

1p
det g

= 1 +
3X

i;j=1

Ricij
6

xixj +O
�
kxk3

�
Ainsi

Z
V

j�(��")j
2 dv(g) =

Z
NP (�)

e
�

3P
i=1
�ix

2
i

8<:
 

3X
i=1

�i

!2
� 2

3X
i=1

�i

"
3X
i=1

(�ixi)
2

+
1

2
Ric11x

2
1

�
�1 +

1

3
�2 +

1

3
�3

�
+
1

3
Ric12x1x2

�
�1 + �2 +

1

2
�3

�
+
1

3
Ric13x1x3

�
�1 +

1

2
�2 + �3

�
+
1

3
Ric21x1x2

�
�1 + �2 +

1

2
�3

�
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+
1

2
Ric22x

2
2

�
1

3
�1 + �2 +

1

3
�3

�
+
1

3
Ric23x2x3

�
1

2
�1 + �2 + �3

�
+
1

3
Ric31x1x3

�
�1 +

1

2
�2 + �3

�
+
1

3
Ric32x2x3

�
1

2
�1 + �2 + �3

�
+
1

2
Ric33x

2
3

�
1

3
�1 +

1

3
�2 + �3

��
+O

�
kxk3

��
dx1dx2dx3:

Maintenant , calculons chaque terme de

Z
N(P )(�)

j�(��")j
2 dv(g)

Commençons par I1

I1 =

 
3X
i=1

�i

!2 Z
NP (�)

e
�

3P
i=1
�ix

2
i
dx1dx2dx3

=

 
3X
i=1

�i

!2 Z
NP (�)

e
�
�

3P
i=1
xi
p
�i

�2
dx1dx2dx3

posons

zi = xi
p
�i ) dzi =

p
�idxi

Donc

I1 =

 
3X
i=1

�i

!2 Z
B
�
0; �

4p"

� e�
3P
i=1
z2i dzip

�i
:

=

 
3X
i=1

�i

!2
1
p
�

�p
�

2

�3
( pour " assez petit )

=
�
3
2

p
�
:

�
3P
i=1

�i

�2
8

:
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Un calcul analogue donne et pour " assez petit les formules suivantes

I2 = �2
3X
i=1

�i

Z
NP (�)

3X
i=1

(�ixi)
2 e

�
3P
i=1
�ix

2
i
dxi

= �

�
3P
i=1

�i

�2
8

:
�
3
2

p
�

avec � =
3

�
i=1
�i

I3 = �
3X
i=1

�i

�
�1 +

1

3
�2 +

1

3
�3

�
Ric11

Z
NP (�)

x21e
�

3P
i=1
�ix

2
i
dx1dx2dx3

= � �
3
2

p
�

Ric11
16�1

�
�1 +

1

3
�2 +

1

3
�3

� 3X
i=1

�i

I4 = �2
3

3X
i=1

�i

�
�1 + �2 +

1

2
�3

�
Ric12

Z
NP (�)

x1x2e
�

3P
i=1
�ix

2
i
dx1dx2dx3

= �
r
�

�

�
�1 + �2 +

1

2
�3

�
Ric12

12
p
�1�2

3X
i=1

�i

I5 = �2
3

3X
i=1

�i

�
�1 +

1

2
�2 + �3

�
Ric13

Z
NP (�)

x1x3e
�

3P
i=1
�ix

2
i
dx1dx2dx3

= �
r
�

�

�
�1 +

1

2
�2 + �3

�
Ric13

12
p
�1�3

3X
i=1

�i

I6 = �2
3

3X
i=1

�i

�
�1 + �2 +

1

2
�3

�
Ric21

Z
NP (�)

x1x2e
�

3P
i=1
�ix

2
i
dx1dx2dx3

= �
r
�

�

�
�1 + �2 +

1

2
�3

�
Ric21

12
p
�1�2

3X
i=1

�i
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et

I7 =
3

�
X
i=1

�i

�
1

3
�1 + �2 +

1

3
�3

�
Ric22

Z
NP (�)

x22e
�

3P
i=1
�ix

2
i
dx1dx2dx3

=
3

�
X
i=1

�i

�
1

3
�1 + �2 +

1

3
�3

�
Ric22
16�2

:
�
3
2

p
�

I8 = �2
3

3X
i=1

�i

�
1

2
�1 + �2 + �3

�
Ric23

Z
NP (�)

x2x3e
�

3P
i=1
�ix

2
i
dx1dx2dx3

= �
r
�

�

�
1

2
�1 + �2 + �3

�
Ric23

12
p
�2�3

3X
i=1

�i

I9 = �2
3

3X
i=1

�i

�
�1 +

1

2
�2 + �3

�
Ric31

Z
NP (�)

x1x3e
�

3P
i=1
�ix

2
i
dx1dx2dx3

= �
r
�

�

�
�1 +

1

2
�2 + �3

�
Ric31

12
p
�1�3

3X
i=1

�i

I10 = �2
3

3X
i=1

�i

�
1

2
�1 + �2 + �3

�
Ric32

Z
NP (�)

x2x3e
�

3P
i=1
�ix

2
i
dx1dx2dx3

= �
r
�

�

�
1

2
�1 + �2 + �3

�
Ric32

12
p
�2�3

3X
i=1

�i

I11 =

3

�
X
i=1

�i

�
1

3
�1 +

1

3
�2 + �3

�
Ric33

Z
NP (�)

x23e
�

3P
i=1
�ix

2
i
dx1dx2dx3

=
3

�
X
i=1

�i

�
1

3
�1 +

1

3
�2 + �3

�
Ric33
16�3

�
3
2

p
�
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Pour l�intégrale I12 , nous aurons la formule suivante

I12 =

Z
NP (�)

e
�

3P
i=1
�ix

2
i
O
�
kxk3

�
dx1dx2dx3

� M

Z
NP (�)

e
�

3P
i=1
�ix

2
i �
x21 + x22 + x23

� 3
2 dx1dx2dx3

� M
p
�

Z
B
�
0; �

4p"

� e�
3P
i=1
z2i
�
z21
�1
+
z22
�2
+
z23
�3

� 3
2

dz1dz2dz3

� M
p
�

Z
B
�
0; �

4p"

� e�
3P
i=1
z2i
�
z21
�1
+
z22
�2
+
z23
�3

�3
dz1dz2dz3

� M
p
�

"Z
B
�
0; �

4p"

� z41
�21
:e
�

3P
i=1
z2i
+ 2

Z
B
�
0; �

4p"

� z21
�1
:
z22
�2
e
�

3P
i=1
z2i
+

Z
B
�
0; �

4p"

� z42
�22
e
�

3P
i=1
z2i

+2

Z
B
�
0; �

4p"

� z21
�1
:
z23
�3
e
�

3P
i=1
z2i
+ 2

Z
B
�
0; �

4p"

� z22
�2
:
z23
�3
e
�

3P
i=1
z2i
+

Z
B
�
0; �

4p"

� z43
�23
e
�

3P
i=1
z2i

#
dz1dz2dz3

� M
p
�

"
1

�21

Z �
4p"

0

z41 :e
�z21dz1

Z �
4p"

0

e�z
2
2dz2

Z �
4p"

0

e�z
2
3dz3

+
2

�1�2

Z �
4p"

0

z21e
�z21dz1

Z �
4p"

0

z22e
�z22dz2

Z �
4p"

0

e�z
2
3dz3

+
1

�22

Z �
4p"

0

e�z
2
1dz1

Z �
4p"

0

z42e
�z22dz2

Z �
4p"

0

e�z
2
3dz3

+
2

�1�3

Z �
4p"

0

z21e
�z21dz1

Z �
4p"

0

e�z
2
2dz2

Z �
4p"

0

z23e
�z23dz3

+
2

�2�3

Z �
4p"

0

e�z
2
1dz1

Z �
4p"

0

z22e
�z22dz2

Z �
4p"

0

z23e
�z23dz3

+
1

�23

Z �
4p"

0

e�z
2
1dz1

Z �
4p"

0

e�z
2
2dz2

Z �
4p"

0

z43e
�z23dz3

#

Calculons chaque terme de cette dernière expression:

41



Commençons par I�1 , où

I�1 =
1

�21

Z �
4p"

0

z41 :e
�z21dz1

Z �
4p"

0

e�z
2
2dz2

Z �
4p"

0

e�z
2
3dz3

� 1

�21

Z �
4p"

0

z41
��1dz1

Z �
4p"

0

z��22 dz2

Z �
4p"

0

z��33 dz3 (�i > 0 ; i = 1; 2; 3)

� 1

�21

�
1

5� �1
z51
��1
� �

4p"

0

:

�
1

1� �2
z1��22

� �
4p"

0

:

�
1

1� �3
z1��33

� �
4p"

0

� 1

�21

�
1

5� �1

�5��1

"
5��1
4

�
:
1

1� �2

�
�
4
p
"

�1��2
:
1

1� �3

�
�
4
p
"

�1��3
� 1

�21 (5� �1) (1� �2) (1� �3)
:
�7�(�1+�2+�3)

"
7�(�1+�2+�3)

4

� �7�(�1+�2+�3)

(5� �1) (1� �2) (1� �3) "
7�(�1+�2+�3)

4

:
"

�1
avec

1

�21
=

"

�1

=
�7�(�1+�2+�3)

�1 (5� �1) (1� �2) (1� �3)
"
(�1+�2+�3)�3

4 avec �1 + �2 + �3 � 4

= o
�
"
(�1+�2+�3)�3

4

�
Un calcul similair nous donne les estimations suivantes :

I�2 =
2

�1�2

Z �
4p"

0

z21e
�z21dz1

Z �
4p"

0

z22e
�z22dz2

Z �
4p"

0

e�z
2
3dz3

= o
�
"
(�1+�2+�3)�3

4

�

I�3 =
1

�22

Z �
4p"

0

e�z
2
1dz1

Z �
4p"

0

z42e
�z22dz2

Z �
4p"

0

e�z
2
3dz3

= o
�
"
(�1+�2+�3)�3

4

�

I�4 =
2

�1�3

Z �
4p"

0

z21e
�z21dz1

Z �
4p"

0

e�z
2
2dz2

Z �
4p"

0

z23e
�z23dz3

= o
�
"
(�1+�2+�3)�3

4

�
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De même façon on trouve que

I�5 = I�6 = o
�
"
(�1+�2+�3)�3

4

�
Finalement

I12 =
1
p
�
(I�1 + I�2 + :::+ I�6 ) =

"
3
4

(�1�2�3)
1
4

(I�1 + I�2 + :::+ I�6 )

= o
�
"
(�1+�2+�3)�3

4

�
avec

 
�i > 0; i = 1; 2; 3 et

3X
i=1

�i � 4
!

Maintenant , on va reprendre les mêmes calculs sur NP (2�)�NP (�)

calculons Z
NP (2�)�NP (�)

j�(��")j dv (g)

Rappelons que

�g = �
1p
det g

3X
i;j=1

@

@xi

�p
det g:gij

� @

@xj

avec

gij = �ij +O
�
kxk2R3

�
et p

det g = 1�
3X

i;j=1

Ricij
6

xixj +O
�
kxk3R3

�
Calculons

3X
i;j=1

@

@xi

�p
det g:gij

� @ (��")
@xj

=
@

@x1

�p
det g:g11

� @ (��")
@x1

+
@

@x2

�p
det g:g22

� @ (��")
@x2

+
@

@x3

�p
det g:g33

� @ (��")
@x3

+O
�
kxk4R3

�
=

@

@x1

�p
det g

@ (��")

@x1

�
+

@

@x2

�p
det g

@ (��")

@x2

�
+

@

@x3

�p
det g

@ (��")

@x3

�
+O

�
kxk4R3

�
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où

@ (��")

@x1
=

@�

@x1
:�" + �:

@�"
@x1

=
@�

@x1

 
e
�

3P
i=1
�i

x2i
2 � e

� �
2
p
"

!
+ �

 
��1x1e

�
3P
i=1
�i

x2i
2

!

=
@�

@x1

 
e
�

3P
i=1
�i

x2i
2 � e

� �
2
p
"

!
� �1�x1e

�
3P
i=1
�i

x2i
2

Donc

p
det g

@ (��")

@x1
=

 
e
�

3P
i=1
�i

x2i
2 � e

� �
2
p
"

!�
@�

@x1
� Ric11

6

@�

@x1
x21 �

Ric12
6

@�

@x1
x1x2

�Ric13
6

@�

@x1
x1x3 �

Ric21
6

@�

@x1
x1x2 �

Ric22
6

@�

@x1
x22 �

Ric23
6

@�

@x1
x2x3

�Ric31
6

@�

@x1
x1x3 �

Ric32
6

@�

@x1
x2x3 �

Ric33
6

@�

@x1
x23 +

@�

@x1
O
�
kxk3R3

��

��1e
�

3P
i=3

�i
x2i
2
�
�x1 �

Ric11
6

�x31 �
Ric12
6

�x21x2 �
Ric13
6

�x21x3

�Ric21
6

�x21x2 �
Ric22
6

�x1x
2
2 �

Ric23
6

�x1x2x3 �
Ric31
6

�x1x
2
3

�Ric32
6

�x1x2x3 �
Ric33
6

�x1x
2
3 +O

�
kxk4R3

�
:

On a

@

@x1

�p
det g

@ (��")

@x1

�
= e

�
P
�i
x2i
2

�
��1� +

@2�

@x21
�
�
2�1 +

Ric11
3

�
@�

@x1
x1

�1
6
(Ric12 +Ric21)

@�

@x1
x2 �

1

6
(Ric13 +Ric31)

@�

@x1
x3

+

�
�21�

Ric11
6

@2�

@x21
+ �1

Ric11
2

�

�
x21 +

�
�Ric22

6

@2�

@x21
+ �1

Ric22
6

�

�
x22

+

�
�Ric33

6

@2�

@x21
+ �1

Ric33
6

�

�
x23

+

�
�Ric12

6

@2�

@x21
� Ric21

6

@2�

@x21
+ �1

Ric12
3

� + �1
Ric21
3

�

�
x1x2
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+

�
�Ric13

6

@2�

@x21
� Ric31
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Nous obtenons
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avec M1;M2 sont des constantes positives .

Alors
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