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Chapître 1

Introduction

Il est facile de voir que les sphères sont des exemples d�hypersurfaces fermées
de l�espace euclidien de courbures moyennes constanes, mais il est di�cile
d�imaginer d�autres exemples. La question posée: est ce qu�une hypersurface
fermée de l�espace euclidien de courbure moyenne constante est nécéssaire-
ment une sphère?
En 1958 A.D.Alexandrov [1] prouve que toute hypersurface fermée (com-

pacte sans bord) plongée dans l�espace euclidien de courbure moyenne con-
stante est nécéssairement une sphère. Ros et Mentiel ont prouvé ensuite que
ce dernier résultat reste vrai si la courbure moyenne d�ordre superieure Hr

est constante pour un certain r = 1; :::; n.
En 1984 Wente [22] a construit des surfaces fermées, immergées, non

sphériques de courbure moyenne constante, le premier exemple. En 1987
Kapouleas [13] a costruit des surfaces fermées, immergées dans R3, de cour-
bures moyennes constantes et de genre g > 3.
Dans le cas où le bord est non vide, le probléme consiste a trouver tous

les hypersurfaces de courbures moyennes d�ordre supérieur Hr constantes et
de bord une sphère �n�1.
Dans l�article [14], l�auteur avait montré qu�une hypersurface de Rn+1

de bord �n�1, une sous-variété compacte, orientée de dimension n � 1 �xée
dans un hyperplan � de Rn+1, et de courbure moyenne constante non nulle
plongée hérite des symètries du bord pourvu qu�elle soit plongée et qu�elle
ne coupe pas l�extérieur de �n�1 dans l�hyperplan � � Rn+1. D�après le
résultat d�Alexandrov précédent, l�auteur obtient en conséquence que si �n�1

est une sphère de dimension n � 1 alors Mn est symétrique par rapport à
tout hyperplan passant par le centre de �n�1 et orthoganal à l�hyperplan �
,et par conséquent Mn est une calotte sphérique.
Dans un travail récent [2], les auteurs ont étudié la question précédente

dans un contexte plus général.L�espace embiant étant une variété rièmanni-

2



CHAPÎTRE 1. INTRODUCTION 3

enne M
n+1
connexe et orientée de dimension n + 1. P nest une hypersurface

connexe, orientable et totalement géodésique dans M
n+1
. �n�1 � P n est

une sous-variété compacte, orientée de dimension n � 1 plongée dans P n.
Mn est une variété connexe orientée de dimension n à bord régulier @Mn.
Pour cette con�guration géométrique les auteurs ont étudié la question de
symétrie qui s�annonce comme suit : comment est la géométrie de la variété
Mn le long du bord @Mn relativement à l�inclusion �n�1 � P n. Une réponse
partielle a été fournie et est donnée par l�expression suivante qui a lieu sur
le bord @Mn : pour tout 1 � r � n� 1

hTr�; �i = (�1)r sr h�; �ir (1.1)

où Tr désigne la transformation de Newton classique associée à la seconde
forme fondamentale de Mn �M

n+1
. � est le champ unitaire de vecteurs co-

normal à @Mn orienté vers l�extérieur, � est le champ unitaire de vecteurs nor-
mal de P n �M

n+1
et sr = sr (� 1; :::; �n�1) est la fonction symétrique élémen-

taire d�ordre r fonction des courbures principales � 1; :::; �n�1 de �n�1 � P n

par rapport au champ de vecteurs normal sortant.
Comme conséquence directe de la formule (1.1) ils obtiennent une relation

forte entre la transversalité de Mn relativement à P n le long du bord et
l�ellipticité sur Mn de la transformation de Newton d�order r , Tr.
Ce fait et le Théorème7.3 dans [21], permettent aux auteurs d�obtenir le

résultat suivant:

Théorème 1 Soient �n�1une sous-variété compacte strictement convexe de
dimension n�1 de l�hyperplan � � Rn+1 et  :Mn ! Rn+1 une hypersurface
compacte et plongée de bord �n�1. Supposons que pour tout 2 � r � n, la
courbure moyenne d�ordre r, Hr de Mn est constante non nulle. Alors Mn

hérite de toutes les symmétries de �n�1. En particulier si le bord �n�1 est
une sphère de dimension n� 1 de Rn+1 alors Mn est une calotte sphèrique.

Ce dernier résultat généralise partiellement la réponse a un vieux prob-
lème de géométrie di¤érentielle classique qui consiste à chercher toutes les
surfaces compactes de R3 de courbures moyennes constantes bordées par un
cercle et dont il est conjuncturé qu�une surface compacte dans R3de courbure
moyenne constante et de genre zéro ou bien plongée dans R3 est nécéssaire-
ment une calotte sphérique ou un disque plat.
Dans ce modeste travail de Magister, on essaie d�étendre quelques ré-

sultats obtenus dans [2] aux sous-variétés de condimension supérieure, en
particulier la relation (1.1).
Nous obtenons le résultat de transversalité suivant:
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Théorème 2 Si pour tout k 2 (1; :::;m) les transformations de Newton
Tr;k sont dé�nies positives pour un certain r 2 (1; :::; n� 1) alors la sous-
variété Mn est traverse à la sous-variété P n le long de son bord @Mn.



Chapître 2

Généralités

Dans ce chapître nous rappelons quelques propriètés des immersions
isométriques, qui sont nécessaires à la lecture des chapîtres suivants.

Dé�nition 2.0.1 Soit M et N deux variétés di¤érentiables de dimensions
respctives m et n. Une application di¤érentiable ' : M ! N est dite une
immersion si on a: d' (p) : TpM ! T'(p)N est injective pour tout p 2 M .Si
de plus ' : M ! '(M) � N est un homéomorphisme, où ' (M) est muni
de la topologie induite, ' est appelée un plongement.Si M � N et l�inclusion
i :M � N est un plongement,on dit que M est une sous-variété de N . Si les
variétés di¤érentiables M , N sont riemanniennes et ' conserve la distance
i.e.

hd'p(u); d'p(v)i'(p) = hu; vip (2.1)

l�immersion ' est dite une immersion isométrique.

Remarquons qu�une immersion isométrique induite sur M une structure
riemannienne à partir de celle de N donnée par la relation 2.1.
On peut voir que si ' : M ! N est une immersion isométrique, alors

m � n. n�m est appelée la codimension de l�immersion '.

Théorème 3 Soit (M; h:; :i) une variété riemannienne et p 2 M .
On dé�nit l�application R0 : TpM � TpM � TpM ! TpM par:

hR0(X; Y;W ); Zi = hX;W ihY; Zi � hY;W ihX;Zi
pour tout X;Y;W;Z 2 TpM .
Alors M a une courbure sectionnelle constante égale à c si et seulement

si:
R = cR0

Où R désigne le tenseur de courbure de M .
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Dé�nition 2.0.2 Soit M une sous-variété d�une variété riemannienne M .
L�espace normal de M est le sous espace vectoriel (TpM)? de TpM formé
des vecteurs v qui sont normaux à TpM . i.e.

(TpM)
? =

�
v 2 TpM=; hv; wi = 0;8w 2 TpM

	
Dé�nition 2.0.3 Le �bré normal deM , noté N (M) est la réunion d�espaces
vectoriels dé�nie par:

N (M) = [p2M(TpM)? =
�
(p; v)=p 2M; v 2 (TpM)?

	
Dé�nition 2.0.4 Soient M et N deux sous-variétés d�une variété rieman-
nienne M , alors M et N sont dites transverses si M \ N = � , où bien
8p 2M \N :

TpM + TpN = Tp(M)

Soit M une variété rièmannienne, connexe et orientable de dimension
n+m et h; i etr la métrique et la connexion de Levi- Civita correspondantes.
Soit M une varièté riémannienne, connexe et orientable,de dimension n

et du bord régulier @M .

Dé�nition 2.0.5 Soient M une sous-variété de M de dimension n connexe
et orientable,du bord régulier @M et � une sous-variété orientable de M de
dimension n � 1. Alors M est dite sous-variété du M de bord � s�il existe
une immersion isométrique  : M ! M telle que la restriction de  sur le
bord @M est un di¤éomorphisme sur �.

Notons par {(M) l�algébre de Lie des champs de vecteurs dé�nis sur M .
Soit  :M !M une immersion isométrique.
Pour tout p 2 M , l�espace tangent TpM se décompose en la somme

directe:
TpM = TpM � (TpM)?

où (TpM)? est le complément orthogonal de TpM dans TpM .
Soit le tenseur deux fois covariant et une fois contravariant suivant:

B : {(M)� {(M)! {(M)
(X; Y ) 7�! B(X;Y ) = rXY �rXY

L�application B est bilinéaire et symmétrique.
Pour tout � 2 (TpM)?, nous avons la forme bilinéaire symmétrique suiv-

ante:
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H� : TpM � TpM ! R
(u; v) 7�! H�(u; v) = hB(u; v); �i

Dé�nition 2.0.6 La seconde forme fondamentale est l�opérateur linéaire auto-
adjoint A� dé�ni par:

A� : TpM ! TpM
u 7�! A�u

avec:
hA�u; vi = H�(u; v) = hB(u; v); �i

Et nous avons de plus:

A�(u) = �(ru�)
>

Etant donnés u 2 TpM , � 2 (TpM)?, la composante tangentielle de ru�
est alors:

(ru�)
> = �A�(u)

et la composante normale de ru� est dé�nie par

r?
u � = (ru�)

N = ru� � (ru�)
> = ru� + A�(u)

r? remplit tous les axiomes d�une connexion,et est dite la connexion
normale de l�immersion.
Le champ de tenseurs de courbure associé à la connexion normale est

dé�ni par
R?(u; v)� = r?

vr?
u � �r?

ur?
v � +r?

[u;v]�

et est appelé le champ de tenseurs de courbure normale de la connexion.

Dé�nition 2.0.7 Le �bré normal est dit plat si R? � 0. Le champ de
vecteurs � est dit parallèle sur le �bré normal si r?

X� = 0 pour tout vecteur
tangent X à M .
On dit qu�un sous �bré eN du �bré normal est parallèle dans le �bré normal

s�il est invariant par translation parallèle par rapport à r?. ie si � 2 eN
alors:r?

X� 2 eN pour tout vecteur tangent X à M .
On dit que le tensur de courbure de la connexion normale est parallèle

dans le �bré normal si:
r?
XR

?(Y; Z) = 0

pour tout X;Y; Z dans l�espace tangent à M .
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Choisissons maintenant une base orthonormale �1; :::; �m de l�espace nor-
mal (TpM)? en p 2M .
Nous avons donc pour u 2 TpM :

A�i(u) = Ai(u) = �(ru�i)
>

Théorème 4 (Elie Cartan):
Si l�espace ambiant est de courbure constante alors Le �bré normal est plat

si et seulement si,en chaque point, toutes les secondes formes fondamentales
A�i sont simultanément diagonalisables.

Pour tout i 2 (1; :::;m), A�i est un opérateur linéaire auto-adjoint et si
l�on suppose que le �bré normal est plat, alors d�aprés le théorème ci-dessus
il existe une base de TpM qui diagonalise tous les opérateurs A�i. Notons par
(e1; :::; en) une telle base que l�on peut considérer comme base orthonormée.

On dé�nit n invariant algébriques:

Sr(x1; :::; xn) = �r(x1; :::; xn) (2.2)

où �r : Rn ! R sont les fonctions élémentaires symétriques données par:

�r(x1; :::; xn) =
X
i1h:::hir

xi1 :::xir

Ces fonctions élémentaires ont des propriétés remarquables.

Lemme 2.0.8 i) pour tout 1 � r � n on a:

Sr(x1; :::; xn) = xiSr�1(x1; :::; bxi; :::; xn) + Sr(x1; :::; bxi; :::; xn) (2.3)

ii) pour tout 1 � r � n on a:

Sr(x1; :::; bxi; :::; xn) = rX
j=0

(�1)jSr�j(x1; :::; xn)xji . (2.4)

Démonstration : i) On a:

Sr(x1; :::; xn) =
X
i1h:::hir

xi1 :::xir

=
X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::xir +
X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::xi:::xir
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=
X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::xir + xi
X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::bxi:::xir
= Sr(x1; :::; bxi; :::; xn) + xiSr�1(x1; :::; bxi; :::; xn)

d�où le résultat.
ii) Faisons une démonstration par réccurence sur r.
Pour r = 0 on a: S0(x1; :::; bxi; :::; xn) = 1 par dé�nition. Donc la propriété

(2.3) est vraie pour r = 0.
Supposons que l�égalité (2.3) est vraie jusqu�a l�ordre r � 1.
D�aprés la propriété (2.2) on a:

Sr(x1; :::; bxi; :::; xn) = Sr(x1; :::; xn)�xiSr�1(x1; :::; bxi; :::; xn)
= Sr(x1; :::; xn) +

r�1X
j=0

(�1)j+1Sr�1�j(x1; :::; bxi; :::; xn)xj+1i

Posons l = j + 1, alors:

Sr(x1; :::; bxi; :::; xn) = Sr(x1; :::; xn) +
rX
l=1

(�1)lSr�l(x1; :::; ; bxi; :::; xn)
=

rX
l=0

(�1)lSr�l(x1; :::; ; bxi; :::; xn)xli
D�où l�égalité.
Le polynôme caractéristique de l�opérateur Ai peut s�exprimer à l�aide des

fonctions élémentaires symétriques Sr;i comme

det(tI � Ai) =

nX
r=0

(�1)rSr;itn�r (2.5)

avec:
Sr;i = Sr(xi;1; :::; xi;r)

où xi;1; :::; xi;n sont les valeurs propres de Ai.

Dé�nition 2.0.9 La courbure moyenne d�ordre r (r � 1) est le vecteur nor-
mal dé�ni par �

n

r

�
Hr =

mX
k=1

Sr;k�k (2.6)

où
�
n
r

�
= n!

r!(n�r)! .
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En particulier pour r = 1, nous avons la notion de courbure moyenne
classique

H1 =
1

n

mX
k=1

S1;k�k =
1

n

mX
k=1

tr(Ak)�k

Pour r = n nous obtenons

Hn =

mX
k=1

Sn;k�k =

mX
k=1

det(Ak)�k

Remarque 2.0.10 Dans [11] nous trouvons une dé�nition analogue pour la
courbure moyenne d�ordre supèrieure. Elle est dé�nie comme suit
Soit (�1; :::; �m)une base orthonormale de (TpM)?,et soit � 2 (TpM)?.

� 2 (TpM)? ) � =
mX
i=1

h�i; �i�i

A�(�j) = A
(

mX
i=1

h�i;�i�i)
(�j)

=
mX
i=1

h�i; �iA�i(�j)

Les valeurs propres de la seconde forme fondamentale A� sont appelées
les courbures principales dans la direction de �, et les vecteurs propres cor-
respondants sont appelées les directions principales.

Dé�nition 2.0.11 La courbure moyenne d�ordre r � 1, Hr(�), en � est
donnée par la ri�eme fonction élémentaire symmétrique�

n

r

�
Hr(�) = Sr(x1; :::; xn)

où x1; :::; xn sont les courbures principales en �.

Dé�nition 2.0.12 La courbure de Gauss G� de M dans la direction de �
est donnée par

G� = Hn(�) =

nY
i=1

xi = detA�
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Remarque 2.0.13 Dans le cas des hypersurfaces orientées, nous avons un
champ de vecteurs normal global, et donc une seule seconde forme fondamen-
tale �

n

r

�
Hr = Sr(x1; :::; xn)

et:
G� = Hn.

Proposition 2.0.14 (équation de Gauss)
Pour X; Y; Z; T 2 {(M) nous avons

hR(X; Y )Z; T i = hR(X;Y )Z; T i � hB(Y; T ); B(X;Z)i+ hB(X;T ); B(Y; Z)i
(2.7)

Considérons maintenant B comme un champ de tenseurs symmétrique de
type (3,0)

B : {(M)� {(M)� {(M)? ! R
(X; Y; �) 7�! B(X; Y; �) = hB(X; Y ); �i

La dérivée covariante de B est alors:

rXB(Y; Z; �) = X(B(Y; Z; �))�B(rXY; Z; �)�B(Y;rXZ; �)�B(Y; Z;r?
X�)

où:
r?
X� = (rX�)

N

= rX� � (rX�)
>

= rX� + A�(X)

Proposition 2.0.15 (équation de Codazzi )
Pour X; Y; Z 2 {(M) et � 2 {(M)? nous avons:

hR(X; Y )Z; �i = (rYB)(X;Z; �)� (rXB)(Y; Z; �) (2.8)



Chapître 3

Les transformations de Newton

Notons par {(M) l�algébre de Lie des champs de vecteurs dé�nis sur M .
Les transformations de Newton

Tr;k : {(M) �! {(M)

sont dé�nies par la relation réccurente:

T0;k = I

Tr;k = Sr;kI � AkTr�1;k

où I est l�identité dans {(M). Ceci est équivalent à:

Tr;k = Sr;kI � Sr�1;kAk + :::+ (�1)r�1S1;kAr�1k + (�1)rArk
Le polynôme caractéristique de l�opérateur Ak est donnée par la relation

Pn;k(t) = det(tI � Ak) =

nX
r=0

(�1)rSr;ktn�r

Par le théorème de Cayley-Hamilton, Ak est un zéro du polynôme carac-
téristique.
i.e.

Pn;k(Ak) = 0

ce qui donne:
Tn;k = 0

12
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Proposition 3.0.16 Tr;k est aussi un opérateur linéaire auto-adjoint.

Démonstration : Faisons une démonstration par réccurence sur r.
Il est évident que

T0;k = I

est un opérateur linéaire auto-adjoint.
Supposons que Tj;k est un opérateur linéaire auto-adjoint pour 1 � j �

r � 1 et soient u; v 2 {(M)

hTr;ku; vi = h(Sr;kI � AkTr�1;k)u; vi

= h(Sr;kI)u; vi � h(AkTr�1;k)u; vi
= hu; (Sr;kI)vi � h(Tr�1;k)u;Akvi

= hu; (Sr;kI)vi � h(Tr�1;k)u; (Tr�1;k)Akvi
= hu; ((Sr;kI)� (Tr�1;kAk))vi

= hu; Tr;kvi
Tr;k est alors un opérateur auto-adjoint.
On remarque aussi que Tr;k commute avec Ak. Par conséquent d�aprés le

théorème de diagonalisation simultanée, la base (e1; :::; en) diagonalisante Ak
diagonalise aussi Tr;k et on obtient

Lemme 3.0.17 i) Pour tout i 2 (1; :::; n), on a:

Tr;k(ei) = �i;rei

avec:
�i;r =

X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::xir = Sr;k(x1; :::; bxi; :::; xn)
ii) pour tout 1 � r � n,on a:

tr(Tr;k) = (n� r)Sr;k (3.1)

iii) pour tout 1 � r � n,on a:

tr(AkTr;k) = (r + 1)Sr+1;k (3.2)



CHAPÎTRE 3. LES TRANSFORMATIONS DE NEWTON 14

Démonstration : i) Faisons uns démonstration par réccurence sur r
Pour r = 1 nous avons

T1;k(ei) = (S1;kI � AkT0;k)(ei)

= S1;kI(ei)� Ak(ei)

= (x1 + :::+ xn � xi)ei

= S1;k(x1; :::; bxi; :::; xn)(ei)
Donc la relation est vraie pour r = 1.
Supposons que la relation est vraie jusqu�a l�ordre r � 1:
Nous avons

Tr;k(ei) = (Sr;kI � AkTr�1;k)(ei)

= Sr;k(ei)� AkTr�1;k(ei)

= Sr;k(ei)� Ak(Sr�1;k(x1; :::; bxi; :::; xn)(ei))
= Sr;k(ei)� Sr�1;k(x1; :::; bxi; :::; xn)Ak(ei)

= (Sr;k(x1; :::; xn)� xiSr�1;k(x1; :::; bxi; :::; xn))(ei)
= Sr;k(x1; :::; bxi; :::; xn))(ei)

Donc
�i;r =

X
i1h:::hir
ij 6=i

xi1 :::xir = Sr;k(x1; :::; bxi; :::; xn)
ii) Montrons que: tr(Tr;k) = (n� r)Sr;k.
Nous avons

(x+ x1):::(x+ xn) =

nX
r=0

Sr;k(x1; :::; xn)x
n�r

et en dérivant les deux termes par rapport à x, on obtient

@

@x
(

nX
r=0

Sr;k(x1; :::; xn)x
n�r) =

n�1X
r=0

(n� r)Sr;k(x1; :::; xn)x
n�r�1

et:

@

@x
(x+ x1):::(x+ xn) =

nX
i=1

(x+ x1):::(x+ xi�1) \(x+ xi)(x+ xi+1):::(x+ xn)

=

nX
i=1

n�1X
r=0

Sr;k(x1; :::bxi; :::; xn)xn�r�1
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=

n�1X
r=0

(

nX
i=1

Sr;k(x1; :::bxi; :::; xn))xn�r�1
Considérons le coe¢ cient de xn�r�1 dans les deux dérivations,on trouve:

(n� r)Sr;k(x1; :::; xn) =
nX
i=1

Sr;k(x1; :::bxi; :::; xn)
D�où le résultat.
iii) Nous avons:

AkTr;k = Sr+1;kI � Tr+1;k

d�où:
tr(AkTr;k) = tr(Sr+1;kI � Tr+1;k)

= Sr+1;ktr(I)� tr(Tr+1;k)

= nSr+1;k � (n� 1� r)Sr+1;k

et d�après l�égalité (3.1), on trouve:

tr(AkTr;k) = (r + 1)Sr+1;k

3.1 Divergence de la transformation de New-

ton

La dérivée covariante de la transformation de Newton est le champ de
tenseurs deux fois covariant et une fois contravariant

rTr;k : {(M)� {(M) �! {(M)
(u; v) 7�! rTr;k = (ruTr;k)(v)

avec
(ruTr;k)(v) = ru(Tr;k(v))� Tr;k(ruv)

Lemme 3.1.1 Pour k 2 (1; :::;m), nous avons:

divMT0;k = 0

divMTr;k = �Ak(divMTr�1;k)�
nX
i=1

R(�k; Tr�1;k(ei))ei)
>�
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nX
i=1

h
tr(Ar?ei�k

� Tr�1;k)� (Ar?ei�k � Tr�1;k)
i
ei (3.3)

où R est le champ de tenseurs de courbure de M
n+m

.

Démonstration : on a

divMTr;k = tr (rTr;k) =
nX
i=1

(reiTr;k)ei

pour r = 0 nous avons

divMT0;k = trrI = 0

car:
(ruI)(v) = ru(I(v))� I(ruv)

= 0

et par suite
divMT0;k = 0

Soit k 2 (1; :::; n),on a alors

(reiTr;k)(ei) = rei(Tr;k(ei))� Tr;k(reiei)

= rei((Sr;kI � AkTr�1;k)ei)� (Sr;kI � AkTr�1;k)(reiei)

= rei(Sr;kei)�rei(AkTr�1;k(ei))� Sr;k(reiei) + (AkTr�1;k)(reiei)

= ei(Sr;k)ei+Sr;k(reiei)�rei(AkTr�1;k(ei))�Sr;k(reiei)+(AkTr�1;k)(reiei)

= ei(Sr;k)ei � (rei(AkTr�1;k(ei))� (AkTr�1;k)(reiei))

= (deiSr;k)(ei)� (rei(AkTr�1;k))ei

= hrSr;k; eiiei � (reiAk)(Tr�1;k(ei)� Ak((reiTr�1;k)(ei))

Et alors

divMTr;k =

nX
i=1

(reiTr;k)(ei)

=

nX
i=1

hrSr;k; eiiei �
nX
i=1

(reiAk)(Tr�1;k(ei))�
nX
i=1

Ak((reiTr�1;k)(ei))

= rSr;k � AkdivMTr�1;k �
nX
i=1

(reiAk)(Tr�1;k(ei))
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L�équation de Godazzi et le fait que reiAk est un opérateur autoadjoint
nous permet d�écrire:

nX
i=1

h(reiAk)(Tr�1;k(ei)); vi =
nX
i=1

hR(�k; Tr�1;k(ei))ei; vi+ tr(Tr�1;k �rvAk)�

h
nX
i=1

h
tr(Ar?ei�k

� Tr�1;k)� (Ar?ei�k � Tr�1;k)
i
ei; vi

En e¤et nous avons pour tous X; Y; Z 2 TpM et � 2 (TpM)?

hR(X; Y )Z; �i = (rYB)(X;Z; �)� (rXB)(Y; Z; �)

= Y (B(X;Z; �))�B(rYX;Z; �)�B(X;rYZ; �)�B(X;Z;r?
Y �)�X(B(Y; Z; �))+

B(rXY; Z; �) +B(Y;rXZ; �) +B(Y; Z;r?
X�)

= Y (hB(X;Z); �i)� hB(rYX;Z); �i � hB(X;rYZ); �i � hB(X;Z);r?
Y �i�

XhB(Y; Z); �i+ hB(rXY; Z); �i+ hB(Y;rXZ); �i+ hB(Y; Z);r?
X�i

= Y (hA�(X); Zi�hA�(Z);rYXi�hA�(X);rYZi�hAr?Y �(X); Zi�X(hA�(Y ); Zi)+

hA�(Z);rXY i+ hA�(Y );rXZi+ hAr?X�(Y ); Zi

= hrY (A�(X)); Zi+hA�(X);rYZi�hA�(Z);rYXi�hA�(X);rYZi�hAr?Y �(X); Zi�

hrX(A�(Y )); Zi�hA�(Y );rXZi+hA�(Z);rXY i+hA�(Y );rXZi+hAr?X�(Y ); Zi

= hrY (A�(X)); Zi�hA�(Z);rYXi�hrX(A�(Y )); Zi+hA�(Z);rXY i+hAr?X�(Y ); Zi�

hAr?Y �(X); Zi

= hrY (A�(X))�A�(rYX); Zi�hrX(A�(Y ))�A�(rXY ); Zi+hAr?X�(Y ); Zi�hAr?Y �(X); Zi

= h(rYA�)(X); Zi � h(rXA�)(Y ); Zi+ hAr?X�(Y ); Zi � hAr?Y �(X); Zi

Posons maintenant

X = v; Y = ei; Z = Tr�1;k(ei); � = �k

nous avons donc

hR(v; ei)Tr�1;k(ei); �ki = h(reiA�k)(v)� (rvA�k)(ei); Tr�1;k(ei)i+
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hAr?v �k(ei)� Ar?ei�k
(v); Tr�1;k(ei)i

Or

hAr?v �k(ei)�Ar?ei�k(v); Tr�1;k(ei)i = hB(Tr�1;k(ei); ei);r
?
v �ki�hB(v; Tr�1;k(ei));r?

ei
�ki

et nous avons
nX
i=1

hB(v; Tr�1;k(ei));r?
ei
�ki =

nX
i=1

hB(Tr�1;k(ei); v);r?
ei
�ki

=

nX
i=1

hAr?ei�k(Tr�1;k(ei)); vi

= h
nX
i=1

(Ar?ei�k
� Tr�1;k)(ei); vi

Et si on pose v =
nX
j=1

hv; ejiej , nous avons alors

nX
i=1

hAr?v �k(ei); Tr�1;k(ei)i =
nX
i=1

hB(Tr�1;k(ei); ei);r?
v �ki

=
nX
i=1

nX
j=1

hv; ejihB(Tr�1;k(ei); ei);r?
ej
�ki

=
nX
i=1

nX
j=1

hv; ejih(Ar?ej�k)(Tr�1;k(ei)); eii

=
nX
j=1

hv; eji
nX
i=1

h(Ar?ej�k � Tr�1;k)(ei); eii

=
nX
j=1

hv; ejitr(Ar?ej�k � Tr�1;k)

= hv;
nX
j=1

tr(Ar?ej�k
� Tr�1;k)eji

Ceci nous donne
nX
i=1

hAr?v �k(ei)�Ar?ei�k(v); Tr�1;k(ei)i = hv;
nX
j=1

tr(Ar?ej�k
�Tr�1;k)eji�h

nX
i=1

(Ar?ei�k
�Tr�1;k)(ei); vi
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= h
nX
j=1

tr(Ar?ej�k
� Tr�1;k)ej �

nX
i=1

(Ar?ei�k
� Tr�1;k)ei; vi

= h
nX
i=1

h
tr(Ar?ei�k

� Tr�1;k)� (Ar?ei�k � Tr�1;k)
i
ei; vi

Nous avons donc
nX
i=1

hR(v; ei)Tr�1;k(ei); �ki =
nX
i=1

h(reiA�k)(v)� (rvA�k)(ei); Tr�1;k(ei)i+

h
nX
i=1

h
tr(Ar?ei�k

� Tr�1;k)� (Ar?ei�k � Tr�1;k)
i
ei; vi

d�où
nX
i=1

h(reiAk)(Tr�1;k(ei)); vi =
nX
i=1

hR(v; ei)Tr�1;k(ei); �ki+
nX
i=1

h(rvAk)(ei); Tr�1;k(ei)i�

h
nX
i=1

h
tr(Ar?ei�k

� Tr�1;k)� (Ar?ei�k � Tr�1;k)
i
ei; vi

et alors

hdivMTr;k; vi = hrSr;k; vi�hAkdivMTr�1;k; vi�h
nX
i=1

R(�k; Tr�1;k(ei))ei; vi�tr(Tr�1;k�rvAk)+

h
nX
i=1

h
tr(Ar?ei�k

� Tr�1;k)� (Ar?ei�k � Tr�1;k)
i
ei; vi

On peut montrer que

hrSr;k; vi = tr(Tr�1;k � rvAk).

En e¤et, soit (e1; :::; en) la base de TpM formée par les vecteurs propres
de Ak

(rvAk)(ei) = rv(Ak(ei))� Ak(rvei)

= rv(�i;kei)� Ak(
nX
j=1

hrvei; ejiej)

= �i;krvei + v(�i;k)ei �
nX
j=1

hrvei; ejiAk(ej)
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= v(�i;k)ei + �i;krvei �
nX
j=1

hrvei; eji�j;kej

= v(�i;k)ei + �i;k

nX
j=1

hrvei; ejiej �
nX
j=1

hrvei; eji�j;kej

= v(�i;k)ei +
nX
j=1

�i;khrvei; ejiej �
nX
j=1

hrvei; eji�j;kej

= v(�i;k)ei +
nX
j=1

(�i;k � �j;k)hrvei; ejiej

Par conséquent

Tr�1;k((rvAk)(ei)) = v(�i;k)Tr�1;k(ei) +
nX
j=1

(�i;k � �j;k)hrvei; ejiTr�1;k(ej)

= v(�i;k)Tr�1;k(ei)�
nX
j=1
j 6=i

�j;khrvei; ejiTr�1;k(ej)

Puisque e1; :::; en sont des vecteurs propres de Ak, alors se sont aussi des
vecteurs propres de Tr�1;k et on a

hTr�1;k((rvAk)(ei)); eii = hv(�i;k)Sr�1;k(b�i)ei; eii� nX
j=1
j 6=i

�j;khrvei; ejiSr�1;k( b�j)hei; eji
= v(�i;k)Sr�1;k(b�i)
= v(�i;k)

X
i1hi2h:::hir�1

ij 6=i

�i1;k:::�ir�1;k:

Nous obtenons alors

tr(Tr�1;k � rvAk) =

nX
i=1

v(�i;k)
X

i1hi2h:::hir�1
ij 6=i

�i1;k:::�ir�1;k

= v(
X

i1hi2h:::hir

�i1;k:::�ir;k)
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= v(Sr;k)

= hrSr;k; vi
Nous avons donc

h divMTr;k; vi = �hAkdivMTr�1;k; vi � h
nX
i=1

R(�k; Tr�1;k(ei))ei; vi�

h
nX
i=1

h
tr(Ar?ei�k

� Tr�1;k)� (Ar?ei�k � Tr�1;k)
i
ei; vi

= �hAkdivMTr�1;k; vi � h
nX
i=1

(R(�k; Tr�1;k(ei))ei)
>; vi�

h
nX
i=1

h
tr(Ar?ei�k

� Tr�1;k)� (Ar?ei�k � Tr�1;k)
i
ei; vi

d�où

divMTr;k = �AkdivMTr�1;k �
nX
i=1

(R(�k; Tr�1;k(ei))ei)
>�

nX
i=1

h
tr(Ar?ei�k

� Tr�1;k)� (Ar?ei�k � Tr�1;k)
i
ei

Corollaire 3.1.2 Si le champ de vecteurs �k est parallèle sur le �bré normal,
alors r?

ei
�k = 0 et nous avons dans ce cas

divMTr;k = �Ak(divMTr�1;k)�
nX
i=1

(R(�k; Tr�1;k(ei))
>

ou R est le tenseur de courbure de M
n+m

:
Ceci est équivalent pour tout v 2 {(M) à

hdivMTr;k; vi =
rX
j=1

nX
i=1

(�1)jhR(�k; Tr�j;k(ei)); Aj�1k vi (3.4)
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Démonstration : Pour l�égalité (3.4) faisons une démonstration par réc-
curence sur r.
Pour r = 1 on a d�aprés (3.3)

h divMT1;k; vi = �hAkdivMT0;k; vi � h
nX
i=1

R(�k; T0;k(ei))ei; vi

= �hAkdivMI; vi � h
nX
i=1

R(�k; I(ei))ei; vi

= �h
nX
i=1

R(�k; ei)ei; vi

et l�égalité (3.4) est bien véri�ée pour r = 1.
Supposons maintenant que (3.4) est vraie jusqu�à l�ordre r�1, on obtient

par l�égalité (3.3)

h divMTr;k; vi = �hAkdivMTr�1;k; vi � h
nX
i=1

R(�k; Tr�1;k(ei))ei; vi

= �hdivMTr�1;k; Akvi � h
nX
i=1

R(�k; Tr�1;k(ei))ei; vi

= �
r�1X
j=1

nX
i=1

(�1)jhR(�k; Tr�j�1;k(ei))ei; Ajkvi � h
nX
i=1

R(�k; Tr�1;k(ei))ei; vi

=

r�1X
j=1

nX
i=1

(�1)j+1hR(�k; Tr�j�1;k(ei))ei; Ajkvi � h
nX
i=1

R(�k; Tr�1;k(ei))ei; vi

Posons l = j + 1, alors

hdivMTr;k; vi =
rX
l=2

nX
i=1

(�1)lhR(�k; Tr�l;k(ei))ei; Al�1k vi�h
nX
i=1

R(�k; Tr�1;k(ei))ei; vi

=

rX
l=1

nX
i=1

(�1)lhR(�k; Tr�l;k(ei))ei; Al�1k vi:

En particulier si l�espace ambientM a une courbure sectionnelle constante,

hR(�k; Tr�l;k(ei))ei; Al�1k vi = 0
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et donc:
hdivMTr;k; vi = 0 8v 2 {(M):

ce qui donne:
divMTr;k = 0:



Chapître 4

Con�guration géométrique

Soit M
n+m

une variété rièmannienne orientable de métrique h; i. Soit
P n � M

n+m
une sous-variété connexe orientée dans M

n+m
de dimension

n, et �n�1 � P n une hypersurface compacte de dimension n� 1.
Soit  : Mn ! M

n+m
une sous-variété orientable, connexe et compacte

du bord @Mn, lors on se pose la question naturelle suivante:
Quelle est la géométrie de Mn le long du bord @Mn relativement à la

géométrie de l�inclusion �n�1 � P n et de l�inclusion P n �M
n+m

?
Nous allons essayer d�étudier partiellement cette question. Nous suivant

le modèle dans [2]. Nous commencerons par choisir une orientation de cette
con�guration.
Soit p 2 @Mn et (e1; :::; en�1) une base orthonormale de Tp�n�1.
On peut choisir un champ de vecteurs unitaire � normal à �n�1 dans P n

tel que (e1; :::; en�1; � (p)) soit une base orthonormale de TpP n.
On a la décomposition

TpM
n+m

= TpP
n � (TpP n)?

où (TpP n)
? désigne l�ortogonal de TpP n.

Soit (�1; :::; �m)une base orthonormale de (TpP
n)?.

Donc: (e1; :::; en�1; �(p); �1; :::; �m) est une base orthonormale de TpM
n+m

.
De même, puisque �n�1 est le bord deMn qui est supposée par hypothèse

orientée et par suite elle induit une orientation sur �n�1, et donc il existe un
champ de vecteurs � tel que (e1; :::; en�1; �(p)) soit une base de TpMn.
Notons par (�1; :::; �m) une base orthonormale de (TpMn)?.
Donc: (e1; :::; en; � (p) ; �1; :::; �m) est une base orthonormale de TpM

n+m
.

SoitA� l�opérateur de la seconde forme fondamentale de l�inclusion�n�1 �
P n associée au champ de vecteurs unité �, et pour l 2 (1; :::;m) notons par

24
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AP;l l�opérateur de la seconde forme fondamentale de l�inclusion P n �M
n+m

associée au champ de vecteurs unitaire � l.
Pour i; j 2 (1; :::; n� 1) on a

reiej =

n�1X
k=1

hreiej; ekiek + hreiej; �i� +
mX
l=1

hreiej; � li� l

et aussi

reiej =

n�1X
k=1

hreiej; ekiek + hreiej; �i� +
mX
l=1

hreiej; �li�l

et par conséquent

hreiej; �i� +
mX
l=1

hreiej; � li� l = hreiej; �i� +
mX
l=1

hreiej; �li�l.

Or

hreiej; �li = �hej;rei�li+ ei(hej; �li)
et puisque

hej; �li = 0
alors

hreiej; �li = �hej;rei�li

= hej; (�rei�l)i

= hej; (�rei�l)
>i+ hej; (�rei�l)

?i

= hej; (�rei�l)
>i

= hAl(ei); eji
avec Al l�opérateur de la seconde forme fondamentale de l�immersion as-

sociée au vecteur �l, l 2 (1; :::;m):
De même on a:
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hreiej; �i = hA�(ei); eji
et pour tout l 2 (1; :::;m):

hreiej; � li = hAP;l(ei); eji
par conséquent

mX
l=1

hAl(ei); eji�l + hreiej; �i� =
mX
l=1

hAP;l(ei); eji� l + hA�(ei); eji�

ce qui donne

h
mX
l=1

hAl(ei); eji�l; �ki+hreiej; �ih�; �ki = h
mX
l=1

hAP;l(ei); eji� l; �ki+hA�(ei); ejih�; �ki

ou encore

mX
l=1

hAl(ei); ejih�l; �ki =
mX
l=1

hAP;l(ei); ejih� l; �ki+ hA�(ei); ejih�; �ki

d�où

hAk(ei); eji =
mX
l=1

hAP;l(ei); ejih� l; �ki+ hA�(ei); ejih�; �ki: (4.1)

Supposons maintenant que P n est totalement embilique, alors il existe
une fonction �l 2 C1(P n) telle que AP;l = �lI où I est l�identité dans
{(M).
Choisissons maintenant la base(e1; :::; en�1) de Tp�n�1 formée par les

vecteurs propres de A�, on obtient alors que pour tout i 2 (1; :::n� 1)

A�(ei) = � iei

et de la relation (4.1), on tire

hAk(ei); eji =
mX
l=1

�lh� l; �ki�
j
i + � i�

j
i h�; �ki
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= (
mX
l=1

�lh� l; �ki+ � ih�; �ki)�ji

Posons pour simpli�er


i;k =

mX
l=1

�lh� l; �ki+ � ih�; �ki

on a alors

hAk(ei); eji =
�

0 si i 6= j

i;k pour i = j

:

La matrice Ak s�écrit donc dans la base (e1; :::; en�1; �) sous la forme

Ak =

0BBBBB@

1;k 0 ::: ::: hAk�; e1i
0 
2;k 0 :::

...
...

...
...

...
...

0 ::: ::: 
n�1;k hAk�; en�1i
hAk�; e1i ::: ::: hAk�; en�1i hAk�; �i

1CCCCCA .
Calculons maintenant le polynôme caractéristique de Ak.

Lemme 4.0.3 Le polynôme caractéristique de Ak est donné par:

det(tIn�Ak) = (t�hAkv; vi)
n�1X
i=0

(�1)isi(
k)tn�1�i�
n�1X
i=1

hAkv; eii2
n�2X
j=0

(�1)jsj(c
i;k)tn�2�j
avec si(
k) (resp sr(d
j;k)) sont les fonctions élémentaires symmétriques de

1;k:::
n�1;k (resp 
1;k:::d
j;k:::
n�1;k). s0(
k) = s0(d
j;k) = 1 et 
k = (
1;k:::
n�1;k).
Démonstration : Nous avons:

det(tIn�Ak) = (t�
n�1;k) det(tIn�1�B)�hAk�; en�1i2(t�
1;k):::(t�
n�2;k)

avec

B =

0BBBBB@

1;k 0 ::: ::: hAk�; e1i
0 
2;k 0 :::

...
...

...
...

...
...

0 ::: ::: 
n�2;k hAk�; en�2i
hAk�; e1i ::: ::: hAk�; en�2i hAk�; �i

1CCCCCA .
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Faisons maintenant un argument réccurssive sur n. Nous avons

det(tIn � Ak) = (t� 
n�1;k) det(tIn�1 �B)� hAk�; en�1i2(t� 
1;k):::(t� 
n�2;k)

= (t� 
n�1;k)

266664
(t� hAk�; �i)

n�2X
i=0

(�1)isi(\
n�1;k)tn�2�i

�
n�2X
i=1

hAk�; eii2
n�3X
j=0

(�1)jsj(c
i;k;\
n�1;k)tn�3�j
377775�

hAk�; en�1i2(t� 
1;k):::(t� 
n�2;k)

= (t� hAk�; �i)(t� 
n�1;k)

n�2X
i=0

(�1)isi(\
n�1;k)tn�2�i�

(t� 
n�1;k)
n�2X
i=1

hAk�; eii2
n�3X
j=0

(�1)jsj(c
i;k;\
n�1;k)tn�3�j�
hAk�; en�1i2

n�2X
j=0

(�1)jsj(
1;k; :::; 
n�2;k)tn�2�j

= (t�hAk�; �i)
"
n�2X
i=0

(�1)isi(\
n�1;k)tn�1�i �
n�2X
i=0

(�1)i
n�1;ksi(\
n�1;k)tn�2�i
#
�

n�2X
i=1

hAk�; eii2
n�3X
j=0

(�1)jsj(c
i;k;\
n�1;k)tn�2�j+n�2X
i=1

hAk�; eii2
n�3X
j=0

(�1)j
n�1;ksj(c
i;k;\
n�1;k)tn�3�j
�hAk�; en�1i2

n�2X
j=0

(�1)jsj(\
n�1;k)tn�2�j:

Posons l = i + 1 dans la deuxiéme somme et m = j + 1 dans la sixième
somme, nous trouvons donc

det(tIn�Ak) = (t�hAk�; �i)
"
n�2X
i=0

(�1)isi(\
n�1;k)tn�1�i +
n�1X
l=1

(�1)l
n�1;ksl�1(\
n�1;k)tn�1�l
#
+

n�2X
i=1

hAk�; eii2
n�3X
j=0

(�1)j+1sj(c
i;k;\
n�1;k)tn�2�j+
n�2X
i=1

hAk�; eii2
n�2X
m=1

(�1)m+1
n�1;ksm�1(c
i;k;\
n�1;k)tn�2�m�hAk�; en�1i2 n�2X
j=0

(�1)jsj(\
n�1;k)tn�2�j
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= (t� hAk�; �i)
"
n�2X
i=1

(�1)i(si(\
n�1;k) + 
n�1;ksi�1(\
n�1;k))tn�1�i
#
+

(t� hAk�; �i)
�
s0(\
n�1;k)tn�1 + (�1)n�1
n�1;ksn�2(\
n�1;k)

�
+

n�2X
i=1

hAk�; eii2
n�3X
j=1

(�1)j+1(sj(c
i;k;\
n�1;k) + 
n�1;ksj�1(c
i;k;\
n�1;k))tn�2�j+
n�2X
i=1

hAk�; eii2(�s0(c
i;k;\
n�1;k)tn�2 + (�1)n�1
n�1;ksn�3(c
i;k;\
n�1;k))�
hAk�; en�1i2

n�2X
j=0

(�1)jsj(\
n�1;k)tn�2�j

= (t� hAk�; �i)
n�2X
i=1

(�1)isi(
k)tn�1�i + (t� hAk�; �i)s0(\
n�1;k)tn�1+

(t�hAk�; �i)(�1)n�1
n�1;ksn�2(\
n�1;k)+
n�2X
i=1

hAk�; eii2
n�3X
j=1

(�1)j+1sj(c
i;k)tn�2�j+
n�2X
i=1

hAk�; eii2(�s0(c
i;k;\
n�1;k)tn�2)+n�2X
i=1

hAk�; eii2(�1)n�1
n�1;ksn�3(c
i;k;\
n�1;k)�
hAk�; en�1i2

n�2X
j=0

(�1)jsj(\
n�1;k)tn�2�j:

Or, par dé�nition des fonctions symétriques sr, nous avons:

s0(d
n�1) = 1 = s0(
)


n�1;ksn�2(\
n�1;k) = 
n�1;k:(
1;k:::
n�2;k) = sn�1(
k)

s0(c
i;k;\
n�1;k) = 1 = s0(c
i;k)

n�1;ksn�3(c
i;k;\
n�1;k) = 
n�1;k

n�2Y
j=1;j 6=i


j;k

=

n�1Y
j=1;j 6=i


j;k

= sn�2(c
i;k):
Par conséquent
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det(tIn�Ak) = (t�hAk�; �i)
n�1X
i=0

(�1)isi(
k)tn�1�i�
n�2X
i=1

hAk�; eii2
n�2X
j=0

(�1)jsj(c
i;k)tn�2�j�
hAk�; en�1i2

n�2X
j=0

(�1)jsj(\
n�1;k)tn�2�j

= (t� hAk�; �i)
n�1X
i=0

(�1)isi(
k)tn�1�i �
n�1X
i=1

hAk�; eii2
n�2X
j=0

(�1)jsj(c
i;k)tn�2�j:
D�où le résultat.
Or nous avons

det(tI � Ak) =
nX
r=0

(�1)rSr;ktn�r

En comparant les termes du polynôme caractéristique on trouvre que les
fonctions élémentaire symétriques Sr;k sont données en un point du bord
p 2 @Mn par:

S1;k = s1(
k) + hAk�; �i (4.2)

Sr;k = sr(
k) + sr�1(
k)hAk�; �i �
n�1X
i=1

sr�2(c
i;k)hAk�; eii2 (4.3)

pour 2 � r � n.



Chapître 5

Les transformations de Newton
sur le bord

Observons que les expressions (4.2) et (4.3) donnent une réponse partielle à
notre question, car elles relient la géométrie de Mn le long du bord @Mn,
exprimée par Sr;k et la géométrie des inclusions �n�1 � P n et P n � M

n+m
,

exprimées par sr(
k) et Ak respctivement. De plus on a le résultat suivant

Proposition 5.0.4 Soit P n �M
n+m

une sous-variété totalemnent embilique
de dimension n et soit �n�1 � P n une hypersurface compacte et orientable
de P n de dimension n � 1. Soient  : Mn ! M

n+m
une sous-variété con-

nexe,orientable de bord �n�1 =  (@Mn), et � le champ de vecteurs sor-
tant unitaire le long de @Mn. Alors, le long du bord @Mn on a, pour tout
1 � r � n� 1

hTr;k�; �i = sr(
k) = sr(
1;k; :::; 
n�1;k) (5.1)

où:


i;k = h� i� +
mX
l=1

�l� l; �ki

et � 1; :::; �n�1 sont les courbures principales de l�inclusion �n�1 � P n.

Démonstration : Faisons une démonstration par réccurence sur r:
Pour r = 1, et pour k 2 (1; :::;m) on a

T1;k = S1;kI � AkT0;k

= S1;kI � AkI

et en tenant compte de la relation (4.2), on obtient que

T1;k = (s1(
k) + hAk�; �i)I � AkI

31
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Alors:
hT1;k�; �i = s1(
k) h�; �i+ hAk�; �ih�; �i � hAk�; �i

= s1(
k)h�; �i
d�où:

hT1;k�; �i = s1(
k)

et l�égalité est bien véri�ée pour r = 1.
Supposons que pour tout 1 � j � r � 1, on ait

hTj;k�; �i = sj(
k) (5.2)

et observons que

Ak� =
n�1X
i=1

hAk�; eiiei + hAk�; �i�

et
Tr;k = Sr;kI � AkTr�1;k

puisque Ak est autoadjoint

hTr;k�; �i = Sr;k � hTr�1;k�; Ak�i

= Sr;k � hTr�1;k�;
n�1X
i=1

hAk�; eiiei + hAk�; �i�i

= Sr;k � hTr�1;k�; �ihAk�; �i �
n�1X
i=1

hAk�; eiihTr�1;k�; eii (5.3)

De plus nous avons

Akei = 
i;kei + hAk�; eii�

et donc
hTj;k�; eii = hSj;k� � AkTj�1;k�; eii

= Sj;kh�; eii � hAkTj�1;k�; eii

= �hTj�1;k�; Akeii
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Ceci nous donne par un argument réccursive que pour tous 1 � r � n�1

hTr�1;k�; eii = �hAk�; eii
r�2X
j=0

(�1)jsr�2�j(
k)

j
i;k.

En e¤et faisons une démonstration par réccurence sur r
Pour r = 2 on a:

hT1;k�; eii = S1;kh�; eii � hAk�; eii = �hAk�; eii

Donc l�égalité est vraie pour r = 2.
Supposons que l�égalité est vraie jusqu�a l�ordre r � 2

hTr�1;k�; eii = Sr�1;kh�; eii � hAkTr�2;k�; eii

= �hAkTr�2;k�; eii

= �hTr�2;k�; Akeii

= �
i;khTr�2;k�; eii � hAk�; eiihTr�2;k�; �i

= �
i;k(�hAk�; eii
r�3X
j=0

(�1)jsr�3�j(
k)

j
i;k)� hAk�; eiisr�2(
k)

= �hAk�; eii(
r�3X
j=0

(�1)j+1sr�3�j;k(
k)

j+1
i;k � sr�2(
k))

Posons l = j + 1:

hTr�1;k�; eii = �hAk�; eii(
r�2X
l=1

(�1)lsr�2�l(
k)
li;k�sr�2(
k))

= �hAk�; eii
r�2X
l=0

(�1)lsr�2�l(
k)
li;k

D�où le résultat.
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Et d�aprés (2.4) nous avons donc:

hTr�1;k�; eii = �hAk�; eii
r�2X
l=0

(�1)lsr�2�l(
k)
li;k = �hAk�; eiisr�2(c
i;k)
(5.4)

Remplaçons maintenant (5.4) dans (5.3) on trouve

hTr;k�; �i = Sr;k � hTr�1;k�; �ihAk�; �i �
n�1X
i=1

hTr�1;k�; eiihAk�; eii

= Sr;k � hTr�1;k�; �ihAk�; �i+
n�1X
i=1

hAk�; eii2sr�2(c
i;k)
= sr(
k) + sr�1(
k)hAk�; �i �

n�1X
i=1

sr�2(c
i;k)hAk�; eii2 � sr�1(
k)hAk�; �i+

n�1X
i=1

sr�2(c
i;k)hAk�; eii2
et par conséquent

hTr;k�; �i = sr(
k):

D�où le résultat.

Maintenant on va voir comment les fonctions élémentaires symmétriques
sr(
k) peuvent s�éxprimer en termes de courbures principales � 1; :::; �n�1 de
l�inclusion �n�1 � P n et les facteurs d�embilicité �k de P n �M

n+m
.

On écrit

i;k = �i;k + �k

avec


k = (
1;k; :::; 
n�1;k)

�k = (�1;k; :::; �n�1;k)

�i;k = � ih�; �ki

�k = h
mX
l=1

�l� l; �ki
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Lemme 5.0.5 Pour tout 1 � r � n� 1:

sr;k(
k) =
rX
j=0

�
n� 1� j

r � j

�
�r�jk sj(�k)

Démonstration : Rappelons que sr(
k) peut dé�nie par

n�1X
r=0

sr(
k)t
n�1�r = (t� 
1;k):::(t� 
n�1;k) (5.5)

nous avons

i;k = �i;k + �k

et donc

(t� 
1;k):::(t� 
n�1;k) = ((t� �k)� �1;k):::((t� �k)� �n�1;k)

=
n�1X
j=0

(�1)jsj(�k)(t� �k)
n�1�j

=
n�1X
j=0

(�1)jsj(�k)
n�1�jX
l=0

�
n� 1� j

l

�
(�1)l�lktn�1�j�l

=
n�1X
j=0

n�1�jX
l=0

(�1)j+l
�
n� 1� j

l

�
sj(�k)�

l
kt
n�1�j�l

Posons r = j + l

(t� 
1;k):::(t� 
n�1;k) =
n�1X
j=0

n�1X
r=j

(�1)r
�
n� 1� j

r � j

�
sj(�k)�

r�j
k tn�1�r

=
n�1X
j=0

n�1X
r=j

(�1)r
�
n� 1� j

r � j

�
�r�jk tn�1�rsj(�k)

=
n�1X
r=0

(
n�1X
j=0

(�1)r
�
n� 1� j

r � j

�
�r�jk sj(�k))t

n�1�r

Ce qui donne en comparant avec (5.5)

sr(
k) =
n�1X
j=0

(�1)r
�
n� 1� j

r � j

�
�r�jk sj(�k)

D�où le résultat.
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Lemme 5.0.6 Soit P n �M
n+m

une sous-variété orientable, totalement em-
bilique, de dimension n; et soit �n�1 � P n une sous-varieté de P n compacte
et orientable de dimension n � 1.Soit:  : Mn ! M

n+m
une sous-variété

orientable, de bord �n�1 =  (@Mn) , et soit � le vecteur sortant unité le long
de @Mn. Alors, le long du bord @Mn et pour tout 1 � r � n� 1, on a

hTr;k�; �i =
rX
j=0

(�1)j
�
n� 1� j

r � j

�
h
mX
l=1

�l� l; �kir�jh�; �kijsj(� 1; :::; �n�1)

(5.6)
avec (�1; :::; �m), (resp. (�1; :::; �m)) la base de l�espace (TpM

n)?,(resp(TpP n)?),
et � 1; :::; �n�1 sont les courbures principales de l�inclusion �n�1 � P n.

Démonstration : Remarquons d�abord que pour � un nombre réel,on a

sr(�x1; :::; �xn�1) =
X
i1h:::hir

(�xi1):::(�xir)

= �r
X
i1h:::hir

xi1 :::xir

= �rsr(x1; :::; xn�1)

et par suite
hTr;k�; �i = sr(
k)

=
rX
j=0

(�1)r
�
n� 1� j

r � j

�
�r�jk sj(�k)

=
rX
j=0

(�1)r
�
n� 1� j

r � j

�
h
mX
l=1

�l� l; �kir�jsj;k(�1:k; :::; �n�1:k)

=

rX
j=0

(�1)r
�
n� 1� j

r � j

�
h
mX
l=1

�l� l; �kir�jsj(� 1h�; �ki; :::; �n�1h�; �ki)

=

rX
j=0

(�1)r
�
n� 1� j

r � j

�
h
mX
l=1

�l� l; �kir�jh�; �kijsj(� 1; ::; �n�1)

Donc

hTr;k�; �i =
rX
j=0

(�1)r
�
n� 1� j

r � j

�
h
mX
l=1

�l� l; �kir�jh�; �kijsj(� 1; ::; �n�1):



Chapître 6

Transversalité et ellipticité

Dans ce chapitre on va établir une relation entre la transversalité de Mn et
P n le long du bord �n�1, et l�elliptcité de la ri�eme transformation de Newton
Tr;k, pour r � 1: (rappelons que T0 = I).
Les relations entre Sr;k et sr(
k) données par les expressions (4.2) et (4.3),

ainsi que l�expression de hTr;k�; �i donnée par (5.1) deviennent simples si on
considére que l�inclusion P n � M

n+m
est totalement géodésique, cela veut

dire que �l = 0 pour tout l = 1; :::;m. Dans ce dernier cas nous avons le
résultat suivant

Corollaire 6.0.7 Proposition 6.0.8 Soit �n�1 une sous-variété compacte
et orientable de dimension n�1 dans une deuxième sous-variété P n �M

n+m

orientable et totalement géodésique de dimension n. Soit  : Mn ! M
n+m

uns sous-variété orientable de dimension n et du bord @Mn. Alors sur le bord
@Mn et pour 1 � r � n nous avons

S1;k = h�; �kis1(� 1; :::; �n�1) + hAk�; �i
(6.1)

Sr;k = h�; �kir sr(� 1; :::; �n�1) + h�; �kir�1sr�1(� 1; :::; �n�1)hAk�; �i

�
n�1X
i=1

h�; �kir�2sr�2(b� i)hAk�; eii2 (6.2)

hTr;k�; �i = h�; �kirsr(� 1; :::; �n�1). (6.3)

37
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Dire que Mn n�est pas traverse à P n le long du son bord @Mn signi�e
qu�il existe un point p 2 @Mn tel que

h�; �i(p) = 0

pour tout � 2 (TpP n)?.Ce qui signi�e qu�il existe un point p 2 @Mn tel que:

h�; �ki(p) = 0

pour tout k 2 (1; :::;m).

Théorème 5 Si pour tout k 2 (1; :::;m) les transformations de Newton
Tr;k sont dé�nies positives pour un certain r 2 (1; :::; n� 1) alors la sous-
variété Mn est traverse à la sous-variété P n le long de son bord @Mn.

6.1 Cas des hypersurfaces

Si nous considérons le cas des hypersurfaces,alors nous pouvons dé�nir
sur (TpMn)? un vecteur normal global �, et sur (TpP n)? un vecteur global
�. Les relations (6.1), (6.2)et (6.3) deviennent alors

S1 = h�; �is1(� 1; :::; �n�1) + hA�; �i (6.4)

Sr = h�; �ir sr(� 1; :::; �n�1) + h�; �ir�1sr�1(� 1; :::; �n�1)hA�; �i

�
n�1X
i=1

h�; �ir�2sr�2(b� i)hA�; eii2 (6.5)

hTr�; �i = h�; �irsr(� 1; :::; �n�1) (6.6)

Dans ce cas particulier dire que Mn n�est pas traverse à P n signi�e tout
simplement qu�il existe un point p 2 @Mn tel que: h�; �i (p) = 0. Et par
conséquent on retrouve le résultat dans [2].

Corollaire 6.1.1 Si la transformation de Newton Tr est dé�nie positive pour
un certain 1 � r � n� 1 alors l�hypersurface Mn est transverse à P n le long
de @Mn.
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