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Chapitre 1

Introduction

Il est facile de voir que les sphéres sont des exemples d’ hypersurfaces fermées
de l’espace euclidien de courbures moyennes constanes, mais il est dificile
d’imaginer d’autres exemples. La question posée: est ce qu'une hypersurface
fermée de l'espace euclidien de courbure moyenne constante est nécéssaire-
ment une sphére?

En 1958 A.D.Alexandrov [1] prouve que toute hypersurface fermée (com-
pacte sans bord) plongée dans I’espace euclidien de courbure moyenne con-
stante est nécéssairement une sphere. Ros et Mentiel ont prouvé ensuite que
ce dernier résultat reste vrai si la courbure moyenne d’ordre superieure H,
est constante pour un certain r =1, ..., n.

En 1984 Wente [22] a construit des surfaces fermées, immergées, non
sphériques de courbure moyenne constante, le premier exemple. En 1987
Kapouleas [13] a costruit des surfaces fermées, immergées dans R3, de cour-
bures moyennes constantes et de genre g > 3.

Dans le cas ot le bord est non vide, le probléme consiste a trouver tous
les hypersurfaces de courbures moyennes d’ordre supérieur H, constantes et
de bord une sphére X771,

Dans l'article [14], lauteur avait montré qu'une hypersurface de R"™!
de bord Y"1, une sous-variété compacte, orientée de dimension n — 1 fixée
dans un hyperplan I de R"*!, et de courbure moyenne constante non nulle
plongée hérite des symetries du bord pourvu qu’elle soit plongée et qu’elle
ne coupe pas lextérieur de ¥ ! dans I'hyperplan II C R"*'. D’apreés le
résultat d’Alexandrov précédent, I’auteur obtient en conséquence que si X" !
est une sphére de dimension n — 1 alors M™ est symétrique par rapport a
tout hyperplan passant par le centre de X" ! et orthoganal & I’hyperplan IT
,et par conséquent M™ est une calotte sphérique.

Dans un travail récent [2], les auteurs ont étudié la question précédente
dans un contexte plus général.l.’espace embiant étant une variété riémanni-
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enne Mnﬂconnexe et orientée de dimension n + 1. P"est une hypersurface
connexe, orientable et totalement géodésique dans M Sl coproest
une sous-variété compacte, orientée de dimension n — 1 plongée dans P".
M™ est une variété connexe orientée de dimension n a bord régulier OM™.
Pour cette configuration géométrique les auteurs ont étudié la question de
symétrie qui s’annonce comme suit : comment est la géométrie de la variété
M™ le long du bord OM™ relativement a linclusion ¥t C P". Une réponse
partielle a été fournie et est donnée par I'expression suivante qui a lieu sur
le bord OM™ : pour tout 1 <r <n-—1

(T, v) = (=1) 5, (€)' (L1)
ou 7, désigne la transformation de Newton classique associée a la seconde
forme fondamentale de M™ c M. v est le champ unitaire de vecteurs co-
normal & OM™ orienté vers l'extérieur, ¢ est le champ unitaire de vecteurs nor-
mal de P™ C Mnﬂ et s, = 8, (71, ..., Tn_1) est la fonction symétrique élémen-
taire d’ordre r fonction des courbures principales 71, ..., 7,,_1 de "1 C P"
par rapport au champ de vecteurs normal sortant.

Comme conséquence directe de la formule (1.1) ils obtiennent une relation
forte entre la transversalité de M™ relativement a P" le long du bord et
Pellipticité sur M™ de la transformation de Newton d’order r , T,.

Ce fait et le Théoréme7.3 dans [21], permettent aux auteurs d’obtenir le
résultat suivant:

Théoréme 1 Soient X" lune sous-variété compacte strictement conveze de
dimension n—1 de Uhyperplan I C R™! et ) : M™ — R une hypersurface
compacte et plongée de bord X"1. Supposons que pour tout 2 < r < n, la
courbure moyenne d’ordre v, H, de M"™ est constante non nulle. Alors M"
hérite de toutes les symmétries de X" 1. En particulier si le bord ¥ ! est
une sphére de dimension n — 1 de R™™! alors M™ est une calotte sphérique.

Ce dernier résultat généralise partiellement la réponse a un vieux prob-
leme de géométrie différentielle classique qui consiste a chercher toutes les
surfaces compactes de R? de courbures moyennes constantes bordées par un
cercle et dont il est conjuncturé qu'une surface compacte dans R*de courbure
moyenne constante et de genre zéro ou bien plongée dans R? est nécéssaire-
ment une calotte sphérique ou un disque plat.

Dans ce modeste travail de Magister, on essaie d’étendre quelques ré-
sultats obtenus dans [2] aux sous-variétés de condimension supérieure, en
particulier la relation (1.1).

Nous obtenons le résultat de transversalité suivant:
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Théoréme 2 Si pour tout k € (1,...,m) les transformations de Newton
T, sont définies positives pour un certain r € (1,...,n—1) alors la sous-
variété M"™ est traverse a la sous-variété P™ le long de son bord OM™.



Chapitre 2
Généralités

Dans ce chapitre nous rappelons quelques propriétés des immersions
isométriques, qui sont nécessaires a la lecture des chapitres suivants.

Définition 2.0.1 Soit M et N deux variétés différentiables de dimensions
respctives m et n. Une application différentiable ¢ : M — N est dite une
immersion si on a: do (p) : TyM — Ty, N est injective pour tout p € M.Si
de plus ¢ : M — (M) C N est un homéomorphisme, ot ¢ (M) est muni
de la topologie induite,  est appelée un plongement.St M C N et l"inclusion
1: M C N est un plongement,on dit que M est une sous-variété de N. Si les
variétés différentiables M, N sont riemanniennes et ¢ conserve la distance
i.€.

(dgy (), digy ()i = (.0), 21)

['tmmersion @ est dite une immersion isométrique.

Remarquons qu’une immersion isométrique induite sur M une structure
riemannienne a partir de celle de N donnée par la relation 2.1.

On peut voir que si ¢ : M — N est une immersion isométrique, alors
m < n. n —m est appelée la codimension de I"immersion ¢.

Théoréme 3 Soit (M, (.,.)) une variété riemannienne et p € M.
On définit lapplication R : T,M x T,M x T,M — T, M par:

<R/(X7}/7W)7Z> = <X’W><Y7 Z> - <Y, W><X’ Z>

pour tout X, Y, W,Z € T,M.
Alors M a une courbure sectionnelle constante égale o ¢ si et seulement
si:
R =cR

Ou R désigne le tenseur de courbure de M.
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Définition 2.0.2 Soit M une sous-variété d’une variété riemannienne M.
L’espace normal de M est le sous espace vectoriel (T,M)* de T,M formé
des vecteurs v qui sont normauvz a T,M. i.e.

(T,M)" = {veT,M/, (v,w) =0Yuw e T,M}

Définition 2.0.3 Le fibré normal de M, noté N (M) est la réunion d’espaces
vectoriels définie par:

N(M) = '\JPGJ\/I(TPJM)L = {(pﬂ])/p € M,ve (TPM)L}

Définition 2.0.4 Soient M et N deux sous-variétés d’une variété rieman-
nienne M, alors M et N sont dites transverses si M NN = ¢ , ou bien
Vpe MNN:

T,M + T,N = T,(M)

Soit M une variété riémannienne, connexe et orientable de dimension
n+met {,) et V la métrique et la connexion de Levi- Civita correspondantes.

Soit M une variété riémannienne, connexe et orientable,de dimension n
et du bord régulier OM.

Définition 2.0.5 Soient M une sous-variété de M de dimension n connexe
et orientable,du bord régulier OM et ¥ une sous-variété orientable de M de
dimension n — 1. Alors M est dite sous-variété du M de bord ¥ s’il existe
une immersion isométrique v : M — M telle que la restriction de 1 sur le
bord OM est un difféeomorphisme sur 3.

Notons par s (M) Ialgébre de Lie des champs de vecteurs définis sur M.

Soit ¢ : M — M une immersion isométrique.

Pour tout p € M, T'espace tangent 7,M se décompose en la somme
directe:

T,M = T,M & (T,M)*
ott (T, M)t est le complément orthogonal de T,M dans T, M.
Soit le tenseur deux fois covariant et une fois contravariant suivant:

B (M) % 5(M) — 2(M)
(X,Y) — B(X,Y) = VxY — VxY

L’application B est bilinéaire et symmétrique.
Pour tout 7 € (T,M)*, nous avons la forme bilinéaire symmétrique suiv-
ante:
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H, : T,M xT,M — R
(u,v) — Hy(u,v) = (B(u,v),n)

Définition 2.0.6 La seconde forme fondamentale est l’opérateur linéaire auto-
adjoint A, défini par:
Ay T,M — T,M
ur— Ayu
avec:

{(Ayu,v) = Hn(u,v) = (B(u,v),n)

Et nous avons de plus:

Ap(u) = =(Vun)'

Etant donnés u € T,M, n € (T,M)*, la composante tangentielle de Vun
est alors:

(Vun)T = _An(u)
et la composante normale de V.7 est définie par

Van= (V)N =V — (Vun)" = Vun+ 4,(u)

V4 remplit tous les axiomes d’une connexion,et est dite la connezion
normale de 'immersion.
Le champ de tenseurs de courbure associé a la connexion normale est
défini par
i _ vlyl Il 1
R <U’7 U)Tl - vv vun - vu Vv n+ V[u,v]n

et est appelé le champ de tenseurs de courbure normale de la connexion.

Définition 2.0.7 Le fibré normal est dit plat si R+ = 0. Le champ de
vecteurs C est dit paralléle sur le fibré normal si V)L(C = 0 pour tout vecteur
tangent X a M. B

On dit qu’un sous fibré N du, fibré normal est paralléle dans le fibré normal
s’il est invariant par translation paralléle par rapport a Vi iesiC e N
alors:V)L(C € N pour tout vecteur tangent X a M.

On dit que le tensur de courbure de la connexion normale est paralléle
dans le fibré normal si:

VxR (Y,Z)=0
pour tout X,Y, Z dans l’espace tangent a M.
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Choisissons maintenant une base orthonormale aq, ..., a,, de I’espace nor-
mal (T,M)* enp € M.
Nous avons donc pour u € T),M:

A, (u) = Aj(u) = —=(Vuas) '

Théoréme 4 (Elie Cartan):

Si ’espace ambiant est de courbure constante alors Le fibré normal est plat
st et seulement si,en chaque point, toutes les secondes formes fondamentales
A, sont simultanément diagonalisables.

Pour tout i € (1,...,m), A,, est un opérateur linéaire auto-adjoint et si
I’on suppose que le fibré normal est plat, alors d’aprés le théoréme ci-dessus
il existe une base de T, M qui diagonalise tous les opérateurs A,,. Notons par
(e1, ..., e,) une telle base que I'on peut considérer comme base orthonormeée.

On définit n invariant algébriques:
S(T1y ey Tn) = 0p (21, oony T) (2.2)

ol 0, : R" — R sont les fonctions élémentaires symétriques données par:

(T, .y y) = Z Tiy Ty,
i1 (- (ir
Ces fonctions élémentaires ont des propriétés remarquables.
Lemme 2.0.8 z) pour tout 1 < r <n on a:

STy ooy @) = TSy 1 (X1, ey Tiy ooy Tp) + Sp(T1y ooy Tiy ooy Ty (2.3)

i) pour tout 1 <r <mn on a:

Sp(@1, s Ty ooy ) = > (1Y S, j(w, oy )] (2.4)

Démonstration : i) On a:

Se(T1, ey ) = Z Tiy T,

= E Ly Ty, + E Liyeooljo . T,

11<<1r 11 (.o (T
Z]7£7' 7’1757'752‘1
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= E Lijq Ty, +x; E Liqeoolje o g,
i1 (ir i1 (ir

iy iy
= Sp(T1y ooy Ty ooy ) + 23S0 —1 (21, ooy Tiy ooy T,
d’oti le résultat.
i1) Faisons une démonstration par réccurence sur r.
Pour r = 0 on a: Sp(x1, ..., Z;, ..., T,) = 1 par définition. Donc la propriété
(2.3) est vraie pour r = 0.
Supposons que 'égalité (2.3) est vraie jusqu’a Pordre r — 1.
D’aprés la propriété (2.2) on a:

Se(X1y ooy Tiy oy ) = Sp(T1y ooy T) =23 Sy 1 (T1y ooy Tiy ovvy Ty

r—1

= S (1, e @)+ Y (LTS, (@1, oy Ty e )

§=0
Posons | = j 4 1, alors:

T

Sp(@1, ey Ty ooy ) = Sp(@1, s ) + Y (1) S0, s, Ty ooy )

=1

(=) S, (1, ey s Ty ooy T ) T
1=0

D’ou I’égalité. m
Le polynéme caractéristique de 'opérateur A; peut s’exprimer a ’aide des
fonctions élémentaires symétriques .S, ; comme

det(t] — Ai) = i(—1)rsT,it"—r (2.5)

r=0

avec:

Sr,i = Sr (xi,h SEE) xi,r)

ol %1, ..., T, sont les valeurs propres de A,.

Définition 2.0.9 La courbure moyenne d’ordre r (r > 1) est le vecteur nor-

mal défini par
(") Ho =Y S (2.6)
r
k=1
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En particulier pour » = 1, nous avons la notion de courbure moyenne
classique

1 & 1 &
H1 = E Z Sl,kak = E Z t?"(Ak)Oék
k=1 k=1

Pour r = n nous obtenons

Hn = Z Snkaék = Zdet(Ak)Oék
k=1 k=1

Remarque 2.0.10 Dans [11] nous trouvons une définition analogue pour la
courbure moyenne d’ordre supérieure. Elle est définie comme suit
Soit (ay, ..., ) une base orthonormale de (T,M)*, et soit € € (T,M)™.

e (M) =¢= Z<a@-,£>oq

Les valeurs propres de la seconde forme fondamentale A¢ sont appelées
les courbures principales dans la direction de &, et les vecteurs propres cor-
respondants sont appelées les directions principales.

Définition 2.0.11 La courbure moyenne d’ordre r > 1, H.(), en & est
donnée par la 7™ fonction élémentaire symmétrique

r

n
< )Hr(f) =S (z1, ..., Tp)
ol T, ..., T, sont les courbures principales en &.

Définition 2.0.12 La courbure de Gauss G¢ de M dans la direction de
est donnée par

Ge = Hy(€) = [ [ 2 = det A¢
=1



CHAPITRE 2. GENERALITES 11

Remarque 2.0.13 Dans le cas des hypersurfaces orientées, nous avons un
champ de vecteurs normal global, et donc une seule seconde forme fondamen-
tale

(”)Hr = S, (z1, .., T)

r

et:
Ge=H,.

Proposition 2.0.14 (équation de Gauss)
Pour XY, Z,T € (M) nous avons

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T),B(X,2)) + (B(X,T), B(Y, Z))
(2.7)

Considérons maintenant B comme un champ de tenseurs symmeétrique de

type (3,0)

B :3(M) X 3(M) x s(M)* — R
(X,Y,??) — B(X,Y,?]) = <B(X>Y)>77>

La dérivée covariante de B est alors:

VxB(Y,Z,n) = X(B(Y, Z,1)~B(VxY, Z,1n)~B(Y,VxZ,n)-B(Y. Z,Vxn)

ou: o
Vxn = (Vxn)"

= VXU‘{’AW(X)

Proposition 2.0.15 (équation de Codazzi )
Pour X,Y,Z € 3(M) etn € »(M)*+ nous avons:

(R(X,Y)Zm) = (VyB)(X, Z,n) — (VxB)(Y. Z,n) (2.8)



Chapitre 3

Les transformations de Newton

Notons par s (M) I'algébre de Lie des champs de vecteurs définis sur M.
Les transformations de Newton

Ty (M) — (M)

sont définies par la relation réccurente:

Tor =1

Tr,k = Sr,k:[ - AkTrfl,k

ou I est l'identité dans »(M). Ceci est équivalent a:

Trge = Sepl — Sp_1pAp + oo+ (1) 1S A+ (1) 4,
Le polynéme caractéristique de l'opérateur A, est donnée par la relation

n

Pn,k(t) = det(t] — Ak) - Z(_l)TST,k‘tn_T

r=0

Par le théoréme de Cayley-Hamilton, Ay est un zéro du polynome carac-

téristique.
i.e.
Poi(Ax) =0
ce qui donne:
Tor=0

12
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Proposition 3.0.16 1), est aussi un opérateur linéaire auto-adjoint.

Démonstration : Faisons une démonstration par réccurence sur r.
Il est évident que
TO,k - I

est un opérateur linéaire auto-adjoint.
Supposons que T, est un opérateur linéaire auto-adjoint pour 1 < j <

r — 1 et soient u,v € (M)
<TTJ€u7 U> = <(Sr,kj - AkTr—l,k)Ua U>

((Syxl)u,v) — (AT -1 1)u, v)

= (u, (Srxl)v) — ((Tr—1.1)u, Agv)

= (U, (Srad)v) = ((Tr—10)tts (Tr—1,0) Arv)
(u, ((Sred) = (Tr—1,0AR))V)

= <'LL, Tr,kv>

T, 1 est alors un opérateur auto-adjoint. m
On remarque aussi que 7, ;, commute avec Aj. Par conséquent d’aprés le

théoréme de diagonalisation simultanée, la base (ey, ..., €,) diagonalisante Ay
diagonalise aussi 7, et on obtient
Lemme 3.0.17 i) Pour tout i € (1,...,n), on a:

Tr,k<€i) = M€

avec:
iy = Z Tiy oo ip = Spge(T1y ooy Tiy ovey Ty)
i1(...(ir
1570
1) pour tout 1 <r < mn,on a:
tr(Tor) = (0 —1)Si (3.1)
ti3) pour tout 1 < r < n,on a:
(3.2)

tT(AkTr,k) = (7" + 1)ST+17]€
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Démonstration : ) Faisons uns démonstration par réccurence sur r
Pour r = 1 nous avons

TLk(ei) = (Sl,kI - AkTO,k:>(ei)
= Siil(ei) — Ar(es)
= (21 + ... + 2 — xi)e;

= Sl,k‘(‘xlv ceey .fl/ﬂ\'i, ceey xn>(€z)

Donc la relation est vraie pour r = 1.
Supposons que la relation est vraie jusqu’a l'ordre r — 1.

Nous avons
Trx(er) = (Sead — ATo—1x)(e;)
= r,k(ei) - AkTrq,k(ei)
= Srk(e) — Ap(Sr—1 (21, oo, Ty oo ) (€4))
= Srk(e) = Sr—1k(@1, ooy Tiy ooy 1) Ar(€;)
= (Spp(T1, oy Tn) — 2iSr1 (X1, ooy Tiy ooy ) ) (€5)
= Spk(T1, ., Tiy oy T) ) (€4)
Donc
Z T, .. = S k(1 ey Tiy ooy )
zﬂéfr
it) Montrons que: tr(71,. ) = (n — r)S, 4.
Nous avons

(‘T—i_xl x+xn Zsrk L1y-oy T n -

et en dérivant les deux termes par rapport a x, on obtient

n—1
e Zsrk T1, s Tp)T" ") = Z(n — 1) Sy (@1, oy )2
r=0
et:
0 & —
%(x +z1).(x + xp) = Z(a: +x1). (v + zic) (@ + z) (v + 1) (T + 24)
i=1
n n—1

— Z Z Sy (1 Ty ey )"

=1 r=0
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n n

—1
=3 O Sprlwr, oy ooy )2

r=0 =1

Considérons le coefficient de 2" "~! dans les deux dérivations,on trouve:
n
(n—71)Srk(z1,...s @) = g ST, . Zh, ooy )
i=1

D’ou le résultat.
iii) Nous avons:
AT = Srvapd — Tosa g

d’ou:
tr(AgT, ) = tr(Sr1ul — Trg1 k)
= r+1,kztr(]) — tr(Tr-i-l,k)
=nSrp1k — (P —1—=7)S 414

et d’apres I’égalité (3.1), on trouve:

tr(AxT k) = (r +1)Sp41k

3.1 Divergence de la transformation de New-

ton

La dérivée covariante de la transformation de Newton est le champ de
tenseurs deux fois covariant et une fois contravariant

VT, 2x(M) X 2(M) — (M)
(u,v) — VT, = (V1) (v)

avec

(VuTok) (v) = Vu(Trk(v) = Tk (Vo)
Lemme 3.1.1 Pour k € (1,...,m), nous avons:

dZ'UMTQk =0

divyTry, = —Ap(divyToq ;) — Zﬁ(avaT—l,k(ei))ei)T_
i—1
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n

Z [tT(AVé'iOék @) Trfl’k) — (Avé‘iak @) Trfl,k) €;

i=1

ot R est le champ de tenseurs de courbure de M -

Démonstration : on a

n

divy Ty = tr (VT ) = Z(veiTr,k)ei

=1

pour r = 0 nous avons
divyTo =trVI =0

| (VD)) = Vu(I(0)) — I(V.0)
=0

et par suite
dZ"UMTo’k =0

Soit k € (1,...,n),0n a alors

(Ve Trr)(ei) = Ve, (Trr(e:) — Trx(Ve,e:)

=V, ((S wl — AT k)ei) - (Sr,k[ - AkTrq,k)(Vei@i)

Ve, (AT -1 k(€)= Srk(Veei) + (A1) (Ve,€:)
e:€i) = Ve, (AT 1 1(€:) = Srn(Vesei) + (AnTr 1) (Ve,e5)
=ei(Srp)ei — (Ve (ApT—1x(e:)) — (ApTr1 k) (Ve,€:))

= Vq( r.k€i
- 6i<Sr k)€z+Srk

) -
(V

= (de;Srp)(ei) = (Ve (ARTr1p))es

= <VSr,ka ei>ei (VezAk)( r— 1k(€1) Ak((veiTrfl,IQ(ei))

Et alors

d?:UMTr7k = Z(veiTr,k) (62)
1=1

n n

16

(3.3)

=Y (VS eei = > (Ve A)(Tr-i(e:)) ZAk (Ve,Tr1k)(e))

i=1 =1
n

= VS — Apdivy Ty ) — Z(VelAk)( r—1,k(€:))

=1
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L’équation de Godazzi et le fait que V., Ay est un opérateur autoadjoint
nous permet d’écrire:

n n

D Ve, A (Tr—1alen), v) =Y (R, Troyiler))ei, v) +tr(T—1 g o VyAy)—

i=1 i=1

n

<Z [tr(Avéak ol 1k) — (Aveliak © Trfl,k:)] € V)

=1

En effet nous avons pour tous X,Y, Z € T,M et n € (T,M)*
=Y(B(X,Z,1))- (VYX, Z,n)—B(X,VyZ,n)-B(X, Z,Vyn)-X(B(Y. Z.n)+
B(VxY,Z,n) + B(Y,VxZ,n)+ B(Y,Z,Vxn)

X(B(Y,Z),n) + (B(VxY, Z),n) + (B(Y,VxZ),n) + (B(Y,Z),Vxn)
=Y ((4(X), 2)=(Ay(2), Vy X) = (Ay(X), Vy Z) = (Agy, (X), Z) =X ({(A,(Y), Z))+
(Ay(2), VxY) + (A4y(Y), Vx Z) + (A, (Y),Z>

= (Vv (Ay(X)), 2)+(Ay(X), Vy Z)=(Ay(2), Vy X) = (Ay(X), Vy Z) = (Avy

{
el

(X), Z)—

77

(Vx(Ay(Y)), 2)=(Ay(Y), Vx Z)+(Ay(2), VxV)+(Ay(Y), Vx Z) +(Agy,(Y), 2)

= (Vv (Ay(X)), Z2)=(Ay(2), Vy X)=(Vx (4,(Y)), 2)+(A,(2), VxY ) H{Agy, (Y), Z) -
(Age,(X), 2)

= (Vy(4(X)) =4y (Vy X), Z2) = (Vx (4,(Y)) = Ay (VxY), Z)+(Ag,(Y), Z2)—(A

= (Vv A4y)(X), Z) = (Vx A)(Y), Z) + (Ag1,(Y), Z) — (Agy, (X), Z)

(X), Z)

Vi

Posons maintenant
X=vY=¢,Z="T_1x(e),n=ay
nous avons donc

(R(v, e)Tmrp(ed), an) = (Ve Aa)(0) = (Voda,)(€), Tra(en)+
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(Agia,(€) — Agi,, (v), Tro1k(ei))

€q

Or
(Avita, (€)= Ao, (v), Trori(er)) = (B(Troip(ed), €), Viyaw)—(B(v, Tovx(er)), Ve o)

et nous avons

n n

Y (B, Troap(e)), Viar) = > (B(T14(e:),v), Vi)

i=1 i=1

—Z vt (Trri(e). v)

= <Z(Av;ak o Tr—1k)(€i), v)
i=1 '
n
Et si on pose v = Z(v, e;)e; , nous avons alors
j=1

n n

Y (Avia, (€), Trmrnlen) = Y (B(Toalen), ), Viar)

=1 =1

= ZZ v, e)(B(T,-11(€:), €i), Vi )

=1 j=1

= ZZ v, e;)( VJ- g M1 k(ei)), ei)

i=1 j=1

= (v,e) > ((Avs o 0 Trorp)(es), )
j=1 i=1 !
=> (v, ej)tr(Av o, © Tr-1)
j=1

n
= (0, ) tr(Ags,, o Tooik)es)
i=1 ’
Ceci nous donne

n

Z<AV$ak(€i)_AVéak(U) TT‘ 1,k ez - Zt?“ Vlako r— lkr)e]> <Z(Av;,ako r—l,k)(€i>av>

i=1 =1
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= tr(Avija’“ oTr1k)e; = Z(Avéak o Ty—1k)€i,v)
j=1 i=1

— <Z [tT(Aveﬁ.ak o ,_Lk) — (Avéak o rfl,k):| e, v)
i=1

Nous avons donc

Z@(v’ ei)Tr—1(e:), o) = Z<(Veif4ak)(v) — (VoAa)(e), Tror(e)+
<Z [tr(Avéak oTr 1) — (Avéiak o Tr,l,k)] €i, V)
d’ou
Z<(VeiAk)(Tr71,k(€i)), v) = Z(F(U’ ei)Tr—1.(€:), ak>+Z((VvAk)(ei), T k(ed))—

n

O [r(Ags o, 0 Toih) = (Agt g, 0 Troae)] €5,0)

=1

et alors
(divy Ty g, v) = (VSy g, 0)—(Agdivy T 1 g, U>—<Z R, Tr_1(e))es, v)—tr(T,_q 1oV, Ay )+
i=1

n

O [#r(Ags e, 0 Tross) = (Agsa, 0 Tror)] €5,0)

i=1

On peut montrer que
(VS ks v) =tr(Tr_1p 0 V,Ag).

En effet, soit (ey, ..., e,) la base de T, M formée par les vecteurs propres
de Ak

(Vodi)(e:) = Vo(Ai(e:)) — Ax(Voer)
= V,(Aigei) — Ak<Z<vvei, ej)e;)
= AipVoei +v(Aig)e; — Z<Vv€z‘> ej) Ar(e;)

j=1
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n

=v(A\ig)e + Nk Ve — Z<Vveia €j)Ajk€j
j=1

n

= U<)\i,k)€i -+ )‘i,k Z<VU€Z‘, €j>ej — Z(V,,@i, €j>>‘j,k€j
i=1 i=1

n

= o(Nip)ei+ > Niw(Voeiej)e; — > (Voei, ) ke

j=1 j=1

= U()\i,k>€i + Z<)\l’k — /\j,k)<Vvei, ej>€j
j=1

Par conséquent

n

Too1k(Vodi) () = o) Troanlen) + (i — Xjw) (Voei, €,) T k(e5)

Jj=1

:U(/\z 7’ 1,k ez ZA]k erej r— 1k}(6])
J#Z

Puisque ey, ..., e, sont des vecteurs propres de Ay, alors se sont aussi des
vecteurs propres de 7,1 5, et on a

n

(T k (Vo Ar)(e:), 1) = <U()\i,k)5r—1,k(>;)6i7€i>—z Nk (Ve )81 k(0 (eiy ;)
=

= v(Ai)Sr—16(N)

= '11()\2‘,]9) Z )\ilgk"')\ir'flyk'

i {in (... (ir—1

iy
Nous obtenons alors
t’l“(Tr_l,k o VUAk) = Z U()\Lk Z )‘i1,/€"'>‘ir—17k
i=1 i1 (i (. (ir—1

i;#1

= U( Z >\i1,k'-')\ir,k)
i1 (i2 (... {ir
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- U(Sr,k>

= <VST7]§, 'U>

Nous avons donc

n

( divy T g, v) = —(Apdivy Ty, v) — (O Rlaw, Tr—ii(e))er, v)—

=1

n

O [#r(Ags e, 0 Troap) = (Agz, 0 Troa)] €5,0)
i=1

n

= —(ApdivyTp_y g, v) — <Z(E(ak,Tr,1,k(ei))ei)T, v)—

n

O [r(Ags o, 0 Troip) = (Agz, 0 Troas)] €5,0)

i=1
d’ou
n

divy Ty = —Apdivy T 1 — Z(E(Oék, Tr 1 nle))e) —

=1

n

3 [tr(Avéak 0 Ty14) = (Agta, 0 Trr i) €

=1

Corollaire 3.1.2 S le champ de vecteurs oy, est paralléle sur le fibré normal,
alors v;ak =0 et nous avons dans ce cas

n

divy Ty = —Ap(divy -1 ) — Z(_R(Oék, T 1x(ed)”

=1

ou R est le tenseur de courbure de M +m.

Ceci est équivalent pour tout v € s(M) &

(divn T, v) = Y > (=1 (R(a, Tr—j(es)), AL v) (3.4)

=1 i=1
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Démonstration : Pour I’égalité (3.4) faisons une démonstration par réc-
curence sur r.
Pour » =1 on a d’aprés (3.3)

(divyTig,v) = —(ApdivyTog, v) Z (ar, Tox(ei))ei, v)

—(Apdivy I, v) — ZR ag, I(e;))e;, v)

—<Z}_%(ak,ei)ei,v>

et ’égalité (3.4) est bien vérifiée pour r = 1.
Supposons maintenant que (3.4) est vraie jusqu’a 'ordre r — 1, on obtient
par I'égalité (3.3)

< diUMTr,k>U> = _<Akd7;UMTr—1,k>,U> - <Zﬁ(ak7Tr—l,k(€i))eiav>

<d“)MTr 1k7AkU ZR Oék, r—1,k 62))6“ >

r—1 n
_ j J
= - g ak’a r—j— 1k(€z ezaAkU E R aka r—1,k 62))61, >
7=1 =1
r—1 n
+1 J
= j akaTr —j— 1k(€z ezyA E R alm r—1,k 61))617 >
=1 1= 1

Posons | = j + 1, alors

<diUMTr,k7U> = ZZ<_1)Z<R(O%7TT lk(ez €Z7A§g 1U Z Oéka r—1,k 61))67;,'U>
=2 =1 i=1
= Z Z(—l)l(ﬁ(ak, T, 1(e))ei, AL to).
=1 =1

En particulier si ’espace ambient M a une courbure sectionnelle constante,

(R(ag, Tr_1(e0))ei, AZ’%) =0
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et donc:
(divy Ty, v) =0 Yo € 2(M).

ce qui donne:
di’UMTT’k = 0.

23



Chapitre 4

Configuration géométrique

Soit M ""™une variété riemannienne orientable de métrique (,). Soit
P* ¢ M "™ une sous-variété connexe orientée dans M " de dimension
n, et X"~ C P™ une hypersurface compacte de dimension n — 1.

Soit ¢ : M"™ — "™ une sous-variété orientable, connexe et compacte
du bord OM™, lors on se pose la question naturelle suivante:

Quelle est la géométrie de M" le long du bord OM™ relativement a la
géométrie de l'inclusion "1 C P" et de l’inclusion P" C Mo

Nous allons essayer d’étudier partiellement cette question. Nous suivant
le modele dans [2]. Nous commencerons par choisir une orientation de cette
configuration.

Soit p € OM™ et (ey, ..., €,_1) une base orthonormale de 7,>" 1.

On peut choisir un champ de vecteurs unitaire 7 normal a X"~ dans P"
tel que (eq, ..., en—1,7 (p)) soit une base orthonormale de T, P".

On a la décomposition

T,M"" = T,P" & (T,P")*

ou (T,P™)" désigne l'ortogonal de T, P".

Soit (¢4, ..., (,,,)une base orthonormale de (T,P")*.

Donc: (eq, ..., en—1,m(p),(q, .-, (,,) €St une base orthonormale de TpMner.

De méme, puisque X" ! est le bord de M™ qui est supposée par hypothése
orientée et par suite elle induit une orientation sur X" !, et donc il existe un
champ de vecteurs v tel que (ey, ..., €,-1, v(p)) soit une base de T, M™.

Notons par (ay, ..., ) une base orthonormale de (T,M™)*.

Donc: (eq,...,en, v (p), 11, ..., i) €8t une base orthonormale de TpMner.
Soit Ay, opérateur de la seconde forme fondamentale de I'inclusion X"t C
P™ associée au champ de vecteurs unité 7, et pour [ € (1,...,m) notons par

24
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Ap; Popérateur de la seconde forme fondamentale de 'inclusion P" C T

associée au champ de vecteurs unitaire (;.
Pour i,j5 € (1,....,n—1) on a

n

1
veiej <v51€]’ er)er + <Veze.77 mn +
1 !

Ms

<v€zejacl>g

1

b
Il

et aussi

-1 m
Z (Veej,er)er + (Veej,v Z Ve,€5, arha

k=1

et par conséquent

m m
Ve'Le]’ E Vezemcl ¢ = v616]7 E , Vezewal

Or
<vei€j7 al) = _<6jvveial> + 6i(<€j7 al>)
et puisque
(ej,an) =0
alors

= (Ai(ei), €5)
avec A; 'opérateur de la seconde forme fondamentale de I'immersion as-

sociée au vecteur oy, [ € (1,...,m).
De méme on a:
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(Veejom) = (As(ei), e)
et pour tout | € (1,...,m):

(Vees,C) = (Apalei), e5)

par conséquent

Z (Ai(e;) ej a; + V €5,V Z (Ap(e;), € )¢+ <A2(ei)>€j>77
=1 =1

ce qui donne

O (Aer), e)an, ar)+(Vee, ) (v, an) = (O (Apaler), €,)C, an)+(As(er), €;) (0, o)

ou encore

Z (Aileq), e5){au, a) Z (Api(ei), €;)(Crr o) + (As(ei), e5)(n, au)
1=1 =1
d’ou

m

(Ar(ed) ) = D (Apa(ei), €5)(C aw) + (Ax(ei), €5) (0, ). (4.1)

=1

Supposons maintenant que P" est totalement embilique, alors il existe
une fonction \;, € C®°(P") telle que Ap; = A ou [ est l'identité dans
»(M).

Choisissons maintenant la base(ey, ...,e,_1) de T,X"" ! formée par les
vecteurs propres de Ay, on obtient alors que pour tout i € (1,...n — 1)

As(e;) = Tie;
et de la relation (4.1), on tire

m

(Ar(ei), e5) = Z MN{Cp )67 + 7367 (n, )

=1
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= O NG an) + Tiln, o))

=1

Posons pour simplifier

Yik = ZN(C;,%) + 7i(n, )

=1

on a alors

(Ag(ei), e5) = { 0 sii#j

Vik pouri=j

La matrice Ay, s’écrit donc dans la base (eq, ..., e,-1, ) sous la forme

Y1k 0o .. (Apv,er)
0 Yor 0O .
A = : L : :
0 Y1k (Apv, en_1)
(Agv ey .. . (Agv,en1)  (Agr,v)

Calculons maintenant le polynome caractéristique de Aj.

Lemme 4.0.3 Le polynome caractéristique de Ay est donné par:

n—1 n—1 n—2
det(t1,—A¢) = (1 (Aww, v)) 3 (1 silp "= (A, ) 37 (1), (T2
=0 i=1 =0

avec s;i(7vy) (resp s.(7;1)) sont les fonctions élémentaires symmétriques de
Y1k Vn—1k (resp 71,k---73;\k---7n—1,k)- so(V) = 30(7;‘,\1«) =1 ety = (71,k---7n—1,k)'

Démonstration : Nous avons:

det(tT, — Ay) = (t=7,1,) det(t, 1 — B)— (Aww, €0 ) (=710 (E =70 2.

avec
Y1k 0o .. (Agv, eq)
0 Yok 0 :
B= : o : :
0 Y2k (Agv, en_a)

(Agv,er) . oo (Agv,en—2)  (Agr,v)
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Faisons maintenant un argument réccurssive sur n. Nous avons

det(tl, — Ax) = (t =y 1) det(tlo — B) = (Apv, en1)(t = y1)--(t = Vn0s)

n—2
(t = (Aer, ) > (—1)si(Fp o)t
= (t - 7n—1,k> n—2 n Z3:0 -
S e S s (T A
i=1 j:0
(Apv, en1)?(t = Y1 4)--(t = Voap)
n—2
= (t - <Aky V — VYn— 1,k Z 777, lk)tn727i_
=0
n—2 n—3
(t = Vnoip) DAk, e)® Y (=18 (T Fnr i)t =
i=1 j=0
n—2
(A, 6n—1>2 (_1)]5j(71,/m e 7n72,k)tn_2_J
=0
n—2 n—2
= (t=(A, ) | D (=) st =Y (=) s (Tt
=0 =0
n—2 n—3 n—2 n—3

D (A ei)® 3 (=18 (T T 274 (A ) 3 (1Y Vi (T Tt
' i=1 ;

<
Il
o

n—2
—( A, en1)? ) (1) s; (Tt

<.
Il
o

Posons [ = 7 + 1 dans la deuxiéme somme et m = j + 1 dans la sixieme
somme, nous trouvons donc

—2 n—1
det(tln_Ak) AkV l/ Z ’YTL lk)tn_l_i+Z(_l)l'ynfljksl—l(m)tn_l_l +
1=0 =1
n—2 n—3
Z Aky el 2 71 k» Yn— lk)tn - J+
=1 j:()

n—2 n—2

—2
2 m+1 T~ 5T T \4n—2-m__ 2 n—2—j
(Arv,eq) E 7n71,k3m—1(%,k7%71,k)t (Arv,en1) E 33 (Y 1k)t
=1 m=1 7=0

n
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n—2
= (t — (A, 1)) Z(—l)l(gz(m) + ’Yn—1,k51'71(’m))t"*1*i I
i=1

—

(t = (A, 1)) [s0(Tor )t + (=" vy sna(To1p) ] +

n—2 n—3
S (A e 3 (17 (55 (T Tor) + Yncr it (T Trmo ™24
i=1 j=1
n—2
S (A (=50 (Toi Tmai) "+ (=1 kSnma (ks Tor))—
=1

[\

n—

(Apv,en-1)? Y (1Y s;(Tp o)t >

o
<
I

=)

n—

= (t = (A, v) 3 (1) 'si(y)t" 7+ (= (A, ) so (T )"+

i=1

n—2 n—3

(t=(Apr, V) (=)™ s psna (T + DAk, e)? > (=1 sy (T8> 7+
i=1 j=1

n—2 n—2

D (A, €) (=50 (T Fmora ")+ Y (AR, € (=1 1 i8ns(Tops Tnoiie)—
i=1 i=1
n—2

)2

(Agv, €n71>2 (—1)j5j(’7n—1,k)

.
Il
=)

Or, par définition des fonctions symétriques s,., nous avons:
$0(7n1) =1 =s0(7)

’Ynfl,ksn—Q(m) = /Ynfl,k'(’yl,k""ynflk) = Sn-1(V1)

S0(Viks Tn-16) = 1 = 50(Vi)

Vn—1,kSn— 3(%k=7n 18) = Yn- 1k H ik
J=1,j#i

n—1
H Yk
J=1,j#i
= Sn—2('77i7~c)-

Par conséquent
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=0 i=1 =0
n—2
<Aklj7 6n—1>2 (_]->j3j('7n,1’k)tn_2_J
=0
n—1 n—1 n—2
— (t = (A, ) 3 ()il )t = DA, ) D (=1 s (Tt
=0 i=1 =0
D’ot le résultat. -

Or nous avons

det(t] — Ap) = (=1)"Sut"™"
r=0
En comparant les termes du polynéme caractéristique on trouvre que les
fonctions élémentaire symétriques S, sont données en un point du bord
p € OM™ par:
St = s1(7x) + (Axv, v) (4.2)

—_

n—

Srie = 5r(Ve) + s (V) (Arv,v) = 3 seca(Tip) (Awr, e)? (4.3)
1

(]

pour 2 <71 <n.



Chapitre 5

Les transformations de Newton
sur le bord

Observons que les expressions (4.2) et (4.3) donnent une réponse partielle a

notre question, car elles relient la géométrie de M"™ le long du bord oM™,
exprimée par S, et la géométrie des inclusions X"t C P" et P" C Mnm,

exprimées par s,(7,) et Ag respctivement. De plus on a le résultat suivant

Proposition 5.0.4 Soit P" C ™ une sous-variété totalemnent embilique
de dimension n et soit Y"1 C P"™ une hypersurface compacte et orientable
de P" de dimension n — 1. Sotent ¢ : M" — ™ une sous-variété con-
nexe,orientable de bord X" = (OM™), et v le champ de vecteurs sor-
tant unitaire le long de OM™. Alors, le long du bord OM™ on a, pour tout
1<r<n-1

<Tr,kV> v) = 5:(7) = Sr(%,ka "'77n71,k) (5.1)
ou:

Vik = (Tin + Z)\lClaak>
I=1

et T1,...,Tn_1 Sont les courbures principales de l'inclusion ¥~ C P™.

Démonstration : Faisons une démonstration par réccurence sur r.
Pour r =1, et pour k € (1,...,m) on a

Tig = Sipl — ApTo
Sy T — AT

et en tenant compte de la relation (4.2), on obtient que

Tik = (s1(7g) + (Axv,v)) ] — Al

31
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Alors:
(Ty kv, v) = s1(7y) (v, v) + (Agv, v) (v, v) — (Agr, v)

= s1(7) (v, V)
d’ou:
(Ty v, v) = s1(7)

et ’égalité est bien vérifiée pour r = 1.
Supposons que pour tout 1 < j <r — 1, on ait

(Tiwv,v) = si(71) (5.2)
et observons que
n—1
Ay = Z<Akl/, eive; + (Agv, v)v
i=1

et
T = Sppd — AT

puisque A, est autoadjoint

(Topv,v) = Sppe — (T wv, Apv)

n—1
= Spp — (Tr-1 kv, Z(AW, e;)e; + (Apv, v)v)
=1
n—1
= Ork — <Trfl,kl/7 I/> <Akl/> I/> - <AkV7 ei><TT‘71,kl/7 €i> (53)

=1

De plus nous avons
Ape; = ;i + (Arv, e)v

et donc
<Tj,kV7 €i> = <Sj,kV - Aijq,kV, €i>

= Sj,k<V7 €i> - <Ak:Tj—1,k:V7 €i>

= —<ij1,kl/, Ak€i>
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Ceci nous donne par un argument réccursive que pour tous 1 <r <n-—1

[\

r

<Tr—1,kV7 e;) = — (A, €;) (—1)j5r—2—j(7k)7g,k~
J

Il
=)

En effet faisons une démonstration par réccurence sur r
Pour r =2 on a:

<T1,kV, €i> = Sl,k<V7 6i> - <Aky7ei> = —<AkV, €i>

Donc I’égalité est vraie pour r = 2.
Supposons que ’égalité est vraie jusqu’a 'ordre r — 2

(Tr—1xv,ei) = Sr_1 kv, e) — (ApTr—o kv, €;)
—(A T oy, €5)
= —(Tr_o kv, Age;)
= Y Troanv, €) — (Apv, ei) (T o v, v)

r—3
7116 AkV el

M

Sr 3—j ’Yk)%k;) (Arv,ei)sr—2(1)
j:0

w

r—

— (A, e) OO (=17 s, s k()i — se—a(1s)
7

I
o

Posons [ = j + 1:

r—2

(Tr—1pvs€) = —(Apv, €) (Z(_Dl‘gr‘*Z*l(fYk)fyé,k —5r-2(7k))

—<AkV, 6i> (_1)l3r—2—l</yk:)’7§,k

D’ou le résultat.
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Et d’aprés (2.4) nous avons donc:

N

r—

(Trovwve) = —(Apvyen) Y (=1)'s,_ai(v)Vh, = — (A, )2 (Vi)
l

Il
=)

(5.4)
Remplagons maintenant (5.4) dans (5.3) on trouve
n—1
<Tr,kV7 V> = Sr,k - <Tr 1,kV, V AkV V Z r—1,kV, el Aky7 ei)
i=1
n—1
— Mrk T <TT—1,kV7 V> <Akyv V> + Z(AkV7 6i>2sr—2(’7i7\]g)
i=1
n—1
= 5 (1) + 81 (V) (AR, v) = Y s (T (Awrs €)= o1 (7)) (A, v)+
i=1
n—1
Z 37«72(@)@4147/7 €i>2
i=1

et par conséquent
<Tr,kV7 V) - 37“(719)'

D’ou le résultat. =

Maintenant on va voir comment les fonctions élémentaires symmétriques
sr(7,) peuvent s’éxprimer en termes de courbures principales 71, ..., 7,1 de

linclusion X" ! C P et les facteurs d’embilicité A\, de P* C e
On écrit
Yik = Mig T By
avec

T = (71,1@7 "‘7/7n—1,k)
My = (MLka "'7:un—1,k)

Hige = Ti1, k)

Br = <Z NG, Q)
1=1
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Lemme 5.0.5 Pour tout 1 <r<n-1:

s =3 ("))

r —
=0 J

Démonstration : Rappelons que s,(,) peut définie par

[y

n—

syt T = (=)= i) (5.5)
r=0
nous avons
Yik = Mig T By
et donc
(t— '71,k)-~-(t Tn—1 k) ((t—Br) — Ml,k)---((t — By) — #nfl,k>
n—1
= > (=1 st = 8"
7=0
n—1 n—1—j n—1—
SICHTAD i G [SVE Ty
§=0 1=0

0
Posons r =7 +1

e =S (1 e

J=0 r=j

n—1 n—1 n—1—;: '
- eur (T ) mr e

7=0 r=j r=J
n—1 n—1 n—1—
=S (M) s e
r=0 j=0 J

sr<vk>=:<—1> (") s

D’ou le résultat. m



CHAPITRE 5. LES TRANSFORMATIONS DE NEWTON SUR LE BORD36

Lemme 5.0.6 Soit P" C M " une sous-variété orientable, totalement em-
bilique, de dimension n, et soit X1 C P™ une sous-varieté de P" compacte
et orientable de dimension n — 1.Soit: ¢ : M" — M une sous-variété
orientable, de bord X"t = (OM™") , et soit v le vecteur sortant unité le long
de OM™. Alors, le long du bord OM™ et pour tout 1 <r <mn-—1, on a

<Tr7k;V, l/> = Z(—l)]< . _J ) Z/\ZCHO% T],Oék> Sj(Tl, ---;Tn—l)

j=0 =1
(5.6)
avec (ay, ..., i), (Tesp. (Cq, v, C,n)) la base de Uespace (T,M™)*, (resp(T,P™)*),

et T1,..., Tn_1 sont les courbures principales de l'inclusion ¥"~1 C P".

Démonstration : Remarquons d’abord que pour o un nombre réel,on a

Sp(Qry, ..,y _q) = Z (awyy)...(ax;)

et par suite
<Tr,kV7 V> - ST(,VI{?)

_ ;<—1> ("1 )

r—J
T . 1_]
= (M) A sl )
=0 J =1
d Sfn—1—
=) (=1) < ) Z)\zCl,ak Tsi(ri(n, ),y ey T (0, Q)
j=0 T_J =1
J n—1-—
= Z(_l) ( ) Z)‘lClaak 7770%> Sj(Tlv"an—l)
=0 r—J =1
Donc
r n—1—7 m ‘ '
(T = S0 ("L )OO NG sy (i)
=0 I=1



Chapitre 6

Transversalité et ellipticité

Dans ce chapitre on va établir une relation entre la transversalité de M" et
P le long du bord 7!, et Pelliptcité de la r®™¢ transformation de Newton
Tk, pour r > 1. (rappelons que Ty = I).

Les relations entre S, ; et s,(7y;,) données par les expressions (4.2) et (4.3),
ainsi que l'expression de (7, xv, v) donnée par (5.1) deviennent simples si on
considére que l'inclusion P" C W™ est totalement géodésique, cela veut
dire que \; = 0 pour tout [ = 1,...,m. Dans ce dernier cas nous avons le
résultat suivant

Corollaire 6.0.7 Proposition 6.0.8 Soit "' une sous-variété compacte
et orientable de dimension n—1 dans une deuzieme sous-variété P* C M
orientable et totalement géodésique de dimension n. Soit ¢ : M" — M
uns sous-variété orientable de dimension n et du bord OM™. Alors sur le bord

OM™ et pour 1 < r <n nous avons

Stk = (N, ag)S$1(T1, ooy Tne1) + (Agv, v)
(6.1)

Srk = (N, 0k)" $p(T1, ey Tno1) + (0, ozk)r*ls,,,l(ﬁ, ooy Tn1) (A, v)

- Z(n, ) 252 (Ti) (A, ) (6.2)
(Trwv,v) = (n,0w) 50 (T1, o Tno1)- (6.3)
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Dire que M™ n’est pas traverse a P" le long du son bord dM™ signifie
qu’il existe un point p € IM™" tel que

(n,&)(p) =
pour tout & € (TpP")L.Ce qui signifie qu’il existe un point p € OM™ tel que:
(n, o) (p) =0

pour tout k£ € (1,...,m).

Théoréme 5 Si pour tout k € (1,...,m) les transformations de Newton
T, sont définies positives pour un certain r € (1,...,n—1) alors la sous-
variété M" est traverse a la sous-variété P" le long de son bord OM™.

6.1 Cas des hypersurfaces

Si nous considérons le cas des hypersurfaces,alors nous pouvons définir
sur (T, M™)* un vecteur normal global a, et sur (7,P")* un vecteur global
n. Les relations (6.1), (6.2)et (6.3) deviennent alors

S1=(n,a)s1(71, ..., Tno1) + (Av, V) (6.4)

Sy =(n,a)" 8.(T1, e, Tne1) + (0, @) 5,1 (71, ooy Tt ) (A, 1)

n—1

V25 _o(T)(Av, e;)? (6.5)

z:1

(Thv,v) = (0, @) 8 (T1, ooy Tn-1) (6.6)

Dans ce cas particulier dire que M™ n’est pas traverse a P" signifie tout
simplement qu'il existe un point p € IM™ tel que: (n,«a)(p) = 0. Et par
conséquent on retrouve le résultat dans [2].

Corollaire 6.1.1 Si la transformation de Newton T, est définie positive pour
un certain 1 < r < n—1 alors Uhypersurface M™ est transverse a P" le long

de OM™.
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