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Introduction

Les matrices aléatoires ont d’abord été introduites en physique nucléaire par Wigner dans les années
50, pour décrire les résonnances de neutrons lents sur les noyaux lourds. 'idée de base était que pour de
grandes énergies d’éxcitation, lorsque le systéme contient beaucoup de nucléon, les niveaux d’énergies
sont trés dense. L’étude du spectre d’une certaine matrice aléatoire et la localisation de ses valeurs
propres est liée a 1’évaluation des niveaux d’energie des éléctrons dans un atome (voir [2] ou nous
pouvons trouver plusieurs applications).
Dans ce mémoire nous ferons essentiellement une étude spectrale des matrices aléatoires.
Nous développons les résultats des articles suivants :
1.Pastur.L.A. Spectra of Random Self Adjoint Operators. Russian Mathematical Surveys.N.
p-1-62 1973.
2. Lejay Antoine, Pastur Leonid. Matrices aléatoires: Statistique aymptotique des valeurs
propres. Séminaire de propbabilités (Strasbourg), tome 36 (2002), p.135-164.
3. El Karoui Noureddine. The Spectrum Estimation for Large Dimensional Covariance
Matrices Using Random Matrix Theory. Annals of statistics 2009, p.1-25.
Dans le chapitre 1, nous rappellons les principaux ensembles de matrices aléatoires: ensemble
unitaire gaussien, ensemble orthogonal gaussien et I’ensemble symplectique gaussien. Nous introduisons

la distribution spectrale

1 n
Nﬂ()‘) = % Z 1{>\'i.n<)\}
1=1

(ot A;, sont les valeurs propres de la matrice aléatoire) et la densité conjointe des valeurs propres dans
chaque cas. Nous étudions aussi la distribution spectrale associée aux matrices aléatoires de Jacobi et
la distribution spectrale de I’équation de Shrodinger avec un potentiel aléatoire.

Dans le chapitre 2, nous développons larticle de L.A.Pastur (1973) [32]. L’étude porte sur le

comportement asymptotique de la distribution spectrale de la suite d’opérateurs aléatoires hermitiens



définis par :

k
By (k) =An+ Y Ti(,¢)¢', keN (1)
=1

ol A,, est un opérateur auto-adjoint déterministe, Y;des v.a réelles i.i.d, ¢* vecteurs aléatoires indépen-
dants a valeurs dans un espace F,, et indépendants de ;. En suite, nous abordons ’ensemble de matrices
hermitiennes de I’ensemble de Wigner qui donne la loi du demi-cercle.
Dans le chapitre 3, nous développons des résultats de l'article de Pastur [32].
L’étude porte sur le comportement asymptotique de la distribution spectrale de ’équation de Shrodinger

A potentiel aléatoire avec conditions aux limites :

~ 5 A% + gz = X, Yls =0 2

o A est le Laplacien , g(x) est le potentiel et V' est un cube de R™ de bord S. Ensuite, on termine par
le cas d’une équation de Shrodinger avec un potentiel un processus de Markov ergodique.
Dans le chapitre 4, nous développons les résultats de ’article de Antoine Lejay, Leonid Pastur
(3].
On s’interesse a la distribution spectrale de matrices aléatoires symétriques réelles ou hermitiennes
H,, de grande taille :
1

\/ﬁYn; Yik =Yy €R et Y, = {ij}?,kzl

Yjr, 1 <j <k <ndesv.agaussiennes indépendantes : E, [Y;,] =0, E, {Yfk} = (14+dp)w? 1 <j,k<n

Hy,

Dans cette partie on obtient pour N, (\), n — oo, la loi du demi-cercle de Wigner.
On termine par donner un résultat sur le comportement asymptotique de la plus grande valeur propre.
Dans le chapitre 5, nous étudions un algorithme dans l’article de Noureddine El Karoui [5].
Cet algorithme donne une estimation de la distribution spectrale de matrice de covariance en grande
dimension basé sur une équation appellée équation de Maréhenko-Pastur. Nous présentons des sim-
ulations numériques sur la détermination de la distribution spectrale limite dans trois cas correspondants

A des covariances différentes.



Chapitre 1

Matrices aléatoires

1.1 L’ensemble unitaire gaussien

Nous notons par EUG l’ensemble unitaire gaussien, EOG I’ensemble orthogonal gaussien et par ESG
I’ensemble symplectique gaussien.

Considérons une matrice hermitienne H d’ordre n x n d’entrées notées H;; (i,j = 1,...,n) qui sont
des v.a. indépendantes, en général & valeurs complexes et leur fonction de distribution conjointe admet

la. densité suivante :

Cy, exp(—trH?) (1.1)

ou C), est la constante de normalisation. Nous nous intéressons a la distribution spectrale N, (\) définie

par le quotion du nombre de valeurs propres ordonnées de H inférieures ou égales a A :

1 n
Nﬂ()‘) = % Z 1{>\i.n<)\}
1=1

ol \;, sont les valeurs propres de H classées par ordre décroissant: Aj, < Agp < ... < Ay et A est
un réel fixé. La fonction NV, () est une variable aléatoire et nous nous interessons a son comportement
asymptotique pour n assez grand.

Pour cela, nous déterminons la densité conjointe du vecteur des valeurs propres A; (i = 1,...,n) que
l’on peut déterminer par substitution des variables H; ; et f_lij dans (1.1) par les A\; (¢ = 1,...,n). La

densité (1.1) sera exprimée seulement en fonction des valeurs propres en remplacant I'argument —tr H?



n
de I’éxponentielle par Z )\fn Le Jacobien de ce changement de variables est donné par [16] :
i=1

AT = Ajn)? (1.2)

i<j

ou la quantité A dépend seulement des composantes des vecteurs propres orthogonaux associés aux
valeurs propres A; (i = 1,...,n). Dans le cas du groupe orthogonal des matrices réelles symétriques, le

jacobien a la forme

AT = Xin)

i<j
qui est facile & expliciter du fait que H est diagonalisable sous la forme H = UAU?, o1 A est la matrice

diagonale des valeurs propres, U la matrice des vecteurs propres associés. Dans ce cas le Jacobien

est un polynéme homogene pour les variables A; (i = 1,...,n), de degré w De plus, les valeurs

propres étant distinctes deux a deux , le polynéme contient le facteur H(/\j,n — Ain). Pour les matrices
i<j
hermitiennes, nous pouvons écrire la densité conjointe des valeurs propres des matrices de ’ensemble

unitaire sous la forme suivante :

n

Pu(A A, An) = Clrexp(—= Y M) [ = Ap)? (1.3)

i=1 i<j

ou C) peut étre déterminée par la condition

Pn ()\1, /\27 7>\n) d)\1d/\2...d/\n =1

—00<A1 <A< <A <oo

l

Notons par H;(A\) = g hu\F le polyndéme d’Hermite satisfaisant la condition d’orthonormalité
k=o
suivante :
+oo

/ exp (=A%) Hi(A) Hp, (A) dA = 84y, (1.4)

— 0o

n
Nous considérons la matrice G d’ordre n x n d’éléments G, = Z hi_lyj_l)\ifl (i,k=1,...,n). 1l
j=1
est facile de voir que G est le produit de deux matrices L et I' d’éléments respectifs

hi 161 1>k -
li7k = ' ) YVik = /\;c !
0 i<k



n—1

Le déterminant de L est H hy; et celui de I est le determinant de Vandermonde donné par H (A

1=0 i<j

—2
En remplacant dans (1.3) H (A — Aj)? par (det G)? (H h”> , il en résulte de (1.4) que :

i<j 1=0

n—1 —2
C = (H h”>
1=0

D (A1, A2, ey Ap —exp< Z)\2> detG

Par suite

On peut obtenir le résultat par une deuxiéme méthode. Nous avons (voir [3] théoréme 14 (p-149))

Pr e, dn) = 5—s ﬁn, exp< ZV) ITy—x)°

1<j
oll Q2 est la constante de normalisation (dans le cas de 'ensemble EUG 5 =2). On a

1 A | Ho (A1) Ho (A2)
VD VO W LHy (A1) LH, (\)

A = T[-a=| g ——
i<j . . . Hh”

=0

PV D Vo s Hy (M) g H (M2)

1
= det [H; (Ae)] iz, mo1h=1...m

H Py

ou hy; sont les coefficients des termes du plus haut degré du polynéome d’Hermite H; qui sont liés aux

fonctions d’Hermite par la relation :

Nous aurons ainsi

Pn (A17A27"'7)\n) = n—1 2 [det (h’ (Ak))]] 0..



Pour calculer la constante de normalisation )y, 2, nous allons utiliser le théoréeme de Gram découlant
du procédé d’orthogonalisation de Gram-Shmidt. Nous avons le résultat suivant

Théoréme de Gram [26]. Soient {fi},_, et {g;},_, deux ensembles de fonctions continues et

intégrables sur R™. Alors :
/ e /det {fi M)} ey det {g (Am)}zmzl d\i..dhn = ntdet {(fi, gm) } s
Rn

Par application, en prenant f; = g; = h;, on obtient

/ Pn ()\1,)\2,...,)\n)d)\ld)\g...dAn =1

1 2
— 5 / (det 10 Ao, n 1 mrn) BArdAn

n—1
Q2 (H hzz)

=0

D’ou la constante sera
n—1
_ -2
Qnz =[] M
1=0

Le calcul de I’éspérance mathématique de la variable aléatoire

Np(N) = %Z 1o n (M)
donne
B (No(A) = ~STE(1a (M) = E(1a ()

n
k=1
= / d/\1/ P (A, Az ooy Ap) dAg.d )y,
A Rn—1
1 2
- E/Ad)‘l /Rn—1 (det [hj (/\i)]j:O,---,n—l,izl,..i,n) ds...d)\,

ot A =] — 00, A]. Or
n—1

=0

En utilisant encore le théoréme de Gram, nous avons

/ hj1 (/\2, ~-~7>\n) hj2 ()\2, ,)\n) d/\zd/\n = 5j1,j2 (n — 1)'
Rr—1



ot hij (A2, ..., An) = det [k (Am)]k—o. n1.m=2.. nkzj- Nous aurons donc

AR I SR (0) | dh
j=0

1n71
- / exp (—X3) |~ ST HE () | dn
A =

Le comportement asymptotique des fonctions d’Hermite [1] [15] est utilisé et aprés des développe-

ments on trouve que lorsque n — 0o

1

A
E (N, (A)) ~ —/_ V2n — p2du

™

Plus précisemment nous avons

Jm B, =1 [ g (15)

ou A" =] — 00, uy/n).
Le résultat (1.5) a été démontré par E.Wigner et est appelé la loi du demi cercle (voir détails

chap. 4 avec une deuxiéme méthode).

Pour le calcul de la variance de cette variable, on utilise un résultat du chap. 4. Soit T}, () une

statistique linéaire définie par :

T, (p) = 1Z¢<Al>:/w<A>Nn<dA>

n
1=1 R

(La mesure de comptage normalisée est un cas particulier).

D’apreés le théoréme 16 (iv) (chapitre 4), la variance de cette statistique est :

Var (T (0) = 5z |, (¢ () = 9 (0))° KE () dhd

n—1
oun K, (A, u) = Z hy (A) by (@), hy (.) représentent les fonctions d’Hermites et K, (.,.) est le noyau de
l_

=0
Darboux-Christoffel [1].

10



Par suite nous aurons

2 sup 0 (N))?
n R2

IN

Var (Tn (¢))

2@002
= CUALT T k2 (0, ) dna

R
92 2
R

n2

— 0 quand n — oo

2 2
2|ell5 . 2[lell5
n n

En particulier, si ¢ est lipschitzienne de constante C, de la formule de Darboux-Christoffel et de

Porthonormalité des fonctions d’Hermite h,, (.), nous aurons

02
Var(Tu(9)) < 5 | (A= w) Ki (A p) ddp
n R2
C?a?_
= S [ (O B (1) = Bt (8 B )P
n R2
C2
= ﬁai_l — 0 quand n — oo.

a,—1 est le coefficient du polynome H,,_; dans la relations des trois termes [1]-[3] donnée par
AH, (A) = anHpnp1(A) + B, Hn(A) + an1Hn1(A)
Par la factorisation d’une matrice hermitienne H, la distribution de probabilité se factorise comme
P(H)dH = p(\) AP (A) d\dG (1.6)

ot dG est la mesure de Haar sur le Groupe G (G = EOG, EUG,ESG) et p(\) AP (\)dX\ est la

mesure sur les valeurs propres avec [16] :

1 EOG
AN = H |[Ai —Aj| et 8= 2 résp pour les ensembles{ EUG
s 4 ESG

Ce résultat s’interpréte par le phénomeéne de la répulsion des niveaux d’énergie A;,7 = 1,...,n. Le facteur
A(X) montre en effet que la probabilité que deux niveaux \;, A; soient trés proches est trés petite pour
B croissant. Autrement dit, si on considére S (6, §) df1dfs la probabilité qu’il y ait une valeur propre

dans chacun des intervalles [0, 0 4+ df;] et [0 + §,0 + § + df3] et aucune dans Vintervalle [0 + df4,0 + ],

11



est:

5(9,5)20(62), pour 0 fixéet 6 — 0

Ce résultat a été corroboré par les données expérimentales [2].
Nous donnons quelques indications permettant d’arriver a la relation (1.6) pour un élément de volume

dH [14], [16]. Le Hamiltonien H se diagonalise par une transformation appartenant au groupe G
H= g)‘g/a g e Ga A= Dmg ()\1, "'7>\n); g* — g/

Nous aurons [16]

dH = dg.\.g + g.d\.g + g.\.dg

D’ou
gdH.g = 6g.\+ dX\ — \dg

En posant g'dH.g = 0G et 6G = (0G,i), on a
(5ij = d)\j, (Sij = (ngk()\k — )\j), j 7é k (17)

En utilisant (1.7) on peut montrer que le jacobien de H & (A, g) sera donné par [A (A)]? (voir [16]

p.58-73). Dans le cas orthogonal, I’élément de volume est donné par

dH = 27" [[dHa [[dHy, B=1

1<j

et pour le cas unitaire,

dH = 2"<"2—1) HdHqu(ReH”)d(ImH”), B: 2

1<j

qui est I’élément de volume de la mesure de Haar.

1.2 Matrices aléatoires de Jacobi et équation de Shrédinger a
potentiel aléatoire

En physique, on considére une chaine linéaire de n particules ( par exemples les nucléons ) reliées par un
lien élastique (en générale pour simplification ce lien est pris égale & 1 pour décrire 'intéraction de deux

particules qui se rapprochent trés prés 'une de lautre et telles que 'on ait m, A, = my_1Ap—1 = ... = K|

12



K =1, [2]) et les particules ont des masses aléatoires my, ma, ..., my, i.i.d.. Notons par 1, s, ..., T, les

déplacements de ces particules. Ils sont décrits par le systéme suivant :

Tyt — 2T +Tp—1 = Myl

g = Tp41 = 0

Les fréqences A, (k = 1,2, ...,n) du systéme sont déterminées par la résolution du systéme d’équations

linéaires suivant :

Upy1 — 2Up + Up—1 = — MUy (1.8)

Up = Up+1 =0

Ak sont les racines du déterminant de la matrice de Jacobi [11]

2—miA -1 0 A 0
1 2—mpA  .—1 . . . 0
0 ~1  2—mgr -1
(1.9)
~1
0 0 . L =1 2—me

On s’intéresse au comportement asymptotique de la distribution normalisée
1 n
N (A) = - D li.en
i=1
On consideére la fonction dite "caractéristique" définie par [2]-[23]:
oo 1 n
O (2) = / In (= + X) N, () = — 3 I (2 + )
0 i=1
Elle admet la limite suivante quand n — oo et pour x > 0 [23] :

Q(z)=C+ E(In(R))

13



ou la v.a R est la fraction continue de la forme suivante [11]

1
R=24+mx — 1.10
! 2+ mox — L (1.10)

24+msx—...

La fonction de répartiton de R vérifie une équation intégrale et en utilisant le fait que les variables
aléatoires m; sont i.i.d et en résolvant cette équation on trouve la quantité Q (z) et par la transformation
inverse [2] on obtient N par :

N\ = %Eli{%ImQ(—)\Jris) (1.11)

PLus précisemment, on a :

n

1 1
Q, (z) = - Zlnmk + ﬁlndn (x)
k=1

ou dy, (x) est le déterminant de la matrice (1.9) avec A = —z et d,,—i(z) est le déterminant de la méme
matrice qui a comme premier terme 2 — mpA, A = —x.
On a:
Aok = 24+mpp12)dn_p—1 —dn_r—2
dy, = 24+ mux, dg=1
De plus
d d . dl n—1 (
d. — n_ Gn-1 01 Rn)
" dnfl dn72 d() kl_‘[] k
avec
1
R,(gn) =2+ mpp1T —
24+ mpqor—
) 1
24 Mpx
Donc

n n—1

1 1 ,

(@) = —~ > lnmy + - > Ry
k=1 k=0

On peut supposer maintenant que quand n — oo, on peut remplacer RS{“) par la fraction continue
infinie Ry, de la forme (1.10) qui commence par 2 + my12. Siles v.a my et Ry satisfont & la loi des

grands nombres, il s’en suit alors que €2, (z) converge en probabilité vers la limite

Q(z)=-E(Inm)+ E(InR)

14



D’apreés la définition de Ry, on remarque que cette v.a est indépendante de my et que I'on peut écrire
1
R:2+mx—ﬁ (1.12)
ou R’ est une v.a indépendante de R mais de méme loi. En calculant la fonction de répartition de chaque

membre de (1.12), on trouve I’équation intégrale vérifiée par Fp :

+oo +o0 1
Fr(u) = P(R<u)= P(R<u|R =7r")dFgr (r') = / P2+ mx — T <wu|R' =7r")dFg ()
= o P(m < L u—l—l —2)||R =7r")dFg (1)
oo |z i "
_ [ P(m < 1 U+ L 2 )| )dFR (1)
) Tz ! r

: <u + l/ - 2)} YAFg (r'), car Fr = Fr
r

SH

[

avec Fp et F), sont les fonctions de répartition des v.a R et m. La résolution de cette équation intégrale
permet d’obtenir Fr. De (1.11), on obtient la forme de N (\). Ainsi, N, (A) converge en probabilité
vers N (\) qui n’est plus aléatoire.

Une autre classe d’opérateurs est donnée par ’équation de Shrédinger unidimentionnelle & potentiel

aléatoire [2] [23]. Les équations ont la forme suivante :

k
—y"—i—Zqié (z—z)y =My (1.13)
i—1
y(O) =y (L) =0 (1.14)

ou ¢ () est la mesure de Dirac en z et tel que le terme ¢d (z — £) repésente la condition de continuité
y(€—-0)=y(+0),y (£+0)—y'(£—0)=qy(&),et g;, z; sont, en général, des v.a.

L’équation de Shrodinger est une équation des ondes décrivant le mouvement d’éléctrons dans un
champ de particules avec masses soumises & une force dérivant d’un potentiel. L’interét de ’équation
fut immeédiat quand a [’évaluation des niveaux d’énergie de 1’éléctron dans ’atome d’hydrogéne en
permettant d’éxpliquer les raies d’émission de cette atome.

On définit une nouvelle fonction de distribution normalisée des valeurs propres par
1 n
No(A) =7 D 1puw<n (1.15)
i=1

ou \; (L) sont les valeurs propres du systéme (1.13)-(1.14). Au lieu de prendre la limite quand n — oo,

15



on s’intéressera plutot a la longueure L de l'intevalle qui doit tendre vers I’infini sous des conditions sur
la proportion k/L (k, peut étre aléatoire).
Deux cas sont considérés :
1. Les z; sont des points fixés et équidistants (exemple z; = a - i, a > 0, période du treillis) et
q; des v.a.i.i.d.
2. Les ¢; sont égales, non aléatoires et les x; sont des v.a supposées uniformément distribuées
sur lintervalle [0, L] et indépendantes(sinon, en général, elles suivent la loi de Poisson ).
Le premier cas est interprété comme modéle unidimensionnel d’un alliage en désordre repésentant un
crystal périodique. Le second modéle décrit les solides amorphiques : verre, fluide,...ect. Dans ces cas,

la théorie des processus de Markov est utilisée.

16



Chapitre 2

Spectre de matrices aléatoires de

grande dimension

Le chapitre contient deux parties. Dans la premiére, nous étudions le comportement asymptotique de la
distribution des valeurs propres de deux familles d’opérateurs aléatoires hermitiens et ainsi d’un ensemble
de matrices aléatoires unitaires de grande dimension. En suite, nous nous intéressons & un autre ensemble
de matrices hermitiennes appelé ensemble de Wigner qui est une généralisation de ’ensemble unitaire

gaussien et pour lequel la loi du demi-cercle sera introduite [32].

2.1 Introduction

Nous considérons des opérateurs auto-adjoints B,, définis sur un espace F,, de dimension n et de la forme

suivante :

k
By (k)=An+> Yi(,q)q", keN (2.1)
=1

oll A, est un opérateur auto-adjoint déterministe, Y; des v.a réelles i.i.d et ¢* vecteurs aléatoires in-
dépendants & valeurs dans F,,, et indépendants de T;.

L’opérateur (.,q')q" est défini par (.,¢")q¢' (x) = (x,¢")q¢"* ou (z,q") représente le produit scalaire de
E,.

L’opérateur B, (k) est la somme d’un opérateur déterministe et d’opérateurs aléatoires indépendants
de rang égale & 1. On note 2 I'espace de réalisations des opérateurs B,, (k). Comme précédemment, on
s’intéressera a la distribution spectrale N (A, B,, (k)) qui est la proportion des valeurs propres de B,, (k)

plus petites que A.

17



On suppose les conditions suivantes pour n — oo :
C1. nh—{go k/n = c existe et ¢ est appelée la concentration.
C2. La suite des distributions spectrales N (), 4,,) des opérateurs A,, converge vers une fonction
No(A) en tout point de continuité :

lim N (A Ay) = No (A) (2.2)

n—oo

Sous ces conditions, il s’agit de déterminer les propriétés probabilistes des opérateurs B,, (k) assurant
la convergence en probabilité des suites N (A, By, (k)) vers la limite N (A, ¢) qui est déterministe.

Pour certaines classes d’opérateurs aléatoires de la forme (2.1), il s’agit de résoudre les deux problémes
suivants :

- La convergence de la distributioin spectrale d’une suite d’opérateurs aléatoires vers une limite
déterministe.
- La détermination de cette limite.

En comparant (2.1) et (1.13), on remarque que ’ensemble des opérateurs aléatoires de la forme
(2.1) est similaire a ceux de I'équation de Shrédinger avec potentiel donné par la somme des d-fonctions
concentrées aux points aléatoires x;. Les d-fonctions dans (1.13) peuvent étre considérées comme des
opérateurs de projection unidimensionnel. Cependant il existe une différence entre le comportement
asymptotique de la distribution spectrale de I'opérateur de Shrodinger et les opérateurs By, (k). Dans
(1.13), les v.a z; ou les d-fonctions sont concentrées obéissent & une loi de Poisson, ainsi, elles sont
indépendantes et choisies avec une probabilité égale dans l'intervalle [0, L], quand L — oo. Pour faire
le lien entre (1.13) et (2.1), les vecteurs aléatoires ¢* doivent étre indépendants choisis avec probabilité
égale dans un certain ensemble orthonormal qui est un cas assez compliqué. Dans le cas opposé ol le
nombre de valeurs prises par les vecteurs ¢* est beaucoup plus grand que la dimension de F,,, on introduit
une base orthonormale et on écrit les vecteurs ¢* dans cette base, Pour le vecteur ¢ = (¢1,2,..., gn), on
impose les conditions suivantes :

C3. Les moments des vecteurs aléatoires ¢ = (¢1, g2, ..., gn) définis dans (2.1) vérifient
E (qiq;) = n""6i; + mij (n) (2.3)

1
E (4idauGm) = —5 (6ij0tm + dimdj1) + @q (1) 951 (n) + dijim () (2.4)
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ol les quantités

1/2
2
er(n)=[nd_ ImymI*]  ean)=>|piy; (1)
v 12 (2:5)
es(n)=n| Y |dijim|”
i,7,l,m

tendent vers 0 quands n — oc.
C4. Les v.a T; dans (2.1) sont i.i.d.

Nous donnons deux exemples d’ensembles de vecteurs satisfaisant la condition C3.
Exemplel

On considére un ensemble de vecteurs réels de normel, de densité de probabilité p(¢1, g2, ..., qn)

symétrique par rapport & ses variables et tel que 'on ait :
E (gia;) = n~"0;

et
D) (ququqTrL) = a1 (5ij61’m + 5i7n6jl + 6il(5j7n) + (a2 - 3&1) 6ij5lm6il

oua =F (q%q%) =F (qizqf-), i1 #£j, a3 =F (q?) pour (i =1,2,...,n).avec n(n — 1)a; + naz = 1 (qui
vient de la normalisation des vecteurs de ’ensemble).

Donc, pour que la condition C3 soit vérifiée, il suffit d’avoir quand n — oo,

a1 =n"2+o(n"%?)
Par exemple, pour des vecteurs distribués uniformément sur la sphére unité, ona a; = [n (n + 2)]71,
ces vecteurs vérifient la condition C3.
Exemple 2.

Considérons un ensemble de vecteurs aléatoires définis par

q= n=1/2 (£1a€2a 7€n)

o &, sont des v.a i.i.d. de moment d’ordre 4 noté s, fini. Dans ce cas m;; (n) = 0, ¢; (n) =n"18; et
parmi les nombres d;jim, (n), seulement d;;;; (n) = 25 |1y — 3]
Il s’en suit que les vecteurs de cette forme vérifient aussi la condition C3.

Comme précédemment, il s’agit de déterminer la forme explicite de N (A, ¢) = lim,, N(A, B, (k)).
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Pour cela nous rappelons la formule de la transformée de Stieltjes de N (), ¢) donnée par :

+o0 c
m(z,c) = / % (2.6)

—00

Par la transformation inverse dite de Perro-Frobenuis [25], on peut retrouver la fonction N (), ¢) en

tout point de continuité. On a aussi

A2

.1 .
N(/\Q,c)—N(/\l,c):;{%; N Imm (x + i) dzx (2.7)

Notons par mg (z) = m(z,0) la transformée de Stieltjes de Ny (\) définie par (2.2) (ou l'existance
est assurée par la condition C2 dans le cas des opérateurs A,). On a

+oo
mo (2) = / div%(j) (2.8)

— 00

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1 [32]. Supposons que les conditions C1-C4 sont vérifiées. Alors
1) La suite des distributions spectrales N (XA, By, (k)) converge en probabilité vers la limite N (A, c¢) véri-
fiant N (—o00,¢) = Ny (—00), N(4+00,¢) = Ny (+00), ot Ng (N\) est définie par (2.2).

En tout point de continuité, la fonction N (X, c¢) s’exprime par sa transformée de Stieltjes m (z,c) :

1 A
N (A\,¢) = Ny (—o0) + lim lim — Imm (x + ie, c) dx

p—00 e\,0 T -

2) La fonction m (z,c) est solution de l’équation suivante pour t =1

wlm ) =mo(2) - C/o T TTg(fu (.6) aue(fz’ g (29)

ot T est linverse de la fonction de distribution o de la v.a Y et est donnée par :

7 (€) = inf{u,o (u) = €}

8) La solution de l’équation (2.9) existe et unique et elle est équivalente o I’équation aux dérivées partielles

d’ordre 1.
Gu (1) et (t du(z,t) B
o T r©un  or - uE0=mE (2.10)
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de solutuion donnée implicitement par

u(z,t) = mg (z—c/ot Md§) (2.11)

Remarque 2 On peut voir que u (z,t) est analytique en z et continue en t, t € [0,1] pour Imz > 0.

D’aprés la définition de 7 (§), on peut avoir

R R s S S
/0 1+T(§)u(z,1)d£_/oo 1+7‘u(z,1)d (7)

Puisque m (z,¢) = u(z,1), on conclut que la transformée de Stieltjes m (z,c) de N (A, c) satisfait

l’équation

m (z,¢) = mo (z - c/:o mda (ﬂ) (2.12)

Avant de donner la démonstration du théoréme 1, nous donnons deux exemples de calcul de N (A, ¢).

k
Exemple 3. Soit B, (k) =7 Z P;, une somme de projections aléatoires indépendantes et
i=1
équiprobables ol P; est I'opérateur de projection sur Iespace engendré par les vecteurs ¢*
qui sont i.i.d. uniformément distribués sur la sphére unité et 7 est un nombre non aléatoire

[4].

On a vu précédemment que la condition C3 est vérifiée. Puisque A, = 0 et 7 est déterministe, C1

et C4 sont aussi vérifiées. De plus,
mo (2) = =271, do (&) =6(6—7)dE

D’ou, si k/n — ¢ quands n — o0, les conditions C1-C4 sont vérifices et m (z, c) satisfait (2.12) et

par suite

m(zc) = — <Z—H:M>_l

En résolvant cette équation en m(z,c), on trouve :

(1_C)+fz+\/(2707+7')2747'z

m(z,¢) = = 2z 272

avec la condition Im z > 0 et Imm (2,¢) > 0 lorsque la transformée de Stieltjes est celle d’une fonction

non-décroissante qui est notre cas.

21



Par utilisation de la transformée inverse de Perron-Frobenuis, le calcul donne [25]

N (A¢) =Ny (A ¢)+ No (A c)

ou

ON1 (N c)

o = (19,50

3N2 ()\,C) - 1 2
ax omar <\/4CTZ_(A_T_CT) )+

En particulier, d’aprés cette formule, il suit que pour ¢ > 1, la distribution spectrale des opérateurs

k
k
S R I P
Cy (k) 7’( +n> —l—TiE:l 3

converge en probailité quand n — oo vers la fonction N (A, ¢) ayant pour dérivée

19)) T 2wer? TC

+ -1
ON(\c) 1 \/m<1+)\+7>

Quand ¢ — oo, cette densité tend vers la loi du demi-cercle de I’ensemble gaussien (1.5).

ON 1 (\/m)

O\ 2mw? +

D’autre part, puisue C, (k) peut s’écrire sous la forme

k
k+n
Cp(k) = TZ [— ( — ) I—i—Pz}
i=1
qui se présente comme une somme de matrices aléatoires indépendantes identiquement distribuées. Par

le théoréme central limite, la distribution des matrices Cy, (k) est gaussienne pour k >> n

Cn(k) — E(Cn(K))
a(Cn(k))

= N(0,1)

Exemple 4. Nous considérons une somme de projections aléatoires indépendantes et de méme loi &

coeflicients aléatoires donnée par :

By (k)= TP,

ou Y; sont des v.a.i.i.d de fonction de répartition do (1) = %+ (1- 72)_1/2 dr. Les conditions C1-C4
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sont vérifices si lim k/n = c existe par 'Exemple 3. De plus on a A,, = 0 et mg(z) = —2~ 1.

n—oo
D’ou

/+1 T (1 —7'2)*1/2

1 1+7—m

+oo T
/ 1 —|—de0 (r) =

— 00

S‘n— 2=

[1-(-m3)™"]
L’équation (2.12) devient
g S 1 2y-1/2] -t
m=—{z m[1 (1—m?) }}

et par suite

22m4+2(1—c)zm3—|—{(1—0)2—22}m2—2(1—c)zm—1+2020

En particulier, pour ¢ = 1, on obtient une équation de degré quatre en m
2mt —2Pm?P4+1=0

En utilisant le fait que m(z,¢) — 0 quand Imz — oo et Imm(z,¢) > 0 quand Imz > 0, le calcul

donne m(z, 1) et la formule (2.7) permet d’avoir :

ON(N1) 1 [2- )
oN 7 A,

D’autre part, sur les intervalles de I'axe réel complémentaires du spectre, la fonction m(x + 6, ¢) est

continue et strictement croissante. Il existe donc une fonction inverse notée v(z, ¢) strictement croissante

prenant ses valeurs dans le complémentaire du spectre. La formule (2.12) donne

+oo
do (1) (2.13)

v(z,c) =v(z) + c/

— 00

ou v (z) est l'inverse de my (z).

Donc, nous avons la méthode suivante pour déterminer le spectre : on détermine les intervalles de
Paxe réel ou la fonction v(., ¢) est strictement croissante puis on prend le complémentaire des valeurs de
la fonction v(., ¢) sur ces intervalles qui formera le spectre recherché.

D’ou, si a est 'une des extrémités de ces intervalles ou v(.,¢) est croissante et pour = a on a

“+o0

Ao = v(a) + c/ do (1) (2.14)

—00
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ol A, est 'une des extrémités du spectre .On suppose que dans un voisinage de a le membre droit de
(2.13) est analytique. Il y a un extrémum local en ce point (a est un maximum si a est 'extrémitée
droite de l'intervalle, a est un minimum si a est 'extrémité gauche de U'intervalle) et les dérivées d’ordre

pair sont non nulles (dérivées d’ordre impair nulles). Un développement de Taylor de (2.13) donne

(localement)
v(z,e) = wv(a,c)+(z—a) (a,c)+ %(m —a)*" (a,¢) + ...
dag k
= do+ ;1 )] (z —a)®

Donc au voisinage de A, et par inversion de cette formule a Pordre 1 nous obtenons avec m (z,¢) = x et
v(z,¢c) =2z
a2 — A

m(z,c)—a= % T;(Qk)! [1+0(1)]

ou la branche Imm(z,¢) > 0 pour Imz > 0 et m (z,c) est réelle dans un voisinage de A, ne contenant
aucun point du spectre. Un calcul par la formule d’inversion de Perron-Frobenius et dans un voisinage

de A\ donne la fonction N (A, c) et puis sa dérivée, quand A — )\,

dN (M\e) o fXa — A sin o
—_— = — (2K)'[1 ] —== 2.15
= =2 (2R)L 1+ of1) (215)
Nous illustrons cette méthode pour Exemple 3. Ici v(z) = z = f%, do (&) = § (£ — 7) d¢g, avec T non
aléatoire. La formule (2.13) donne :
1
v(me) = — = + — (2.16)

x 14712
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et les graphes de v(.,¢) pour ¢ > 1 et ¢ < 1 ont l’allure suivante :

s

v

(Figure 1)

c>1 c<1

D’apres la Fig.1, le spectre est le complétaire de ’ensemble des valeurs de v(., ¢) sur les intervalles
ou elle est croissante. Ce qui donne comme spectre l'intervalle [A_, A;] U {0} pour ¢ < 1 et l'intervalle
[A—, Ay] pour ¢ > 1. De (2.16) on tire les extrémités x4+ = —1/7 (1 & 1/¢), ce qui donnent par la formule
(2.14) les extrémités du spectre A+ = 7 (1 + ﬁ)Q

La dérivée seconde du membre droit de (2.16) au point x4 est

AP = v'(zy,c)

2T 2 21 5
= —T7° (1% =+—=A
ver Ve =

Par (2.15) on aura au voisinage des points At

v A=Ay
N ~ \ﬁ | +
(Ac) T+ T

2.2 Reésultats auxiliaires

Pour montrer le théoréme 1, nous avons besoin de lemmes auxiliaires.

On considére un opérateur linéaire A défini sur E,,. Notons par (A4;x) la matrice de A dans une base
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orthonormale. On a le lemme suivant :

Lemme 1 . Si le vecteur aléatoire ¢ = (q1,q2, ..., qn) satisfait la condition C3, alors
E{|(Aq,q) —n~"trA[} < A -£ (n)
ot g(n) ne dépend pas de A et tend vers 0 quands n — oo.

Preuve: On pose n = (Aq,q) = Z A;;q:q;.Par (2.3), on aura
i,j=1

E(m) = AiE(aq)=n"Y A+ Y Aymi;(n)
i=1 i

ij=1
D’ou
1/2 1/2
- 2 2
|E(n) —n~'trA| = ZAijmij (n)] < Z|Azj| Z|mij (n)]|
i i i
Or
> 1Ayl < n ) (2.17)
2]
Par suite de (2.5), on obtient
1/2
B (n) —n~terA] < A | n)lmy )| = A]lex () (2.18)
2%}

De méme, d’aprés (2.4) on trouve :

E(mn) =n"2 [[rAP +Y " Agdij | + Y AijAime (0) @i () + Y Aij Aimdijim (n)

1,7 ,3,l,m ,J,L,m
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De la formule précédente un calcul du second et du quatriéme terme et en utilisant (2.17) et I'inégalité

de Cauchy-Schwarz, donne :

n2Y Aydy = nTY Al <nTH|A)P
i

i
1/2 1/2
A Apmd < Al 2 2
> AgAmdim < | Y 1Ayl Al Y ldijiml
1,5,1,m i,9,l,m i,3,1/21m
1/2
2 2 2
< AP DD 1dijiml = [|A]" &3 (n)

4,3,l,m

Pour le troisiéme terme, en utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwarz , on a

2\ 1/2 o\ 1/2
7 A Ay (1) @i ()] < [ DD D] Aijey (n) ST A, (n)
i,3,lm U sholm
1/2 1/2
< 1A e ()] (ZWZM@)F)
l 7 7 m
< APPY e ()
7l
= A ez (n)
Donc
B () = n~2r AP | < JIAIP [0 + 22 (n) + 25 (n)] (2.19)

D’autre part, on a

971/2
En— n_ltrA| < [E ’77 — n_ltrA’ ]
— [E(m-n""trA) (n—n"'trA)]"?
= [E(m_? +n 2 [trAl? —n " ttrA — n’lntr[l)} i
(B —n~2 |trAP® — n~MtrA{f — n~tr A} -
—n_ltrf_l{n _ n_ltTA})]l/Q

IN

[E ‘77 —n2 \trA|2‘ +n "t [trA|E | — niltrfl‘ +

+n~ " |trA|E |n — n_lt?“AHl/2
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Sachant que [trA| = |trA| < n||A|| et utilisant (2.18), (2.19) on en déduit que

Elnp—n""trA| < 1Al [n™' +e2(n) +es(n) + 251(n)]1/2

Finalement, en posant £ (n) = [n~! +e3(n) + e3(n) + 251(n)]1/2, on trouve le résultat, avec & (n) ne

dépend pas de A et tend vers 0 quands n — oo par la condition C3. =

Lemme 2 . Soient A et A deux opérateurs hermitiens définis sur E, tel que A — A =T (,q), ot T est
un nombre réel et q un vecteur aléatoire satisfaisant C3. Alors la différence des traces des résolvantes

. _ —1
associées R, = (A - zI) et R, = (A—zI)"" vérifie :

- 0
trR, —trR, = ~% In (1 + Tn_ltrRz) +0(z,q,m)

ot 6 (z,q,n) est une v.a vérifiant linégalité

.
(14+mn YrR,

E{lo(z,¢,n)[} <2 R

ot € (n) ne dépend pas de A, z et T et tend vers 0 quands n — oo.

Preuve: Puisque le déterminant d’une matrice d’'un opérateur est égale au produit de ses valeurs

propres, 'identité suivante
R, = (,21— zI>_1 - {(A— oI) + (A— A)}_1 —{I+R. (,21— A)}‘lRZ

donne en prenant les déterminants
kl;[l (S\k —Z)_l _ kl;[l()\k —2) (det [I—’_Rz (fl— A)D_l

ol Ay et \g sont les valeurs propres de A et A respectivement.

En prenant le logarithme on a

gln (Ak—z) S (=27 = —Indet [I—i—Rz (A—A)}

k

En dérivant par rapport a z on aboutit a

38 1 ;)\kl_zaazlndet [I+Rz (/LA)]

Ak — 2
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D’ou

trR, —trR, = —%lndet {I—FRZ (fl — A)}

Par ailleurs, pour A — A =7 (-, ¢) ¢, et de la formule
det [I—&— R, (/Nl - A)} =14+7(R.q,q)

On en déduit que
trR, —trR., = — (0/02) In[1 + 7 (R.q, q)]

Donc
7(R2q,q)

tR —trR, = ———~——"—
" " 14+ 7(R.q,q)

(2.20)

Pour évaluer le premier membre de cette équation, on note E (A) la résolution de 'unité associé a
lopérateur A (A = [AE(d)), E(—o0) = 0, E(+00) = I) et on associe la fonction non-croissante
a(X) =(E(N)qq)

Par la formule classique suivante [13], [24] :

2 da(\)
k: p— —_— P
(qu,q>_/oo e k=12, ..

Pour z = = + iy, il s’ensuit que

“+oo
147 (Raq) > [rim(R.q.q |ry|/ e
+o0 dOé +o0
7(R%q.q)| < / < /
D’ou )

Rzq, _

M <yl 1 (2.21)

1+T<RZ(J7Q>

Pour compléter la preuve du lemme, écrivant (2.20) sous la forme :

~ ™ r R?
trR, —trR, = ——+2—+6(2,q, 2.22
" " 1+mnrR, +9(2,0,7) ( )
ou )
~l4rR? T(RZgq,
§(z,qm) = — T (Fz0,9)

l+m R, 1+7 (R.q,q)
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Par calcul de Pespérance de |0 (z,q,n)| on a

5(zqm) = T(Rq.q)  {{R.q.q) —n 'trR.}
@ 1+ 7(R.q,q) 1+ lrR,

T _
TR, (e e

en utilisant (2.21), nous obtenons

-
= ‘y (I1+7mn~%rR,)
+yl - [(R2q,q) — n'trR2|}

10 (2,q,n)] {|<qu,q> —niltrRz| +

Comme le vecteur ¢ satisfait C3, de cette inégalité et le lemme précédent, nous obtenons

-
y(1+mn~YrR,)

16 (2.0,m)] < \ ' (IR + 1wl | B2) & (n)

Comme A est hermitien, on a |[R.|| < |y| ™" et ||R2|| < |y| >

Donc
-

E|6 <2
‘ (Z7q7n)| — y2 (1 + TniltTRz)

e(n)

Considérons maintenant des v.a 7; indépendantes et de méme loi de distribution o (7). On note
par T}, les réalisations de 7. Les v.a 7; sont rangées en ordre croissant, 7(1) < T(2) < ... < T(x) et on

construit la fonction de répartition empirique o (7,T) qui corréspond aux réalisations Ty, donnée par :

0 siT S T(l)
a (TaTk) = % si T (i) <7< T(i+1)
1 si Ty <T

Par le théoreme de Glivenko-Cantelli [29], la fonction de répartition o (7,T)) converge presque
stirement vers o (7) uniformément quand n — oo. Les fonctions 7 (£, T)) et 7 (§) fonctions inverses de

o (7,Ty), o (T) respectivement , sont définies sur l'intrvalle [0, 1] par les équations :

7€) = irTlf{T co(r) > ¢} (2.23)
T (EaTk) = II;f{T : 0 (TaTk) Z g}
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Par définition de o (7,T}), on a

1+1
k

7 (&, Th) = T(i11) pour % << (i=0,1,.. k1) (2.24)

Nous avons le Lemme suivant :

Lemme 3 . Soit 7 une v.a. de fonction de répartition o admettant un moment absolu d’ordre un fini.

Alors la suite de fonctions 7 (., Ty;) converge presque stirement dans L* [0,1] vers la fonction 7 (.) :
1
o= [ (T =T ©Old = 0 ps
0 k—o0

Preuve: Par hypothese, on a f_+ooj |7 do (1) < co. D’aprés la définition de 7 il suit que fol |7 ()| d€ =
fj;o |7| do (1) < co. Donc la fonction 7 est sommable sur lintervalle [0, 1].

Par le théoréme de Glivenko-Cantelli, la suite 5, = sup_ ., |0 (7,Tx) — 0 (7)| converge presque
stirement vers 0.

De B}, = SUP_oocreno |0 (7, Ti) — o (7)|, il s’ensuit que si o (7,T) > £ alors o (1) > £ — (), et si
o(r) > €&+ B, alors o (17,Tg) > &.

Donc

{reomMzé+fcirio(nTi) =& C{r:o(r) 2& -5}

D’ou pour &€ € (8,1 — 3,) et de la définition de 7 (€,T}) et 7(§), on obtient 7 (£ + 5;,) > 7 (£, Tk) >
7 (£ = By)-

Comme 7 (§) est croissante, cette inégalité implique que |7 (&, 7)) — 7 (&)| < 7 (E+ B1) — 7 (£ — B)
sifp <E<1— 0B

D’ou

1B 1-By
/ (6T — 7 ()] de < / (r(E+By) — 7 (6~ By} de
B B

k k

/ ; rd- [ T e

Par suite par le théoréme de Glivenko-Cantelli et la sommabilité de 7 (&)

1-8,
[ ey - r@as = 0 ps

k

De plus on a
Br

B B
/O \v(ﬁ,n)w(ﬁndssfo \7(57Tk>|ds+/0 7 (6)] d
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Pour A un nombre positif, on définit la v.a 7;) par

0 si |T(i)’<A

Ty = . (2.25)
m@] st lro| = A
D’apres (2.24) nous obtenons
A8 1 k—1 1 k
k =7 T@+1)| > 7 7,) )
T (& Tl dE =+ > | | <2 + Ad§
i=0 =1
par conséquent
Br 1 ~ B
[ remy-r@la <m0+ [Tarir@lde (226)
i=1
Par la loi forte des grands nombres
L
=Y Tu — |7| do (7)
k 1:21 k—oo |[T|>A

Par (2.24) et le théoréme de Glivenko-Cantelli et de la sommabilité de 7, on en déduit que pour k

assez grand

B C
| ren-r@as [ rldrin g

ou C est une constante et A > 0.

En faisant tendre A — oo on obtient
B
[ remy - r©lde o
0 —o0

De méme, on montre que fll—ﬂk |7(&,Tx) — 7 (§)| d§ tends vers 0 presque sfirement quand k — co. m

2.3 Conséquences

Dans un premier temps, on montre le théorémel pour le cas ou les v.a 7; sont bornées, i.e, il existe un
nombre T' > 0 tel que
|T,‘| <T (2.27)

Supposons que Tj, Qr est une réalisation de 7 et ¢ définis dans (2.1). On note les v.a. T(i),q(i)
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classées en ordre croissant :
Ty <T@ < <Thyy @M < g << g®
Nous construisons une suite d’opérateurs By, (j) (j = 1,2, ..., k) définis par :
Bn(j)=An+ ) 710 < q(”> q? (2.28)
i=1
On a B, (0) = A, et les opérateurs B,, (k) sont définis dans (2.1). Notons par R, (j) la résolvante

des opérateurs B,,(j). Pour chaque réalisation Ty, Q) on associe la fonction wu (z,t,n, Tk, Qx) définie

pour tout z € C et t € [0,1] par

u (th7n7Tka Qk) = n_ltrRz(j) + kn_ltr [RZ(j + 1) - Rz(])] (t - }i) (229)
7 7+1 .
t =, =0,1,....k—1
€ |:k2, A :|7 J Oa 3oy

Notons que u (z,0,n, Tk, Qk) et u(z,1,n, T, Q) sont les transformeées de Stieltjes des fonctions spec-

trales normalisées des opérateurs A, et B, :

u(z,0,n, Ty, Qx) = n~'trR, (0) = /+Oo W (2.30)
w(z,1,n, T, Qr) = n” 'rR, (k) = /+OO w (2.31)

Pour ¢ €]0, 1[, u (z,t,n, Tk, Q) sont aussi les transformées de Stieltjes des fonctions non décroissantes

ce [L2) ke

Ainsi, u(z,t,n, Tk, Q) est continue sur son domaine de définition, linéaire par morceaux en t, holo-
morphe en z pour Imz # 0 et Imu (2,¢,n, Tk, Qr) > 0 lorsque Im z > 0.

Nous remarquons que ’ensemble des fonctions u(z,t,n, Tk, Qx) et 'ensemble de ses dérivées
u'(z,t,n, Tk, Q) sont des compacts pour la topologie de la convergence uniforme en t € [0,1] et z € G,
ou G est un domaine arbitraire borné du demi-plan Im z > 37. En effet, on a d’une part les inégalités
suivantes (en posant y =Imz) :

‘n_ltrRz‘ < |y\_1 et

d

1 2

—trR,| < 2.32
n T Sy ( )

33



puisque pour toute résolvante d’un opérateur auto-adjoint on a [13]

trR.[ = |R. (i) <Y [Imz| " =nly| ™
i=1 i=1

et puis en dérivant, on trouve la deuxiéme inégalité.

D’aprés (2.29), on a
[u(z,t,n, T, Q) <yl ™0 et o (28,0, Th, Qu) < y 2 (2.33)

Comme les opérateurs By, (j + 1) et B, (j) différent seulement de I'opérateur unidimensionnel
T(j+1) <~7q(j+1)> qUtD) | 1a formule (2.20) peut s’appliquer & leurs résolvantes R.(j + 1) et R.(j) et par

suite _ _
T+ (R2 (j) qUth), qUu+D))
L+ 7G40 (Ra(7)qUtY, 0+D)

tr [Rz (J + 1) - R, (J)] =

d’ou par (2.21)
tr[R. (j+1) — R. (7)]] < |yl ™" (2.34)

Par conséquent

0 k. o _
(&t T, Qu)| < 1yl ! (2.35)

Puisque la fonction %u(z,t,n,Tk,Qk) = %{tr[Rz(j +1)— R, (5)], % <t< %, est holomorphe en z,
en utilisant ’estimation de Cauchy pour la dérivée des fonctions holomorphes au centre d’un cercle en

fonction du maximum de son module sur le contour, on trouve par (2.34)

0 4k
au/ (th,naTkan) S TyQ (236)

Les inégalitées (2.33), (2.35) et (2.36) et par les critéres de compacité du Théoréme d’Ascoli-
Arzela dans I'ensemble des fonctions continues on a la compacité des ensembles {u (z,t,n, Tk, Qx)} et
{v (z,t,n, Ty, Q) }-

Considérons maintenant la fonction wu(z,t,n, Ty, Q) pour z appartenant au demi-plan Imz > 37.
Soit 7 (.) I'inverse de la f.d.r o (.) des v.a 7 définies dans (2.23), et soit G un ensemble arbitraire dans le

demi-plan Imz > 3T, T' > 0 et |73 < T

Lemme 4 . Supposons que les conditions C1-C4 et (2.27) sont vérifiées. On définit la v.a

T(S)ul (Zu tv n, Tlm Qk)
L4+ 7(§)u(zt,n, T, Qx)

t
$n = Sup U(Z,t, ankv Qk) - m()(z) + C/ df
t€(0,1] 0

ze€G
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Alors
lim E(p,) =0

n—oo

Preuve: D’apres (2.29) et (2.34) on trouve que pour ¢ € [%, 7',:—1]
—1 . 1 —1
|u(z,t,n, Tk, Qr) —n~ "trR, (])| < - ly] (2.37)

En utilisant cette inégalité et I’estimation de Cauchy pour les fonctions holomorphes, on obtient

4

/ -1 20y
|U (Z7tan7Tk7Qk) —-—n trRz(.])} S Ty2

(2.38)

Les opérateurs By, (j + 1) et B, () different de 'opérateur unidimensionnel 7(; 41y (-,qU*1) qU+Y et par
conséquent, le lemme 2 s’applique pour leurs résolvantes R, (5 + 1) et R, (j) et donc (2.29) se transforme

sous la forme

u(z,t,n, T, Q) = n_ltTRZ(j) —

ko Tgeyn”trRI(j) (
k

i _Z —1g. . (3+1) )
T e R\ )” 09 (a7 n) (239

on0<0;=k(t—1)<1

7 (j+1)
2 [1 + T+ TR, (j)]

E ‘5j (z,q(Hl),n)‘ <2 e(n)

avec € (n) — 0 quands n — co. Pour Im z > 3T, les inégalités (2.32) et 'inégalité |7(;41)| < T impliquent
que

_ . — _ Y _ 2
L+ ey R ()] 2 1= [rgan o™ 2 1= Ty 21— % W™ =3 (2.40)

et par suite

E

0; (z,q(j+1),n)‘ < @37) 'e(n) (2.41)

Par la formule (2.24) et comme 7y = 7 (§,Tx) pour t € [%, %], alors

n

dg

k_Tayn Rz () (t_j)_k / ™ (€, Ty) n” rR2 ()
k i

nl+7gyn R () ' k i 1+7(€Tk)n trR. (j)
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“HtrR.(j) par u(z, & n, Ty, Q) et
et (2.40), on trouve

Dans le membre de droite en remplacant 7 (£, 7)) par 7 (£), n

n~YrR2(j) par u/(z,&,n, Tk, Qk) et en calculant Perreur a laide de (2.37), (2.38)

k

E T(j+1)”71t7"Rz (j) <t ]) k /t T (5) U’/(Zv fv n, Tk:7 Qk) df

nl+ T(j+1)n_1trRZ (.]) - ﬁ I 1+7 (5) u(z,f, n7Tk7 Qk)

ko[t 3
< 7LT2/’{|T(€’Tk)_T(€)d£+W

pour tout t € [% J—} et z dans le demi-plan Im z > 0. Puisque u(z, k,n Ty, Qr) = n~1trR,(j), d’apres
et

k
cette inégalité et (2.39), on aura

¢ T(f)u/(zaé—an)Tk?Qk) d€
L+ 7 (&) u(z,&n, Tk, Qk)

S|

u(z, t,n, T, Qr) — u(z, k 1, T, Qr) +

1
< T2/|75Tk—r<>|d5+ 05 (2,097, )

En combinant les inégalités précédentes, on trouve pour la fonction

mo(z)—kc/t T(©)uw(z & n, Tk, Qr) d¢ (2.42)
0

w(zatyankan') = U(Z,t,n,Tk,Qk) - 1 +’T(£) U(Z é— n Tk Qk)

la majoration suivante :

|o(z,t,nTh, Q)|

3 1 k
< - - —_— R
= nT2/ |7 (& Tk) — 7 ()| d€ + Imo(2) — u(z,0,n, Tjs, Q)| + nT+T e— +
1 )
- . (+1)
+nz‘61 (Z7q 777‘)‘
7=0
D’ou, de (2.41)
|S0(Z7t7n7Tk7Qk)|
< i /1|(§T)_ (&) d¢ + |mo(2) — u(z,0 TQ)|+i+f _E +§i()
- nT2 0 T 1k T mo(z ul\z,Y,1n, Lk, Yk nT T [ n3T€

De cette inégalité, (2.30), conditions C1, C2 et lemme 3 il en résulte que

n—oo

pour chaque z, t (Imz > 3T, t € [0,1] ).
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D’apres (2.33), (2.34) et (2.36) il s’en suit que u(z,t,n, TpQk), v'(z,t,n, Ti, Qr), et par conséquent,
o(z,t,nTy, Qk), sont uniformément bornées et par conséquent équicontinues.

Donc, sur ensemble {0 < t < 1;z € G} et pour tout € > 0, il existe des nombres (1, 21), ..., (bm_, Zm. )s

tels que
(pn = sup |SD(2:7 ta n, Tk7 Qk)' S €+ maX |(;0<Zi; t’i, n, Tk?a Qk)'
te[0,1] 1<is<me
z€G
et donc

E@n S €+ ZE |§0(zlvtmn,Tk7Qk)|
1=1

Par suite (2.43) implique que MWNE% < e.Comme ¢ est arbitraire, on a lim,, .., F¢, =0. =

Le lemme précédent montre en particulier, Iexistence d’une réalisation T}, @, telle que

lim sup |¢(z,t,n,T}, Q%) =0 p.s (2.44)
N0 ¢ef0,1]
2€G

Les ensembles des fonctions u(z,t,n, Tk, Q) et u'(z,t,n, Tk, Q) étant compactes, on peut extraire une
sous suite de u(z,t,n, Ty, Q) qui converge vers une fonction u(z,t) uniformément en ¢ € [0,1] et z € F
un ensemble fermé et borné dans le demi-plan complexe. D’aprés (2.44) il suit que pour z € G et

t € 10, 1], la fonction u(z,t) satisfait '’équation

T (v (28

Tor@uo™ (249)

u(z,t) = mo (2) —c/t

0

Puisque la fonction u(z,t) est holomorphe dans le demi-plan Imz > 0, les deux membres de cette

équation sont aussi holomorphes dans le demi-plan Im z > 0 et par conséquent, coincident partout dans

ce domaine. Ainsi, (2.45) a au moin une solution continue en ¢ et z (¢ € [0, 1], Imz > 0) et holomorphe
en z pour tout ¢ fixé (Imz > 0).

Soit K (7, zg, R) Pensemble des fonctions f(z,t) continues en z,t dans le cylindre 0 < ¢ < 1, |z — zo| <

R, holomorphes en z (|z — z9| < R pour tout 0 < ¢ < 1) et satisfaisant

sup
te0,1]
|z—z0|<R

‘ 7 (t)

1+T@f@w‘<“ (240

On suppose que 7 est monotone non nécessairement bornée. Remarquons que les fonctions f(z,t)

telles que Im f(z,t) > 0 appartiennent a K (7, zg, R). Nous avons le lemme suivant :

Lemme 5 L’équation (2.45) a au plus une solution dans l’ensemble K(7,zo, R).
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Preuve: [7] p.475. m

2.4 Preuve du théoréme 1

Dans cette partie on traite le cas ol la v.a 7 est bornée.
Dans la partie précédente, on a prouvé 'existence d’une suite (n') et une réalisation T}, et @}, telles
que

limu(z,t,n', T}, Q%) = u(z,t)

ou u(z,t) est la solution de (2.45). On considére la suite des distributions spectrales N (A, t, By (k)).et
par le théoréme de Helly [29] on peut extraire une sous suite qui converge vers une fonction N'(\)

en tout points de continuité, par (2.31) on a

oo !
/ AN/ _ lim u(z, 1,n, 7T}, Q%) = u(z,1)

oo A—z n’—oo

Par ailleurs —ilim,_, 4o ymo(ty) = No(4+00) — No(—o0) [28]. Donc, pour y = Imz — 400 on a

N'(+00) — N'(—00) = —ilimy_ 4o yu(iy, 1).De (2.33), (2.45) et la définition de mo(z), on a

—i lim yu(iy,1) = —i lm ymo(iy) = No(+00) — No(—00)
y——+oo y—+oo

Donc

N'(+00) = N'(=00) = No(400) — No(—o0) (2.47)

Par la formule d’inversion de Frobenuis, il existe une distribution limiteN’(\) qui corresponds a
u(z,1). On introduit la fonction N(X,¢) = N'(X) + No(—o0) telles que N'(A) et N(A,¢) ont la méme

transformée de Stieltjes u(z,1) et par (2.47), N(), ¢) a les mémes limites & +o0o que No(A) :

© AN(Ac)
/ == = u(z,1) (2.48)

— 00

N(+00,¢) = No(+0), N(—o0,c) = Ny(—00) (2.49)

D’ou par la formule d’inversion, en tout points de continuité, on a

1 >\
N(A ¢) = No(—o0) + lim {lim f/ Imu (x +iy,1) dm} (2.50)
p——oo | yNO T/,

Pour démontrer les deux premiers points du théorémel on doit montrer que la suite N (A, B, (k)) converge

en probabilité vers N (), ¢) en tout point de continuité.quand n — oo. Il suffit de montrer que pour tout
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e>0

Tim P {|N (A1, Bu(k) = N (Ao, Ba(k)) = N(A1,¢) + N(A,¢)| < e} =1 (2.51)
Tim P {No(—00) — ¢ < N(X, Ba(k)) < No(+00) + 2} = 1 (2.52)

ol A1 et A\g sont deux points de continuité de la fonction N (), c¢) et A est un réel quelconque. Montrons
(2.51).

On note

A(Ae) = N(Ac)—N(Ao,c)
A(/\an(k)) = N()‘aBn(k))_N(AmBn(k))

ol Ag est un point de continuité de N (), ¢). Supposons que (2.51) est fausse. Alors il existe un point A;

ot N(), c¢) est continue et tel que pour un € > 0
HmP{|A (M1, Bn(k)) — A\ c)|>e} =35>0
et par conséquent, il existe une suite (n,,) telle que
1)
P{|A (M, By, (k) —A(\co)| >e} > 3 (2.53)

D’autre part,par le lemme 4, si on donne 7, on peut trouver un nombre n(r) telque pour n > n(r)

‘ T(g)u/('Z?ganaTk?Qk) 1
I O R B e o rrrars o -
z€G
> 1—2 (2.54)

D’ot, on peut extraire une sous-suite (n..) de la suite (ny) telle que (2.53) et (2.54) sont vérifiées. Notons
les événements suivants :

A={]A (A, Bn,, (k) = A\ )| = e} (2.55)

T (g) u/(zvg,anka Qk)
1+ 7(§) ulz,&n, Tk, Q)

¢

B ={sup |u(zt,n, Tk, Qr) —mo(z) + c/
te[oél] 0
ze

de| < %} (2.56)

De la formule P(ANB) > P(A)+ P(B) — 1, on a la probabilit¢ P(AN B) de réaliser les événements
A et B est plus grande que g +1- g —-1= g > 0. pour la sous-suite (n’)

Donc pour toute la sous suite (n)), il existeT”y, Q) vérifiant (2.55)et (2.56).

r
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Par la compacité des ensembles {u(z,t,n, Ty, Qr)} et {u/(2,t,n, Tk, Qr)} et le théoréme de Helly,
on peut extraire une sous-suite (n,.) de (n}.) telle que lim,,» o u(z,t,n,, T}, @,) = u1(z, t) uniformément
pour ¢ € [0,1], z € G et en tout point de continuité lim, o N(A, B, (k)) = N(X¢). De plus, par
(2.55)

N(Al,c)—N(Ao,c)—N(Al,c)+N(Ao,c)‘ > ¢ (2.57)

par (2.56), la fonction wu;(z,t) satisfait (2.45), et par (2.31), on a fj;o()\ —2)"'N(\ ) = uy(2,1).

Puisque (2.45) a une seule solution (lemme 5), u1(z,1) = u(z, 1), donc pour ¢ =1, on a

/WWEMzJ)z/*“W

— 0o — 00

ainsi N(\,¢) = N(), ¢) ce qui contredit (2.57). Par conséquent (2.51) est vérifiée.
Montrons (2.52). Les perturbations aléatoires des opérateurs A, et qui sont B,, — A,, vérifient les

inégalités (on écrit A < B pour signifier que la matrice B — A est positive) :
k
-D<> <~,q(”> ¢ <D (2.58)
i=1

on D =320, 7l (4¥) .

Rappellons qu’a partir de la résolution de l'unité E) associée a 'opérateur non-négatif D, on peut
poser pour tout I > 0, D; = fol MEy, Dy = floo ME) tels que D = Dy + Dy et on a |[Dq] <1 et
le nombre de valeurs propres de Ds est égale & n — ¢trE;,. En remplacant dans (2.58), B, (k) vérifie

I'inégalité suivante :
Ap =TI —Dy<A,—D<Bulk)<A,+D<A,+1I+ Dy
(les valeurs propres de Dy — I sont non-négtives), donc
A, — U — Dy < B,(k) <A, +1+ Dy (2.59)

la distribution spectrale des opérateurs A, +1I est N(A+11, A,), ou N (A, A,) est la distibution spectrale
de Vopérateur A,. La distribution spéctrale du membre droit de (2.59) ne doit pas dépasser N (A +
I, A,)+ (n—trE;)/n, et donc

NA=LA,) = [L=n""trE] <N\ Bu(k) S NA+1LA,)+ [1—n'trE)] (2.60)
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De plus
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Donc

Comme 7 est borné, on a
cr' 1 , .
l—nYwrE < —. = < (i) (z>>
n rhp = 27 n ; q 7,9

D’apres la condition C3, on déduit que I’éspérance de <q(i),q(i)> est plus petite que [1+ El(n)]f1
et son ecart type est plus petit que [2 +e3(n) + 63(n)]_1. Les v.a <q(i),q(i)> étant indépendantes, par
I'inégalité de Tchebychev, on a P{k~! Zle (¢9,qM) > 2} < 3/k et par conséquent P{[1 — n~ trE)] <
c¢T'/l} > 1 —3/k. Donc, par (2.60) on déduit que

lim P{N(A—Z,An) — L NOWBa(R) < N+ 1AL + CT} =1

Par hypothese, N(X, A,,) — No(A) quand n — oo et No(—o0) < No(A) < Ny(400), donc

n—oo

d’ou, pour ! > 0 arbitraire, on aura la formule (2.52).

Donc les deux premiers points du 1) du théoréme sont démontreés.

Pour le point 2) du théoréme qui concerne existance et 'unicité de la solution de (2.46) a été déja
démontré. L’équivalence de cette équation et I’équation aux dérivées partielles d’odre 1 est évidente. Le
théoréme est donc démontré pour le cas ou 7; sont bornés. Pour le cas quelconque de 7; arbitraires elle

sera traitée dans le pragraphe suivant.
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2.5 Cas général

Nous considérons des v.a 7; indépendantes ayant la méme loi de probabilité o (7). On considére la v.a

7T définie par

=T si T< =T
T = T si —T<7<T (2.61)
T si T<T

ot T est un nombre arbitraire positif. La distribution de probabilité o (7) de la v.a 77 et son inverse

77 (&) = inf {7 : 0T (1) > £} sont exprimées par o (1) et 7 (§) = inf, {7 : 0 (7) > £} comme suit :

0 si T<-T =T si 0<é<o(-T)
o' (r)=Q o(r) si —-T<7<T .77 (&)= 7 osi o(=T)<&<o(T) (2.62)
1si T<t T si o(T)<¢&

Comme précédemment, soient Tk, Qy des réalisations des v.a 7; (par conséquent de 77 ) et les vecteurs
q@. De la méme maniére que la section 2.3, on construit les opérateurs B,, (i) et B (i). 1l est claire que
les opérateurs BZ (i) sont obtenus & partir des B, (i) en remplacant 7; par 77 dans la formule (2.28).

Donc

k
Bu(k) = BE(kK) = Y (rm = 75) {q™ ) g™

m=1
le rang de B, (i) — BL (i) est inférieur au nombres des 7; tels que |7;| > T, i.e les nombres
kE{oc(-T,Ty)+1—0(T,Ty)}, ou o (7,T}) est la fonction de distribution empirique associée a la réalisa-
tion T} des v.a 7;. Les distributions spectrales N (X, By, (i)) et N (X, BL (7)) de By, (i) et B (i) vérifient
I'inégalité :

|N (X, Bn(i)) = N (A, Bl (i)] < % {o (=T, Ty) +1 -0 (T,T})} (2.63)

De plus, soit u(z,t,n, Tk, Qx) et ul (z,t,n, Ty, Qx) les fonctions construites a partir de (2.29) pour
les opérateurs B, (i) et BL(i). De la définition et d’aprés (2.63), I'inégalité suivante a lieu uniformément
en z et t (voir[7] p.480)

T 1 k
|U(Z, t,n, Tka Qk) —u (Zv t,n, Tka Qk)| < ;y : E {0’ (7T7 Tk) +1-0 (Ta Tk)} (264)

Comme les v.a 77 sont bornées, on applique les résultats de la section précédente pour la fonction

uT(z,t,n, Ty, Qx), en particulier, quand n — oo, elle converge en probabilité vers ul (z,t) qui satisfait

I’équation : /
T (€ u" (2,€)
L+ 7(§u(z,€)

UTZ :mz_ct .
(2,1) = mo(2) /0 ¢ (2.65)
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Par le théoréme de Glivenko, le membre droit de (2.64) converge quand n — oo presque siirement

vers (¢/my){o (=T) +1— o (T)}. En posant u* (z,t) = lim, u(z,t,n, Ty, Qx) pour Ty > T, on a :

c
|u” (2,8) —u” (2,1)] < oD —o(=T) +o (1) o (1)}

Pour T — oo la fonction u” (z,t) tends vers une certaine fonction u(z,t) uniformément pour ¢ € [0,1]

et z tel que Im z > §, ot § est un nombre positif.

Comme dans la preuve de (2.21), on peut montrer que

’

™ (©u" (21)
14+ 7T (&) uT (2,t)

<ly|™' (y=Imz)

Cette inégalité nous permet d’intervertir les signes somme et limite dans la formule (2.65) quand
T — oco. Comme ul (z,t) — u(z,t) et ul’(z,t) — v’ (2,t) quand T — oo, en prenant la limite dans

(2.65), on trouve que la fonction u (z,t) satisfait I’équation :

T(§u, (2¢

L (2,9
T @ u(z 6% (2.66)

u(z,t) mo(z)c/o75

De plus, on a :

|u(z,t,n,Tk,Qk)fu(z,t)| < |u(zat7n7Tkan) 7uT(Z7tan7Tk7Qk’)|

+ |uT(z,t,n, Tk, Qr) — uT(z,t)| + |uT (z,1) — u(z,t)|

Par (2.64) le premier terme converge en probabilité vers 0. Pour le deuxiéme terme, il converge en
probabilité vers 0 par la démonstration de la section précédente car les v.a sont bornées. Donc, de ce qui
précede, on conclut que lorsque n — oo la fonction u(z,t,n, Tk, Qk) converge en probabilité vers u(z,t).

De (2.65), on a

— lim yImu®(2,t) = — lim yImmg(z) = No(400) — No(—00).
Y— 00

Y—00

Par (2.63), on au aussi

— lim yImu(z,t) = No(+00) — Np(—0o0) > 0.

Y— 00

Par conséquent, Imu(z,t) # 0 pour tout ¢t € [0,1] et z tel que Imz > 0. D’ou u(z,t) verifie (2.46).

On a donc quand n — o0, la suite des fonctions u(z, t,n, Tk, Q) converge en probabilité vers 'unique

43



solution de I’équation (2.66) qui satisfait (2.46). Donc tout les résultats du paragraphe précédent sont

généralisés pour le cas ol la v.a 7 est non bornée. Donc, on déduit que lorsue n — oo la quantité

N (A1, Bn(k)) — N(Xo, Bn(k)) tend en probabilité vers

A1

1
lim — Imu(€ +in, 1)d
e (€ + i, 1)d¢

De(2.62) et les résultats de la section précédentes, on aura pour € > 0

lim P{Ny(—00) —e < N(\, Bp(k)) < Ny (+00) + ¢} =1

n—oo

Le théoréme est donc démontré.

2.6 Ensemble de Wigner généralisé

Dans ce paragraphe, nous étudions article [7] sur le comportement asymptotique de la distribution
spectrale de matrices alétoires de grande dimension, appelé ensemble de Wigner. La loi limite est appelée

loi du demi-cercle. L’étude en fait porte sur un cadre plus général et nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3 [2]. Soit V,, = (vi;) des matrices symétriques réelles de dimension n d’entrées vy, des v.a

indépendantes de fonctions de répartition Fj, vérifiant les conditions suivantes :

a)Fip(—z+0) =1 — Fi(x)

b) [T a?dFy.(z) = v* > 0

c) fj;o 22 dFy.(z) < B < 0
(1=1,2,..)

(2.67)

Alors la distribution spectrale N, (\) =

n
%Z 10 .<xy de la matrice V,,n~Y2 converge, pour tout \, en
i=1

7
probabilité quand n — oo vers une fonction absolument continue N (X) de densité

dN (A) 1 (m)

A\ 2me? T

Cette loi est appelée loi du demi-cercle.

La démonstration de ce théoréme est reportée au chapitre 4.

Soit H,, une matrice aléatoire symétrique d’ordre n de la forme

Vu

Hn:hn
+

(2.68)
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ou h, est une matrice diagonale d’éléments h; (i = 1,2,...,n) des v.a r identiquement distribuées de
fonction de distribution o, V,, est une matrice aléatoire d’éléments v;;, v.a réelles indépendantes pour i < k
et vérifiant des conditions du théoréme ci dessous. Le but est 'étude du comportement asymptotique
de la distribution spectrale N (A, H,,) des matrices H,, et leur convergence en probabilité vers une limite
non aléatoire N(A). Il s’agit surtout de trouver des conditions qui assurent l’existance d’une fonction

déterministe non-décroissante N () telle que en tout point de continuité on a pour tout € > 0
lim P{{N(\, H,) = N(A)|>¢e} =0 (2.69)

et identifier cette fonction limite. La distribution spectrale N (), h,,) de la matrice diagonale h,, est par
définition,

1< 1 &
N (A hy) = 521{,”@} = 525(/\—@) (2.70)
i=1 i=1

Les v.a h; étant indépendantes, par la loi des grands nombres on a pour tout A et € > 0

lim P{IN(\ hn) — o(N)] > e} =0 (2.71)

n—0o0

Donc, la distribution spectrale N (A, h,,) en (2.68) vérifie la propriété (2.69).
On impose les conditions suivantes sur les v.a v;;, de la matrice perturbée V,, indépendantes pour
1<k
a) F(vig) =0,4, k=1,2,...,n;
b) E (vfk) =224 k=1,2,...,n;
c)pout >0

1 n
lim — / 22dFy, () =0 (2.72)
n—00 N Jipsr vk

ou Fj est la fonction de répartition des v.a v;y.
La condition c) est la condition de Lindeberg dans le théoréme central limite. Une condition suffisante

est que les v.a v;; ont un moment d’ordre 2 4§, 6 > 0, borné uniformément en i et k, i.e ,
E ‘/Uik|2+6 < C

Dans le cas ou les v.a v;; ont la méme loi,c) sera une conséquence de b).

Le probléme est de montrer 'existence de la limite N (\) définie par (2.69) en utilisant la transformée

+oo
m(z) = / d)\N_()\Z) (Imz # 0)

de Stieltjes

— 00
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et par inversion, on obtient N(.). On a le théoréme suivant.

Théoréme 4 [32]. Soit H,, une matrice aléatoire de la forme (2.68) et qui satisfait la condition (2.72).
Alors
1) La suite des distributions spectrales N (A, Hy,) des matrices Hy, converge en probabilité, lorsque n — oo

vers une fonction non-décroissante déterministe N (\) en tout point de continuité et
N (£o00) = 0 (£00)

ot o (h) est la distribution spectrale des v.a. h; de la matrice h,, définie en (2.68)
2) La transformée de Stieltjes m(z) de N(X) satisfait l’équation fonctionnelle :

+oo o
m(z) = / _dey (2.73)

A—z—v2m(z)

— 00

dans la classe des fonctions analytiques en z pour Imz # 0 et tel que Imm X Imz > 0 pour Im z # 0.
La solution de cette équation existe dans cette classe et est unique et peut étre trouvée par la méthode
des approximations successives.

Si hy, = hI, ot h est un nombre déterministe, alors 1) et 2) sont vérifiées dés que les vy, satisfont les
conditions a),b) et ¢). Comme la distribution limite de h,, est o (\) alors (2.73) peut s’écrire aussi sous
la forme :

m(z) = mg (z + v?*m(2)) (2.74)

ol

ey [ 420

oo A2
est la tarnsformée de Stieltjes de la distribution spectale limite de la matrice h,. La tarnsformée de
Stieltjes m(z) de lopérateur"perturbé” H,, est obtenue de mo(z) qui correspond & h,, par un shift de ses

argument par la quantité v2m(z).

Avant de donner la preuve du théoréme, on donne quelques exmples.

2.6.1 Exemples
Exemplel. Si h, =0 alors o () = 1jp 1o0[(A) et I'équation (2.73) devient

1

m(z) = - z 4+ v2m(z)
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On résoud 'équation en m(z) on obtient pour Imz > 0 et Imm > 0

—z4+ V22 — 42
m(z) = B — (2.75)
Par la formule d’inversion [25], on aura :
AN _ | ze VA2 = 2N <402 (276

d\ 0 ,A2 > 492

qui porte le nom de la loi du demi-cercle. Remarquons que cette loi a été trouvée (voir [2] p.75-78)
pour des v.a. v;; indépendantes pour i < k et vérifiant :
a) Bt =0,i, k=1,2,...,n,1=0,1,..;
b) Evi =% i, k=1,2,...,n;
¢) uniformément en i et k

Evl<C, 1=1,2,.. (2.77)

Donc, comme corollaire du théoréme est que la loi du demi-cercle (2.76) est obtenue pour la matrice
aléatoire symétrique V,,/4/n d’éléments indépendants pour i < k sous les conditions (2.72) car (2.72)
implique les conditions (2.77).

Exemple2. Les v.a h; ont la méme fonction de répartition o (A) de la forme :

do(\) _ | g Va2 =M%\ < da? (278)
dX 0 A2 > 4a?

Dans ce cas mo(z) a la forme (2.75) avec a? au lieu de v?. En substituant z +v?m a z conformément
a (2.74) dans (2.75), on a la densité dN ()\) /d\ aussi sous la forme (2.76) avec v? remplacé par v2 + a?.
Pour démontrer le théoréme 4, nous avons besoin du lemme suivant que nous admettons pour le

moment.

Lemme 6 .Supposons que xj, € E, de la forme n~/? {€1,€9, -, &1, 0,...,0}, k < n ot les v.a & sont

indépendantes vérifiant les conditions (2.72). Soit R un opérateur dans E,, de matrice (R;). Alors

k
02
k

1=

E|(Rxy, 1) — Rii| <||R| - e (k)
1

ot ||R|| est la norme de R, € (k) ne dépend pas de R et vérifiant limy_.o € (k) = 0.

Preuve: [Preuve du théoréme 4]



La démonstration du théoréme suit les mémes étapes que celles du théoréme 1.

On considére une suite de matrices H, (k) de la forme (2.81) ci dessous telles que H,(0) = 0,
H,(n) = H, et une fonction u(t,z, Hy,), qui est pour tout z une ligne polygonale en ¢t € [0,1] de
sommets d’abscisses t = k/n et t = n~trR,(k), on R.(k) = (H, (k) — zI)"". On montre ci dessous que
u(t, z, Hy,) converge quand n — oo vers une limite satisfaisant & une équation différentielle du premier
ordre en z et t (voir (2.88)). Cette équation se résoud pour trouver u(t,z) implicitement en tenant
compte que u(1l, z) n’est autre que la transformée de Stieltjes de la fonction spectrale de H,,.

A cet effet nous posons

H,=H,+D,

ou D,, une matrice diagonale d’éléments v;;//n sur la diagonale. Alors
R, - R, =—R,D,R, (2.79)

. . —1
avec R, = (H, — zI) " et R, = (Hn - zI) , Imz # 0. De (2.79) et (2.72) il suit par la loi forte des

grands nombres que, avec une probabilité égale a 1

lim n~'r(R, — R,) = lim n %r(—R,D,R,)

n—oo n—oo

Vij

n
= — lim n ! E =0
n—oo n
i=1 Vn

Par conséquent les fonctions de distributions spectrales limites de H,, et H,, sont identiques (en utilisant

les formules m 4(2) = lim,, .o, 2tr(Ra(2)) [4]-et tr(A) — tr(B) = tr(A — B)). Ainsi on peut considérer

n

seulement des matrices V;,, avec des zéros sur la diagonale (H,, = h,, + V:L et H,, = f[n + D,, a la limite,

les éléments diagonaux v;;/v/nde D,, sont nuls et donc prendre v;; nuls)
On suppose que les v.a h; sont bornées

| <C, i=12 ..n (2.80)

Soit F, un espace de dimension n muni d’une base orthonormale e;, es,..., €,. Alors les matrices
définies en (2.68) correspondent & des opérateurs linéaires auto-adjoints dans E,,.

Soit L (a,b), (a,b € E,) un opérateur dans E,, définis par
L(a,b)x = (z,a)b

ou (x,a) est le produit scalaire définis dans E,,. La matrice de cet opérateur est b;ay.
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On considére maintenant des réalisations de la matrice aléatoire (2.68), on permute simultanément
les lignes et les colonnes de telle fagon que h; seront classées par ordre croissant: hy; < hs < .... On

introduit une suite d’opérateurs auto-adjoints H,, (k) en posant H,(0) =0 et pour k =1,2,...,n
Hn(k) = H"(/{ — 1) + L (Uk—la ek.) + L (ek, ’Uk_l) + hi L (ek, ek) (281)

et

—1/2
Vp—1="N /{’Ulk,vgk,...,’Uk,Lk,O,...O}

La matrice H,, (k) est obtenue a partir de H,, en complétant par des zéros les éléments dont au moin
I'un des indices dépassent k.
Soit R, (k) la résolvante de 'opérateur H,, (k). Si Py est la projection orthogonale sur les k premiers
vecteurs unité, i.e, P, = iL (ei,€;), on a
i=1

R. (k) = PyR. (k) P, — %Qk (2.82)

ol Qr = I — Py est la projection sur les derniers n — k vecteurs unité.

Pour chaque H,, on associe la fonction u(z, ¢, H,) définie pour z et ¢ € [0, 1] par I’équation

k
u(z,t, Hy) = n "trR, (k) +tr {R.(k+ 1) — R.(k)} (t — ) (2.83)
n
pour t € [k/n,(k+1)/n], k=0,..,n—1.
Noton que u(z,0, H,) = —z71, et u(z, 1, H,) est la transformée de Stieltjes de la distrbution spectrale

de H, :
T dN (N, Hy)

R (2.84)

u(z, 1, Hy) = n~'trR.(n) = /

— 00
De plus, u(z,t, H,) est continue en z et ¢t pour Imz > 0, ¢t € [0,1] et est analytique en z, linéaire
par morceaux en t. On utilise le lemme 3 pour la différence des traces des résolvantes R, et éz des

opérateurs aut-adjoints A et A dans E,

trR, —trR, = —%lndet [I—FRZ (A — A)}
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On remplace A et A par H, (k) et H,(k — 1) et en tenant compte de (2.81) et (2.83), on aura [7]

-1
w(e X H) — (e BT B = R () 4 tr (R (k4 1) — Ra(R)} <k _ k) _
n non
k-1 k-1
_(nfltrRz(k —1)+tr{R.(k) — R.(k—1)} (n - )
= n '(trR.(k) —trR.(k — 1))
10
= ———IhA, 2.
* A (k,2) (285)
ol
A(k‘z)—l—h-i-rn T ZR ) v;
n ’ - 2 n = im i, k—1Um, k—1
ou encore [7]
_ 2 _
u(z7ﬁ7Hn)_u(ka lan) = _1aln{l_hn—’—v{n‘_ltrRZ(k_l)—i_l(l_k 1>}+
n n n 0z z z z n
1
+—4, (k, 2) (2.86)
n

ou E [0, (k,z)] — 0 quands n — oo et Im z > gy > 0. Cette repésentation peut étre prouvée de la méme
fagon que lemme 3 section 2.2.

En utilisant (2.86) et la démonstration du lemme 4, on peut montrer que pour

1 t h 2 1—
v, = sup u(z,t,H7l)+f+/ aln{l (7) +U— [u(T,z,Hn)+ T]}dT
z 0 z z

t€[0,1) 0z z
z€G

(2.87)

on a lim,_,. Ep, =0.
Soit G un ensemble borné dans le plan complexe ne contenant pas I’axe réel et h la fonction inverse

de o qui est la fonction de répartition des v.a h; et qui vérifie (Lemme 3)

t

lim |h(t) — hy(t)|dt =0, p.s

n—oo 0

avec hy,(t) = hy41 pour t € [i/n,(i+1)/n],i=0,1,...,n — 1, et les nombres hy < hy < ... forment une
réalisation des v.a h; indéxées dans 'ordre croissant.

De (2.87) et du fait que les ensembles {u(t,z, H,)} et {Zu(t,z, H,)} sont compacts, il suit que
la famille {u(t, z, H,)} contient une sous-suite convergente uniformément en z € G et ¢t € [0, 1] quand

n — oo vers une fonction u(t, z) qui satisfait I’équation :
tszff/—lanzd (2.88)

50



h(t) 2 1—t
t2)=1——2 + — |u(t
o(t2) =104 e )+ 2
ou encore
ou 0 1
¥ + P Inw=0, ul=o= — (2.89)

Dans les équations aux dérivées partielles, on montre Par la méthode de Haar [26] que cette
équation admet une solution unique dans la classe des fonctions continues en (¢, z), ¢ € [0,1] et Imz > 0
et analytique en z (Imz > 0) pour t fixé. De la méme maniére que les paragraphes précédents, on
montre la premieére assertion du théoréme pour h; bornées. Montrons le cas ou les h; sont quelconques.

On introduit la fonction g(¢, 2):

glt,z) =1 +%2 [u(t,z) + 14} (2.90)

z

On peut vérifier que la solution générale de ’équation (2.88) est obtenue en prenant

glt,z) = U;F (z + 02 /Ot h(T)_ng(T’ZQ (2.91)

ot F(z) est une fonction arbitraire. De méme comme pour la solution du probléme de Cauchy (2.88)-
(2.89), on obtient par le théoréme d’unicité mentioné dessus gli—o = 1 en prenant F(z) = v~2z. Puisque,
d’apres (2.84) et (2.90), la transformé de Stieltjes m(z) de la fonction de distribution spectrale limite
N(X) est liée a g(z,1) par équation

g(l,z) =1+ %m(z)

il suit d’aprés (2.91) avec F = v~22 que
1
dr
1 _ 2/,) =2 2/
9(1,2) (v%/2) v (Z_HJ o h(T) — 2 —v2m(z)

9 ! dr
- 1+(v /Z)/O h(1) — z — v2m(z)

Donc
dr

1
m(z) = /0 h(1) — z — v2m(z)

Cette équation , par la définition de la fonction h, peut s’écrire sous la forme (2.73), i.e

+oo o
m(z) = / _dey (2.92)

oo A— 2z —02m(2)

Péquation (2.92) se résoud en général par la méthode des approximations successives. Pour cela , on
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introduit une distance dans ’ensemble 9t des fonctions analytiques dans le demi-plan positif : Im z > 0
par

o(mi,mz) = sup |ma(iy) —ma(iy)|
y2>y0>0

L’ensemble 91 est un espace métrique complet et pour yg > v, le membre droit de ’équation (2.92)
représente un opérateur de contraction dans 9 et c’est encore vrai méme sans la condition (2.80) (pour
le calcul de la norme de 'opérateur, on utilise seulement 'inégalité fjooj do(N\) < 1)

Cette remarque nous permet de montrer le théoréme dans un cadre plus général, (i.e, sans la condition

(2.80)), les arguments utilisée sont pratiquement les mémes. ®

Preuve: [Preuve du lemme 6]

Posant r la quantité

k
1
= (Reg,2x) = > Rk,

ij=1

2

k
v
i=1

On introduit maintenant les variables 7, et ¢, indépendantes définies par

51’7 |£‘§a
n; = ' G=&—m
07 ‘§z| >a

En écrivant r sous la forme

r=r1+Tr2+73

ou
R 1
no= g > RuC, ra = z > Rijtig,
i=1 i#£j
1k
= Y Run?
T3 A ; n;
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

9 k
v
E<ka7xk>_;ZRii = Elr—E(r)]

i=1

= FEl|ri+re+rs— E(r)

Elri|+/Er +\/E|rs — E (r)|
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En utilisant les inégalités suivantes

Ent = Eg?ga%?

7

k

1

%ZEQQ = ¢(k,a), Ry <|R)|
—

k k
1
D CORE Y
i=1 i—1 Jlz[>a
On trouve que
VEE] & N
2VEk||R 1 v
Elr—E(r) < ||R||<p(k;,a)+TE§?+ E%ZR&W?_?ZR
i=1 i—

IA

202 v 02 ) v2a21?
IIRll{w(kaa)Jr\/EJr{k+2ks0(k7a)+90 (ko) + S

Posant a = 7v/k dans cette inégalité, on a le résultat du lemme en utilisant (2.72). m
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Chapitre 3

Equation de Shrodinger a potentiel

aléatoire

Dans ce chapitre, nous étudions les articles de Pastur [23]-[32]. Dans la premiére partie, on étudie
la convergence de la distribution spectrale des valeurs propres de I’équation de Shrodinger a potentiel
aléatoire avec conditions aux limites déterministes. Nous donnerons une forme asymptotique de la
distribution spectrale associée a I’équation de Shrodinger m-dimensionelle admettant un potentiel un
champ aléatoire unidimensionnel et de fonctions de corrélations décroissantes vers zéro a l'infini avec
une certaine vitesse. Dans la deuxiéme partie, on donne une méthode pour calculer la fonction de

distribution spectrale de ’équation de Shrédinger avec un potentiel est processus de Markov ergodique.

3.1 Fonctions d’éléments propres de I’équation de Shrédinger
a potentiel aléatoire

On considére 1’équation de Shrodinger suivante [23] :
1
A%+ (@) = M (3.1

ou A est le Laplacien , ¢(x) est le potentiel et V' est un cube de R™avec les conditions au bord S de V:

Yls =0 (3.2)

Supposons que le potentiel g(x) est un champ aléatoire pour € R™. Pour chaque réalisation du
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champ on définit la distribution spectrale :

Nv (A) = ﬁzl{&o} (3.3)

ou \; (1 =1,2,...) sont les valeurs propres du probléme (3.1)-(3.2) et |V| est le volume de V. En physique,

on utilise les formules : ,

Ay V > / ¥, (z) e dz (3.4)
Ve
et
S(w Z pmpﬂ (3.5)
)\<)\
oy <p

ou k est un vecteur dans R™, v, (z) est la fonction propre du probléme (3.1)-(3.2) correspondante a la

valeur propre A; et pf; = fv ¥, (m) az(f) dx et % est la a—iéme composante du vecteur z. Le probléme
est de montrer la convergence presque siire vers une limite non -aléatoire des quantités (3.3)-(3.5).
On suppose que le potentiel g(z) en (3.1) est un champ aléatoire a valeurs réelles mesurable homogene

métriquement transitif [23] de lois de dimensions finies :

Fn ($17$2,~-~7$m(I1aQQ»~-«7Qn) -

= P(q(z1) <q1,9(22) < g2, .., 9(Tn) < gn)

Sous les conditions de compatibilité, les lois de dimension finie engendrent une mesure de probabilité
sur l'espace des trajectoires Q. Le champ ¢(z) est dit homogene [23], si toute ses lois de dimension finie
sont invariantes par les translations z; — x; +a, (i = 1,2, ...,n), a € R™. L’opérateur de translation T,

sur ’espace de réalisation €2, donné par
q(z, Tyw) = q(z + a,w)

préserve P. Si cet opérateur a des événements T-invariants de mesures 0 ou 1, alors le champ homogeéne
invariant est dit métriquement transitif [23]. Le théoréme ergodique s’applique dans ce cas, et on a
pour tout champ aléatoire f(z,w) de la forme f(z,w) = f (Tyw),0u f(w) est une fonction mesurable et
P-intégrable, la relation suivante (Birkhoff-Khintchine ergodic Theorem [Gihmann and Skoro-
hod]) [23]

lim — [ f(z,w)dz =Ep(f) P — preque partout (3.6)

ou limy .~ signifie la limite & travers une suite de cubes ayant un centre commun fixe, et recouvrant R™.

Pour éviter les difficultés de linterprétation de (3.1), on supposera que presque toutes les réalisations de
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q sont continuement différentiables au moin pour m > 1. Nous imposons une condition principale sur
le potentiel g(x) : presque toute les réalisations de g(x) sont des fonctions bornées. Les résultats des
théorémes ci dessous sont valables méme si on remplace cette condition par une condition plus faible
[23], pour ¢ > 0

E [e‘tqw)] < o0 (3.7)

Dans la preuve de la convergence des distributions spectrales, on remplace les quatités (3.3) et (3.5)
par leurs transformées de Laplace et qui s’expriment par la fonction de Green Ky (¢, z,y) [26] vérifiant

I’équation parabolique

0Ky 1

o §AKV —q(z)Ky (3.8)
Klyimg = d(z—y)

Klys = 0

On a aussi pour le noyau Ky (¢, x,y) la représentation de Feynman-Kac utilisant U'intégrale de Wiener
[23], [30]. Cette représentation contient explicitement le potentiel ¢(x) et aprés calcul dans les cas (3.3)
et (3.4) leurs transformations se réduisent a cette représentation de Feynman-Kac. Enfin la preuve de

la convergences des distributions spectrales sera complétée en appliquant le théoréme ergodique (3.6).

Définition 5 . Une fonction F(\), A > A\g > —o0 est une B-fonction si:
a) elle est & variation bornée sur un intervalle fini;

b) pour un A suffisemment grand on a: Var F(u) < CNP.
Ao<pu<A

On peut vérifier que pour telles fonctions la transformée de Laplace F(t) = |. ;: e MdF ()\) existe
pour tout ¢ > 0 [31]
Considérons maintenant une famille de fonctions F,, (A\,w) avec w € § dont les éléments sont des

B-fonctions uniformément en n et w et on associe sa transformée de Laplace F,, (¢,w).

Lemme 7 [27]. Supposons que pour n et t > 0 fixés, les transformées de Laplace E, (t,w), comme
fonction de w, sont mesurables et convergent p.s. vers une limite définie et non aléatoire ﬁ(t) Alors
1. pour tout n fizé et A, Fy, (A\,w) est mesurable en w.

2. Il existe une B-fonction non-aléatoire F(\) telle que quand n — oo, F,, (\,w) converge p.s vers F(X)
en tout point de continuité A de cette fonction.

3.
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Théoréme 6 [32]. Supposons que le potentiel q(x) est un champs aléatoire homogéne métriquement
transitif & réalisations bornées et continuement différentiables. Alors il existe une fonction non-aléatoire

non décroissante N telle que en tout point de continuité
lim Ny (A) = N(A) p.s.
V—oo

Preuve: Puisque ¢(z) est métriquement transitif, la quantité go = mier]gnq(x) est un événement invari-
ant, donc p.s. constant ainsi il est non aléatoire. Par translation de A si necessaire on peut donc prendre
qo = 0 (‘en effet g(z)1) = LAY + Mp.et inf, 1A¢ + M) > goinf, ¢ > 0 avec A valeur propre de A on a
go = 0 ). On peut supposer donc que toutes les réalisations du potentiel sont positives. On a , A; > p,,
ou p,; est la iéme valeur propre du probléme (3.1)-(3.2) avec ¢ = 0.

On obtient donc de la distribution spectrale du Laplacien Ny (\) = CA™V2
Ny (A) < CA™/? (3.9)

La monotonicité de Ny (M) et 'inégalité (3.9) donnent que Ny est une B-fonction. Par le lemme7, pour

montrer le théoréme,il suffit de vérifier que la fonction [Feller 1966]
Ny (1) = / e~ MANy ()
0

pour chaque t > 0 et quand V' — oo, tend p.s. vers une limite non-aléatoire

Jim Ny (t) = N (t) (3.10)
Par [23] ( p.100 )
- I o e 1
Ny (t):m;e A —m/‘/Kv(t,x,x)dx (3.11)

ou Ky (t,x,z) est la fonction de Green (3.8). Par la représentation de Feynman-Kac suivante [24], [30]

Kv(tay) = Kea-gw{ow (- [ glas) + 2)ds) X lo) sl fol) =y o) (312

Wt — ) /C exp (— / glas) + a:)ds) v [20) + 5] AW (z]a(t) = y — @)

ou C est lespace des trajectoires et W {...|z(.) = =} représente la mesure de Wiener conditionnelle et

o7



telle que 2(0) =0, xz(t) = x et

2

k(t,z) = (2mt) "™ exp {_zt] et xy.[2z(s)] =

1si z(s) € V pourtout s € [0, ]

0 sinon

En substituant (3.12) en (3.11), nous obtenons

Ny () = (2rt)"™/? ﬁ | daw {eXp (— /O t a(z(s) + x)ds) X [2() + 2] () = o} (3.13)

On considére la fonction

R(z,w) = W {exp <_ /Ot a(x(s) + x,w)ds) (k) = 0}

On voit bien que R(x,w) est le résultat en appliquant 'opérateur de translation T, a la fonction

7w = {exp (= [ ata(s) s ) ) = o

qui est un champ métriquement transitif. D’ot en (3.13), s’il n’y avait pas la fonctionnelle xy; [#(s) + 5]
sous le signe intégrale W {...|x(t) = z}, la convergence p.s.vers une limite quand V' — oo découle par
le théoréme ergodique pour le champ aléatoire (3.6). La preuve du théoréme découle en montrant que

p.s.[23] ( p.100 )

V—oco

lim ITlfl /V W {eXp (— /th(m(s) + x)ds) (1= xe [2() + a)a(t) = 0} —0

Ainsi

im N = 77_7"/2imi T eX—tms z)ds | |z(t) = 0) = (2mt)"™/?
Jin Sy @) = (2n) "t [ dew (e (= [ atets) +0)ds) a0 = 0) = 2202 B(()

— @m)y W {E {exp <— /Ot q(x(s))ds)} o (t) = 0} P

Donc les transformées de Laplace Ny (t) converge vers une fonction qu’on notera N (t) qui est aussi

une transformée de Laplace et par inversion on en déduit l'existence de N(A) du théoréme. m

Remarque 7 . On note par Hy opérateur correspodant o (3.1)-(3.2) ( Hy = —A+q ) et By (\, z,y)
est le noyau de la résolution de l'unité correspondante. Puisque Ny (A\) = |V|™ " trEy (\) (/23] p-61 )
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le théoréme précédent peut s’écrire

lgnoo |V|trEV (A)=N(\) = E(Ev(A0,0)) p.s

On a aussi ([23] p 61, on a [, f(A\)Ny(d\) = ﬁtr(f(Hv)) = ‘—1| [y f(Hv)(z,z)dz (f =exp))

- 1
Vlim Ny(t) = lim —trexp(—tHy) = hm LV / Ky (t,z,x) = N(t) p.s

V—oo ‘ ‘

= / e ME(Ey(d),0,0))
0
Corollaire [23]. On suppose que la fonction f est continue sur R et satisfait a la condition

/ T

alors ﬁtrf(Hv) convergence vers une limite non-aléatoire:limy _, o, Ivl‘trf(Hv) =limy_ ﬁ S f(N) =

E(f(A)(0,0))

(3.14)

Preuve: De la relation ‘71|trf(Hv) \VI Sy f(N) = fy° f(A)ANv(N). Par le théoréme précédent,
pour presque tout w €  (autrement dit, pour presque toutes les réalisations du potentiel) Ny (\) — N())
quand V' — oo en tout point de continuité de N(\). D’ou, on peut seulement justifier pour presque tout
w le passage a la limite sous signe intégrale tout simplement en utilisant et le théoréme de Helly. m

Pour I'étude des deux autres quantités Ay (X, k) et Sy (A, k) définies par

2

ikx Otﬁ
Ay (A k) |V\ E /1/1 dz| et Sy” (A p) \V\ E p”pﬂ (3.15)
Ai<A Aéz
]

Les auteurs [23] utilisent les mémes techniques et nous énoncons les résultats suivants

Théoréme 8 [23]. Sous les mémes conditions du théoréme précédent, il existe une fonction aléatoire

non-décroissante et bornée A(\ k), k € R™, et tout point de continuité \ on a :
lim Ay (A k)= A\ k) p.s.
V—oo

De méme, si de plus, E {q2(:1c)} < oo alors il existe une B-fonction non-aléatoire S®P(\, i) tel que

en tout point de continuité (A, ), on a :

Jim PP ) = 5% (N, 1) ps.
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3.2 Equation de Shrodinger a potentiel gaussien

Nous présontons la distribution spectrale limite N qui existe d’aprés le théorémes 8 dans le cas d’un
potentiel gaussien. Dans le premier résultat, nous donnons le comportement de la distribution spectrale
pour des équations de Shrodinger associée a un champ aléatoire arbitraire satisfaisant (3.7), ensuite
pour le cas d’'un champ gaussien. La preuve des deux théorémes est basée sur la représentation de la
transformé de Laplace N(t) de la limite de la fonction de distribution normalisée en utilisant I'intégrale

de Wiener, obtenue dans la section précédente. On a

N(t) /0 h e MAN(N\) = (3.16)

(2mt)~m/2 W {E {exp (- /O t q(x(s))ds) } o (t) = 0}

Nous énoncons les résultats suivants sur le comportement asymptotique de N(\) quand A — oc.

Théoréme 9 [32][Figotin 1983]. Soit q(x) un champ aléatoire homogéne métriquement transitif
satisfaisant (3.7). Alors
N(A) = CpA™2(1+0(1)), A — o0 (3.17)

m
2

ot Cpy = ((2m) 2T (2 + 1))_1.

La preuve du théoréme est dans [23] (p109). On remarque que le premier terme du développement
asymptotique de N () est simplement la limite de la fonction spectrale normalisée de opérateur (3.1)-
(3.2) avec ¢ = 0, d’ou (3.17) montre que lorsque A — oo, le terme qui comporte ¢(z) dans (3.1) assure
la condition (3.7).

De (3.16) et (3.7), on montre que quand ¢t — 0T

/Oo e MAN () ~ N(t)(2nt)™/? ~ 1
0

Théoréme 10 [32]( Pastur 1972, 1977 ). Soit q(x) un champ gaussien homogéne de fonction de

corrélation B(x) deux fois continuement différentiable et satisfaisant
|B(z)| < Clz|™®, a>0, |z| = o0 et |B(0)— B(z)| <C|nlz||™*, a>1, |z —0 (3.18)
ot B(z) = —AB(z). Alors

im A 2InN(\) = —-(2B)"!, B = B(0) (3.19)
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La preuve du théoréme se trouve dans [23] p-204, [32] p-53.

Remarque 11 . On peut reformuler le premier théoréme comme suit: pour un champ aléatoire gaussien
homogéne satisfaisant (3.18), quand A — —oo
2

NO) = e {31+ o1)

Lintérét de cette formule asymptotique est qu’elle ne dépend pas de la dimension de [’éspace.En
général, il est difficile d’obtenir une analyse similaire pour d’autres types de potentiels aléatoires et la
forme asymptotique (3.17) dépend fortement de la forme spécifique du champ aléatoire q (x). Une autre
difficulté est que la forme de la fonctionnelle E {exp (f fot q(x(s))ds)} de (3.16) ne peut étre obtenue

pour m > 1 que dans peu de cas

En conclusion, on donne un exemple [32] de champ aléatoires dont la fonctionnelle

E {exp (— fg q(x(s))ds)} peut étre calculée.

1. g(x) est un champ aléatoire qui est le carré d'un champ gaussien ¢%(z) = q(z) et E {q1(z)} = 0,

et E{q1(2)q(0)} = B(x). t
£ {ow (= [ ataloas) | = il

ou {D; [z(-)]} est le déterminant de Freedholm de I’équation intégrale

¢(s)+2 [ Blats) = atu)p(widu = f(s), 0< s <4

3.3 Equation de Shrodinger unidimensionnelle

Dans cette section on considére la distribution spectrale des valeurs propres de I’équation de Shrédinger
a potentiel aléatoire pour m = 1. Dans ce cas, il existe une relation trés remarquable entre le spectre
de I’équation et ses solutions, ce qui aide au calcul de N(\), surtout, dans le cas ou le potentiel ¢(z)
est un processus de Markov. On donne un théoréme général, et ensuite on considére un exemple, ou
Pexpression de N(A) contient seulement des intégrales de fonctions élémentaires.

On considére I’'équation de Shrodinger

—y" +q(z)y = Ay (3.20)

y(0) cos(a) — ¢/ (0) sin(er) = 0, y(L) cos(B) — y/'(L)sin(B) =0 (3.21)
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ou le potentiel g(z) est un processus stationnaire au sens faible et satisfaisant la condition
E(lq(z)]) < o0 (3.22)

Presque toute les réalisations sont sommables sur n’importe quel intervalle fini [36]. Pour de tels
potentiels, le spectre de 'opérateur (3.20)-(3.21) est borné inférieurement et discret [37]-[23]. La dis-
tribution spectrale normalisée Ny, (A) de cet opérateur est bien défini. De plus, pour ¢(z) sommable(
i.e E(Jg(z)|) < 00 ), il existe une solution unique & (z) de (3.20) vérifiant les conditions £ (0) = sin («),
¢ (0) = cos() [37]. D’aprés le théoréme d’oscillation de Sturm [37]-[23] le nombre de valeurs propres
de Topérateur (3.20)-(3.21) coincide avec le nombre de changement de signe de la solution £ (z) sur
Iintervalle [0, L]. D’ot, en introduisant la phase 6 (z) par la relation coth8(z) = &'(x)/&(z), 0 (0) = a,
on trouve que ([37]-[23] Hartman 1964) :

1 [6(L) -
N (N =— 3.23
L= | A2 (3.23)
ou [-] désigne la partie entiere de x. Ici, la phase 6 (x) satisfait 1’équation :
0 = ®(q,0), 0(0) =a ou ®(q,0) =cos’+ (g — \)sin?@
De I’équation, il suit immédiatement que
/ 0 (t)dt = / (g, t)dt
0 0
ie
16 (z)] < +/ |cos® ¢| dt —|—/ lg — Al [sin® t] dt
0 0
D’ou
|9(z)|§a+z+/ lg — A dt (3.24)
0
De (3.23) et (3.24) nous avons
E{N, ()} <CO) < o0 (3.25)

Ensuite, en utilisant (3.23) on montre que les fonctions de distributions spectrales des opérateurs cor-
respondants aux problémes de Dirichlet et Neumann (c’est dans les cas ou («, 3) dans (3.21) sont égales
a (m/2,7/2) et (0,0),réspéctivement),et qui sont notées par Ng) (A) et Nf) (M), satisfont a 'inégalité
(voir théoréme ergodique de sous-additivité et Benderskii and Pastur 1970 [23])
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0< NP =-NP () <2/L (3.26)

Les inégalités (3.25) et (3.26) avec le théoréme II1.4 [32] p-49 conduisent au théoréme suivant

Théoréme 12 [32][Benderskii and Pastur 1970]. Soit q(x) un processus métriguement transitif,

faiblement stationnaire et vérifiant (3.22). Alors :

lim Np (A\)=N(\) p.s.

L—oo

Cette limite est déterministe et ne dépend pas de la forme des conditions au bord.

De plus, si on pose

F(xT1T2) = Plg(r) € D1 (@) € T)
L

FL (Fl,FQ) = %/ F(x,Fl,Fg)dx
0

onp=0-—m [9] et I'y, T's sont des ensembles Boréliens sur R et le cercle C de circonférence , alors

s

1

N =2 [ 8G0.) Fidady) (3.27)

ot E = R x Cy et F(I'1,T9) est la limite d’une sous-suite faiblement convergente de la famille de

probabilités (Fr,(T'1,Ts)) sur E et la limite est une probabilité et ®(q,0) = cos®§ — (g — \)sin? 6.

Remarque 13 . La formule (3.27) réduit le calcul de N () a la recherche de loi conjointe des v.a (q, ).
Sans aucune condition supplémentaire sur q(z), il sera difficile de trowver la distribution limite. D’ow,
on assume en plus que q(x) est un processus de Markov. Aussi on peut voir que le couple (q, ) est un
processus de Markov homogéne (voir lemme p-151, [23] et Dynkin 1965) si q(x) Uest aussi. Par suite
la distribution spectrale limite N(\) est une mesure invariante de ce processus et satisfait une certaine
équation intégrale [23] . Pour une classe large de processus de Markov, cette équation est équivalente &

une équation différentielle et calculer N(\) se réduit & la résolution de cette équation.

Exemple ([23] p. 172). Soit ¢(x) un processus de Markov homogene a valeurs 0 et 1, avec les

probabilités de transitions

po1 = nox +0(x), pio =mz+o(z),z —0 et Zp,«r/ =1,rr" =01

rr!

Ce processus a une unique mesure invariante p(r) = nj_.(ng +n1)~! et est ergodique (I'unicité de la

distribution invariante est équivalente a I'érgodicité). Le générateur infinitésimal de ¢(z) est donné par
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(Agf) (r) = (=1)"n, [f (0) + f (1)]. L'espace E dans ce cas est un ensemble qui consiste a deux cercles
de circonférence 7. Il est convenable d’écrire une fonction sur E comme f(r, ¢), ou f(r, ) est périodique

en ¢ pour 7 = 0 ou 1 ot le calcul donne

nlﬁ P

N\ = L2 =) 3.28
() = S (3.29
ol pour A > 1
4ng 3 T ® ny tant 1
Feqo— 10 | (T h et _
™ Sinhf(g)/o cos {f(2) f((p)] d(p/o cosh f(t)dt, f(t) = not marctan = 7=

et pour 0 < A <1

sin(p — ) sin(t 4+ ) [2v7—1

—a « «a %)
Ferom [ dp [ Rettena [ do [* Reg.0dt, Rp.t) =)
® —« —a

—THa

sin(p + a) sin(t — @)

et a est la racine de I'équation A — cos? ¢ = 0 dans le premier quadrant. On note le comportement
asymptotique de N (A) quand A — 07T:

nonq g

_ng o0 t \v/?
H™2%(ng,n1)e” » (1+0(1)), H(z, zefx/ et< ) dt
O g, m)e” A (14 o1), Ha) = e [t (5

N () =
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Chapitre 4

Loi de Wigner

4.1 Introduction

Dans cette partie nous nous interessons a la distribution spectrale de matrices aléatoires symétriques

réelles ou hermitiennes de grande taille. On considére les quantités de la forme suivante

/ F (M) P, (dM) (4.1)
En

ou &, est un ensemble de matrices nxn. Par exemple £, = S,, ensemble des matrices réelles, symétriques,
&, = H, ensemble des matrices hermitiennes ou &, = U, ensemble des matrices unitaires, etc.. La
fonction F;, est une application de &,, dans R ou C, qui est généralement prise orthogonalement invariante,

par exemple, dans le cas de S,
F,(OMOT) = F,(M), YO € 0,, 0, = EOG

P, est une mesure de probabilité sur £,. On s’intéresse aux problémes asymptotiques des v.a F,, (M)

définies sur I'espace de probabilité (£, P,) et possédant la propriété d’invariance ci-dessus.

4.1.1 Exemples.

Exemple 1. Sur Pensemble S,,( voir chapl, 5 =1 ), on considére la mesure de référence

dM =[dm; T] dMje (4.2)
j=1

j<k<n
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et on définit la loi gaussienne comme :
1 n 9
Pup(diM) = —exp (—mtrM ) dy M (4.3)

ol Z, 1 est une constante de normalisation, w? = E[M;] pour j < k. Soit la mesure de comptage
aléatoire NV, associée & la matrice M définie par
1 n
No(A) == 1peny (4.4)

n
i=1

ou A; sont les valeurs propres de M et A un borélien de R. On a vu précédemment que la mesure

de comptage d’une matrice aléatoire M est un cas particulier de la statistique linéaire T, (¢) des v.a

A1, ..., Ap définie pour une fonction mesurable bornée ¢ & support compact par :

1 n
T (0) =3 o000 = [ O Nu(@) (15)
=1
Nous nous intérressons aux cas suivants :
(i) la moyenne
Nn(A) =E, [NH(A)]
(ii) la covariance
Cov [N7L(A1)7NrL(A2)] =F [NrL(Al)Nn(A2)] —FE [NTL(AI)] E [NrL(AQ)]
pour des intervalles A1 et Ay de R, en particulier, la variance
Var [N,, (A)] = Cov [N, (A), Ny, (A)]
(iii) la loi de Ny, (A), i.e.
P, [N, (A)=Ek/n] pour k=0,1,...,.n
(4.6)

En particulier, la probabilité

est appelée la probabilité de trou spectral [2].
Il s’agit de I’étude de la convergence de la suite N,. Typiquement, N, converge étroitement en

probabilité ou presque stirement vers une mesure non aléatoire V.
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Exemple2. Soit {g;},,, une suite de v.a i.i.d, de loi F'. Posons

Q1 0
M, = (4.7)
0 In
Alors
No(A)=n"1> 1a(q) et N(A) = E[N, (A)] = F (4)
I=A
De plus

F(A) (1= F(A))

n

Var [N,, (A)] =

D’ou, Var [N, (A)] = o(1/n) quand n est grand et donc N,, (A) converge en probabilité vers F (A)
pour tout intervalle A C R fixé.

Considérons maintenant la probabilité de trou spectral (4.6) pour (4.7). On a
By (A) = PN, (A) =0] = (1-F(A))" (4.8)

Ainsi, si Pintervalle A est chargé par la loi F, E,, (A) décroit vers 0.

4.2 La loi du demi-cercle (loi de Wigner)

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la limite des distributions spectrales de matrices aléatoires
symétriques réelles d’éléments gaussiens. Il s’agit de montrer que les valeurs propres suivent asympto-
tiquement une loi appelée la loi du demi-cercle.

L’ensemble des matrices est défini par (4.2) et (4.3) : les matrices de cet ensemble sont telles que

pour tout n il existe une matrice Y;, = {ij}?k:l telle que
1
M, = ﬁYn’ avec Yj, = Y3 €R (4.9)

et que Yj, 1 < j < k < n de la partie triangulaire supérieure sont des v.a gaussiennes indépendantes

centrées et de variance w? quand 1 < j < k et 2w? quand j =k :
En[Yig] = 0,E, [Yji] = (1+06)w*, 1 < j,k<n

Dans ce cas les matrices aléatoires M,, peuvent étre définies sur le méme espace de probabilité (Q, P),
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avec () = R* et

1 2 (1—|—6jk)w2

e IrdY et o2, = (4.10)

P= [ Pk ot Pii(dy)=

2
1<j<k<oo \/ 2705k

Dans la Fig.2, le graphe en haut & gauche représente la répartition des valeurs propres A; de la matrice

n

M, = 1//nY, (ouY,, est une matrice 500 x 500, (Yj1) sont des v.a. complexes gaussiennes standard), le
deuxiéme graphe en haut a droite représente 'histogramme des fréquences des observations des valeurs

propres et le dernier représente estimateur a noyau de la densité de la loi du demi cercle (avec le noyau

d’Epashnikov, pas=0.104)

répartition des valeurs propres de M[n] histogramme de fréquences de v.p de M[n]
w ]
= &~
== [y
l_\l_ (&} -
= o c
x S o
E o 3 -
= ! I
l:ll L
[Fe]
o
= o
[ T T T 1
1.0 05 0.0 05 1.0
il
estimation de la loi du dem-cercle par la méthode du
W
o
= =
= o
L)
= -
i)
[
o
=2
= T T T T T

-1.8 05 00 05 10
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Théoréme 14 [3/( la loi du demi-cercle ). Soit £, l'ensemble EGO défini ci-dessus et soit N, la

distribution spectrale (4.4). Alors il existe une mesure de probabilité N telle que

N, T N ps. (4.11)

n—-+oo
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avec

N(A) = /A o (2) dA (4.12)

de densité
P () = VAwt = X0 i N < 2 (4.13)
2mw? 0 sinon

Pour démontrer le théoréme nous avons besoin d’introduire quelques résultas.

Lemme 8 . Soit &, l'ensemble EGO et ® une application de classe C' sur 'espace des matrices

symétriques réelles S,, dans C de dérivée bornée. Alors

E[® (M)-X] = —Q%E [® (M) tr(MX)], VX €S, (4.14)

Preuve: voir [3] p.140. =
Lemme 9 . Soit £, l'ensemble EGO. Posons

1
gn(z) = EtrG(z) pour ITm z # 0

ot G(z) = (M — zI)~! est la résolvante de la matrice M € S,,. Alors nous avons les égalités suivantes :

(i) si z € C\R,

1 w? w?
Blgu(a)] = — — LB (2] - 5B [n62()] (415)
(ii) si 21,29 € C\R,
Egn(21)gn(22)] = —;1173 [gn(22)] — ZTE [97(21)gn(22)] (4.16)
B [rG a)ga(22)] - j;;’z B [trG(:1)6z0)]

Preuve: Soient j, k deux indices compris entre 1 et n. On applique la proposition précédente a la
fonction ® (M) = (M — zI)J_i = G, (M) en utilisant le fait que G' - A = —GAG ( pour toute matrice

A et G’ la dérivée de G par rapport & M a z fixé ), ceci implique que

L E[GitrMX] =0, VX €5, (4.17)

E[(GXG);,] + -

Soient p et ¢ deux indices compris entre 1 et n, et soit X (»9 la matrice symétrique définie par :
(Pa) _
Xj,z;cq - 5]’»1751641 + 5]’»(1516,17
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Alors, pour ce choix de X %), on obtient de (4.17)

n
FE [Gj’qu’k + Gj’qG@k] + EE [Gj’kMp’q] =0 (4.18)

En choisissant j = p, k = ¢, en sommant (4.18) sur tous les indices j,k de 1 & n et en divisant par n?,

nous obtenons (par g, (z) = +trG(z) = %Z;;l Gjjet g2(z) = > ia=1G7.iGaq)

1 1
2 2
E[g2(2)] + EE [trG*(2)] + mE [tr (G(z)M)] =0
11 ne reste plus qu’a utiliser U'identité G(2)M = G(z) [(M — zI) + zI] = I + 2G(z) pour obtenir (4.15),
en effet,

%E [tr (I +2G(2))] = %E [n+ ztr(G(z))] = % + Elgn(2)]

B (G(=)M)]

= —WE[2()] - Z;E [trG?(z)]

Pour le point (ii), il suffit d’appliquer le méme raisonnement & G, x, Gj, k,- ®

Lemme 10 . Soit z € C tel que |Im z| > 2w, alors

Varlga () = B [lon(2) = Blon)P] < (419)
Preuve: Notons
fa(2) = Elgn(2)],  ha(2) = gn(2) — fu(z) (4.20)

Soient z; et zo deux points de C\R. L’identité (4.15) appliquée & z = z; multipliée par f,(z2), et a

laquelle on a ensuite soustrait identité (4.16) conduit &

0.12
E [gn(zl)gn(ZQ)] - F [gn(zl)}E[gn(ZQ)] = *ZE [9721(21)fn(22)] (4'21)
- B G ()] - j:;sE [trG?(21) G (22)]

Pour le terme Tj, comme g, (z1) = hp(21) + fn(21), on a

E[gn(21)(hn(21) + fn(21)) (hn(22)]
E[gn(21)hn(21)hn(22)] + fo(21) E [gn(21)hn(22)] (4.22)

E [g7(z1)hn(22)]
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Soit z € C. On pose z1 =z, 22 = Z et n = |Im 2|.

De plus on constate que E [g,,(21)hn(22)] = E [hn(21)hn(22)]. En effet

Elgn(z0)hn(22)] = E[hn(21)hn(22)] + E [fn(21)hn(22)]
E[hn(z1)hn(22)] + E (gn(21)) E (hn(22))

E [hn(21)hn(22)] + E (9n(21)) (B (gn(22)) = E (fn (22)))

avec E (fn (22)) = E (gn(22))-
Comme [|G(2)|| <1/ 2| < [Imz|™" = 1/n, et que |gn(2)| < £ x n[|G(2)] (car [trG(2)] < n||G(2))),

alors |gn(2)| < 1/n. De plus, comme g(Z) = g(z), nous déduisons de (4.22) que

|E [gi(z)hn(i)” = E[gn(2)hn(2)hn(Z)] + fr(2)E [gn(2)hn(2)] < %E “hn(z)‘ﬂ

Donc |T1| < 2w?Var [g,,(2)] /n?.
Pour le terme Ty, des techniques similaires et I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec le fait que ||G(2)]|" <

IIm z| ¥, permettent de prouver que

T = B mE)] < 2 x B [I6G)] )]
zn? ~ nn?
1/2
w2 n — 2 w? 571/2
< Zip(mel| < ip(mer]
nn=m nen
2
w
< —/ V. n
< Nl
De méme,on a |T3| < 2w?/n*n?.
Lorsque 21 = 2, 22 = Z et n = |[Imz|, alors le terme de gauche de 'égalité (4.21) est égale a

E|gn(2)|> = |E[gn(2)]]* = Var[gn(z)]. Posons v2 = Var[g,(z)]. Alors les éstimations précédentes

conduisent &

2
w
Var [g,(2)] < |Ta| + |To| + |T3] < 20 Var [g,(2)] /n* + T Var [g,(2)] + 20° /'n? (4.23)
donc
2 (1 2 <w2 +2w2
v - — —— v+ —
2 )~ pPn n*n2
Comme 1 = |Im z| > 2w, alors 1 — 277%2 > 2, on arrive donc a l'inégalité quadratique
) w2 2
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ou bien, en majorant par w < 1/2, on obtient
2_ 1 LI

v —v— ——
8nn 4n’n? —

Apres études de cette équation du second degré elle sera négative pour

02 < 3/n2772

Démostration du théoréme 14

On a grace au théoréme spectral sur les matrices symétriques

Ny(d)) 1<~ 1 1
= — = 7t
/R A—z n;)\l—z nTG(Z)

(4.24)

ot {\;};_, est le spectre de G(z). Donc g,,(z) = n~'trG(z) est la transformée de Stieltjes de la mesure

de comptage N,,. Ainsi, I'identité (4.15) (avec E (gn(z)) = fn(z)) vérifie

1 w 2
fn(2) + > +

zn?

Soit z un nombre complexe tel que n = [Im z| > 2w. D’apres le lemme précédent,

3 w2 1
<

2

w2 w
v n < =
LV arlan()] < s

D’une part,

trG2(2)| <n|G?| < n|Imz| "% = n/n%, et donc

w? 1
=z <
nn® ~ 4nn

w? 2

—FE |trG <
o2 [trG2(2)] ’ =
Ces estimations et ’équation (4.25) impliquent l'inégalité :

1 w

fale) 4+ i)

n

—fal2)

z

<

2 w ) w2
= f2(2) = =B [(9a(2) — Blga(2)))?] = 5

(4.25)

(4.26)

ot C (n) ne dépend pas de n. De plus |f,(2)| < 1/ < 1/2w. Donc la suite {f, },-, est uniformément

bornée en n sur C?* = {z € C;|Im z| > 2w}, et elle est analytique sur cet ensemble.D’aprés le théoréme

de Montel (théorémel2.8a [38], p.563), il existe une fonction f et une sous-suite {fnj }jil qui converge

vers f uniformément sur tout compact de C?*. De plus, f est analytique sur C\R. En utilisant
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les propriétés de la transformée de Stieltjes f,, on a limy .1y |fn(iy)] = 1, Im f,(2) - Imz > 0,
quand Im z # 0, et par suite en passant a la limite dans Im f,,,(2) - Imz on a , lim; Im f,,;(2) - Im 2z =
Im f(z)-Imz > 0.

En passant a la limite sur I'inégalité (4.26), nous obtenons pour tout z € C*,
WAA(2) +2f(2) +1=0 (4.27)

Par résolution, on a
1

2)=—=|—2% z2—4w2), Vz e C
/() 20?2 (

D’autre part, la fonction f est analytique sur C\R, donc elle est égale & une constante prés a z —
—z =+ R(2), dont R(z) est une détermination de v/22 — 4w?. Or par un passage a la limite dans | f,,(z)] <

1/n <1/2w. , nous avons

> 2w, |f(in)] < = et done f(in) — 0
n

n—-+00

donc f(in) = K(—in + R(in)) e 0 (K constante), on choisit donc la détermination R(z) telle
que R(z) = z+4 o(1) quand z — +o00. La fonction f est donc égale a f(z) = (2w2)_1 (—z 4+ R(z)) pour
cette détermination de R.

Nous venons donc d’identifier la limite d’une sous-suite de {f,} —; qui ne dépend pas du choix de
la sous-suite. Ainsi {f,}. converge uniformément sur tout compact de C?** vers la fonction f ainsi

construite.

D’aprés I'inégalité de Tchebychev et le lemme 9, on a pour tout € > 0,

Var[gu(z)] _ 3

Pllfn(2) = gn(2)] > €] < 22 = e2n2n?

Ainsi la serie > P[|fn(2) — gn(2)| > €] est convergente. Le lemme de Borel-Cantelli implique donc
n=1

que pour tout z € C,

fa(2) —gn(z) — 0, P—p.s.

n—-+4oo

Comme |gn(2) — f(2)| < lgn(2) = fu(2)| + [fn(2) — f(2)], donc

gn(z2) —  f(z), P—p.s.

n—-+oo

En utilisant la formule de Frobenius-Perron, on conclut qu’il existe une mesure de probabilité NV telle

que f soit sa transformée de Stieltjes. Comme g,, sont les transformées de Stiltjes des mesures N, ainsi
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si g, converge uniformément sur tout compact de C>*, alors la formule de Frobenius-Perron permet
d’affirmer que

N, dirojte N, P —p.s.

n—-+o0o

Pour la convergence uniforme de g,, vers f, soit 2o un point de C?*. Alors il existe un ensemble  (2g)
de mesure P(2 (29)) = 1 tel que g,,(20)(w) converge vers f(zp)(w) pour tout point w € 2(zp). On continue
le procédé pour des points z1, 22, ... de C2 tels que {z; }Joio ait au moins un point d’accumulation dans

C?%. Parallélement & cela, il existe une suite de sous-ensembles ((z;)) ~de probabilité 1 tels que

3=0,1,..
gn(2j)(w) converge vers f(z;)(w) pour tout point de €(z;). Le théoréme de Vitali [33]-[38] (p.565)

permet d’affirmer que g,, converge vers f uniformément sur tout compact de c? pour toute réalisation
appartenant * = jQOQ(zj), qui est de probabilté 1, d’otl la convergenceétroite découlera.

Maintenant, il reste & identifier la mesure N. D’aprés la formule de Frobenius-Perron, pour tout
intervalle A

N(A) = Tim = [ Tm (A +iz)dA
A

e—=0 T

1/2

Or Im f (X + i) converge vers (20.)2)71 (4w? — )\2)+

uniformément en A quand ¢ — 0, dont =
désigne max(z,0). Ainsi,
1
N(A)= — 4w? — N?
2mw? Aﬂ[72w,2w]( )

1/2

L dA

qui est bien la loi du demi-cercle pour ’ensemble EGO.

Remarque 15 En utilisant la méme méthode, on montre les assertions suivantes:
1. la loi du demi- cercle pour Uensemble EGU est de densité p (\) = 5oz (8uw? — /\)i_/2

2. Les formes aymptotiques de la covariance de g,(z1) et gn(z2) pour Imz, et Im zo supérieures a

2w sont

1 1 leg—a%
_7X —
Bn?(z1 — 22)? \/(z2 _ a2) (22 _ az)
1—a5) |72 —ap

ot a% = 4Bw? et B =1,2 (les cas des ensembles EGO et EGU réspectivement).

Cov [gn(21), gn(22)] = +o(n™), n— oo
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4.3 Loi jointe et loi de A

4.3.1 Rappels
Polyndémes orthogonaux

Dans ce paragraphe, nous rappellons quelques éléments sur les polyndémes orthogonaux.

Soit w : R — Ry une fonction positive appellée poids telle que son moment d’ordre k est fini

e A" w(A)dA < 0o, k= 0,1,2, ... et on associe le produit scalaire Jg f(@)g(x)w(x)dz [15]. Le procédé

d’orthogonalisation de Gram-Shmidt sur I'espace L? (R, w(x)dz) des fonctions \ — Mok =12, ...

donne une famille de polynomes {P; (\)};2, tels que
() P, (\) = a) 4 ... avec a; > 0
(ii) [p Py (A) P (A\) w(N)dA = 6y pour I,k =0,1,2, ...

Ces polynomes orthonormés vérifient la relation des trois termes [1]
AP (A) = 1Py (A) + 1P (A) + -1 P (A)

ol =0,1,... et r_y = 0. Posons ¢;(X) = Jw(A) P, (A) de sorte que [, ¥; (A) by, (A) dX = &y .

La fonction

n—1
KA p) =Yt (N ¥y (1)
=0

s’appelle le le noyau reproduisant du systéme {wl}loio et qui vérifie les relations
(i) [ Kn(A A)dX\ =n,
(if) [ Kn(A ) K (p,v)dX = Ky (X, v) pour tout A, v € R,
(iii) pour tout A, p € R, X # p,

Kn(>\; /j,) = Tnflw

Cette formule est la formule de Darbouz-Christoffel [1] [3].

(0]

(4.28)

(4.29)

(4.30)



Déterminant de Fredholm

Définition 16 . Soit Q un opérateur intégral de noyau continu q défini sur D X D, i.e.,Qf(A) =
fD g\, w) f(w)dp, ot D est un compact de R. Alors le déterminant de Fredholm de Q est défini par

o . q(/\l,)\l) q(/\l,)\n)
det(I - Q) =1+ (_ni? /m : D dAdN, (4.31)

m=1

Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 17 [3]. Soit H,, l'ensemble unitairement invariant définit par un polynéme V' de degré pair,

i.e. les lois de probabilité P, o des matrices de H,, ayant pour densité

1 1 -
qn2(M) = 7 exp(—trV (M) = 7 exp <—n E V()\l)> (4.32)
n, n, =1

o0

et {Pl(n)} le systéme de polyndmes orthogonauz définis par rapport au poids w,(A) = exp (—nV(X)).
1=0

Alors

(i) La densité pg) de la loi jointe des valeurs propres restreinte aux fonctions symétriques de (A1, ..., An)

est

1 N n 2
PP ) = — (det {0} )

J,k=1
ol

U ) = exp (~5V ) B (4.33)

i.e., si f: R — C est une fonction symétrigue sur R™, alors
En[fOvy s M) = [ FOs e AP (M1 ooy A )d A d Ny,
R’n

(ii) Si N,, est la mesure de comptage normalisée, alors

N (&) = BN, (8) = [ pu(id (4.34)
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ol

) = K %Z( ) (4.35)
1=0
r“”
_ n-1 [w(n)( )’¢(n) ()\)_w ( )¢ e ) (4.36)

avec T( )1 est le coefficient du polynéme P,"

(n)

4 dans la relation de récurrence

PO =" () PO + s P )+ (0) P (A (4.37)

pour l =mn, (cf (4.29)).

(iit) Soit | un entier compris entre 1 et n. Notons la loi marginale de (A1, ..., \;) par

pn,l()\la-"a/\l) = / lpn (/\1,.. 7/\17)\l+17---7/\n)d)\l+1-~-d)\n (438)
R’V‘L

et posons

n!
il = ——DPni( A1, . A 4.
Rt = oot s ) (139)

appellée fonction de corrélation [2]. Alors
Rn,l(Ala"w)\l) :det{K (Ajv)‘k)}jk 1 (440)

(iv) La variance d’une statistique linéaire définie par (4.5) vérifie

1

Var [T(9)] = 5

[0 =00 Ko () il (4.41)

Théoréme 18 . Soit E\? (A) = P, [N,(A) =0] la probabilité du trou pour ensemble (4.31) avec
B =2. Alors
EP(A) = det(I — K,(A)) (4.42)

ot K (A) est Uopérateur intégrale sur A défini par le noyau K, (A, 1), i.e

F(Ky, /Kmu wdp, A€ A

Démonstration du théoréme 16
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On a vu (voir chapl) que

P%Q)()q, i An) = ﬁexp <nZV(Al)) H (- )\k)z

=1 1<j<k<n

Or

n

T Ov-2)= n_i det {P;ﬁ)l ()\k)}_

: J,k=1
1<j<k<n
"1
1=0

ou 'yl(n) est le coéfficient du terme de plus haut degré du polynome Pl("). Ainsi

2
1 . n
PP (A1, e Ay) = —————— det ({z/;;jl ()\k)}j k_l)
n!Qn,2 H 7[2
=0

Ce qui donne que ,
n-1 \~
Qn2 = (H ’Yz)
1=0
et le point (i) en découle.
Pour (ii), on a déja fait le calcul de F, [T;, (A)] (voir chapitrel). La démonstration de (4.35) est
basée sur la formule de Darboux-Christoffel et la forme (4.34).

Pour démontrer (iii) pour [ > 1, on utilise la méme idée et le théoréme de Laplace [2].

Pour (iv), on remarque d’abord que

1

BNu(e) = 5 [ o 00) KO M)

(cf (4.33) et (4.34))et que, d’apres (4.37) et (4.39), on a

B0 = B[ 0]+ "V e ) e ()]

1

1
= — / (p2 ()\1)Kn()\1,>\1)d)\1 + - / v2) ()\1) 90()\2) Kg ()\1,)\2) d)\ld)\g
n Jr n R2

avec pn,Q()\l; )\2) = 1/n(n — ].) X Rn,g ()\1, )\2)
Comme Var [T, ()] = E,, [T2 ()] — E, [T}, (©)]?, la formule (4.40) est démontrée.

Démonstration du théoréme 18
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Utilisons le point (iii) du théoréme 16 :

E® (a)

P,[\ ¢ Apourl=1,2,..

ﬁ 1—-1a(N)) ]

=1
. n |
par s&nétrle Z n:
B (n—1)!
= Hn =1

X/ d).. d)\l/ png()\ 7...,)\l,)\lJrl,...,)\n)d)\lJrl...d)\n

_1 A)dA;...dN

= (—1
_ Z ( f / det {K,, (A, M)}, dA.d,
o Ja k=1
1=0
D’aprés (4.41) c’est le déterminant de Fredholm de (I — K, (A)). D’ou le résultat.

Nous énoncons la proposition suivante qui sera utile dans la preuve du theoreme ci dessous.

) se déduisent des

Lemme 11 [3]. Si &, est Uensemble EGU, alors les polynomes orthogonauz P,
polynémes d’Hermite {h;},° (qui forment une base orthonormale pour le produit scalaire [ j”(:z:)g(x)eﬂﬁ2 dz)

par la relation

n-1/4 n
P\ = i (‘26)\) (4.43)

En particulier, le coefficient du polynéme Pl(fi dans la relation de réccurence (15.10) est

~
_

" 2l/n (4.44)

Le théoréme suivant donne le comportement asymptotique de la plus grande valeur propre pour

I'ensemble H,,

Théoréme 19 [8]. Soit M,, € H,, Uensemble EGU et AW, = || M,||. Alors
A 5 920
Preuve: Comme N, (A) converge presque strement vers
1 2
N(A) = — 8w? — A\2d\
drw Aﬁ[—Qﬂw,Z\/ﬁw}
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qui est strictement positif sur tout intervalle A non vide contenu dans [—2\/50.}, 2\/50.}] ,onaliminf, . Amax >

2+/2w. Pour montrer que limsup,,_, .o Amax < 2\/5&1, il suffit d’établir que pour tout € > 0
> P [ Anax 2 2V20 + Ve < o0 (4.45)
n=1

puis appliquer le lemme de Borel-cantelli.

En utilisant I'inégalité de Markov on obtient

P {Amax > 2/2w + \/iws] —pP {nNn ((2\/%; +V2we, oo)) > 1}

< E [nNn ((2\f2w + V2we, oo))} (4.46)

D’apres (4.35) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz

o0

E [nNn ((2\f2w + V2we, oo))} = n/zﬁerﬂws P (N) dA

(n) 0o
7"“7 n n n n
nit [ [ 7 02, () = )6, (]
22w+ 2we

[ee]
() |, (M) (3 [ n d
A O O e =2 o 00 (o))

n e d n n
2, [ (5o v jar
2V 2w+ 2we

1/2 - 1/2
(m L )\>2d)\ ( () () 2dA>
2, ( [ (oo Lo () (147

On remplace ’(/Jl(n)()\) pour [ =n—1, n par wl(n)(x), l=n—-1,n(z==2v2l+1coshf, 0 <e <O <1/e)
en utilisant la proposition 18 [3] et le fait que —,” (z) + 2%¢,(z) = (21 + 1), (x) [15], [1], on trouve

IA

IN

en faisant une intégration par partie que

A o o [T )
[ (o) o= [ (Geih@)

(2n—1)n
4w?

n o d2 n n n
<o [ (@ 2 @) ) wl (s -

< (4.48)

De plus, la proposition 21 (ii) [3] ( formules asymptotiques de Plancherel- Rotah ), implique
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pour n — o0 avec T = 2—‘/‘?)\ que

/ ;mm (b)) dr = /;; AR (1.49)

o 0
= 0 (n_1/4/ exp{—(2n— 1)/ sinh? tdt} .dG )
v 0 sinh 0

= 0 <n1/4 /OO exp{f(Qn — 1)03/3} Cff)

g

~ 0 <n7/45_1/2 exp{—?a?’”})

D’apres le lemme précédente, Tﬁbn_)l = /2w et on obtient de (4.46)-(4.49) que

2
P [Amax > 22w + \/iws} =0 <n7/45_1/2 exp {—553/2}> , M — 00 (4.50)

Par le Lemme de Borel - Cantelli on en deduit le resultat. m
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Chapitre 5

Spectre des matrices de covariances

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier un algorithme qui permet de donner une estimation de la distrib-
ution spectrale de matrice de covariance en dimension trés grande proposé et developpé dans D'article
[5].L’étude porte sur une équation appellée équation de Marchenko-Pastur.

Soient X1, ..., X,, des vecteurs aléatoires de RP i.i.d de matrice de covariance ¥,. On appelle X la

matrices dont les lignes sont les X;. On appelle matrice de covariance empirique la matrice

5, = (X = %) (X~ %) f(a -1
Dans le cas ot p est fixé et n tend vers I'infini, un résultat fondamental [20] montre que les valeurs propres
de la matrice de covariance S, sont des bons estimateurs des valeurs propres de ¥, Plus précisemment,
sily > Iy > .. sont les valeurs propres ordonnées de S, et A\; > Ay > ... les valeurs propres ordonnées de
¥, alors [20]

Vil = X)) = N (0,2X7),i=1,2,...

pour X; de loi normale et \; distinctes.
Considérons le cas ou X, = Id,, les valeurs propres sont 1. Un résultat de [19] montre que si X;

sont i.i.d ayant le moment d’ordre quatre fini, et si p/n — =, alors

b — (14 y7)? pas

En particulier, [; n’est pas un estimateur convergeant de Ap.
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Dans la suite nous énoncons un résultat fondamental : le théoréme de Marchenko-Pastur. Il pré-
cise le comportement asymptotique des valeurs propres [, ls, ..et les valeurs propres A, Ao, ...par leurs

distributions spectrales sous des conditions assez faibles (existence du moment d’ordre quatre).

5.2 Equation de Marchenko-Pastur

Pour les valeurs propres A; de la matrice de covariance ¥, on associe la mesure spectrale H,définie par :

Lorsque ¥, = Id,. ona A\; =1 et dH,, = 0.
De méme, on associe Fj,, la mesure spectrale des valeurs propres [; de la matrice de covariance

empirique S, :

Le but étant de déterminer le comportement asymptotique de la mesure spectrale I, en lien avec
celui de F},.

Par exemple si on prend dH, = (1 — 1/p)d1 + 1/pda, cela signifie que la matrice de covariance %,
a une valeur propre égale & 2 et (p — 1) égales & 1. Si p — oo, Hpconverge faiblement vers Ho,, avec
dH,, = d1, et donc a la limite, il y a une perte d’information sur la plus grande valeur propre 2 qui est
bien présente dans H),, pour tout p.

Plus précisemment, le résultat confirme I’existence de la limite Fo, de Fj,qui est non aléatoire et fournit
une relation entre F, et Ho, la limite de H,.Théoriquement, cette relation permet par résolution , si
H, est donnée, de calculer F, cependant sa résolution est trés compliquée. En statistique, & partir
des observations, on construit la distribution spectrale empirique F}, et le but étant d’estimer H,. La
méthode utilise I’équation de Marchenko-Pastur entre F, et H,, en construisant un estimateur ﬁpde
H,, ainsi que la transformé de Stieltjes.

Dans ce qui suit, comme les v.a. sont centrées nous prenons comme matrice de covariance empirique

Sp = X*X/n ot la matrice X est d’ordre nxp. La transformé de Stieltjes mp,de la distribution spectrale

mpr,(2) :/M

u—=z

F, de S, est définie par

et on associe La transformé de Stieltjes vp,de S; = X X*/n :

vr,(2) =~ (1= 2) 4 Py (2)
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Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 5.1 Théoréme 20 [4][7]. Supposons que la matrice X s’écrit comme X = YZ,l)/2, ot Xy

est une matrice p X p définie positive et Y est une matrice n X p d’entrées i.i.d (réelles ou complezxes),
avee E(Y;) =0, E(|Yy]?) =1 et E(|Yy[") < 0.

Soit Hy, la distribution spectrale de la matrice de covariance ¥,. Supposons que H, converge faiblement
vers une limite notée Ho.. (et on note H, = Hy,). Alors, quand p, n — oo, et p/n — v, v € (0,00),
on a

1. vF,(2) — Voo(2) P8, 0U Voo (2) est une fonction déterministe.

2. v (2) satisfait léquation de Marthenko-Pastur :

L) e et
@ Thgy Y€ ©2enGima0) e

8. L’équation précédente admet une solution unique qui est la transformé de Stieltjes d’une certaine

mesure.

Pour la résolution de I’équation de Marchenko-Pastur, Pauteu [5] discrétise le probléme pour avoir un
algorithme plus précis pour 'estimation de H,,, a partir de 1’échantillon des valeurs propres. L’approche
est non paramétrique puisque aucune hypothése n’est mise a priori sur la structure de la population des
valeurs propres. Comme résultat de cet algorithme est d’obtenir une méthode graphique efficace sur la
structure de la population des valeurs propres. Un deuxiéme résultat est celui d’avoir une estimation
de la population des valeurs propres individuelles A; aprés une estimation de la mesure qui décrit la
population des valeurs propres. Un dernier résultat est la représentation d’un rétrécissement non linéaire
de I’échantillon des valeurs propres pour I’éstimation de celles de la population.

Dans cette partie nous présentons un algorithme pour I’estimation de H,, ainsi que les valeurs propres
;. Enfin nous donnons des résultats de quelques simulations.

Dans la suite, on va considérer p comme une fonction de n avec la propriété que p(n)/n — ~ et
v € (0,00). Pour simplifier on écrit tout simplement p au lieu de p(n).

Marc¢henko et Pastur (1967) ont montré que la distribution spectrale empirique, F),, converge p.s vers

une loi appellée loi de Marthenko-Pastur, ayant pour densité (v < 1)

(@) = V(b= 2)(z - a)/ 2rzy) Lo (z)

Dans la Fig.3, on donne pour deux valeurs différentes de ~y les graphes de la densité f,(z). Le

premier graphe donne I’histogammes des féquences des valeurs propres pour v = p/n = 1 ainsi que leur
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densité de la loi de M-P et de méme pour le deuxiéme graphe ou v = p/n = 0.5, avec a = (1 — 71/2)2,

b= (1+~2)%

Ristogramme de I3 foi de zrchenko-Pastur donsits do Marchonko-Pastar
) L.
= -
3] n=200
é‘ - p=200 w =
: o 4
5 E
- " S
o il ul i} = _|
T T T T 1 =
po o0oa 10 1458 2O ] 1 2 3 4
sort((x - 81 " (b - ¥0Z T piTxT ) FALSE
Ristogramme de I3 foi de zrchenko-Pastur donsits do Marchonko-Pastar
o
=
o]
r 2 n=2000 w S
= ="
T p=1000 9 =
g L oo
[ (=T
=
— [¥a}
g
=
[ T T T 1 T
0o 02 04 0B 08 oo 02 04 0B 08
sort((x - 81 " (b - ¥0Z T piTxT ) FALSE

(Figure3)

Pour le cas ou vy > 1, voir [34] [35] [8] (voir [4] pour ensemble de Wishart généralisé).

5.3 Algorithme et étude statistique

Il s’agit de déterminer la distribution spectrale H,, a partir de I’équation M-P :

L[ AHL ()
T () ”/HAUOO(A)

On a vp, (2) — vso(2). Par remplacement de v (2) par vp,(z) dans I’équation on obtient ainsi un
écart entre les deux membres de I'équation M-P et le choix d'un "candidat" pour H, c’est celui qui

réalise le plus petit écart pour un ensemble de points {z; }]Jll.
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Plus précisemment, la solution du probléme est de déterminer flp =Hy :

v 1 MNH(ON) "
Hp Hy = argminL {+zj_p/()}
H vr, (25) n ) 14 vg, (25) o1

ot L est une fonction de perte et v = £ et avec un choix des points {z; };.];1 ([5] Annexe).

5.3.1 Discrétisation

Dans le probléme de minimisation précédent nous allons remplacer 'intégrale par une somme.

Tout d’abord on a :

dH (2) :%

K
D o (@) 2> widy, (x) (5.1)
k=1

i=1

ol {tk}szl des points qu’on choisit et wy des poids vérifiant Z,f:l wp =1etw, >0
Le probléme d’optimisation précédent se transforme comme suit : trouver H revient & la recherche

des poids wy. Apres discrétisation de l'intégrale dans I’équation (M-P), on aura :
/ AdH (A i
1+ )\’U 1 + tkl}

Par suite trouver la mesure H qui satisfait approximativement (M-P) est équivalent a trouver un

ensemble de poids {wk}le veérifiant :

K
1 NZ,_BZwktik Vi
Voo(zj) — 7 m =+ tevse (z)’

. X K
Par remplacement de vo, par vr, cela revient a trouver {wy},_, tel que :

1 K
_ kv
vF, (%) Zl 1+tkUF (2)
C’est un probléme linéaire en wy, .
Posons e; les erreurs suivantes :
K
1 D 173
€= ——-— 4+ 2z;i — — Wy ——————————
J VE, (2;]) J n; 1+va (Zj)tk

Il y a deux sources d’erreurs : la premiére vient de la discrétisation de 'intégrale qui comporte H, la

deuxiéme vient de la substitution de v, une quantité non aléatoire asymptotique, par vg,. La quantité
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aléatoire e; est en général complexe.

Nous prenons l'erreur ” L,.” qui consiste & trouver les poids wy tels que :

Minimiser max max {|Re (¢;)|, [Im (e;)|}

J=1,..;Jn

Ce qui revient au probléme de I'optimisation convexe suivant :

min  u

(w1 ..., Wk ,u)

Vj,—u < Re(ej) <u
Vj,—u < Im(ej) <wu

On a donc un probléme linéaire dont les inconnues sont (wy, ..., wy) et u. Nous présentons des simu-

lations au paragraphe suivant pour illustrer cet algorithme.

5.4 Simulation

Nous présentons la méthode sur trois cas de matrices de covariance différentes. Le premier cas est
Y, = Id,. Le second cas ou X, a la moiti¢ de ses valeurs propres égales a 1 et 'autre moitié égales a 2.
Le dernier cas, la matrice X, est une matrice Toeplitz [21].

Nous avons pu réaliser les graphes suivant en utilisant le logiciel R.

5.4.1 Cas X, = Id,

Dans ce cas , la loi de Marchenko-Pastur prévoit que les valeurs propres I; sont distribuées sur
Iintervalle {(1 — \/]%)2 , (1 + \/]%) 2} au lieu d’étre concentré en 1. Dans Fig.4, ’algorithme donne
le graphe de ﬁp (en bas a gauche) qui est trés proche de H), la distribution spectrale de X, = Id,. Ainsi
il fournit une trés bonne approximation de H,. Ici, les matrices de covariances 3, = I oo et les matrices
X sont de taille 500 x 100 d’entrée i.i.d réelles de loi N'(0,1). Nous remarquons ici que I'estimateur
distribution spectrale empirique (graphe en haut a droite) donne des résultats moins satisfaisants que

P’approximation par ﬁp
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(Figure4)

5.4.2 Cas H, = .50; + .50

Le second cas, la moitié des valeurs propres de X, égales & 1 et 'autre moitié égales & 2.
La loi de Marchenko-Pastur prévoit que les valeurs propres I; sont distribuées sur l'intervalle
[(1 — \/p/in)2 , ( 1+ \/]7/7) 2} (Fig.5) au lieu d’étre concentré en 1 et 2. L’algorithme donne le graphe
de I;Tp (en bas a gauche) qui est trés proche de H, la distribution spectrale de X, de taille 100 x 100
diagonales. Ainsi il fournit une trés bonne approximation de H,. Les matrices ¥ sont de taille 500 x 100

d’entrées i.i.d suivant la loi A'(0,1). Nous remarquons que l’estimateur distribution spectrale empirique
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(graphe en haut a droite) donne des résultats moins satisfaisants que ’approximation par ﬁp.

Vachkantiffon des valeurs propres acdf de échantiilon des valeurs propras
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(Figure5)

5.4.3 Le cas de matrices de covariance Toeplitz

On rappele qu'une matrice Toeplitz T' [21] est une matrice telle que ses éléments T;; = t(i — 7)
ot t est une fonction réelle. On prend dans ce cas des matrices Toeplitz d’entrées T;; = (O.3)‘i7j‘. Les
simulations portent sur des matrices de covariance X, de taille 100 x 100. Les matrices Y sont de taille
500 x 100 d’entrées i.i.d réelles de loi N(0,1).

L’algorithme donne le graphe de ﬁp (Fig6 en bas a gauche) qui est trés proche de H,, la distribu-
tion spectrale de ¥,. Ainsi il fournit une trés bonne approximation de H,. Ici nous remarquons que
Pestimateur distribution spectrale empirique (graphe en haut a droite) donne des résultats aussi bons

que 'approximation par ﬁp (calcul d’erreur). On donne aussi une estimaton de la densité théorique par
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la méthode du noyau (Le noyau d’Epashnikov, pas=0.1593)
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Conclusion

Nous avons fait une étude spectrale sur des ensembles de matrices aléatoires de grande dimension:

ensemble unitaire gaussien, ensemble orthogonal gaussien et ’ensemble symplectique gaussien. L’étude
n

porte sur le comportement asymptotique de la distribution spectrale N, (\) = %Z 1ix, <0t Aip
sont les valeurs propres de ces matrices =

pour des ensembles de matrices aléatoires et aussi en liaison avec I’équation de Shrodinger.

La détermination de la distribution spectrale limite est obtenue griace & un algorithme developpée

par El-Karoui. Nous illustrons cet algorithme par des simulations numériques et les résultats sont treés

probants.
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