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Introduction

Les matrices aléatoires ont d�abord été introduites en physique nucléaire par Wigner dans les années

50, pour décrire les résonnances de neutrons lents sur les noyaux lourds. l�idée de base était que pour de

grandes énergies d�éxcitation, lorsque le système contient beaucoup de nucléon, les niveaux d�énergies

sont très dense. L�étude du spectre d�une certaine matrice aléatoire et la localisation de ses valeurs

propres est liée à l�évaluation des niveaux d�energie des éléctrons dans un atome (voir [2] où nous

pouvons trouver plusieurs applications).

Dans ce mémoire nous ferons essentiellement une étude spectrale des matrices aléatoires.

Nous développons les résultats des articles suivants :

1.Pastur.L.A. Spectra of Random Self Adjoint Operators. Russian Mathematical Surveys.N.

p.1-62 1973.

2. Lejay Antoine, Pastur Leonid. Matrices aléatoires: Statistique aymptotique des valeurs

propres. Séminaire de propbabilités (Strasbourg), tome 36 (2002), p.135-164.

3. El Karoui Noureddine. The Spectrum Estimation for Large Dimensional Covariance

Matrices Using Random Matrix Theory. Annals of statistics 2009, p.1-25.

Dans le chapitre 1, nous rappellons les principaux ensembles de matrices aléatoires: ensemble

unitaire gaussien, ensemble orthogonal gaussien et l�ensemble symplectique gaussien. Nous introduisons

la distribution spectrale

Nn(�) =
1

n

nX
i=1

1f�i;n<�g

(où �i;n sont les valeurs propres de la matrice aléatoire) et la densité conjointe des valeurs propres dans

chaque cas. Nous étudions aussi la distribution spectrale associée aux matrices aléatoires de Jacobi et

la distribution spectrale de l�équation de Shrodinger avec un potentiel aléatoire.

Dans le chapitre 2, nous développons l�article de L.A.Pastur (1973) [32]. L�étude porte sur le

comportement asymptotique de la distribution spectrale de la suite d�opérateurs aléatoires hermitiens
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dé�nis par :

Bn (k) = An +
kX
i=1

�ih:; qiiqi; k 2 N (1)

où An est un opérateur auto-adjoint déterministe, �ides v.a réelles i.i.d, qi vecteurs aléatoires indépen-

dants à valeurs dans un espace En et indépendants de �i. En suite, nous abordons l�ensemble de matrices

hermitiennes de l�ensemble de Wigner qui donne la loi du demi-cercle.

Dans le chapitre 3, nous développons des résultats de l�article de Pastur [32].

L�étude porte sur le comportement asymptotique de la distribution spectrale de l�équation de Shrödinger

à potentiel aléatoire avec conditions aux limites :

�1
2
� + q(x) = � ;  jS = 0 (2)

où � est le Laplacien , q(x) est le potentiel et V est un cube de Rm de bord S. Ensuite, on termine par

le cas d�une équation de Shrödinger avec un potentiel un processus de Markov ergodique.

Dans le chapitre 4, nous développons les résultats de l�article de Antoine Lejay, Leonid Pastur

[3].

On s�interesse à la distribution spectrale de matrices aléatoires symétriques réelles ou hermitiennes

Hn de grande taille :

Hn =
1p
n
Yn; Yjk = Ykj 2 R et Yn = fYjkgnj;k=1

Yjk, 1 � j < k � n des v.a gaussiennes indépendantes : En [Yjk] = 0, En
h
Y 2jk

i
= (1+�jk)!

2; 1 � j; k � n

Dans cette partie on obtient pour Nn(�), n!1, la loi du demi-cercle de Wigner.

On termine par donner un résultat sur le comportement asymptotique de la plus grande valeur propre.

Dans le chapitre 5, nous étudions un algorithme dans l�article de Noureddine El Karoui [5].

Cet algorithme donne une estimation de la distribution spectrale de matrice de covariance en grande

dimension basé sur une équation appellée équation de Marµchenko-Pastur. Nous présentons des sim-

ulations numériques sur la détermination de la distribution spectrale limite dans trois cas correspondants

à des covariances di¤érentes.
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Chapitre 1

Matrices aléatoires

1.1 L�ensemble unitaire gaussien

Nous notons par EUG l�ensemble unitaire gaussien, EOG l�ensemble orthogonal gaussien et par ESG

l�ensemble symplectique gaussien.

Considérons une matrice hermitienne H d�ordre n � n d�entrées notées Hij (i; j = 1; :::; n) qui sont

des v.a. indépendantes, en général à valeurs complexes et leur fonction de distribution conjointe admet

la densité suivante :

Cn exp(�trH2) (1.1)

où Cn est la constante de normalisation. Nous nous intéressons à la distribution spectrale Nn(�) dé�nie

par le quotion du nombre de valeurs propres ordonnées de H inférieures ou égales à � :

Nn(�) =
1

n

nX
i=1

1f�i;n<�g

où �i;n sont les valeurs propres de H classées par ordre décroissant: �1;n < �2;n < ::: < �n;n et � est

un réel �xé. La fonction Nn(�) est une variable aléatoire et nous nous interessons a son comportement

asymptotique pour n assez grand.

Pour cela, nous déterminons la densité conjointe du vecteur des valeurs propres �i;n(i = 1; :::; n) que

l�on peut déterminer par substitution des variables Hi;j et �Hij dans (1.1) par les �i;n(i = 1; :::; n). La

densité (1.1) sera exprimée seulement en fonction des valeurs propres en remplaçant l�argument �trH2
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de l�éxponentielle par
nX
i=1

�2i;n. Le Jacobien de ce changement de variables est donné par [16] :

A
Y
i<j

(�i;n � �j;n)2 (1.2)

où la quantité A dépend seulement des composantes des vecteurs propres orthogonaux associés aux

valeurs propres �i;n(i = 1; :::; n). Dans le cas du groupe orthogonal des matrices réelles symétriques, le

jacobien a la forme

A0
Y
i<j

(�j;n � �i;n)

qui est facile à expliciter du fait que H est diagonalisable sous la forme H = U�U t; où � est la matrice

diagonale des valeurs propres, U la matrice des vecteurs propres associés. Dans ce cas le Jacobien

est un polynôme homogène pour les variables �i;n(i = 1; :::; n), de degré n(n�1)
2 . De plus, les valeurs

propres étant distinctes deux à deux , le polynôme contient le facteur
Y
i<j

(�j;n��i;n). Pour les matrices

hermitiennes, nous pouvons écrire la densité conjointe des valeurs propres des matrices de l�ensemble

unitaire sous la forme suivante :

pn(�1; �2; :::; �n) = C 0n exp(�
nX
i=1

�2i )
Y
i<j

(�i � �j)2 (1.3)

où C 0n peut être déterminée par la conditionZ
� � �
Z

�1��1��2�:::��n�1

pn (�1; �2; :::; �n) d�1d�2:::d�n = 1

Notons par Hl (�) =

lX
k=o

hlk�
k le polynôme d�Hermite satisfaisant la condition d�orthonormalité

suivante :
+1Z
�1

exp
�
��2

�
Hl(�)Hm (�) d� = �lm (1.4)

Nous considérons la matrice G d�ordre n � n d�éléments Gik =
nX
j=1

hi�1;j�1�
j�1
k (i; k = 1; :::; n). Il

est facile de voir que G est le produit de deux matrices L et � d�éléments respectifs

li;k =

8<: hi�1;k�1 i � k

0 i < k
; 
ik = �i�1k
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Le déterminant de L est
n�1Y
l=0

hll et celui de � est le determinant de Vandermonde donné par
Y
i<j

(�j � �i).

En remplaçant dans (1.3)
Y
i<j

(�i � �j)2 par (detG)2
 
n�1Y
l=0

hll

!�2
, il en résulte de (1.4) que :

C 0n =

 
n�1Y
l=0

hll

!�2

Par suite

pn (�1; �2; :::; �n) = exp

 
�

nX
i=1

�2i

!
(detG)

2

On peut obtenir le résultat par une deuxième méthode. Nous avons (voir [3] théorème 14 (p-149))

pn (�1; �2; :::; �n) =
1

Qn;�n!
exp

 
�

nX
i=1

�2i

!Y
i<j

(�j � �i)�

où Qn;2 est la constante de normalisation (dans le cas de l�ensemble EUG � = 2). On a

�(�) =
Y
i<j

(�i � �j) =

������������������

1 1 : : : 1

�1 �2 : : : �n

: : :

: : :

: : :

�n�11 �n�12 : : : �n�1n

������������������
=

1
n�1Y
l=0

hll

������������������

H0 (�1) H0 (�2) : :

1
2H1 (�1)

1
2H1 (�2) : :

: : : :

: : : :

: : : :

1
2n�1Hn (�1)

1
2n�1Hn (�2) : :

������������������
=

1
n�1Y
l=0

hll

det [Hj (�k)]j=0;:::;n�1;k=1;:::;n

où hll sont les coe¢ cients des termes du plus haut degré du polynôme d�Hermite Hl qui sont liés aux

fonctions d�Hermite par la relation :

hj (�) = exp

 
�1
2

nX
i=1

�2i

!
Hj (�)

Nous aurons ainsi

pn (�1; �2; :::; �n) =
1

n!Qn;2

 
n�1Y
l=0

hll

!2 [det (hj (�k))]2j=0;:::;n�1;k=1;:::;n
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Pour calculer la constante de normalisation Qn;2, nous allons utiliser le théorème de Gram découlant

du procédé d�orthogonalisation de Gram-Shmidt. Nous avons le résultat suivant

Théorème de Gram [26]. Soient fflgnl=0 et fgjg
n
l=0 deux ensembles de fonctions continues et

intégrables sur Rn. Alors :

Z
� � �
Z

Rn

det ffl (�m)gnl;m=1 det fgl (�m)g
n
l;m=1 d�1:::d�n = n! det fhfl; gmignl;m=1

Par application, en prenant fl = gl = hl, on obtientZ
Rn
pn (�1; �2; :::; �n) d�1d�2:::d�n = 1

=
1

n!Qn;2

 
n�1Y
l=0

hll

!2 Z
Rn

�
det [hj (�k)]j=0;:::;n�1;k=1;:::;n

�2
d�1:::d�n

D�où la constante sera

Qn;2 =
n�1Y
l=0

h�2ll

Le calcul de l�éspérance mathématique de la variable aléatoire

Nn (�) =
1

n

nX
i=1

1]�1;�] (�i)

donne

En (Nn (�)) =
1

n

nX
k=1

E (1� (�k)) = E (1� (�1))

=

Z
�

d�1

Z
Rn�1

pn (�1; �2;::::; �n) d�2:::d�n

=
1

n!

Z
�

d�1

Z
Rn�1

�
det [hj (�i)]j=0;:::;n�1;i=1;:::;n

�2
d�2:::d�n

où � =]�1; �]. Or

det [hj (�i)]j=0;:::;n�1;i=1;:::;n =
n�1X
j=0

(�1)j+1 hj (�1) det [hk (�m)]k=0;:::;n�1;m=2;:::;n;m6=k

En utilisant encore le théorème de Gram, nous avons

Z
Rn�1

hj1 (�2; :::; �n)hj2 (�2; :::; �n) d�2:::d�n = �j1;j2 (n� 1)!
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où hj (�2; :::; �n) = det [hk (�m)]k=0;:::;n�1;m=2;:::;n;k 6=j . Nous aurons donc

E [Nn (�)] =

Z
�

1

n

0@n�1X
j=0

h2j (�1)

1A d�1

=

Z
�

exp
�
��21

�0@ 1
n

n�1X
j=0

H2
l (�1)

1A d�1

Le comportement asymptotique des fonctions d�Hermite [1] [15] est utilisé et après des développe-

ments on trouve que lorsque n!1

E (Nn (�)) '
1

�n

Z �

�1

+
p
2n� �2d�

Plus précisemment nous avons

lim
n!1

E (Nn (�
0)) =

1

�

Z �

�1

+

q
2� �2d� (1.5)

où �0 =]�1; �
p
n].

Le résultat (1.5) a été démontré par E.Wigner et est appelé la loi du demi cercle (voir détails

chap. 4 avec une deuxième méthode).

Pour le calcul de la variance de cette variable, on utilise un résultat du chap. 4. Soit Tn (') une

statistique linéaire dé�nie par :

Tn (') =
1

n

nX
l=1

' (�l) =

Z
R
' (�)Nn (d�)

(La mesure de comptage normalisée est un cas particulier).

D�après le théorème 16 (iv) (chapitre 4), la variance de cette statistique est :

V ar (Tn (')) =
1

2n2

Z
R2
(' (�)� ' (�))2K2

n (�; �) d�d�

où Kn (�; �) =
n�1X
l=0

hl (�)hl (�), hl (:) représentent les fonctions d�Hermites et Kn (:; :) est le noyau de

Darboux-Christo¤el [1].
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Par suite nous aurons

V ar (Tn (')) � (2 sup�2R j' (�)j)2
2n2

Z
R2
K2
n (�; �) d�d�

=
(2 k'k1)2
2n2

Z
R2
K2
n (�; �) d�d�

=
2 k'k21
n2

Z
R
Kn (�; �) d�

=
2 k'k21
n

:n =
2 k'k21
n

! 0 quand n!1

En particulier, si ' est lipschitzienne de constante C, de la formule de Darboux-Christo¤el et de

l�orthonormalité des fonctions d�Hermite hn (:), nous aurons

V ar (Tn(')) � C2

2n2

Z
R2
(�� �)2K2

n (�; �) d�d�

=
C2�2n�1
2n2

Z
R2
(hn (�)hn�1 (�)� hn�1 (�)hn (�))2d�d�

=
C2

n2
�2n�1 ! 0 quand n!1:

�n�1 est le coe¢ cient du polynôme Hn�1 dans la relations des trois termes [1]-[3] donnée par

�Hn(�) = �nHn+1(�) + �nHn(�) + �n�1Hn�1(�)

Par la factorisation d�une matrice hermitienne H, la distribution de probabilité se factorise comme

P (H) dH = p (�)�� (�) d�dG (1.6)

où dG est la mesure de Haar sur le Groupe G (G = EOG;EUG;ESG) et p (�)�� (�) d� est la

mesure sur les valeurs propres avec [16] :

�(�) =
Y

1�i<j�n
j�i � �j j et � =

8>>><>>>:
1

2

4

résp pour les ensembles

8>>><>>>:
EOG

EUG

ESG

Ce résultat s�interprète par le phénomène de la répulsion des niveaux d�énergie �i; i = 1; :::; n. Le facteur

�(�) montre en e¤et que la probabilité que deux niveaux �i, �j soient très proches est très petite pour

� croissant. Autrement dit, si on considère S (�; �) d�1d�2 la probabilité qu�il y ait une valeur propre

dans chacun des intervalles [�; � + d�1] et [� + �; � + � + d�2] et aucune dans l�intervalle [� + d�1; � + �],
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est:

S (�; �) = o
�
�2
�
; pour � �xé et � ! 0

Ce résultat a été corroboré par les données expérimentales [2].

Nous donnons quelques indications permettant d�arriver à la relation (1.6) pour un élément de volume

dH [14], [16]. Le Hamiltonien H se diagonalise par une transformation appartenant au groupe G

H = g��g0, g 2 G; � = Diag (�1; :::; �n) ; g
� = �g0

Nous aurons [16]

dH = dg:�:�g0 + g:d�:�g0 + g:�:d�g0

D�où

�g0dH:g = �g:�+ d�� ��g

En posant �g0dH:g = �G et �G = (�Gjk), on a

�Gjj = d�j ; �Gjk = �gjk(�k � �j); j 6= k (1.7)

En utilisant (1.7) on peut montrer que le jacobien de H à (�; g) sera donné par [� (�)]� (voir [16]

p.58-73). Dans le cas orthogonal, l�élément de volume est donné par

dH = 2
n(n�1)

4

Y
i

dHii

Y
i<j

dHij ; � = 1

et pour le cas unitaire,

dH = 2
n(n�1)

2

Y
i

dHii

Y
i<j

d (ReHij) d (ImHij) ; � = 2

qui est l�élément de volume de la mesure de Haar.

1.2 Matrices aléatoires de Jacobi et équation de Shrödinger à

potentiel aléatoire

En physique, on considère une chaine linéaire de n particules ( par exemples les nucléons ) reliées par un

lien élastique (en générale pour simpli�cation ce lien est pris égale à 1 pour décrire l�intéraction de deux

particules qui se rapprochent très près l�une de l�autre et telles que l�on aitmn�n = mn�1�n�1 = ::: = K;
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K = 1; [2]) et les particules ont des masses aléatoires m1;m2; :::;mn i.i.d.. Notons par x1; x2; :::; xn les

déplacements de ces particules. Ils sont décrits par le système suivant :

xk+1 � 2xk + xk�1 = mk�xk

x0 = xn+1 = 0

Les fréqences �k (k = 1; 2; :::; n) du système sont déterminées par la résolution du système d�équations

linéaires suivant :

uk+1 � 2uk + uk�1 = ��kmkuk (1.8)

u0 = un+1 = 0

�k sont les racines du déterminant de la matrice de Jacobi [11]0BBBBBBBBBBBBBBB@

2�m1� �1 0 : : : 0

�1 2�m2� :� 1 : : : 0

0 �1 2�m3� �1 :

: : : :

: : : :

: : : �1

0 0 : : : �1 2�mn�

1CCCCCCCCCCCCCCCA
(1.9)

On s�intéresse au comportement asymptotique de la distribution normalisée

Nn (�) =
1

n

nX
i=1

1f�i;n<�g

On considère la fonction dite "caractéristique" dé�nie par [2]-[23]:


n (z) =

Z 1

0

ln (z + �) dNn (�) =
1

n

nX
i=1

ln (z + �in)

Elle admet la limite suivante quand n!1 et pour x > 0 [23] :


 (x) = C + E (ln (R))
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où la v.a R est la fraction continue de la forme suivante [11]

R = 2 +m1x�
1

2 +m2x� 1
2+m3x�:::

(1.10)

La fonction de répartiton de R véri�e une équation intégrale et en utilisant le fait que les variables

aléatoires mi sont i.i.d et en résolvant cette équation on trouve la quantité 
 (x) et par la transformation

inverse [2] on obtient N par :

N (�) =
1

�
lim
"&0

Im
 (��+ i") (1.11)

PLus précisemment, on a :


n (x) = �
1

n

nX
k=1

lnmk +
1

n
ln dn (x)

où dn (x) est le déterminant de la matrice (1.9) avec � = �x et dn�k(x) est le déterminant de la même

matrice qui a comme premier terme 2�mk�, � = �x.

On a :

dn�k = (2 +mk+1x) dn�k�1 � dn�k�2

d1 = 2 +mnx; d0 = 1

De plus

dn =
dn
dn�1

� dn�1
dn�2

:::
d1
d0
=

n�1Y
k=0

R
(n)
k

avec

R
(n)
k = 2 +mk+1x�

1

2 +mk+2x�
. . . � 1

2 +mnx

Donc


n (x) = �
1

n

nX
k=1

lnmk +
1

n

n�1X
k=0

lnR
(n)
k

On peut supposer maintenant que quand n ! 1, on peut remplacer R(k)n par la fraction continue

in�nie Rk de la forme (1.10) qui commence par 2 +mk+1x. Si les v.a mk et Rk satisfont à la loi des

grands nombres, il s�en suit alors que 
n (x) converge en probabilité vers la limite


 (x) = �E (lnm) + E (lnR)
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D�après la dé�nition de Rk, on remarque que cette v.a est indépendante de mk et que l�on peut écrire

:

R = 2 +mx� 1

R0
(1.12)

où R0 est une v.a indépendante de R mais de même loi. En calculant la fonction de répartition de chaque

membre de (1.12), on trouve l�équation intégrale véri�ée par FR :

FR (u) = P (R � u) =

Z +1

�1
P (R � ujR0 = r0)dFR0 (r0) =

Z +1

�1
P (2 +mx� 1

R0
� ujR0 = r0)dFR0 (r0)

=

Z +1

�1
P (m �

�
1

x
�
�
u+

1

r0
� 2
��
jR0 = r0)dFR0 (r0)

=

Z +1

�1
P (m �

�
1

x
�
�
u+

1

r0
� 2
��
)dFR0 (r0)

=

Z +1

�1
Fm(

�
1

x
�
�
u+

1

r0
� 2
��
)dFR (r

0) ; car FR = FR0

avec FR et Fm sont les fonctions de répartition des v.a R et m. La résolution de cette équation intégrale

permet d�obtenir FR. De (1.11), on obtient la forme de N (�) : Ainsi, Nn (�) converge en probabilité

vers N (�) qui n�est plus aléatoire.

Une autre classe d�opérateurs est donnée par l�équation de Shrödinger unidimentionnelle à potentiel

aléatoire [2] [23]. Les équations ont la forme suivante :

�y00 +
kX
i=1

qi� (x� xi) y = �y (1.13)

y (0) = y (L) = 0 (1.14)

où � (x) est la mesure de Dirac en x et tel que le terme q� (x� �) repésente la condition de continuité

y (� � 0) = y (� + 0) ; y0 (� + 0)� y0(� � 0) = qy(�),et qi, xi sont, en général, des v.a.

L�équation de Shrödinger est une équation des ondes décrivant le mouvement d�éléctrons dans un

champ de particules avec masses soumises à une force dérivant d�un potentiel. L�interêt de l�équation

fut immédiat quand à l�évaluation des niveaux d�énergie de l�éléctron dans l�atome d�hydrogène en

permettant d�éxpliquer les raies d�émission de cette atome.

On dé�nit une nouvelle fonction de distribution normalisée des valeurs propres par

Nn (�) =
1

L

nX
i=1

1f�i(L)<�g (1.15)

où �i (L) sont les valeurs propres du système (1.13)-(1.14). Au lieu de prendre la limite quand n!1,
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on s�intéressera plutôt à la longueure L de l�intevalle qui doit tendre vers l�in�ni sous des conditions sur

la proportion k=L (k; peut être aléatoire).

Deux cas sont considérés :

1. Les xi sont des points �xés et équidistants (exemple xi = a � i; a > 0, période du treillis) et

qi des v.a.i.i.d.

2. Les qi sont égales, non aléatoires et les xi sont des v.a supposées uniformément distribuées

sur l�intervalle [0; L] et indépendantes(sinon, en général, elles suivent la loi de Poisson ).

Le premier cas est interprété comme modèle unidimensionnel d�un alliage en désordre repésentant un

crystal périodique. Le second modèle décrit les solides amorphiques : verre, �uide,...ect. Dans ces cas,

la théorie des processus de Markov est utilisée.

16



Chapitre 2

Spectre de matrices aléatoires de

grande dimension

Le chapitre contient deux parties. Dans la première, nous étudions le comportement asymptotique de la

distribution des valeurs propres de deux familles d�opérateurs aléatoires hermitiens et ainsi d�un ensemble

de matrices aléatoires unitaires de grande dimension. En suite, nous nous intéressons à un autre ensemble

de matrices hermitiennes appelé ensemble de Wigner qui est une généralisation de l�ensemble unitaire

gaussien et pour lequel la loi du demi-cercle sera introduite [32].

2.1 Introduction

Nous considérons des opérateurs auto-adjoints Bn dé�nis sur un espace En de dimension n et de la forme

suivante :

Bn (k) = An +

kX
i=1

�ih:; qiiqi; k 2 N (2.1)

où An est un opérateur auto-adjoint déterministe, �i des v.a réelles i.i.d et qi vecteurs aléatoires in-

dépendants à valeurs dans En, et indépendants de �i.

L�opérateur h:; qiiqi est dé�ni par h:; qiiqi(x) = hx; qiiqi où hx; qii représente le produit scalaire de

En.

L�opérateur Bn (k) est la somme d�un opérateur déterministe et d�opérateurs aléatoires indépendants

de rang égale à 1. On note 
k l�espace de réalisations des opérateurs Bn (k). Comme précédemment, on

s�intéressera à la distribution spectrale N(�;Bn (k)) qui est la proportion des valeurs propres de Bn (k)

plus petites que �.
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On suppose les conditions suivantes pour n!1 :

C1. lim
n!1

k=n = c existe et c est appelée la concentration.

C2. La suite des distributions spectrales N (�;An) des opérateurs An converge vers une fonction

N0(�) en tout point de continuité :

lim
n!1

N (�;An) = N0 (�) (2.2)

Sous ces conditions, il s�agit de déterminer les propriétés probabilistes des opérateurs Bn (k) assurant

la convergence en probabilité des suites N (�;Bn (k)) vers la limite N (�; c) qui est déterministe.

Pour certaines classes d�opérateurs aléatoires de la forme (2.1), il s�agit de résoudre les deux problèmes

suivants :

- La convergence de la distributioin spectrale d�une suite d�opérateurs aléatoires vers une limite

déterministe.

- La détermination de cette limite.

En comparant (2.1) et (1.13), on remarque que l�ensemble des opérateurs aléatoires de la forme

(2.1) est similaire à ceux de l�équation de Shrödinger avec potentiel donné par la somme des �-fonctions

concentrées aux points aléatoires xi. Les �-fonctions dans (1.13) peuvent être considérées comme des

opérateurs de projection unidimensionnel. Cependant il existe une di¤érence entre le comportement

asymptotique de la distribution spectrale de l�opérateur de Shrödinger et les opérateurs Bn(k). Dans

(1.13), les v.a xi où les �-fonctions sont concentrées obéissent à une loi de Poisson, ainsi, elles sont

indépendantes et choisies avec une probabilité égale dans l�intervalle [0; L], quand L ! 1. Pour faire

le lien entre (1.13) et (2.1), les vecteurs aléatoires qi doivent être indépendants choisis avec probabilité

égale dans un certain ensemble orthonormal qui est un cas assez compliqué. Dans le cas opposé où le

nombre de valeurs prises par les vecteurs qi est beaucoup plus grand que la dimension de En, on introduit

une base orthonormale et on écrit les vecteurs qi dans cette base, Pour le vecteur q = (q1;q2;:::; qn), on

impose les conditions suivantes :

C3. Les moments des vecteurs aléatoires q = (q1; q2; :::; qn) dé�nis dans (2.1) véri�ent

E (qi�qj) = n�1�ij +mij (n) (2.3)

E (qi�qjql�qm) =
1

n2
(�ij�lm + �im�jl) + 'il (n)'jl (n) + dijlm (n) (2.4)
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où les quantités 8>>>>>>><>>>>>>>:
"1 (n) =

0@nX
i;j

jmij (n)j2
1A1=2

; "2 (n) =
X
i;j

��'ij (n)��2
"3 (n) = n

24 X
i;j;l;m

jdijlmj2
351=2

(2.5)

tendent vers 0 quands n!1.

C4. Les v.a �i dans (2.1) sont i.i.d.

Nous donnons deux exemples d�ensembles de vecteurs satisfaisant la condition C3.

Exemple1

On considère un ensemble de vecteurs réels de norme1, de densité de probabilité p (q1; q2; :::; qn)

symétrique par rapport à ses variables et tel que l�on ait :

E (qiqj) = n�1�ij

et

E (qiqjqlqm) = a1 (�ij�lm + �im�jl + �il�jm) + (a2 � 3a1) �ij�lm�il

où a1 = E
�
q21q

2
2

�
= E

�
q2i q

2
j

�
, i 6= j, a2 = E

�
q4i
�
pour ( i = 1; 2; :::; n).avec n(n � 1)a1 + na2 = 1 (qui

vient de la normalisation des vecteurs de l�ensemble).

Donc, pour que la condition C3 soit véri�ée, il su¢ t d�avoir quand n!1,

a1 = n�2 + o(n�5=2)

Par exemple, pour des vecteurs distribués uniformément sur la sphère unité, ona a1 = [n (n+ 2)]
�1,

ces vecteurs véri�ent la condition C3.

Exemple 2.

Considérons un ensemble de vecteurs aléatoires dé�nis par

q = n�1=2 (�1; �2; :::; �n)

où �i sont des v.a i.i.d. de moment d�ordre 4 noté �4 �ni. Dans ce cas mij (n) = 0, 'il (n) = n�1�il et

parmi les nombres dijlm (n), seulement diiii (n) = 1
n2 [j�4 � 3j].

Il s�en suit que les vecteurs de cette forme véri�ent aussi la condition C3.

Comme précédemment, il s�agit de déterminer la forme explicite de N (�; c) = limnN(�;Bn(k)).
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Pour cela nous rappelons la formule de la transformée de Stieltjes de N (�; c) donnée par :

m (z; c) =

Z +1

�1

dN (�; c)

�� z (2.6)

Par la transformation inverse dite de Perro-Frobenuis [25], on peut retrouver la fonction N (�; c) en

tout point de continuité. On a aussi

N (�2; c)�N (�1; c) = lim
"&0

1

�

Z �2

�1

Imm (x+ i") dx (2.7)

Notons par m0 (z) = m (z; 0) la transformée de Stieltjes de N0 (�) dé�nie par (2.2) (où l�existance

est assurée par la condition C2 dans le cas des opérateurs An). On a

m0 (z) =

Z +1

�1

dN0 (�)

�� z (2.8)

Nous avons le résultat suivant :

Théorème 1 [32]. Supposons que les conditions C1-C4 sont véri�ées. Alors

1) La suite des distributions spectrales N (�;Bn (k)) converge en probabilité vers la limite N (�; c) véri-

�ant N (�1; c) = N0 (�1) ; N(+1; c) = N0 (+1), où N0 (�) est dé�nie par (2.2).

En tout point de continuité, la fonction N (�; c) s�exprime par sa transformée de Stieltjes m (z; c) :

N (�; c) = N0 (�1) + lim
�!1

lim
"&0

1

�

Z �

��
Imm (x+ i"; c) dx

2) La fonction m (z; c) est solution de l�équation suivante pour t = 1

u (z; t) = m0 (z)� c
Z t

0

� (�)

1 + � (�)u (z; �)
� @u (z; �)

@z
d� (2.9)

où � est l�inverse de la fonction de distribution � de la v.a � et est donnée par :

� (�) = inf
u
fu; � (u) � �g

3) La solution de l�équation (2.9) existe et unique et elle est équivalente à l�équation aux dérivées partielles

d�ordre 1.
@u (z; t)

@t
+

c� (t)

1 + � (�)u (z; t)
� @u (z; t)

@z
= 0; u (z; 0) = m0 (z) (2.10)
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de solutuion donnée implicitement par

u (z; t) = m0

�
z � c

Z t

0

� (�)

1 + � (�)u (z; t)
d�

�
(2.11)

Remarque 2 On peut voir que u (z; t) est analytique en z et continue en t, t 2 [0; 1] pour Im z > 0.

D�après la dé�nition de � (�), on peut avoir

Z 1

0

� (�)

1 + � (�)u(z; 1)
d� =

Z +1

�1

�

1 + �u (z; 1)
d� (�)

Puisque m (z; c) = u (z; 1), on conclut que la transformée de Stieltjes m (z; c) de N (�; c) satisfait

l�équation

m (z; c) = m0

�
z � c

Z +1

�1

�

1 + �m (z; c)
d� (�)

�
(2.12)

Avant de donner la démonstration du théorème 1, nous donnons deux exemples de calcul de N (�; c).

Exemple 3. Soit Bn (k) = �
kX
i=1

Pi, une somme de projections aléatoires indépendantes et

équiprobables où Pi est l�opérateur de projection sur l�espace engendré par les vecteurs qi

qui sont i.i.d. uniformément distribués sur la sphère unité et � est un nombre non aléatoire

[4].

On a vu précédemment que la condition C3 est véri�ée. Puisque An = 0 et � est déterministe, C1

et C4 sont aussi véri�ées. De plus,

m0 (z) = �z�1; d� (�) = � (� � �) d�

D�où, si k=n ! c quands n ! 1, les conditions C1-C4 sont véri�ées et m (z; c) satisfait (2.12) et

par suite

m (z; c) = �
�
z � c�

1 + �m(z; c)

��1
En résolvant cette équation en m(z; c), on trouve :

m(z; c) = � (1� c)
2z

+
�z +

q
(z � c� + �)2 � 4�z

2�z

avec la condition Im z > 0 et Imm (z; c) > 0 lorsque la transformée de Stieltjes est celle d�une fonction

non-décroissante qui est notre cas.
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Par utilisation de la transformée inverse de Perron-Frobenuis, le calcul donne [25]

N (�; c) = N1 (�; c) +N2 (�; c)

où

@N1 (�; c)

@�
= (1� c)+ � (�)

@N2 (�; c)

@�
=

1

2���

�q
4c�2 � (�� � � c�)2

�
+

En particulier, d�après cette formule, il suit que pour c > 1, la distribution spectrale des opérateurs

Cn (k) = ��
�
1 +

k

n

�
I + �

kX
i=1

Pi

converge en probailité quand n!1 vers la fonction N (�; c) ayant pour dérivée

@N (�; c)

@�
=

1

2�c�2

+p
4c�2 � �2

�
1 +

�+ �

�c

��1
Quand c!1, cette densité tend vers la loi du demi-cercle de l�ensemble gaussien (1.5).

@N

@�
=

1

2�!2

�p
4!2 � �2

�
+

D�autre part, puisue Cn (k) peut s�écrire sous la forme

Cn(k) = �

kX
i=1

�
�
�
k + n

nk

�
I + Pi

�

qui se présente comme une somme de matrices aléatoires indépendantes identiquement distribuées. Par

le théorème central limite, la distribution des matrices Cn(k) est gaussienne pour k >> n

Cn(k)� E(Cn(k))
�(Cn(k))

=) N(0; I)

Exemple 4. Nous considérons une somme de projections aléatoires indépendantes et de même loi à

coe¢ cients aléatoires donnée par :

Bn (k) =
kX
i=1

�iPi

où �i sont des v.a.i.i.d de fonction de répartition d� (�) = 1
�+

�
1� �2

��1=2
d� . Les conditions C1-C4
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sont véri�ées si lim
n!1

k=n = c existe par l�Exemple 3. De plus on a An = 0 et m0(z) = �z�1.

D�où

Z +1

�1

�

1 + �m
d� (�) =

1

�

Z +1

�1

�
�
1� �2

�_1=2
1 + �m

=
1

m

h
1�

�
1�m2

��1=2i
L�équation (2.12) devient

m = �fz � c

m

h
1� (1�m2)�1=2

i
g�1

et par suite

z2m4 + 2 (1� c) zm3 +
h
(1� c)2 � z2

i
m2 � 2 (1� c) zm� 1 + 2c = 0

En particulier, pour c = 1, on obtient une équation de degré quatre en m

z2m4 � z2m2 + 1 = 0

En utilisant le fait que m(z; c) ! 0 quand Im z ! 1 et Imm(z; c) > 0 quand Im z > 0, le calcul

donne m(z; 1) et la formule (2.7) permet d�avoir :

@N (�; 1)

@�
=
1

�

 s
2� j�j
4 j�j

!
+

D�autre part, sur les intervalles de l�axe réel complémentaires du spectre, la fonction m(x+ i�; c) est

continue et strictement croissante. Il existe donc une fonction inverse notée v(x; c) strictement croissante

prenant ses valeurs dans le complémentaire du spectre. La formule (2.12) donne

v(x; c) = v(x) + c

Z +1

�1

�

1 + �x
d� (�) (2.13)

où v (x) est l�inverse de m0 (x).

Donc, nous avons la méthode suivante pour déterminer le spectre : on détermine les intervalles de

l�axe réel où la fonction v(:; c) est strictement croissante puis on prend le complémentaire des valeurs de

la fonction v(:; c) sur ces intervalles qui formera le spectre recherché.

D�où, si a est l�une des extrémités de ces intervalles où v(:; c) est croissante et pour x = a on a

�a = v(a) + c

Z +1

�1

�

1 + �a
d� (�) (2.14)
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où �a est l�une des extrémités du spectre .On suppose que dans un voisinage de a le membre droit de

(2.13) est analytique. Il y a un extrémum local en ce point (a est un maximum si a est l�extrêmitée

droite de l�intervalle, a est un minimum si a est l�extrêmité gauche de l�intervalle) et les dérivées d�ordre

pair sont non nulles (dérivées d�ordre impair nulles). Un développement de Taylor de (2.13) donne

(localement)

v (x; c) = v (a; c) + (x� a)v0 (a; c) + 1
2
(x� a)2v00 (a; c) + :::

= �a +
X
k�1

d2k
(2k)!

(x� a)2k

Donc au voisinage de �a et par inversion de cette formule à l�ordre 1 nous obtenons avec m (z; c) = x et

v (x; c) = z

m (z; c)� a = 2k

r
z � �a
d2k

(2k)! [1 + o(1)]

où la branche Imm(z; c) > 0 pour Im z > 0 et m (z; c) est réelle dans un voisinage de �a ne contenant

aucun point du spectre. Un calcul par la formule d�inversion de Perron-Frobenius et dans un voisinage

de �adonne la fonction N(�; c) et puis sa dérivée, quand �! �a

dN (�; c)

d�
= 2k

r
�a � �
d2k

(2k)! [1 + o(1)]
sin �

2k

�
(2.15)

Nous illustrons cette méthode pour Exemple 3. Ici v(x) = z = � 1
x , d� (�) = � (� � �) d�, avec � non

aléatoire. La formule (2.13) donne :

v(x; c) = � 1
x
+

c�

1 + �x
(2.16)
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et les graphes de v(:; c) pour c � 1 et c < 1 ont l�allure suivante :

(Figure 1)

c � 1 c < 1

D�après la Fig.1, le spectre est le complétaire de l�ensemble des valeurs de v(:; c) sur les intervalles

où elle est croissante. Ce qui donne comme spectre l�intervalle [��; �+] [ f0g pour c < 1 et l�intervalle

[��; �+] pour c � 1. De (2.16) on tire les extrêmités x� = �1=� (1�
p
c), ce qui donnent par la formule

(2.14) les extrémités du spectre �� = � (1�
p
c)
2.

La dérivée seconde du membre droit de (2.16) au point x+ est

d
(2)
� = v00(x+; c)

= � 2�p
c
�2
�
1�

p
c
�2
= � 2�p

c
�2�

Par (2.15) on aura au voisinage des points ��

N 0 (�; c) �
4
p
c

���

r
j�� ��j

�

2.2 Résultats auxiliaires

Pour montrer le théorème 1, nous avons besoin de lemmes auxiliaires.

On considère un opérateur linéaire A dé�ni sur En. Notons par (Aik) la matrice de A dans une base
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orthonormale. On a le lemme suivant :

Lemme 1 . Si le vecteur aléatoire q = (q1; q2; :::; qn) satisfait la condition C3, alors

E
���hAq; qi � n�1trA��	 � kAk � " (n)

où "(n) ne dépend pas de A et tend vers 0 quands n!1.

Preuve: On pose � = hAq; qi =
nX

i;j=1

Aijqi�qj :Par (2.3), on aura

E (�) =
nX

i;j=1

AijE (qi�qj) = n�1
nX
i=1

Aii +
X
i;j

Aijmij (n)

D�où ��E (�)� n�1trA�� =
������
X
i;j

Aijmij (n)

������ �
0@X

i;j

jAij j2
1A1=20@X

i;j

jmij (n)j2
1A1=2

Or X
i;j

jAij j2 � n kAk2 (2.17)

Par suite de (2.5), on obtient

��E (�)� n�1trA�� � kAk
0@nX

i;j

jmij (n)j2
1A1=2

= kAk "1 (n) (2.18)

De même, d�après (2.4) on trouve :

E (���) = n�2

24jtrAj2 +X
i;j

Aij �Aij

35+ X
i;j;l;m

Aij �Alm'jl (n) �'im (n) +
X
i;j;l;m

Aij �Almdijlm (n)
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De la formule précédente un calcul du second et du quatrième terme et en utilisant (2.17) et l�inégalité

de Cauchy-Schwarz, donne :

n�2
X
i;j

Aij �Aij = n�2
X
i;j

jAij j2 � n�1 kAk2

X
i;j;l;m

AijAlmdijlm �

0@ X
i;j;l;m

jAij j2 jAlmj2
1A1=20@ X

i;j;1=2l;m

jdijlmj2
1A1=2

� kAk2
0@ X
i;j;l;m

jdijlmj2
1A1=2

= kAk2 "3 (n)

Pour le troisième terme, en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz , on a

������
X
i;j;l;m

Aij �Alm'jl (n) �'im (n)

������ �

0B@X
i;l

������
X
j

Aij'jl (n)

������
2
1CA
1=20@X

i;l

�����X
m

Alm'im (n)

�����
2
1A1=2

�

0@X
l

kAk2
X
j

��'jl (n)��2
1A1=2 X

i

kAk2
X
m

j'im (n)j
2

!1=2
� kAk2

X
j;l

��'jl (n)��2
= kAk2 "2 (n)

Donc ���E (���)� n�2 jtrAj2��� � kAk2 �n�1 + "2 (n) + "3 (n)� : (2.19)

D�autre part, on a

E
��� � n�1trA�� �

h
E
��� � n�1trA��2i1=2

=
�
E
�
� � n�1trA

� �
�� � n�1tr �A

��1=2
=

h
E(��� + n�2 jtrAj2 � n�1��trA� n�1�tr �A)

i1=2
=

[E(��� � n�2 jtrAj2 � n�1trAf�� � n�1tr �Ag�

�n�1tr �Af� � n�1trAg)]1=2

� [E
���� � n�2 jtrAj2���+ n�1 jtrAjE ���� � n�1tr �A��+

+n�1 jtrAjE
��� � n�1trA��]1=2

27



Sachant que jtrAj =
��tr �A�� � n kAk et utilisant (2.18), (2.19) on en déduit que

E
��� � n�1trA�� � kAk2 �n�1 + "2 (n) + "3(n) + 2"1(n)�1=2

Finalement, en posant " (n) =
�
n�1 + "2(n) + "3(n) + 2"1(n)

�1=2
, on trouve le résultat, avec " (n) ne

dépend pas de A et tend vers 0 quands n!1 par la condition C3.

Lemme 2 . Soient ~A et A deux opérateurs hermitiens dé�nis sur En tel que ~A�A = � h�; qi, où � est

un nombre réel et q un vecteur aléatoire satisfaisant C3. Alors la di¤érence des traces des résolvantes

associées ~Rz =
�
~A� zI

��1
et Rz = (A� zI)�1 véri�e :

tr ~Rz � trRz = �
@

@z
ln
�
1 + �n�1trRz

�
+ � (z; q; n)

où � (z; q; n) est une v.a véri�ant l�inégalité

E fj�(z; q; n)jg � 2 �

(1 + �n�1trRz)y2
"(n)

où " (n) ne dépend pas de A, z et � et tend vers 0 quands n!1.

Preuve: Puisque le déterminant d�une matrice d�un opérateur est égale au produit de ses valeurs

propres, l�identité suivante

~Rz =
�
~A� zI

��1
=
n
(A� zI) +

�
~A�A

�o�1
= fI +Rz

�
~A�A

�
g�1Rz

donne en prenant les déterminants

nY
k=1

�
~�k � z

��1
=

nY
k=1

(�k � z)
�
det
h
I +Rz

�
~A�A

�i��1

où ~�k et �k sont les valeurs propres de ~A et A respectivement.

En prenant le logarithme on a

X
k

ln
�
~�k � z

��1
�
X
k

ln (�k � z)�1 = � ln det
h
I +Rz

�
~A�A

�i

En dérivant par rapport à z on aboutit à

X
k

1
~�k � z

�
X
k

1

�k � z
= � @

@z
ln det

h
I +Rz

�
~A�A

�i
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D�où

tr ~Rz � trRz = �
@

@z
ln det

h
I +Rz

�
~A�A

�i
Par ailleurs, pour ~A�A = � h�; qi q, et de la formule

det
h
I +Rz

�
~A�A

�i
= 1 + � hRzq; qi

On en déduit que

tr ~Rz � trRz = � (@=@z) ln [1 + � hRzq; qi]

Donc

tr ~Rz � trRz = �
�


R2zq; q

�
1 + � hRzq; qi

(2.20)

Pour évaluer le premier membre de cette équation, on note E (�) la résolution de l�unité associé à

l�opérateur A (A =
R
�E(d�), E(�1) = 0, E(+1) = I) et on associe la fonction non-croissante

� (�) = hE (�) q; qi.

Par la formule classique suivante [13], [24] :



Rkzq; q

�
=

Z +1

�1

d� (�)

(�� z)k ; k = 1; 2; :::

Pour z = x+ iy, il s�ensuit que

j1 + � hRzq; qij � j� Im hRzq; qij = j�yj
Z +1

�1

d� (�)

(�� x)2 + y2��� 
R2zq; q��� � j� j
Z +1

�1

d� (�)

j�� zj2
� j� j

Z +1

�1

d� (�)

(�� x)2 + y2

D�où ����� �


R2zq; q

�
1 + � hRzq; qi

����� � jyj�1 (2.21)

Pour compléter la preuve du lemme, écrivant (2.20) sous la forme :

tr ~Rz � trRz = �
�n�1trR2z

1 + �n�1trRz
+ � (z; q; n) (2.22)

où

� (z; q; n) =
�n�1trR2z

1 + �n�1trRz
�

�


R2zq; q

�
1 + � hRzq; qi
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Par calcul de l�espèrance de j� (z; q; n)j on a

� (z; q; n) =
�


R2zq; q

�
1 + � hRzq; qi

�
�
hRzq; qi � n�1trRz

	
1 + �n�1trRz

�

� �

1 + �n�1trRz

�

R2zq; q

�
� n�1trR2z

	
en utilisant (2.21), nous obtenons

j� (z; q; n)j �
���� �

y (1 + �n�1trRz)

���� f��hRzq; qi � n�1trRz��+
+ jyj �

��
R2zq; q�� n�1trR2z��g
Comme le vecteur q satisfait C3, de cette inégalité et le lemme précédent, nous obtenons

E j� (z; q; n)j �
���� �

y (1 + �n�1trRz)

���� �kRzk+ jyj

R2z

� " (n)
Comme A est hermitien, on a kRzk � jyj�1 et



R2z

 � jyj�2.
Donc

E j� (z; q; n)j � 2
���� �

y2 (1 + �n�1trRz)

���� " (n)
Considérons maintenant des v.a � i indépendantes et de même loi de distribution � (�). On note

par Tk les réalisations de �k. Les v.a � i sont rangées en ordre croissant, � (1) � � (2) � ::: � � (k) et on

construit la fonction de répartition empirique � (� ; Tk) qui corréspond aux réalisations Tk, donnée par :

� (� ; Tk) =

8>>><>>>:
0 si � � � (1)
i
k si � (i) � � < � (i+1)

1 si � (k) < �

Par le théorème de Glivenko-Cantelli [29], la fonction de répartition � (� ; Tk) converge presque

sûrement vers � (�) uniformément quand n ! 1. Les fonctions � (�; Tk) et � (�) fonctions inverses de

� (� ; Tk), � (�) respectivement , sont dé�nies sur l�intrvalle [0; 1] par les équations :

� (�) = inf
�
f� : � (�) � �g (2.23)

� (�; Tk) = inf
�
f� : � (� ; Tk) � �g
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Par dé�nition de � (� ; Tk), on a

� (�; Tk) = � (i+1) pour
i

k
� � <

i+ 1

k
(i = 0; 1; :::; k � 1) (2.24)

Nous avons le Lemme suivant :

Lemme 3 . Soit � une v.a. de fonction de répartition � admettant un moment absolu d�ordre un �ni.

Alors la suite de fonctions � (:; Tk) converge presque sûrement dans L1 [0; 1] vers la fonction � (:) :

�k =

Z 1

0

j� (�; Tk)� � (�)j d� !
k!1

0 p.s

Preuve: Par hypothèse, on a
R +1
�1 j� j d� (�) <1. D�après la dé�nition de � il suit que

R 1
0
j� (�)j d� =R +1

�1 j� j d� (�) <1. Donc la fonction � est sommable sur l�intervalle [0; 1].

Par le théorème de Glivenko-Cantelli, la suite �k = sup�1<�<1 j� (� ; Tk)� � (�)j converge presque

sûrement vers 0.

De �k = sup�1<�<1 j� (� ; Tk)� � (�)j, il s�ensuit que si � (� ; Tk) � � alors � (�) � � � �k et si

� (�) � � + �k alors � (� ; Tk) � �.

Donc

f� : � (�) � � + �kg � f� : � (� ; Tk) � �g � f� : � (�) � � � �kg

D�où pour � 2 (�k; 1� �k) et de la dé�nition de � (�; Tk) et � (�), on obtient � (� + �k) � � (�; Tk) �

� (� � �k).

Comme � (�) est croissante, cette inégalité implique que j� (�; Tk)� � (�)j � � (� + �k) � � (� � �k)

si �k � � � 1� �k.

D�où

Z 1��k

�k

j� (�; Tk)� � (�)j d� �
Z 1��k

�k

f� (� + �k)� � (� � �k)g d�

=

Z 1

2�k

� (�) d� �
Z 1�2�k

0

� (�) d�

Par suite par le théorème de Glivenko-Cantelli et la sommabilité de � (�)

Z 1��k

�k

j� (�; Tk)� � (�)j d� !
n!1

0 p.s

De plus on a Z �k

0

j� (�; Tk)� � (�)j d� �
Z �k

0

j� (�; Tk)j d� +
Z �k

0

j� (�)j d�
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Pour A un nombre positif, on dé�nit la v.a ~� (i) par

~� (i) =

8<: 0 si
��� (i)�� < A��� (i)�� si ��� (i)�� � A

: (2.25)

D�après (2.24) nous obtenons

Z �k

0

j� (�; Tk)j d� =
1

k

k�1X
i=0

��� (i+1)�� � 1

k

kX
i=1

~� (i) +

Z �k

0

Ad�;

par conséquent Z �k

0

j� (�; Tk)� � (�)j d� �
1

k

kX
i=1

~� (i) +

Z �k

0

[A+ j� (�)j] d�: (2.26)

Par la loi forte des grands nombres

1

k

kX
i=1

~� (i) !
k!1

Z
j� j�A

j� j d� (�)

Par (2.24) et le théorème de Glivenko-Cantelli et de la sommabilité de � , on en déduit que pour k

assez grand Z �k

0

j� (�; Tk)� � (�)j d� �
Z
j� j�A

j� j d� (�) + C

A

où C est une constante et A > 0.

En faisant tendre A!1 on obtient

Z �k

0

j� (�; Tk)� � (�)j d� !
k!1

0

De même, on montre que
R 1
1��k

j�(�; Tk)� � (�)j d� tends vers 0 presque sûrement quand k !1.

2.3 Conséquences

Dans un premier temps, on montre le théorème1 pour le cas où les v.a � i sont bornées, i.e, il existe un

nombre T > 0 tel que

j� ij < T (2.27)

Supposons que Tk, Qk est une réalisation de � et q dé�nis dans (2.1). On note les v.a. � (i); q
(i)
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classées en ordre croissant :

� (1) � � (2) � ::: � � (k); q(1) � q(2) � ::: � q(k)

Nous construisons une suite d�opérateurs Bn (j) (j = 1; 2; :::; k) dé�nis par :

Bn (j) = An +

jX
i=1

� (i)

D
�; q(i)

E
q(i) (2.28)

On a Bn (0) = An et les opérateurs Bn (k) sont dé�nis dans (2.1). Notons par Rz (j) la résolvante

des opérateurs Bn(j). Pour chaque réalisation Tk, Qk on associe la fonction u (z; t; n; Tk; Qk) dé�nie

pour tout z 2 C et t 2 [0; 1] par

u (z; t; n; Tk; Qk) = n�1trRz(j) + kn
�1tr [Rz(j + 1)�Rz(j)]

�
t� j

k

�
(2.29)

t 2
�
j

k
;
j + 1

k

�
; j = 0; 1; :::; k � 1

Notons que u (z; 0; n; Tk; Qk) et u(z; 1; n; Tk; Qk) sont les transformées de Stieltjes des fonctions spec-

trales normalisées des opérateurs An et Bn :

u (z; 0; n; Tk; Qk) = n�1trRz (0) =

Z +1

�1

dN (�;An)

�� z (2.30)

u (z; 1; n; Tk; Qk) = n�1trRz (k) =

Z +1

�1

dN (�;Bn (k))

�� z (2.31)

Pour t 2]0; 1[, u (z; t; n; Tk; Qk) sont aussi les transformées de Stieltjes des fonctions non décroissantes

N (�; t; Bn (k)) = [1� kt+ j]N (�;Bn (j)) + [kt� j]N (�;Bn (j + 1))

t 2
�
j

k
;
j + 1

k

�
; k = 1; 2; :::

Ainsi, u(z; t; n; Tk; Qk) est continue sur son domaine de dé�nition, linéaire par morceaux en t, holo-

morphe en z pour Im z 6= 0 et Imu (z; t; n; Tk; Qk) > 0 lorsque Im z > 0.

Nous remarquons que l�ensemble des fonctions u(z; t; n; Tk; Qk) et l�ensemble de ses dérivées

u0(z; t; n; Tk; Qk) sont des compacts pour la topologie de la convergence uniforme en t 2 [0; 1] et z 2 G,

où G est un domaine arbitraire borné du demi-plan Im z > 3T . En e¤et, on a d�une part les inégalités

suivantes (en posant y = Im z) :

��n�1trRz�� � jyj�1 et

����n�1 ddz trRz
���� � y�2 (2.32)
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puisque pour toute résolvante d�un opérateur auto-adjoint on a [13]

jtrRzj =
nX
i=1

jRz (ii)j �
nX
i=1

jIm zj�1 = n jyj�1

et puis en dérivant, on trouve la deuxième inégalité.

D�après (2.29), on a

ju (z; t; n; Tk; Qk)j � jyj�1 et ju0 (z; t; n; Tk; Qk)j � y�2 (2.33)

Comme les opérateurs Bn(j + 1) et Bn (j) di¤èrent seulement de l�opérateur unidimensionnel

� (j+1)


�; q(j+1)

�
q(j+1), la formule (2.20) peut s�appliquer à leurs résolvantes Rz(j + 1) et Rz(j) et par

suite

tr [Rz (j + 1)�Rz (j)] = �
� (j+1)



R2z (j) q

(j+1); q(j+1)
�

1 + � (j+1)


Rz(j)q(j+1); q(j+1)

�
d�où par (2.21)

jtr [Rz (j + 1)�Rz (j)]j � jyj�1 (2.34)

Par conséquent ���� @@tu(z; t; n; Tk; Qk)
���� � k

n
jyj�1 (2.35)

Puisque la fonction @
@tu(z; t; n; Tk; Qk) =

k
nftr[Rz(j + 1) � Rz (j)],

j
k � t � j+1

k , est holomorphe en z,

en utilisant l�estimation de Cauchy pour la dérivée des fonctions holomorphes au centre d�un cercle en

fonction du maximum de son module sur le contour, on trouve par (2.34)���� @@tu0 (z; t; n; Tk; Qk)
���� � 4k

ny2
(2.36)

Les inégalités (2.33), (2.35) et (2.36) et par les critères de compacité du Théorème d�Ascoli-

Arzela dans l�ensemble des fonctions continues on a la compacité des ensembles fu (z; t; n; Tk; Qk)g et

fu0 (z; t; n; Tk; Qk)g.

Considérons maintenant la fonction u(z; t; n; Tk; Qk) pour z appartenant au demi-plan Im z > 3T .

Soit � (:) l�inverse de la f.d.r � (:) des v.a � dé�nies dans (2.23), et soit G un ensemble arbitraire dans le

demi-plan Im z > 3T; T > 0 et j� ij < T .

Lemme 4 . Supposons que les conditions C1-C4 et (2.27) sont véri�ées. On dé�nit la v.a

'n = sup
t2[0;1]
z2G

����u(z; t; n; Tk; Qk)�m0(z) + c

Z t

0

�(�)u0 (z; t; n; Tk; Qk)

1 + � (�)u (z; t; n; Tk; Qk)
d�

����
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Alors

lim
n!1

E ('n) = 0

Preuve: D�après (2.29) et (2.34) on trouve que pour t 2
�
j
k ;

j+1
k

�
��u (z; t; n; Tk; Qk)� n�1trRz (j)�� � 1

n
jyj�1 (2.37)

En utilisant cette inégalité et l�estimation de Cauchy pour les fonctions holomorphes, on obtient

��u0 (z; t; n; Tk; Qk)� n�1trR2z(j)�� � 4

ny2
(2.38)

Les opérateurs Bn(j+1) et Bn(j) di¤èrent de l�opérateur unidimensionnel � (j+1)


�; q(j+1)

�
q(j+1) et par

conséquent, le lemme 2 s�applique pour leurs résolvantes Rz (j + 1) et Rz (j) et donc (2.29) se transforme

sous la forme

u(z; t; n; Tk; Qk) = n�1trRz(j)�
k

n

� (j+1)n
�1trR2z(j)

1 + � (j+1)n�1trRz(j)

�
t� j

k

�
+ n�1�j (z) �j

�
z; q(j+1); n

�
(2.39)

où 0 � �j = k
�
t� j

k

�
� 1

E
����j �z; q(j+1); n���� � 2

����� � (j+1)

y2
�
1 + � (j+1)n�1trRz (j)

� ����� " (n)
avec " (n)! 0 quands n!1. Pour Im z � 3T; les inégalités (2.32) et l�inégalité

��� (j+1)�� � T impliquent

que ��1 + � (j+1)n�1trRz(j)�� � 1� ��� (j+1)�� jyj�1 � 1� T jyj�1 � 1� jyj
3
jyj�1 = 2

3
(2.40)

et par suite

E
����j �z; q(j+1); n���� � (3T )�1 " (n) (2.41)

Par la formule (2.24) et comme � (j+1) = � (�; Tk) pour t 2
�
j
k ;

j+1
k

�
, alors

k

n

� (j+1)n
�1trR2z (j)

1 + � (j+1)n�1trRz (j)

�
t� j

k

�
=
k

n

Z t

j
k

� (�; Tk)n
�1trR2z (j)

1 + � (�; Tk)n�1trRz (j)
d�
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Dans le membre de droite en remplaçant � (�; Tk) par � (�), n�1trRz(j) par u(z; �; n; Tk; Qk) et

n�1trR2z(j) par u
0(z; �; n; Tk; Qk) et en calculant l�erreur à l�aide de (2.37), (2.38) et (2.40), on trouve�����kn � (j+1)n

�1trR2z (j)

1 + � (j+1)n�1trRz (j)

�
t� j

k

�
� k

n

Z t

j
k

� (�)u0(z; �; n; Tk; Qk)

1 + � (�)u(z; �; n; Tk; Qk)
d�

�����
� k

nT 2

Z t

j
k

j� (�; Tk)� � (�)j d� +
3

n2T

pour tout t 2
�
j
k ;

j+1
k

�
et z dans le demi-plan Im z > 0. Puisque u(z; jk ; n; Tk; Qk) = n�1trRz(j), d�après

cette inégalité et (2.39), on aura�����u(z; t; n; Tk; Qk)� u(z; jk ; n; Tk; Qk) + k

n

Z t

j
k

� (�)u0(z; �; n; Tk; Qk)

1 + � (�)u(z; �; n; Tk; Qk)
d�

�����
� k

nT 2

Z t

j
k

j� (�; Tk)� � (�)j d� +
3

n2T
+
1

n
�j

�
z; q(j+1); n

�
En combinant les inégalités précédentes, on trouve pour la fonction

'(z; t; n; Tk; Qk) = u(z; t; n; Tk; Qk)�m0(z) + c

Z t

0

� (�)u0(z; �; n; Tk; Qk)

1 + � (�)u(z; �; n; Tk; Qk)
d� (2.42)

la majoration suivante :

j'(z; t; nTk; Qk)j

� k

nT 2

Z 1

0

j� (�; Tk)� � (�)j d� + jm0(z)� u(z; 0; n; Tk; Qk)j+
3

nT
+
1

T

����c� k

n

����+
+
1

n

k�1X
j=0

����j �z; q(j+1); n����
D�où, de (2.41)

j'(z; t; n; Tk; Qk)j

� k

nT 2

Z 1

0

j� (�; Tk)� � (�)j d� + jm0(z)� u(z; 0; n; Tk; Qk)j+
3

nT
+
1

T

����c� k

n

����+ k

n

1

3T
" (n)

De cette inégalité, (2.30), conditions C1, C2 et lemme 3 il en résulte que

lim
n!1

j'(z; t; n; Tk; Qk)j = 0 (2.43)

pour chaque z, t ( Im z � 3T; t 2 [0; 1] ).
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D�après (2.33), (2.34) et (2.36) il s�en suit que u(z; t; n; TkQk), u0(z; t; n; Tk; Qk), et par conséquent,

'(z; t; nTk; Qk), sont uniformément bornées et par conséquent équicontinues.

Donc, sur l�ensemble f0 � t � 1; z 2 Gg et pour tout " > 0, il existe des nombres (t1; z1); :::; (tm"
; zm"

),

tels que

'n = sup
t2[0;1]
z2G

j'(z; t; n; Tk; Qk)j � "+ max
1�i�m"

j'(zi; ti; n; Tk; Qk)j

et donc

E'n � "+

m"X
i=1

E j'(zi; ti; n; Tk; Qk)j

Par suite (2.43) implique que limn!1E'n � ":Comme " est arbitraire, on a limn!1E'n = 0.

Le lemme précédent montre en particulier, l�existence d�une réalisation T 0k, Q
0
k telle que

lim
n!1

sup
t2[0;1]
z2G

j'(z; t; n; T 0k; Q0k)j = 0 p.s (2.44)

Les ensembles des fonctions u(z; t; n; Tk; Qk) et u0(z; t; n; Tk; Qk) étant compactes, on peut extraire une

sous suite de u(z; t; n; Tk; Qk) qui converge vers une fonction u(z; t) uniformément en t 2 [0; 1] et z 2 F

un ensemble fermé et borné dans le demi-plan complexe. D�après (2.44) il suit que pour z 2 G et

t 2 [0; 1], la fonction u(z; t) satisfait l�équation

u(z; t) = m0 (z)� c
Z t

0

� (�)u0(z; �)

1 + � (�)u(z; �)
d� (2.45)

Puisque la fonction u(z; t) est holomorphe dans le demi-plan Im z > 0, les deux membres de cette

équation sont aussi holomorphes dans le demi-plan Im z > 0 et par conséquent, coïncident partout dans

ce domaine. Ainsi, (2.45) a au moin une solution continue en t et z (t 2 [0; 1], Im z > 0) et holomorphe

en z pour tout t �xé (Im z > 0).

Soit K(� ; z0; R) l�ensemble des fonctions f(z; t) continues en z; t dans le cylindre 0 � t � 1, jz � z0j �

R, holomorphes en z (jz � z0j � R pour tout 0 � t � 1) et satisfaisant

sup
t2[0;1]

jz�z0j<R

���� � (t)

1 + � (t) f(z; t)

���� <1 (2.46)

On suppose que � est monotone non nécessairement bornée. Remarquons que les fonctions f(z; t)

telles que Im f(z; t) > 0 appartiennent à K(� ; z0; R). Nous avons le lemme suivant :

Lemme 5 L�équation (2.45) a au plus une solution dans l�ensemble K(� ; z0; R).
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Preuve: [7] p.475.

2.4 Preuve du théorème 1

Dans cette partie on traite le cas où la v.a � est bornée.

Dans la partie précédente, on a prouvé l�existence d�une suite (n0) et une réalisation T 0k et Q
0
k, telles

que

limu(z; t; n0; T 0k; Q
0
k) = u(z; t)

où u(z; t) est la solution de (2.45). On considère la suite des distributions spectrales N(�; t; Bn0(k)).et

par le théorème de Helly [29] on peut extraire une sous suite qui converge vers une fonction N 0(�)

en tout points de continuité, par (2.31) on a

Z 1

�1

dN 0(�)

�� z = lim
n0!1

u(z; 1; n; T 0k; Q
0
k) = u(z; 1)

Par ailleurs �i limy!+1 ym0(iy) = N0(+1) � N0(�1) [28]. Donc, pour y = Im z ! +1 on a

N 0(+1)�N 0(�1) = �i limy!+1 yu(iy; 1):De (2.33), (2.45) et la dé�nition de m0(z), on a

�i lim
y!+1

yu(iy; 1) = �i lim
y!+1

ym0(iy) = N0(+1)�N0(�1)

Donc

N 0(+1)�N 0(�1) = N0(+1)�N0(�1) (2.47)

Par la formule d�inversion de Frobenuis, il existe une distribution limiteN 0(�) qui corresponds à

u(z; 1). On introduit la fonction N(�; c) = N 0(�) + N0(�1) telles que N 0(�) et N(�; c) ont la même

transformée de Stieltjes u(z; 1) et par (2.47), N(�; c) a les mêmes limites à �1 que N0(�) :Z 1

�1

dN(�; c)

�� z = u(z; 1) (2.48)

N(+1; c) = N0(+1); N(�1; c) = N0(�1) (2.49)

D�où par la formule d�inversion, en tout points de continuité, on a

N(�; c) = N0(�1) + lim
�!�1

(
lim
y&0

1

�

Z �

�

Imu (x+ iy; 1) dx

)
(2.50)

Pour démontrer les deux premiers points du théorème1 on doit montrer que la suite N(�;Bn(k)) converge

en probabilité vers N(�; c) en tout point de continuité.quand n!1. Il su¢ t de montrer que pour tout
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" > 0

lim
n!1

P fjN(�1; Bn(k))�N (�0; Bn(k))�N(�1; c) +N(�; c)j < "g = 1 (2.51)

lim
n!1

P fN0(�1)� " < N(�;Bn(k)) < N0(+1) + "g = 1 (2.52)

où �1 et �0 sont deux points de continuité de la fonction N(�; c) et � est un réel quelconque. Montrons

(2.51).

On note

�(�; c) = N(�; c)�N(�0; c)

� (�;Bn(k)) = N(�;Bn(k))�N (�0; Bn(k))

où �0 est un point de continuité de N(�; c). Supposons que (2.51) est fausse. Alors il existe un point �1

où N(�; c) est continue et tel que pour un " > 0

limPfj�(�1; Bn(k))��(�; c)j � "g = � > 0

et par conséquent, il existe une suite (nm) telle que

Pfj�(�1; Bnm(k))��(�; c)j � "g > �

2
(2.53)

D�autre part,par le lemme 4, si on donne r, on peut trouver un nombre n(r) telque pour n > n(r)

P

0B@ sup
t2[0;1]
z2G

����u(z; t; n; Tk; Qk)�m0(z) + c

Z t

0

� (�)u0(z; �; n; Tk; Qk)

1 + � (�)u(z; �; n; Tk; Qk)
d�

���� < 1

r

1CA
> 1� �

4
(2.54)

D�où, on peut extraire une sous-suite (n0r) de la suite (nk) telle que (2.53) et (2.54) sont véri�ées. Notons

les évènements suivants :

A = fj�(�1; Bnm(k))��(�; c)j � "g (2.55)

B = f sup
t2[0;1]
z2G

����u(z; t; n; Tk; Qk)�m0(z) + c

Z t

0

� (�)u0(z; �; n; Tk; Qk)

1 + � (�)u(z; �; n; Tk; Qk)
d�

���� < 1

r
g (2.56)

De la formule P (A\B) � P (A) +P (B)� 1, on a la probabilité P (A\B) de réaliser les évènements

A et B est plus grande que �
2 + 1�

�
4 � 1 =

�
4 > 0. pour la sous-suite (n

0
r)

Donc pour toute la sous suite (n0r), il existeT"k; Q
00
k véri�ant (2.55)et (2.56).
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Par la compacité des ensembles fu(z; t; n; Tk; Qk)g et fu0(z; t; n; Tk; Qk)g et le théorème de Helly,

on peut extraire une sous-suite (n"r) de (n
0
r) telle que limn"r!1 u(z; t; n"r; T

"
k ; Q

"
k) = u1(z; t) uniformément

pour t 2 [0; 1], z 2 G et en tout point de continuité limn"r!1N(�;Bn"r (k)) =
~N(�; c). De plus, par

(2.55) ��� ~N (�1; c)� ~N (�0; c)�N (�1; c) +N (�0; c)
��� � " (2.57)

par (2.56), la fonction u1(z; t) satisfait (2.45), et par (2.31), on a
R +1
�1 (�� z)

�1 ~N(�; c) = u1(z; 1).

Puisque (2.45) a une seule solution (lemme 5), u1(z; 1) = u(z; 1), donc pour t = 1, on a

Z +1

�1

d ~N(�; c)

�� z � u(z; 1) �
Z +1

�1

dN(�; c)

�� z

ainsi ~N(�; c) = N(�; c) ce qui contredit (2.57). Par conséquent (2.51) est véri�ée.

Montrons (2.52). Les perturbations aléatoires des opérateurs An et qui sont Bn � An véri�ent les

inégalités (on écrit A � B pour signi�er que la matrice B �A est positive) :

�D �
kX
i=1

� i

D
�; q(i)

E
q(i) � D (2.58)

où D =
Pk
i=1 j� ij



�; q(i)

�
q(i).

Rappellons qu�à partir de la résolution de l�unité E� associée à l�opérateur non-négatif D, on peut

poser pour tout l > 0, D1 =
R l
0
�dE�, D2 =

R1
l
�dE� tels que D = D1 + D2 et on a kD1k � l et

le nombre de valeurs propres de D2 est égale à n � trEl,. En remplacant dans (2.58), Bn(k) véri�e

l�inégalité suivante :

An � lI �D2 � An �D � Bn(k) � An +D � An + lI +D2

(les valeurs propres de D1 � lI sont non-négtives), donc

An � lI �D2 � Bn(k) � An + lI +D2 (2.59)

la distribution spectrale des opérateurs An+lI est N(�+lI; An), où N (�;An) est la distibution spectrale

de l�opérateur An. La distribution spéctrale du membre droit de (2.59) ne doit pas dépasser N(� +

lI; An) + (n� trEl)=n, et donc

N(�� l; An)�
�
1� n�1trEl

�
� N (�;Bn(k)) � N(�+ l; An) +

�
1� n�1trEl

�
(2.60)
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De plus

trD =
kX
i=1

D
Dq(i); q(i)

E
=

kX
i=1

j� ij
D
q(i); q(i)

E
=

Z 1

0

�d(trE�) � l

Z 1

l

d(trE�)

= l [n� trEl]

Donc

1� n�1trEl �
1

l
� 1
n

kX
i=1

j� ij
D
q(i); q(i)

E
Comme � est borné, on a

1� n�1trEl �
cT

2l
� 1
n

kX
i=1

D
q(i); q(i)

E
D�après la condition C3, on déduit que l�éspérance de



q(i); q(i)

�
est plus petite que [1 + "1(n)]

�1

et son ecart type est plus petit que [2 + "2(n) + "3(n)]
�1. Les v.a



q(i); q(i)

�
étant indépendantes, par

l�inégalité de Tchebychev, on a Pfk�1
Pk
i=1



q(i); q(i)

�
> 2g � 3=k et par conséquent Pf

�
1� n�1trEl

�
�

cT=lg � 1� 3=k. Donc, par (2.60) on déduit que

lim
n!1

P

�
N(�� l; An)�

cT

l
� N (�;Bn(k)) � N(�+ l; An) +

cT

l

�
= 1

Par hypothèse, N(�;An)! N0(�) quand n!1 et N0(�1) � N0(�) � N0(+1), donc

lim
n!1

P

�
N0(�1)�

cT

l
� N (�;Bn(k)) � N0(+1) +

cT

l

�
= 1

d�où, pour l > 0 arbitraire, on aura la formule (2.52).

Donc les deux premiers points du 1) du théorème sont démontrés.

Pour le point 2) du théorème qui concerne l�existance et l�unicité de la solution de (2.46) a été déja

démontré. L�équivalence de cette équation et l�équation aux dérivées partielles d�odre 1 est évidente. Le

théorème est donc démontré pour le cas où � i sont bornés. Pour le cas quelconque de � i arbitraires elle

sera traitée dans le pragraphe suivant.
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2.5 Cas général

Nous considèrons des v.a � i indépendantes ayant la même loi de probabilité � (�). On considère la v.a

�T dé�nie par

�T =

8>>><>>>:
�T si � < �T

� si � T < � � T

T si T < �

(2.61)

où T est un nombre arbitraire positif. La distribution de probabilité �T (�) de la v.a �T et son inverse

�T (�) = inf�f� : �T (�) � �g sont exprimées par � (�) et � (�) = inf�f� : � (�) � �g comme suit :

�T (�) =

8>>><>>>:
0 si � � �T

� (�) si � T < � � T

1 si T < �

, �T (�) =

8>>><>>>:
�T si 0 < � < � (�T )

� si � (�T ) < � � � (T )

T si � (T ) < �

(2.62)

Comme précédemment, soient Tk, Qk des réalisations des v.a � i (par conséquent de �Ti ) et les vecteurs

q(i). De la même manière que la section 2.3, on construit les opérateurs Bn(i) et BTn (i). Il est claire que

les opérateurs BTn (i) sont obtenus à partir des Bn(i) en remplaçant � i par �
T
i dans la formule (2.28).

Donc

Bn(k)�BTn (k) =
kX

m=1

(�m � �Tm)
D
�; q(m)

E
q(m)

le rang de Bn(i)�BTn (i) est inférieur au nombres des � i tels que j� ij > T , i.e les nombres

k f� (�T; Tk) + 1� � (T; Tk)g, où � (� ; Tk) est la fonction de distribution empirique associée à la réalisa-

tion Tk des v.a � i. Les distributions spectrales N (�;Bn(i)) et N
�
�;BTn (i)

�
de Bn(i) et BTn (i) véri�ent

l�inégalité : ��N (�;Bn(i))�N ��;BTn (i)��� � k

n
f� (�T; Tk) + 1� � (T; Tk)g (2.63)

De plus, soit u(z; t; n; Tk; Qk) et uT (z; t; n; Tk; Qk) les fonctions construites à partir de (2.29) pour

les opérateurs Bn(i) et BTn (i). De la dé�nition et d�après (2.63), l�inégalité suivante a lieu uniformément

en z et t (voir[7] p.480)

��u(z; t; n; Tk; Qk)� uT (z; t; n; Tk; Qk)�� � 1

�y
� k
n
f� (�T; Tk) + 1� � (T; Tk)g (2.64)

Comme les v.a �Ti sont bornées, on applique les résultats de la section précédente pour la fonction

uT (z; t; n; Tk; Qk), en particulier, quand n ! 1, elle converge en probabilité vers uT (z; t) qui satisfait

l�équation :

uT (z; t) = m0(z)� c
Z t

0

� (�)u
0T
z (z; �)

1 + � (�)uT (z; �)
d� (2.65)
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Par le théorème de Glivenko, le membre droit de (2.64) converge quand n!1 presque sûrement

vers (c=�y)f� (�T ) + 1� � (T )g. En posant uT1 (z; t) = limn u(z; t; n; Tk; Qk) pour T1 > T , on a :

��uT1 (z; t)� uT (z; t)�� � c

�y
f� (�T )� � (�T1) + � (T1)� � (T )g

Pour T ! 1 la fonction uT (z; t) tends vers une certaine fonction u(z; t) uniformément pour t 2 [0; 1]

et z tel que Im z > �, où � est un nombre positif.

Comme dans la preuve de (2.21), on peut montrer que

����� �T (�)uT
0
(z; t)

1 + �T (�)uT (z; t)

����� � jyj�1 (y = Im z)
Cette inégalité nous permet d�intervertir les signes somme et limite dans la formule (2.65) quand

T ! 1. Comme uT (z; t) ! u (z; t) et uT 0z (z; t) ! u0z (z; t) quand T ! 1, en prenant la limite dans

(2.65), on trouve que la fonction u (z; t) satisfait l�équation :

u (z; t) = m0(z)� c
Z t

0

� (�)u
0

z (z; �)

1 + � (�)u(z; �)
d� (2.66)

De plus, on a :

ju(z; t; n; Tk; Qk)� u(z; t)j �
��u(z; t; n; Tk; Qk)� uT (z; t; n; Tk; Qk)��
+
��uT (z; t; n; Tk; Qk)� uT (z; t)��+ ��uT (z; t)� u (z; t)��

Par (2.64) le premier terme converge en probabilité vers 0. Pour le deuxième terme, il converge en

probabilité vers 0 par la démonstration de la section précédente car les v.a sont bornées. Donc, de ce qui

précède, on conclut que lorsque n!1 la fonction u(z; t; n; Tk; Qk) converge en probabilité vers u(z; t).

De (2.65), on a

� lim
y!1

y ImuT (z; t) = � lim
y!1

y Imm0(z) = N0(+1)�N0(�1):

Par (2.63), on au aussi

� lim
y!1

y Imu(z; t) = N0(+1)�N0(�1) > 0:

Par conséquent, Imu(z; t) 6= 0 pour tout t 2 [0; 1] et z tel que Im z > 0. D�où u(z; t) véri�e (2.46).

On a donc quand n!1, la suite des fonctions u(z; t; n; Tk; Qk) converge en probabilité vers l�unique
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solution de l�équation (2.66) qui satisfait (2.46). Donc tout les résultats du paragraphe précédent sont

généralisés pour le cas où la v.a � est non bornée. Donc, on déduit que lorsue n ! 1 la quantité

N(�1; Bn(k))�N(�0; Bn(k)) tend en probabilité vers

lim
�&0

1

�

Z �1

�0

Imu(� + i�; 1)d�

De(2.62) et les résultats de la section précédentes, on aura pour " > 0

lim
n!1

P fN0 (�1)� " � N(�;Bn(k)) � N0 (+1) + "g = 1

Le théorème est donc démontré.

2.6 Ensemble de Wigner généralisé

Dans ce paragraphe, nous étudions l�article [7] sur le comportement asymptotique de la distribution

spectrale de matrices alétoires de grande dimension, appelé ensemble de Wigner. La loi limite est appelée

loi du demi-cercle. L�étude en fait porte sur un cadre plus général et nous avons le théorème suivant :

Théorème 3 [2]. Soit Vn = (vik) des matrices symétriques réelles de dimension n d�entrées vik des v.a

indépendantes de fonctions de répartition Fik véri�ant les conditions suivantes :8>>>>>><>>>>>>:

a)Fik(�x+ 0) = 1� Fik(x)

b)
R +1
�1 x2dFik(x) = v2 > 0

c)
R +1
�1 x2ldFik(x) � Bl <1

(l = 1; 2; :::)

(2.67)

Alors la distribution spectrale Nn(�) = 1
n

nX
i=1

1f�i;n<�g de la matrice Vnn
�1=2 converge, pour tout �, en

probabilité quand n!1 vers une fonction absolument continue N (�) de densité

dN (�)

d�
=

1

2�v2

�p
4v2 � �2

�
+

Cette loi est appelée loi du demi-cercle.

La démonstration de ce théorème est reportée au chapitre 4.

Soit Hn une matrice aléatoire symétrique d�ordre n de la forme

Hn = hn +
Vnp
n

(2.68)
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où hn est une matrice diagonale d�éléments hi (i = 1; 2; :::; n) des v.a r identiquement distribuées de

fonction de distribution �, Vn est une matrice aléatoire d�éléments vik v.a réelles indépendantes pour i � k

et véri�ant des conditions du théorème ci dessous. Le but est l�étude du comportement asymptotique

de la distribution spectrale N(�;Hn) des matrices Hn et leur convergence en probabilité vers une limite

non aléatoire N(�). Il s�agit surtout de trouver des conditions qui assurent l�existance d�une fonction

déterministe non-décroissante N(�) telle que en tout point de continuité on a pour tout " > 0

lim
n!1

PfjN(�;Hn)�N(�)j > "g = 0 (2.69)

et identi�er cette fonction limite. La distribution spectrale N(�; hn) de la matrice diagonale hn est par

dé�nition,

N (�; hn) =
1

n

nX
i=1

1fhi<�g =
1

n

nX
i=1

� (�� hi) (2.70)

Les v.a hi étant indépendantes, par la loi des grands nombres on a pour tout � et " > 0

lim
n!1

PfjN(�; hn)� �(�)j > "g = 0 (2.71)

Donc, la distribution spectrale N(�; hn) en (2.68) véri�e la propriété (2.69).

On impose les conditions suivantes sur les v.a vik, de la matrice perturbée Vn indépendantes pour

i � k

a) E (vik) = 0, i, k = 1; 2; :::; n;

b) E
�
v2ik
�
= v2, i, k = 1; 2; :::; n;

c) pou � > 0

lim
n!1

1

n

nX
i=1

Z
jxj>�

p
k

x2dFik (x) = 0 (2.72)

où Fik est la fonction de répartition des v.a vik.

La condition c) est la condition de Lindeberg dans le théorème central limite. Une condition su¢ sante

est que les v.a vik ont un moment d�ordre 2 + �, � > 0, borné uniformément en i et k, i.e ,

E jvikj2+� � C

Dans le cas où les v.a vik ont la même loi,c) sera une conséquence de b).

Le problème est de montrer l�existence de la limite N (�) dé�nie par (2.69) en utilisant la transformée

de Stieltjes

m(z) =

Z +1

�1

dN (�)

�� z (Im z 6= 0)
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et par inversion, on obtient N(:). On a le théorème suivant.

Théorème 4 [32]. Soit Hn une matrice aléatoire de la forme (2.68) et qui satisfait la condition (2.72).

Alors

1) La suite des distributions spectrales N (�;Hn) des matrices Hn converge en probabilité, lorsque n!1

vers une fonction non-décroissante déterministe N (�) en tout point de continuité et

N (�1) = � (�1)

où � (h) est la distribution spectrale des v.a. hi de la matrice hn dé�nie en (2.68)

2) La transformée de Stieltjes m(z) de N(�) satisfait l�équation fonctionnelle :

m(z) =

Z +1

�1

d� (�)

�� z � v2m(z) (2.73)

dans la classe des fonctions analytiques en z pour Im z 6= 0 et tel que Imm � Im z > 0 pour Im z 6= 0.

La solution de cette équation existe dans cette classe et est unique et peut être trouvée par la méthode

des approximations successives.

Si hn = hI, où h est un nombre déterministe, alors 1) et 2) sont véri�ées dès que les vik satisfont les

conditions a),b) et c). Comme la distribution limite de hn est � (�) alors (2.73) peut s�écrire aussi sous

la forme :

m(z) = m0

�
z + v2m(z)

�
(2.74)

où

m0(z) =

Z +1

�1

d� (�)

�� z

est la tarnsformée de Stieltjes de la distribution spectale limite de la matrice hn. La tarnsformée de

Stieltjes m(z) de l�opérateur"perturbé" Hn est obtenue de m0(z) qui correspond à hn par un shift de ses

argument par la quantité v2m(z).

Avant de donner la preuve du théorème, on donne quelques exmples.

2.6.1 Exemples

Exemple1. Si hn � 0 alors � (�) = 1[0;+1[(�) et l�équation (2.73) devient

m (z) = � 1

z + v2m(z)
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On résoud l�équation en m(z) on obtient pour Im z > 0 et Imm > 0

m (z) =
�z +

p
z2 � 4v2
2v2

(2.75)

Par la formule d�inversion [25], on aura :

dN(�)

d�
=

8<: 1
2�v2

p
4v2 � �2; �2 � 4v2

0 ; �2 � 4v2
(2.76)

qui porte le nom de la loi du demi-cercle. Remarquons que cette loi a été trouvée (voir [2] p.75-78)

pour des v.a. vik indépendantes pour i � k et véri�ant :

a) Ev2l+1ik = 0, i, k = 1; 2; :::; n , l = 0; 1; :::;

b) Ev2ik = v2, i, k = 1; 2; :::; n ;

c) uniformément en i et k

Ev2lik � Cl; l = 1; 2; ::: (2.77)

Donc, comme corollaire du théorème est que la loi du demi-cercle (2.76) est obtenue pour la matrice

aléatoire symétrique Vn=
p
n d�éléments indépendants pour i � k sous les conditions (2.72) car (2.72)

implique les conditions (2.77).

Exemple2. Les v.a hi ont la même fonction de répartition � (�) de la forme :

d�(�)

d�
=

8<: 1
2�v2

p
4a2 � �2; �2 � 4a2

0 ; �2 � 4a2
(2.78)

Dans ce cas m0(z) a la forme (2.75) avec a2 au lieu de v2. En substituant z+ v2m à z conformément

à (2.74) dans (2.75), on a la densité dN (�) =d� aussi sous la forme (2.76) avec v2 remplacé par v2 + a2.

Pour démontrer le théorème 4, nous avons besoin du lemme suivant que nous admettons pour le

moment.

Lemme 6 .Supposons que xk 2 En de la forme n�1=2 f�1; �2; :::; �k; 0; :::; 0g, k � n où les v.a �i sont

indépendantes véri�ant les conditions (2.72). Soit R un opérateur dans En de matrice (Rik). Alors

E

�����hRxk; xki � v2

k

kX
i=1

Rii

����� � kRk � " (k)
où kRk est la norme de R, " (k) ne dépend pas de R et véri�ant limk!1 " (k) = 0.

Preuve: [Preuve du théorème 4]
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La démonstration du théorème suit les mêmes étapes que celles du théorème 1.

On considère une suite de matrices Hn(k) de la forme (2.81) ci dessous telles que Hn(0) = 0,

Hn(n) = Hn et une fonction u(t; z;Hn), qui est pour tout z une ligne polygonale en t 2 [0; 1] de

sommets d�abscisses t = k=n et t = n�1trRz(k), où Rz(k) = (Hn(k)� zI)�1. On montre ci dessous que

u(t; z;Hn) converge quand n ! 1 vers une limite satisfaisant à une équation di¤érentielle du premier

ordre en z et t (voir (2.88)). Cette équation se résoud pour trouver u(t; z) implicitement en tenant

compte que u(1; z) n�est autre que la transformée de Stieltjes de la fonction spectrale de Hn.

A cet e¤et nous posons

Hn = ~Hn +Dn

où Dn une matrice diagonale d�éléments vii=
p
n sur la diagonale. Alors

Rn � ~Rn = �RnDn
~Rn (2.79)

avec Rn = (Hn � zI)�1 et ~Rn =
�
~Hn � zI

��1
, Im z 6= 0. De (2.79) et (2.72) il suit par la loi forte des

grands nombres que, avec une probabilité égale à 1

lim
n!1

n�1tr(Rn � ~Rn) = lim
n!1

n�1tr(�RnDn
~Rn)

= � lim
n!1

n�1
nX
i=1

viip
n
= 0

Par conséquent les fonctions de distributions spectrales limites de Hn et ~Hn sont identiques (en utilisant

les formules mA(z) = limn!1
1
n tr(RA(z)) [4].et tr(A)� tr(B) = tr(A�B)). Ainsi on peut considérer

seulement des matrices Vn avec des zéros sur la diagonale (Hn = hn +
Vnp
n
et Hn = ~Hn +Dn à la limite,

les éléments diagonaux vii=
p
nde Dn sont nuls et donc prendre vii nuls)

On suppose que les v.a hi sont bornées

jhij � C; i = 1; 2; :::; n (2.80)

Soit En un espace de dimension n muni d�une base orthonormale e1, e2,..., en. Alors les matrices

dé�nies en (2.68) correspondent à des opérateurs linéaires auto-adjoints dans En.

Soit L (a; b), (a; b 2 En) un opérateur dans En dé�nis par

L (a; b)x = hx; ai b

où hx; ai est le produit scalaire dé�nis dans En. La matrice de cet opérateur est biak.
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On considère maintenant des réalisations de la matrice aléatoire (2.68), on permute simultanément

les lignes et les colonnes de telle façon que hi seront classées par ordre croissant: h1 � h2 � :::. On

introduit une suite d�opérateurs auto-adjoints Hn(k) en posant Hn(0) = 0 et pour k = 1; 2; :::; n

Hn(k) = Hn(k � 1) + L (vk�1; ek) + L (ek; vk�1) + hkL (ek; ek) (2.81)

et

vk�1 = n�1=2 fv1k; v2k; :::; vk�1;k; 0; :::0g

La matrice Hn(k) est obtenue à partir de Hn en complétant par des zéros les éléments dont au moin

l�un des indices dépassent k.

Soit Rz(k) la résolvante de l�opérateur Hn(k). Si Pk est la projection orthogonale sur les k premiers

vecteurs unité, i.e, Pk =
kP
i=1

L (ei; ei), on a

Rz (k) = PkRz (k)Pk �
1

z
Qk (2.82)

où Qk = I � Pk est la projection sur les derniers n� k vecteurs unité.

Pour chaque Hn, on associe la fonction u(z; t;Hn) dé�nie pour z et t 2 [0; 1] par l�équation

u(z; t;Hn) = n�1trRz(k) + tr fRz(k + 1)�Rz(k)g
�
t� k

n

�
(2.83)

pour t 2 [k=n; (k + 1)=n], k = 0; :::; n� 1.

Noton que u(z; 0;Hn) = �z�1, et u(z; 1;Hn) est la transformée de Stieltjes de la distrbution spectrale

de Hn :

u(z; 1;Hn) = n�1trRz(n) =

Z +1

�1

dN (�;Hn)

�� z (2.84)

De plus, u(z; t;Hn) est continue en z et t pour Im z > 0, t 2 [0; 1] et est analytique en z, linéaire

par morceaux en t. On utilise le lemme 3 pour la di¤érence des traces des résolvantes Rz et ~Rz des

opérateurs aut-adjoints A et ~A dans En

tr ~Rz � trRz = �
@

@z
ln det

h
I +Rz

�
~A�A

�i
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On remplace ~A et A par Hn(k) et Hn(k � 1) et en tenant compte de (2.81) et (2.83), on aura [7]

u(z;
k

n
;Hn)� u(z;

k � 1
n

;Hn) = n�1trRz(k) + tr fRz(k + 1)�Rz(k)g
�
k

n
� k

n

�
�

�(n�1trRz(k � 1) + tr fRz(k)�Rz(k � 1)g
�
k � 1
n

� k � 1
n

�
= n�1(trRz(k)� trRz(k � 1))

= � 1
n

@

@z
ln�n (k; z) (2.85)

où

�n (k; z) = 1�
hn
z
+
rn
z
; rn =

1

n

kX
i;m=1

Rim (k � 1) vi;k�1vm;k�1

ou encore [7]

u(z;
k

n
;Hn)� u(z;

k � 1
n

;Hn) = � 1
n

@

@z
ln

�
1� hn

z
+
v2

z
n�1trRz(k � 1) +

1

z

�
1� k � 1

n

��
+

+
1

n
�n (k; z) (2.86)

où E [�n (k; z)]! 0 quands n!1 et Im z � y0 > 0. Cette repésentation peut être prouvée de la même

façon que lemme 3 section 2.2.

En utilisant (2.86) et la démonstration du lemme 4, on peut montrer que pour

'n = sup
t2[0;1]
z2G

����u(z; t;Hn) +
1

z
+

Z t

0

@

@z
ln

�
1� h (�)

z
+
v2

z

�
u(� ; z;Hn) +

1� �
z

��
d�

���� (2.87)

on a limn!1E'n = 0.

Soit G un ensemble borné dans le plan complexe ne contenant pas l�axe réel et h la fonction inverse

de � qui est la fonction de répartition des v.a hi et qui véri�e (Lemme 3)

lim
n!1

Z t

0

jh(t)� hn(t)j dt = 0; p:s

avec hn(t) = hi+1 pour t 2 [i=n; (i+ 1)=n] ; i = 0; 1; :::; n � 1, et les nombres h1 � h2 � ::: forment une

réalisation des v.a hi indéxées dans l�ordre croissant.

De (2.87) et du fait que les ensembles fu(t; z;Hn)g et
�
@
@zu(t; z;Hn)

	
sont compacts, il suit que

la famille fu(t; z;Hn)g contient une sous-suite convergente uniformément en z 2 G et t 2 [0; 1] quand

n!1 vers une fonction u(t; z) qui satisfait l�équation :

u(t; z) = �1
z
�
Z t

0

@

@z
ln! (� ; z) d� (2.88)
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! (t; z) = 1� h (t)

z
+
v2

z

�
u(t; z) +

1� t
z

�
ou encore

@u

@t
+

@

@z
ln! = 0; ujt=0 = �

1

z
(2.89)

Dans les équations aux dérivées partielles, on montre Par la méthode de Haar [26] que cette

équation admet une solution unique dans la classe des fonctions continues en (t; z), t 2 [0; 1] et Im z > 0

et analytique en z (Im z > 0) pour t �xé. De la même manière que les paragraphes précédents, on

montre la première assertion du théorème pour hi bornées. Montrons le cas où les hi sont quelconques.

On introduit la fonction g(t; z):

g(t; z) = 1 +
v2

z

�
u(t; z) +

1� t
z

�
(2.90)

On peut véri�er que la solution générale de l�équation (2.88) est obtenue en prenant

g(t; z) =
v2

z
F

�
z + v2

Z t

0

d�

h(�)� zg(� ; z)

�
(2.91)

où F (z) est une fonction arbitraire. De même comme pour la solution du problème de Cauchy (2.88)-

(2.89), on obtient par le théorème d�unicité mentioné dessus gjt=0 = 1 en prenant F (z) = v�2z. Puisque,

d�après (2.84) et (2.90), la transformé de Stieltjes m(z) de la fonction de distribution spectrale limite

N(�) est liée à g(z; 1) par l�équation

g(1; z) = 1 +
v2

z
m(z)

il suit d�après (2.91) avec F = v�2z que

g(1; z) =
�
v2=z

�
:v�2

�
z + v2

Z 1

0

d�

h(�)� z � v2m(z)

�
= 1 +

�
v2=z

� Z 1

0

d�

h(�)� z � v2m(z)

Donc

m(z) =

Z 1

0

d�

h(�)� z � v2m(z)

Cette équation , par la dé�nition de la fonction h, peut s�écrire sous la forme (2.73), i.e

m(z) =

Z +1

�1

d� (�)

�� z � v2m(z) (2.92)

l�équation (2.92) se résoud en général par la méthode des approximations successives. Pour cela , on
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introduit une distance dans l�ensemble M des fonctions analytiques dans le demi-plan positif : Im z > 0

par

% (m1;m2) = sup
y�y0>0

jm1(iy)�m2(iy)j

L�ensemble M est un espace métrique complet et pour y0 > v, le membre droit de l�équation (2.92)

représente un opérateur de contraction dansM et c�est encore vrai même sans la condition (2.80) (pour

le calcul de la norme de l�opérateur, on utilise seulement l�inégalité
R +1
�1 d�(�) < 1)

Cette remarque nous permet de montrer le théorème dans un cadre plus général, (i.e, sans la condition

(2.80)), les arguments utilisée sont pratiquement les mêmes.

Preuve: [Preuve du lemme 6]

Posant r la quantité

r = hRxk; xki =
1

k

kX
i;j=1

Rij�i�j

On a

E (r) =
v2

k

kX
i=1

Rii

On introduit maintenant les variables �i et �i indépendantes dé�nies par

�i =

8<: �i; j�ij � a

0; j�ij > a
�i = �i � �i

En écrivant r sous la forme

r = r1 + r2 + r3

où

r1 =
1

k

kX
i=1

Rii�
2
i ; r2 =

1

k

X
i 6=j

Rij�i�j

r3 =
1

k

kX
i=1

Rii�
2
i

par l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

E

�����hRxk; xki � v2

n

kX
i=1

Rii

����� = E jr � E (r)j

= E jr1 + r2 + r3 � E (r)j

� E jr1j+
q
Er22 +

q
E jr3 � E (r)j2
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En utilisant les inégalités suivantes

E�4i = E�4i � a2v2

1

k

kX
i=1

E�2i = ' (k; a) ; Rii � kRk

kX
i=1

jRij j2 � k kRk2 ; ' (k; a) = 1

k

kX
i=1

Z
jxj>a

x2dFi(x)

On trouve que

E jr � E (r)j � kRk' (k; a) + 2
p
k kRk
k

E�2i +

24E �����1k
kX
i=1

Rii�
2
i �

v2

k

kX
i=1

Rii

�����
2
351=2

� kRk
(
' (k; a) +

2v2p
k
+

�
v4

k
+ 2

v2

k
' (k; a) + '2 (k; a) +

v2a2

k

�1=2)

Posant a = �
p
k dans cette inégalité, on a le résultat du lemme en utilisant (2.72).
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Chapitre 3

Equation de Shrödinger à potentiel

aléatoire

Dans ce chapitre, nous étudions les articles de Pastur [23]-[32]. Dans la première partie, on étudie

la convergence de la distribution spectrale des valeurs propres de l�équation de Shrödinger à potentiel

aléatoire avec conditions aux limites déterministes. Nous donnerons une forme asymptotique de la

distribution spectrale associée à l�équation de Shrödinger m-dimensionelle admettant un potentiel un

champ aléatoire unidimensionnel et de fonctions de corrélations décroissantes vers zéro à l�in�ni avec

une certaine vitesse. Dans la deuxième partie, on donne une méthode pour calculer la fonction de

distribution spectrale de l�équation de Shrödinger avec un potentiel est processus de Markov ergodique.

3.1 Fonctions d�éléments propres de l�équation de Shrödinger

à potentiel aléatoire

On considère l�équation de Shrödinger suivante [23] :

�1
2
� + q(x) = � (3.1)

où � est le Laplacien , q(x) est le potentiel et V est un cube de Rmavec les conditions au bord S de V :

 jS = 0 (3.2)

Supposons que le potentiel q(x) est un champ aléatoire pour x 2 Rm. Pour chaque réalisation du
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champ on dé�nit la distribution spectrale :

NV (�) =
1

jV j
X

1f�i<�g (3.3)

où �i (i = 1; 2; :::) sont les valeurs propres du problème (3.1)-(3.2) et jV j est le volume de V . En physique,

on utilise les formules :

AV (�; k) =
1

jV j
X
�i<�

����Z
V

 i (x) e
ikxdx

����2 (3.4)

et

S��V (�; �) =
1

jV j
X
�i<�
�j<�

p�ijp
�
ji (3.5)

où k est un vecteur dans Rm,  i (x) est la fonction propre du problème (3.1)-(3.2) correspondante à la

valeur propre �i et p�ij =
R
V
 j (x)

@ i(x)
@x� dx et x� est la ��ième composante du vecteur x. Le problème

est de montrer la convergence presque sûre vers une limite non -aléatoire des quantités (3.3)-(3.5).

On suppose que le potentiel q(x) en (3.1) est un champ aléatoire à valeurs réelles mesurable homogène

métriquement transitif [23] de lois de dimensions �nies :

Fn (x1; x2; :::; xn; q1; q2; :::; qn) =

= P (q (x1) � q1; q (x2) � q2; :::; q(xn) � qn)

Sous les conditions de compatibilité, les lois de dimension �nie engendrent une mesure de probabilité

sur l�espace des trajectoires 
. Le champ q(x) est dit homogène [23], si toute ses lois de dimension �nie

sont invariantes par les translations xi ! xi + a, (i = 1; 2; :::; n), a 2 Rm. L�opérateur de translation Ta
sur l�espace de réalisation 
, donné par

q(x; Ta!) = q(x+ a; !)

préserve P . Si cet opérateur a des événements T -invariants de mesures 0 ou 1, alors le champ homogène

invariant est dit métriquement transitif [23]. Le théorème ergodique s�applique dans ce cas, et on a

pour tout champ aléatoire f(x; !) de la forme f(x; !) = f (Tx!),où f(!) est une fonction mesurable et

P -intégrable, la relation suivante (Birkho¤-Khintchine ergodic Theorem [Gihmann and Skoro-

hod]) [23]

lim
V!1

1

jV j

Z
V

f(x; !)dx = EP (f) P � preque partout (3.6)

où limV!1 signi�e la limite à travers une suite de cubes ayant un centre commun �xe, et recouvrant Rm.

Pour éviter les di¢ cultés de l�interprétation de (3.1), on supposera que presque toutes les réalisations de
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q sont continuement di¤érentiables au moin pour m > 1. Nous imposons une condition principale sur

le potentiel q(x) : presque toute les réalisations de q(x) sont des fonctions bornées. Les résultats des

théorèmes ci dessous sont valables même si on remplace cette condition par une condition plus faible

[23], pour t > 0

E
h
e�tq(0)

i
<1 (3.7)

Dans la preuve de la convergence des distributions spectrales, on remplace les quatités (3.3) et (3.5)

par leurs transformées de Laplace et qui s�expriment par la fonction de Green KV (t; x; y) [26] véri�ant

l�équation parabolique

@KV

@t
=

1

2
�KV � q(x)KV (3.8)

KjV t=0 = � (x� y)

KjV S = 0

On a aussi pour le noyau KV (t; x; y) la représentation de Feynman-Kac utilisant l�intégrale de Wiener

[23], [30]. Cette représentation contient explicitement le potentiel q(x) et après calcul dans les cas (3.3)

et (3.4) leurs transformations se réduisent à cette représentation de Feynman-Kac. En�n la preuve de

la convergences des distributions spectrales sera complétée en appliquant le théorème ergodique (3.6).

Dé�nition 5 . Une fonction F (�), � � �0 > �1 est une B-fonction si:

a) elle est à variation bornée sur un intervalle �ni;

b) pour un � su¢ semment grand on a: V ar
�0����

F (�) � C�p.

On peut véri�er que pour telles fonctions la transformée de Laplace ~F (t) =
R1
�0
e��tdF (�) existe

pour tout t > 0 [31]

Considérons maintenant une famille de fonctions Fn (�; !) avec ! 2 
 dont les éléments sont des

B-fonctions uniformément en n et ! et on associe sa transformée de Laplace ~Fn (t; !).

Lemme 7 [27]. Supposons que pour n et t > 0 �xés, les transformées de Laplace ~Fn (t; !), comme

fonction de !, sont mesurables et convergent p.s. vers une limite dé�nie et non aléatoire ~F (t). Alors

1. pour tout n �xé et �, Fn (�; !) est mesurable en !.

2. Il existe une B-fonction non-aléatoire F (�) telle que quand n!1, Fn (�; !) converge p.s vers F (�)

en tout point de continuité � de cette fonction.

3.

~F (t) =

Z 1

�0

e��tdF (�)
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Théorème 6 [32]. Supposons que le potentiel q(x) est un champs aléatoire homogène métriquement

transitif à réalisations bornées et continuement di¤érentiables. Alors il existe une fonction non-aléatoire

non décroissante N telle que en tout point de continuité

lim
V!1

NV (�) = N(�) p.s.

Preuve: Puisque q(x) est métriquement transitif, la quantité q0 = inf
x2Rm

q(x) est un évènement invari-

ant, donc p.s. constant ainsi il est non aléatoire. Par translation de � si necessaire on peut donc prendre

q0 � 0 ( en e¤et q(x) = 1
2� + � .et infx 1

2� + � > q0 infx  � 0 avec � valeur propre de � on a

q0 = 0 ). On peut supposer donc que toutes les réalisations du potentiel sont positives. On a , �i > �i,

où �i est la ième valeur propre du problème (3.1)-(3.2) avec q � 0.

On obtient donc de la distribution spectrale du Laplacien N0 (�) = C�m=2 :

NV (�) � C�m=2 (3.9)

La monotonicité de NV (�) et l�inégalité (3.9) donnent que NV est une B-fonction. Par le lemme7, pour

montrer le théorème,il su¢ t de véri�er que la fonction [Feller 1966]

~NV (t) =

Z 1

0

e��tdNV (�)

pour chaque t > 0 et quand V !1, tend p.s. vers une limite non-aléatoire

lim
V!1

~NV (t) = ~N (t) (3.10)

Par [23] ( p.100 )

~NV (t) =
1

jV j

1X
i=1

e��it =
1

jV j

Z
V

KV (t; x; x)dx (3.11)

où KV (t; x; x) est la fonction de Green (3.8). Par la représentation de Feynman-Kac suivante [24], [30]

KV (t; x; y) = k(t; x� y)W
�
exp

�
�
Z t

0

q(x(s) + x)ds

�
� �V;t [x(:) + s] jx(t) = y � x

�
(3.12)

= k(t; x� y)
Z
C

exp

�
�
Z t

0

q(x(s) + x)ds

�
� �V;t [x(:) + s] dW (xjx(t) = y � x)

où C est l�espace des trajectoires et W f:::jx(:) = xg représente la mesure de Wiener conditionnelle et
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telle que x(0) = 0, x(t) = x et

k(t; x) = (2�t)
�m=2

exp

�
�x

2

2t

�
et �V;t [x(s)] =

8<: 1 si x(s) 2 V pourtout s 2 [0; t]

0 sinon

En substituant (3.12) en (3.11), nous obtenons

~NV (t) = (2�t)
�m=2 1

jV j

Z
V

dxW

�
exp

�
�
Z t

0

q(x(s) + x)ds

�
� �V;t [x(.) + x] jx(t) = 0

�
(3.13)

On considère la fonction

R(x; !) =W

�
exp

�
�
Z t

0

q(x(s) + x; !)ds

�
jx(t) = 0

�

On voit bien que R(x; !) est le résultat en appliquant l�opérateur de translation Tx à la fonction

R(x) =W

�
exp

�
�
Z t

0

q(x(s); !)ds

�
jx(t) = 0

�

qui est un champ métriquement transitif. D�où en (3.13), s�il n�y avait pas la fonctionnelle �V;t [x(s) + s]

sous le signe intégrale W f:::jx(t) = xg, la convergence p.s.vers une limite quand V ! 1 découle par

le théorème ergodique pour le champ aléatoire (3.6). La preuve du théorème découle en montrant que

p.s.[23] ( p.100 )

lim
V!1

1

jV j

Z
V

dxW

�
exp

�
�
Z t

0

q(x(s) + x)ds

�
� (1� �V;t [x(:) + x])jx(t) = 0

�
= 0

Ainsi

lim
V!1

~NV (t) = (2�t)
�m=2

lim
V!1

1

jV j

Z
V

dxW

�
exp

�
�
Z t

0

q(x(s) + x)ds

�
jx(t) = 0

�
= (2�t)

�m=2
E(R(0))

= (2�t)
�m=2

W

�
E

�
exp

�
�
Z t

0

q(x(s))ds

��
jx(t) = 0

�
p.s

Donc les transformées de Laplace ~NV (t) converge vers une fonction qu�on notera ~N (t) qui est aussi

une transformée de Laplace et par inversion on en déduit l�existence de N(�) du théorème.

Remarque 7 . On note par HV l�opérateur correspodant à (3.1)-(3.2) ( HV = ��+ q ) et EV (�; x; y)

est le noyau de la résolution de l�unité correspondante. Puisque NV (�) = jV j�1 trEV (�) ([23] p-61 )
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le théorème précédent peut s�écrire

lim
V!1

1

jV j trEV (�) = N (�) = E(EV (�; 0; 0)) p.s

On a aussi ([23] p 61, on a
R
R f(�)NV (d�) =

1
jV j tr(f(HV )) =

1
jV j
R
V
f(HV )(x; x)dx (f � exp))

lim
V!1

~NV (t) = lim
V!1

1

jV j tr exp(�tHV ) = lim
V!1

1

jV j

Z
V

KV (t; x; x) = ~N(t) p.s

=

Z 1

0

e��tE(EV (d�; 0; 0))

Corollaire [23]. On suppose que la fonction f est continue sur R+et satisfait à la condition

Z 1

0

jf(�)j�
m�1
2 d� <1 (3.14)

alors 1
jV j trf(HV ) convergence vers une limite non-aléatoire:limV!1

1
jV j trf(HV ) = limV!1

1
jV j
P1
i=1 f(�i) =

E(f(�)(0; 0))

Preuve: De la relation 1
jV j trf(HV ) =

1
jV j
P1
i=1 f(�i) =

R1
0
f(�)dNV (�). Par le théorème précédent,

pour presque tout ! 2 
 (autrement dit, pour presque toutes les réalisations du potentiel)NV (�)! N(�)

quand V !1 en tout point de continuité de N(�). D�où, on peut seulement justi�er pour presque tout

! le passage à la limite sous signe intégrale tout simplement en utilisant et le théorème de Helly.

Pour l�étude des deux autres quantités AV (�; k) et SV (�; k) dé�nies par

AV (�; k) =
1

jV j
X
�i<�

����Z
V

 i (x) e
ikxdx

����2 et S��V (�; �) =
1

jV j
X
�i<�
�j<�

p�ijp
�
ji (3.15)

Les auteurs [23] utilisent les mêmes techniques et nous énoncons les résultats suivants

Théorème 8 [23]. Sous les mêmes conditions du théorème précédent, il existe une fonction aléatoire

non-décroissante et bornée A(�; k); k 2 Rm, et tout point de continuité � on a :

lim
V!1

AV (�; k) = A(�; k) p.s.

De même, si de plus, E
�
q2(x)

	
< 1 alors il existe une B-fonction non-aléatoire S��(�; �) tel que

en tout point de continuité (�; �), on a :

lim
V!1

S��V (�; �) = S��(�; �) p.s.
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3.2 Equation de Shrödinger à potentiel gaussien

Nous présontons la distribution spectrale limite N qui existe d�après le théorèmes 8 dans le cas d�un

potentiel gaussien. Dans le premier résultat, nous donnons le comportement de la distribution spectrale

pour des équations de Shrödinger associée à un champ aléatoire arbitraire satisfaisant (3.7), ensuite

pour le cas d�un champ gaussien. La preuve des deux théorèmes est basée sur la représentation de la

transformé de Laplace ~N(t) de la limite de la fonction de distribution normalisée en utilisant l�intégrale

de Wiener, obtenue dans la section précédente. On a

~N(t) =

Z 1

0

e��tdN(�) = (3.16)

= (2�t)�m=2W

�
E

�
exp

�
�
Z t

0

q(x(s))ds

��
jx(t) = 0

�

Nous énoncons les résultats suivants sur le comportement asymptotique de N(�) quand �!1.

Théorème 9 [32][Figotin 1983]. Soit q(x) un champ aléatoire homogène métriquement transitif

satisfaisant (3.7). Alors

N(�) = Cm�
m=2(1 + o(1)); �!1 (3.17)

où Cm =
�
(2�)

m
2 �
�
m
2 + 1

���1
.

La preuve du théorème est dans [23] (p109). On remarque que le premier terme du développement

asymptotique de N(�) est simplement la limite de la fonction spectrale normalisée de l�opérateur (3.1)-

(3.2) avec q � 0, d�où (3.17) montre que lorsque � ! 1, le terme qui comporte q(x) dans (3.1) assure

la condition (3.7).

De (3.16) et (3.7), on montre que quand t! 0+

Z 1

0

e��tdN (�) � ~N(t)(2�t)m=2 � 1

Théorème 10 [32]( Pastur 1972, 1977 ). Soit q(x) un champ gaussien homogène de fonction de

corrélation B(x) deux fois continuement di¤érentiable et satisfaisant

jB(x)j � C jxj�� ; � > 0; jxj ! 1 et
��� ~B(0)� ~B(x)

��� � C jln jxjj�� ; � > 1; jxj ! 0 (3.18)

où ~B(x) = ��B(x). Alors

lim
�!�1

��2 lnN(�) = �(2B)�1; B = B(0) (3.19)
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La preuve du théorème se trouve dans [23] p-204, [32] p-53.

Remarque 11 . On peut reformuler le premier théorème comme suit: pour un champ aléatoire gaussien

homogène satisfaisant (3.18), quand �! �1

N(�) = exp

�
� �2

2B
(1 + o(1))

�

L�intérêt de cette formule asymptotique est qu�elle ne dépend pas de la dimension de l�éspace.En

général, il est di¢ cile d�obtenir une analyse similaire pour d�autres types de potentiels aléatoires et la

forme asymptotique (3.17) dépend fortement de la forme spéci�que du champ aléatoire q (x). Une autre

di¢ culté est que la forme de la fonctionnelle E
n
exp

�
�
R t
0
q(x(s))ds

�o
de (3.16) ne peut être obtenue

pour m > 1 que dans peu de cas

En conclusion, on donne un exemple [32] de champ aléatoires dont la fonctionnelle

E
n
exp

�
�
R t
0
q(x(s))ds

�o
peut être calculée.

1. q(x) est un champ aléatoire qui est le carré d�un champ gaussien q21(x) = q(x) et E fq1(x)g = 0,

et E fq1(x)q(0)g = B(x).

E

�
exp

�
�
Z t

0

q(x(s))ds

��
= fDt [x(�)]g1=2

où fDt [x(�)]g est le déterminant de Freedholm de l�équation intégrale

' (s) + 2

Z t

0

B(x(s)� x(u))'(u)du = f(s); 0 � s � t

3.3 Equation de Shrödinger unidimensionnelle

Dans cette section on considère la distribution spectrale des valeurs propres de l�équation de Shrödinger

à potentiel aléatoire pour m = 1. Dans ce cas, il existe une relation très remarquable entre le spectre

de l�équation et ses solutions, ce qui aide au calcul de N(�), surtout, dans le cas où le potentiel q(x)

est un processus de Markov. On donne un théorème général, et ensuite on considère un exemple, où

l�expression de N(�) contient seulement des intégrales de fonctions élémentaires.

On considère l�équation de Shrödinger

�y" + q(x)y = �y (3.20)

y(0) cos(�)� y0(0) sin(�) = 0, y(L) cos(�)� y0(L) sin(�) = 0 (3.21)
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où le potentiel q(x) est un processus stationnaire au sens faible et satisfaisant la condition

E(jq(x)j) <1 (3.22)

Presque toute les réalisations sont sommables sur n�importe quel intervalle �ni [36]. Pour de tels

potentiels, le spectre de l�opérateur (3.20)-(3.21) est borné inférieurement et discret [37]-[23]. La dis-

tribution spectrale normalisée NL (�) de cet opérateur est bien dé�ni. De plus, pour q(x) sommable(

i.e E (jq(x)j) < 1 ), il existe une solution unique � (x) de (3.20) véri�ant les conditions � (0) = sin (�),

�0 (0) = cos(�) [37]. D�après le théorème d�oscillation de Sturm [37]-[23] le nombre de valeurs propres

de l�opérateur (3.20)-(3.21) coïncide avec le nombre de changement de signe de la solution � (x) sur

l�intervalle [0; L]. D�où, en introduisant la phase � (x) par la relation coth �(x) = �0(x)=�(x), � (0) = �,

on trouve que ([37]-[23] Hartman 1964) :

NL (�) =
1

L

�
�(L)� �

�

�
(3.23)

où [�] désigne la partie entière de x. Ici, la phase � (x) satisfait l�équation :

�0 = �(q; �); � (0) = � où �(q; �) = cos2 � + (q � �) sin2 �

De l�équation, il suit immédiatement que

Z x

0

�0(t)dt =

Z x

0

�(q; t)dt

i.e

j� (x)j � �+

Z x

0

��cos2 t�� dt+ Z x

0

jq � �j
��sin2 t�� dt

D�où

j� (x)j � �+ x+

Z x

0

jq � �j dt (3.24)

De (3.23) et (3.24) nous avons

E fNL (�)g � C(�) <1 (3.25)

Ensuite, en utilisant (3.23) on montre que les fonctions de distributions spectrales des opérateurs cor-

respondants aux problèmes de Dirichlet et Neumann (c�est dans les cas où (�; �) dans (3.21) sont égales

à (�=2; �=2) et (0; 0),réspéctivement),et qui sont notées par N (1)
L (�) et N (2)

L (�), satisfont à l�inégalité

(voir théorème ergodique de sous-additivité et Benderskii and Pastur 1970 [23])
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0 � N
(1)
L (�)�N (2)

L (�) � 2=L (3.26)

Les inégalités (3.25) et (3.26) avec le théorème III.4 [32] p-49 conduisent au théorème suivant

Théorème 12 [32][Benderskii and Pastur 1970]. Soit q(x) un processus métriquement transitif,

faiblement stationnaire et véri�ant (3.22). Alors :

lim
L!1

NL (�) = N (�) p.s.

Cette limite est déterministe et ne dépend pas de la forme des conditions au bord.

De plus, si on pose

F (x;�1;�2) = P (q(x) 2 �1; '(x) 2 �2)

FL (�1;�2) =
1

L

Z L

0

F (x;�1;�2) dx

où ' = � � �
�
�
�

�
et �1, �2 sont des ensembles Boréliens sur R et le cercle C� de circonférence �; alors

N(�) =
1

�

Z
E

� (q; ')F (dq; d') (3.27)

où E = R � C� et F (�1;�2) est la limite d�une sous-suite faiblement convergente de la famille de

probabilités (FL(�1;�2)) sur E et la limite est une probabilité et �(q; �) = cos2 � � (q � �) sin2 �.

Remarque 13 . La formule (3.27) réduit le calcul de N(�) à la recherche de loi conjointe des v.a (q; ').

Sans aucune condition supplémentaire sur q(x), il sera di¢ cile de trouver la distribution limite. D�où,

on assume en plus que q(x) est un processus de Markov. Aussi on peut voir que le couple (q; ') est un

processus de Markov homogène (voir lemme p-151, [23] et Dynkin 1965) si q(x) l�est aussi. Par suite

la distribution spectrale limite N(�) est une mesure invariante de ce processus et satisfait une certaine

équation intégrale [23] . Pour une classe large de processus de Markov, cette équation est équivalente à

une équation di¤érentielle et calculer N(�) se réduit à la résolution de cette équation.

Exemple ([23] p. 172). Soit q(x) un processus de Markov homogène à valeurs 0 et 1, avec les

probabilités de transitions

p01 = n0x+ o(x); p10 = n1x+ o(x); x! 0 et
X
r;r0

prr0 = 1; r; r
0 = 0; 1

Ce processus a une unique mesure invariante p(r) = n1�r(n0 + n1)
�1 et est ergodique (l�unicité de la

distribution invariante est équivalente à l�érgodicité). Le générateur in�nitésimal de q(x) est donné par
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(Aqf) (r) = (�1)rnr [f (0) + f (1)]. L�espace E dans ce cas est un ensemble qui consiste à deux cercles

de circonférence �. Il est convenable d�écrire une fonction sur E comme f(r; '), où f(r; ') est périodique

en ' pour r = 0 ou 1 où le calcul donne

N(�) =
n1
p
�

n0 + n1
F�1; k2 = � (3.28)

où pour � � 1

F = �� 4n0
sinh f(�2 )

Z �
2

0

cosh
h
f(
�

2
)� f(')

i
d'

Z '

0

cosh f(t)dt; f(t) = n0t�
n1p
1� 
 arctan

tan tp
1� 
 ; 
 =

1

�

et pour 0 � � � 1

F = ��n0
Z ��

��+�
d'

Z �

'

R('; t)dt+n0

Z �

��
d'

Z '

��
R('; t)dt, R('; t) = en0('�t)

���� sin('� �) sin(t+ �)sin('+ �) sin(t� �)

����
n1

2
p

�1

et � est la racine de l�équation � � cos2 ' = 0 dans le premier quadrant. On note le comportement

asymptotique de N (�) quand �! 0+:

N (�) =
n0n1
n0 + n1

H�2(n0; n1)e
��n0p

� (1 + o(1)), H(x; y) = e�x
Z 1

0

e�t
�

t

t+ 2x

�y=2
dt
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Chapitre 4

Loi de Wigner

4.1 Introduction

Dans cette partie nous nous interessons à la distribution spectrale de matrices aléatoires symétriques

réelles ou hermitiennes de grande taille. On considère les quantités de la forme suivante

Z
En
Fn(M)Pn(dM) (4.1)

où En est un ensemble de matrices n�n. Par exemple En = Sn ensemble des matrices réelles, symétriques,

En = Hn ensemble des matrices hermitiennes ou En = Un ensemble des matrices unitaires, etc.. La

fonction Fn est une application de En dans R ou C, qui est généralement prise orthogonalement invariante,

par exemple, dans le cas de Sn

Fn(OMOT ) = Fn(M); 8O 2 On; On = EOG

Pn est une mesure de probabilité sur En. On s�intéresse aux problèmes asymptotiques des v.a Fn(M)

dé�nies sur l�espace de probabilité (En; Pn) et possédant la propriété d�invariance ci-dessus.

4.1.1 Exemples.

Exemple 1. Sur l�ensemble Sn( voir chap1, � = 1 ), on considère la mesure de référence

d1M =
nY
j=1

dMjj

Y
j<k�n

dMjk (4.2)
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et on dé�nit la loi gaussienne comme :

Pn;1(d1M) =
1

Zn;1
exp

�
� n

4!2
trM2

�
d1M (4.3)

où Zn;1 est une constante de normalisation, !2 = E[Mjk] pour j < k. Soit la mesure de comptage

aléatoire Nn associée à la matrice M dé�nie par

Nn (�) =
1

n

nX
i=1

1f�i2�g (4.4)

où �i sont les valeurs propres de M et � un borélien de R. On a vu précédemment que la mesure

de comptage d�une matrice aléatoire M est un cas particulier de la statistique linéaire Tn (') des v.a

�1; :::; �n dé�nie pour une fonction mesurable bornée ' à support compact par :

Tn (') =
1

n

nX
l=1

' (�l) =

Z
R
' (�)Nn(d�) (4.5)

Nous nous intérressons aux cas suivants :

(i) la moyenne

�Nn(�) = En [Nn(�)]

(ii) la covariance

Cov [Nn(�1); Nn(�2)] = E [Nn(�1)Nn(�2)]� E [Nn(�1)]E [Nn(�2)]

pour des intervalles �1 et �2 de R, en particulier, la variance

Var [Nn (�)] = Cov [Nn(�); Nn(�)]

(iii) la loi de Nn (�), i.e.

Pn [Nn (�) = k=n] pour k = 0; 1; :::; n

En particulier, la probabilité

En (�) = Pn [Nn (�) = 0] (4.6)

est appelée la probabilité de trou spectral [2].

Il s�agit de l�étude de la convergence de la suite Nn. Typiquement, Nn converge étroitement en

probabilité ou presque sûrement vers une mesure non aléatoire N .
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Exemple2. Soit fqjgj�1 une suite de v.a i.i.d, de loi F . Posons

Mn =

26664
q1 0

. . .

0 qn

37775 (4.7)

Alors

Nn (�) = n�1
nX
l=�

1�(ql) et �N(�) = E [Nn (�)] = F (�)

De plus

Var [Nn (�)] =
F (�) (1� F (�))

n

D�où, Var [Nn (�)] = o(1=n) quand n est grand et donc Nn (�) converge en probabilité vers F (�)

pour tout intervalle � � R �xé.

Considérons maintenant la probabilité de trou spectral (4.6) pour (4.7). On a

En (�) = P [Nn (�) = 0] = (1� F (�))n (4.8)

Ainsi, si l�intervalle � est chargé par la loi F , En (�) décroit vers 0.

4.2 La loi du demi-cercle (loi de Wigner)

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la limite des distributions spectrales de matrices aléatoires

symétriques réelles d�éléments gaussiens. Il s�agit de montrer que les valeurs propres suivent asympto-

tiquement une loi appelée la loi du demi-cercle.

L�ensemble des matrices est dé�ni par (4.2) et (4.3) : les matrices de cet ensemble sont telles que

pour tout n il existe une matrice Yn = fYjkgnj;k=1 telle que

Mn =
1p
n
Yn; avec Yjk = Ykj 2 R (4.9)

et que Yjk, 1 � j < k � n de la partie triangulaire supérieure sont des v.a gaussiennes indépendantes

centrées et de variance !2 quand 1 � j < k et 2!2 quand j = k :

En [Yjk] = 0; En
�
Y 2jk
�
= (1 + �jk)!

2; 1 � j; k � n

Dans ce cas les matrices aléatoiresMn peuvent être dé�nies sur le même espace de probabilité (
; P ),
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avec 
 = R1 et

P =
Y

1�j�k�1
Pj;k où Pj;k(dY ) =

1q
2��2j;k

e
� Y 2

2�2
j;k dY et �2j;k =

(1 + �jk)!
2

n
(4.10)

Dans la Fig.2, le graphe en haut à gauche représente la répartition des valeurs propres �i de la matrice

Mn = 1=
p
nYn (où Yn est une matrice 500�500, (Yjk) sont des v.a. complexes gaussiennes standard), le

deuxième graphe en haut à droite représente l�histogramme des fréquences des observations des valeurs

propres et le dernier représente l�estimateur à noyau de la densité de la loi du demi cercle (avec le noyau

d�Epashnikov, pas=0.104)

(Figure2)

Théorème 14 [3]( la loi du demi-cercle ). Soit En l�ensemble EGO dé�ni ci-dessus et soit Nn la

distribution spectrale (4.4). Alors il existe une mesure de probabilité N telle que

Nn
�etroite!
n!+1

N; p.s. (4.11)
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avec

N (�) =

Z
�

�(1) (�) d� (4.12)

de densité

�(1) (�) =
1

2�!2

8<:
p
4!2 � �2 si j�j � 2!

0 sinon
(4.13)

Pour démontrer le théorème nous avons besoin d�introduire quelques résultas.

Lemme 8 . Soit En l�ensemble EGO et � une application de classe C1 sur l�espace des matrices

symétriques réelles Sn dans C de dérivée bornée. Alors

E [�0 (M) �X] = � n

2!2
E [� (M) tr(MX)] ; 8X 2 Sn (4.14)

Preuve: voir [3] p.140.

Lemme 9 . Soit En l�ensemble EGO. Posons

gn(z) =
1

n
trG(z) pour Im z 6= 0

où G(z) = (M � zI)�1 est la résolvante de la matrice M 2 Sn. Alors nous avons les égalités suivantes :

(i) si z 2 CnR,

E [gn(z)] = �
1

z
� !2

z
E
�
g2n(z)

�
� !2

zn2
E
�
trG2(z)

�
(4.15)

(ii) si z1; z2 2 CnR,

E [gn(z1)gn(z2)] = � 1
z1
E [gn(z2)]�

!2

z1
E
�
g2n(z1)gn(z2)

�
(4.16)

� !2

n2z1
E
�
trG2(z1)gn(z2)

�
� 2!2

n3z1
E
�
trG2(z1)G(z2)

�
Preuve: Soient j, k deux indices compris entre 1 et n. On applique la proposition précédente à la

fonction � (M) = (M � zI)�1j;k = Gj;k(M) en utilisant le fait que G0 � A = �GAG ( pour toute matrice

A et G0 la dérivée de G par rapport à M à z �xé ), ceci implique que

E
h
(GXG)j;k

i
+

n

2!2
E [Gj;ktrMX] = 0; 8X 2 Sn (4.17)

Soient p et q deux indices compris entre 1 et n, et soit X(p;q) la matrice symétrique dé�nie par :

X
(p;q)
j;k = �j;p�k;q + �j;q�k;p
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Alors, pour ce choix de X(p;q), on obtient de (4.17)

E [Gj;pGq;k +Gj;qGp;k] +
n

!2
E [Gj;kMp;q] = 0 (4.18)

En choisissant j = p, k = q, en sommant (4.18) sur tous les indices j; k de 1 à n et en divisant par n2,

nous obtenons (par gn(z) = 1
n trG(z) =

1
n

Pn
j=1Gj;j et g

2
n(z) =

1
n2

Pn
j;q=1Gj;jGq;q)

E
�
g2n(z)

�
+
1

n2
E
�
trG2(z)

�
+

1

n!2
E [tr (G(z)M)] = 0

Il ne reste plus qu�à utiliser l�identité G(z)M = G(z) [(M � zI) + zI] = I + zG(z) pour obtenir (4.15),

en e¤et,

1

n
E [tr (G(z)M)] =

1

n
E [tr (I + zG(z))] =

1

n
E [n+ ztr(G(z))] =

1

z
+ E[gn(z)]

= �!2E
�
g2n(z)

�
� !2

n2
E
�
trG2(z)

�
Pour le point (ii), il su¢ t d�appliquer le même raisonnement à Gj1;k1Gj2;k2 .

Lemme 10 . Soit z 2 C tel que jIm zj � 2!, alors

Var [gn(z)] = E
h
jgn(z)� E [gn(z)]j2

i
� 3

n2 jIm zj2
(4.19)

Preuve: Notons

fn(z) = E [gn(z)] ; hn(z) = gn(z)� fn(z) (4.20)

Soient z1 et z2 deux points de CnR. L�identité (4.15) appliquée à z = z1 multipliée par fn(z2), et à

laquelle on a ensuite soustrait l�identité (4.16) conduit à

E [gn(z1)gn(z2)]� E [gn(z1)]E[gn(z2)] = �

T1z }| {
!2

z1
E
�
g2n(z1)fn(z2)

�
(4.21)

� !2

z1n2
E
�
trG2(z1)hn(z2)

�
| {z }

T2

� 2!2

z1n3
E
�
trG2(z1)G(z2)

�
| {z }

T3

Pour le terme T1, comme gn(z1) = hn(z1) + fn(z1), on a

E
�
g2n(z1)hn(z2)

�
= E [gn(z1)(hn(z1) + fn(z1))(hn(z2)]

= E [gn(z1)hn(z1)hn(z2)] + fn(z1)E [gn(z1)hn(z2)] (4.22)
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Soit z 2 C. On pose z1 = z, z2 = �z et � = jIm zj.

De plus on constate que E [gn(z1)hn(z2)] = E [hn(z1)hn(z2)]. En e¤et

E [gn(z1)hn(z2)] = E [hn(z1)hn(z2)] + E [fn(z1)hn(z2)]

= E [hn(z1)hn(z2)] + E (gn(z1))E (hn(z2))

= E [hn(z1)hn(z2)] + E (gn(z1)) (E (gn(z2))� E (fn (z2)))

avec E (fn (z2)) = E (gn(z2)).

Comme kG(z)k � 1= jzj � jIm zj�1 = 1=�, et que jgn(z)j � 1
n � n kG(z)k (car jtrG(z)j � n kG(z)k),

alors jgn(z)j � 1=�. De plus, comme g(�z) = g(z), nous déduisons de (4.22) que

��E �g2n(z)hn(�z)��� = E [gn(z)hn(z)hn(�z)] + fn(z)E [gn(z)hn(�z)] �
2

�
E
h
jhn(z)j2

i
Donc jT1j � 2!2Var [gn(z)] =�2.

Pour le terme T2, des techniques similaires et l�inégalité de Cauchy-Schwarz avec le fait que kG(z)kk �

jIm zj�k, permettent de prouver que

jT2j =
!2

zn2
E
�
trG2(z)hn(�z)

�
� !2

�n2
� E

h
kG(z)k2 hn(�z)

i
� !2

�n2
n

�2
E

����hn (z)���2�1=2 � !2

�3n
E
h
jhn(z)j2

i1=2
� !2

�3n

p
Var [gn(z)]

De même,on a jT3j � 2!2=�4n2.

Lorsque z1 = z, z2 = �z et � = jIm zj, alors le terme de gauche de l�égalité (4.21) est égale à

E jgn(z)j2 � jE [gn(z)]j2 = Var [gn(z)]. Posons v2 = Var [gn(z)]. Alors les éstimations précédentes

conduisent à

Var [gn(z)] � jT1j+ jT2j+ jT3j � 2!2Var [gn(z)] =�2 +
!2

�3n

p
Var [gn(z)] + 2!

2=�4n2 (4.23)

donc

v2
�
1� 2!

2

�2

�
� !2

�3n
v +

2!2

�4n2

Comme � = jIm zj � 2!, alors 1� 2!2

�2 � 2; on arrive donc à l�inégalité quadratique

v2 � !2

2�3n
v � !2

�4n2
� 0
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ou bien, en majorant par ! � �=2, on obtient

v2 � 1

8�n
v � 1

4�2n2
� 0

Après études de cette équation du second degré elle sera négative pour

v2 � 3=n2�2

Démostration du théorème 14

On a grâce au théorème spectral sur les matrices symétriques

Z
R

Nn(d�)

�� z =
1

n

nX
l=1

1

�l � z
=
1

n
trG(z) (4.24)

où f�lgnl=1 est le spectre de G(z). Donc gn(z) = n�1trG(z) est la transformée de Stieltjes de la mesure

de comptage Nn. Ainsi, l�identité (4.15) (avec E (gn(z)) = fn(z)) véri�e

fn(z) +
1

z
+
!2

z
f2n(z) = �

!2

z
E
h
(gn(z)� E [gn(z)])2

i
� !2

zn2
E
�
trG2(z)

�
(4.25)

Soit z un nombre complexe tel que � = jIm zj � 2!. D�après le lemme précédent,����!2z V ar(gn(z))
���� � 3

n2�2
!2

�
� 1

n2�

D�une part,
��trG2(z)�� � n



G2

 � n jIm zj�2 = n=�2, et donc

���� !2zn2E �trG2(z)�
���� � !2

n�3
� 1

4n�

Ces estimations et l�équation (4.25) impliquent l�inégalité :����fn(z) + 1z + !2

z
f2n(z)

���� � C (�)

n
(4.26)

où C (�) ne dépend pas de n. De plus jfn(z)j � 1=� � 1=2!. Donc la suite ffng1n=1 est uniformément

bornée en n sur C2! = fz 2 C; jIm zj > 2!g, et elle est analytique sur cet ensemble.D�après le théorème

de Montel (théorème12.8a [38], p.563), il existe une fonction f et une sous-suite
�
fnj
	1
j=1

qui converge

vers f uniformément sur tout compact de C2!. De plus, f est analytique sur CnR. En utilisant
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les propriétés de la transformée de Stieltjes fn, on a limy!+1 y jfn(iy)j = 1; Im fn(z) � Im z � 0,

quand Im z 6= 0, et par suite en passant à la limite dans Im fnj (z) � Im z on a , limj Im fnj (z) � Im z =

Im f(z) � Im z � 0.

En passant à la limite sur l�inégalité (4.26), nous obtenons pour tout z 2 C2!,

!2f2(z) + zf(z) + 1 = 0 (4.27)

Par résolution, on a

f(z) =
1

2!2

�
�z �

p
z2 � 4!2

�
; 8z 2 C2!

D�autre part, la fonction f est analytique sur CnR, donc elle est égale à une constante prés à z 7�!

�z�R(z), dont R(z) est une détermination de
p
z2 � 4!2. Or par un passage à la limite dans jfn(z)j �

1=� � 1=2!. , nous avons

8� � 2!; jf(i�)j � 1

�
et donc f(i�) !

�!+1
0

donc f(i�) = K(�i� � R(i�)) !
�!+1

0 (K constante), on choisit donc la détermination R(z) telle

que R(z) = z + o(1) quand z ! +1. La fonction f est donc égale à f(z) =
�
2!2

��1
(�z + R(z)) pour

cette détermination de R.

Nous venons donc d�identi�er la limite d�une sous-suite de ffng1n=1 qui ne dépend pas du choix de

la sous-suite. Ainsi ffng1n=1converge uniformément sur tout compact de C2! vers la fonction f ainsi

construite.

D�après l�inégalité de Tchebychev et le lemme 9, on a pour tout " > 0,

P [jfn(z)� gn(z)j > "] � Var [gn(z)]

"2
� 3

"2�2n2

Ainsi la serie
1P
n=1

P [jfn(z)� gn(z)j > "] est convergente. Le lemme de Borel-Cantelli implique donc

que pour tout z 2 C2!,

fn(z)� gn(z) !
n!+1

0; P� p:s:

Comme jgn(z)� f(z)j � jgn(z)� fn(z)j+ jfn(z)� f(z)j, donc

gn(z) !
n!+1

f(z); P� p:s:

En utilisant la formule de Frobenius-Perron, on conclut qu�il existe une mesure de probabilité N telle

que f soit sa transformée de Stieltjes. Comme gn sont les transformées de Stiltjes des mesures Nn;ainsi
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si gn converge uniformément sur tout compact de C2!, alors la formule de Frobenius-Perron permet

d�a¢ rmer que

Nn
�etroite!
n!+1

N; P� p:s:

Pour la convergence uniforme de gn vers f , soit z0 un point de C2!. Alors il existe un ensemble 
 (z0)

de mesure P(
 (z0)) = 1 tel que gn(z0)(!) converge vers f(z0)(!) pour tout point ! 2 
(z0). On continue

le procédé pour des points z1, z2, ... de C2! tels que fzjg1j=0 ait au moins un point d�accumulation dans

C2!. Parallèlement à cela, il existe une suite de sous-ensembles (
(zj))j=0;1;::: de probabilité 1 tels que

gn(zj)(!) converge vers f(zj)(!) pour tout point de 
(zj). Le théorème de Vitali [33]-[38] (p.565)

permet d�a¢ rmer que gn converge vers f uniformément sur tout compact de C2! pour toute réalisation

appartenant 
� = \
j�0

(zj), qui est de probabilté 1, d�où la convergenceétroite découlera.

Maintenant, il reste à identi�er la mesure N . D�après la formule de Frobenius-Perron, pour tout

intervalle �

N (�) = lim
"!0

1

�

Z
�

Im f(�+ i")d�

Or Im f(� + i") converge vers
�
2!2

��1 �
4!2 � �2

�1=2
+

uniformément en � quand " ! 0, dont x+

désigne max(x; 0). Ainsi,

N (�) =
1

2�!2

Z
�\[�2!;2!]

�
4!2 � �2

�1=2
+

d�

qui est bien la loi du demi-cercle pour l�ensemble EGO.

Remarque 15 En utilisant la même méthode, on montre les assertions suivantes:

1. la loi du demi- cercle pour l�ensemble EGU est de densité �(2) (�) = 1
8�!2 (8!

2 � �)1=2+

2. Les formes aymptotiques de la covariance de gn(z1) et gn(z2) pour Im z1 et Im z2 supérieures à

2! sont

Cov [gn(z1); gn(z2)] = �
1

�n2(z1 � z2)2
�

0BB@1� z1z2 � a2�r�
z21 � a2�

��
z22 � a2�

�
1CCA+ o(n�4); n!1

où a2� = 4�!
2 et � = 1; 2 (les cas des ensembles EGO et EGU réspectivement).
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4.3 Loi jointe et loi de �max

4.3.1 Rappels

Polynômes orthogonaux

Dans ce paragraphe, nous rappellons quelques éléments sur les polynômes orthogonaux.

Soit w : R ! R+ une fonction positive appellée poids telle que son moment d�ordre k est �ni

:
R
R j�j

k
w(�)d� <1, k = 0; 1; 2; ::: et on associe le produit scalaire

R
R f(x)g(x)w(x)dx [15]. Le procédé

d�orthogonalisation de Gram-Shmidt sur l�espace L2 (R; w(x)dx) des fonctions � 7! �k, k = 1; 2; :::

donne une famille de polynômes fPl (�)g1l=0 tels que

(i) Pl (�) = �l�
l + ::: avec �l > 0

(ii)
R
R Pl (�)Pk (�)w(�)d� = �l;k pour l; k = 0; 1; 2; :::

Ces polynômes orthonormés véri�ent la relation des trois termes [1]

�Pl (�) = rlPl+1 (�) + slPl (�) + rl�1Pl�1 (�) (4.28)

où l = 0; 1; ::: et r�1 = 0. Posons  l(�) =
p
w(�)Pl (�) de sorte que

R
R  l (�) k (�) d� = �l;k:

La fonction

Kn(�; �) =
n�1X
l=0

 l (�) l (�) (4.29)

s�appelle le le noyau reproduisant du système f lg
1
l=0 et qui véri�e les relations

(i)
R
RKn(�; �)d� = n,

(ii)
R
RKn(�; �)Kn(�; �)d� = Kn(�; �) pour tout �, � 2 R,

(iii) pour tout �, � 2 R, � 6= �,

Kn(�; �) = rn�1
 n (�) n�1(�)�  n (�) n�1 (�)

�� � (4.30)

Cette formule est la formule de Darboux-Christo¤el [1] [3].
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Déterminant de Fredholm

Dé�nition 16 . Soit Q un opérateur intégral de noyau continu q dé�ni sur D � D, i.e.,Qf(�) =R
D
q(�; �)f(�)d�, où D est un compact de R. Alors le déterminant de Fredholm de Q est dé�ni par

det(I �Q) = 1 +
1X
m=1

(�1)m
m!

Z
Dm

���������
q(�1; �1) ::: q(�1; �n)

...
...

q(�n; �1) ::: q(�n; �n)

��������� d�1:::d�m (4.31)

Nous avons le théorème suivant :

Théorème 17 [3]. Soit Hn l�ensemble unitairement invariant dé�nit par un polynôme V de degré pair,

i.e. les lois de probabilité Pn;2 des matrices de Hn ayant pour densité

qn;2(M) =
1

Zn;2
exp(�trV (M) = 1

Zn;2
exp

 
�n

nX
l=1

V (�l)

!
(4.32)

et
n
P
(n)
l

o1
l=0

le système de polynômes orthogonaux dé�nis par rapport au poids wn(�) = exp (�nV (�)).

Alors

(i) La densité p(2)n de la loi jointe des valeurs propres restreinte aux fonctions symétriques de (�1; :::; �n)

est

p(2)n (�1; :::; �n) =
1

n!

�
det
n
 
(n)
j�1 (�k)

on
j;k=1

�2
où

 
(n)
l (�) = exp

�
�n
2
V (�)

�
P
(n)
l (�) (4.33)

i.e., si f : R! C est une fonction symétrique sur Rn, alors

En [f(�1; :::; �n)] =

Z
Rn
f(�1; :::; �n)p

(2)
n (�1; :::; �n)d�1:::d�n

(ii) Si Nn est la mesure de comptage normalisée, alors

�Nn (�) = E (Nn (�)) =

Z
�

�n(�)d� (4.34)
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où

�n(�) =
1

n
Kn(�; �) =

1

n

n�1X
l=0

�
 
(n)
l (�)

�2
(4.35)

=
r
(n)
n�1
n

h
 (n)n (�)

0
 
(n)
n�1 (�)�  

(n)
l (�) 

(n)
n�1 (�)

0
i

(4.36)

avec r(n)n�1 est le coe¢ cient du polynôme P
(n)
n�1 dans la relation de récurrence

P
(n)
l (�) = r

(n)
l (�)P

(n)
l+1(�) + s

(n)
l P

(n)
l (�) + r

(n)
l�1 (�)P

(n)
l�1(�) (4.37)

pour l = n, (cf (4.29)).

(iii) Soit l un entier compris entre 1 et n. Notons la loi marginale de (�1; :::; �l) par

pn;l(�1; :::; �l) =

Z
Rn�l

p(2)n (�1; :::; �l; �l+1; :::; �n)d�l+1:::d�n (4.38)

et posons

Rn;l =
n!

(n� l)!pn;l(�1; :::; �l) (4.39)

appellée fonction de corrélation [2]. Alors

Rn;l(�1; :::; �l) = det fKn (�j ; �k)glj;k=1 (4.40)

(iv) La variance d�une statistique linéaire dé�nie par (4.5) véri�e

Var [Tn(')] =
1

2n2

Z
R2
(' (�)� ' (�))2Kn (�; �) d�d� (4.41)

Théorème 18 . Soit E(2)n (�) = Pn [Nn(�) = 0] la probabilité du trou pour l�ensemble (4.31) avec

� = 2. Alors

E(2)n (�) = det(I �Kn(�)) (4.42)

où Kn(�) est l�opérateur intégrale sur � dé�ni par le noyau Kn(�; �), i.e.,

F (Kn(�)f) (�) =

Z
�

Kn(�; �)f(�)d�; � 2 �

Démonstration du théorème 16
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On a vu (voir chap1) que

p(2)n (�1; :::; �n) =
1

Qn;2n!
exp

 
�n

nX
l=1

V (�l)

! Y
1�j�k�n

(�j � �k)2

Or Y
1�j�k�n

(�k � �j) =
1

n�1Y
l=0


l

det
n
P
(n)
j�1 (�k)

on
j;k=1

où 
(n)l est le coé¢ cient du terme de plus haut degré du polynôme P (n)l . Ainsi

p(2)n (�1; :::; �n) =
1

n!Qn;2

n�1Y
l=0


2l

det

�n
 
(n)
j�1 (�k)

on
j;k=1

�2

Ce qui donne que

Qn;2 =

 
n�1Y
l=0


l

!�2
et le point (i) en découle.

Pour (ii), on a déja fait le calcul de En [Tn (�)] (voir chapitre1). La démonstration de (4.35) est

basée sur la formule de Darboux-Christo¤el et la forme (4.34).

Pour démontrer (iii) pour l > 1, on utilise la même idée et le théorème de Laplace [2].

Pour (iv), on remarque d�abord que

En(Nn(')) =
1

n

Z
R
' (�1)Kn(�1; �1)d�1

(cf (4.33) et (4.34))et que, d�après (4.37) et (4.39), on a

En
�
T 2n (')

�
=

1

n
En
�
'2 (�1)

�
+
n(n� 1)

n2
En [' (�1)' (�2)]

=
1

n

Z
R
'2 (�1)Kn(�1; �1)d�1 +

1

n2

Z
R2
' (�1)' (�2)K

2
n (�1; �2) d�1d�2

avec pn;2(�1; �2) = 1=n(n� 1)�Rn;2 (�1; �2).

Comme Var [Tn(')] = En
�
T 2n (')

�
� En [Tn(')]2, la formule (4.40) est démontrée.

Démonstration du théorème 18
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Utilisons le point (iii) du théorème 16 :

E(2)n (�) = Pn [�l =2 � pour l = 1; 2; :::; n] = E

"
nY
l=1

(1� 1� (�l))
#

par symétrie
=

nX
l=0

n!

l!(n� l)!

�
Z
�l

d�1:::d�l

Z
Rn�l

pn;2 (�1;:::; �l; �l+1; :::; �n) d�l+1:::d�n

=
nX
l=0

(�1)l
l!

Z
�l

Rn;l(�1;:::; �l)d�1:::d�l

=
nX
l=0

(�1)l
l!

Z
�l

det fKn (�j ; �k)glj;k=1 d�1:::d�l

D�après (4.41) c�est le déterminant de Fredholm de (I �Kn (�)). D�où le résultat.

Nous énoncons la proposition suivante qui sera utile dans la preuve du theoreme ci dessous.

Lemme 11 [3]. Si En est l�ensemble EGU, alors les polynômes orthogonaux P (n)l se déduisent des

polynômes d�Hermite fhlg1l=1(qui forment une base orthonormale pour le produit scalaire
R
R f(x)g(x)e

�x2dx)

par la relation

P
(n)
l (�) =

n�1=4p
2!

hl

�p
n

2!
�

�
(4.43)

En particulier, le coe¢ cient du polynôme P (n)l�1 dans la relation de réccurence (15.10) est

r
(n)
l�1 = !

p
2l=n (4.44)

Le théorème suivant donne le comportement asymptotique de la plus grande valeur propre pour

l�ensemble Hn

Théorème 19 [3]. Soit Mn 2 Hn l�ensemble EGU et �(n)max = kMnk. Alors

�(n)max
p:s:�!
n!1

2
p
2!

Preuve: Comme Nn (�) converge presque sûrement vers

N (�) =
1

4�!2

Z
�\[�2

p
2!;2

p
2!]

p
8!2 � �2d�

79



qui est strictement positif sur tout intervalle� non vide contenu dans
�
�2
p
2!; 2

p
2!
�
, on a lim infn!1 �max �

2
p
2!. Pour montrer que lim supn!1 �max � 2

p
2!, il su¢ t d�établir que pour tout " > 0

1X
n=1

P
h
�max � 2

p
2! +

p
2!"

i
<1 (4.45)

puis appliquer le lemme de Borel-cantelli.

En utilisant l�inégalité de Markov on obtient

P
h
�max � 2

p
2! +

p
2!"

i
= P

h
nNn

��
2
p
2! +

p
2!";1

��
� 1
i

� E
h
nNn

��
2
p
2! +

p
2!";1

��i
(4.46)

D�après (4.35) et l�inégalité de Cauchy-Schwarz

E
h
nNn

��
2
p
2! +

p
2!";1

��i
= n

Z 1

2
p
2!+

p
2!"

�n (�) d�

= n
r
(n)
n�1
n

Z 1

2
p
2!+

p
2!"

h
 (n)n (�)

0
 
(n)
n�1 (�)�  

(n)
n (�) 

(n)
n�1 (�)

0
i
d�

= r
(n)
n�1

�
 (n)n (�) 

(n)
n�1 (�) j12p2!+p2!" � 2

Z 1

2
p
2!+

p
2!"

 (n)n (�)

�
d

d�
 
(n)
n�1(�)

��
� 2r

(n)
n�1

Z 1

2
p
2!+

p
2!"

�
d

d�
 
(n)
n�1(�)

�
 (n)n (�)d�

� 2r
(n)
n�1

 Z
R

�
d

d�
 
(n)
n�1(�)

�2
d�

!1=2�Z 1

2
p
2!+

p
2!"

�
 (n)n (�)

�2
d�

�1=2
(4.47)

On remplace  (n)l (�) pour l = n� 1, n par  (n)l (x), l = n� 1, n (x = �
p
2l + 1 cosh �, 0 < " � � � 1=")

en utilisant la proposition 18 [3] et le fait que � l"(x) + x2 l(x) = (2l+ 1) l(x) [15], [1], on trouve

en faisant une intégration par partie que

Z 1

�1

�
d

d�
 
(n)
n�1(�)

�2
d� =

n

4!2

Z 1

�1

�
d

dx
 
(n)
n�1(x)

�2
dx

� n

4!2

Z 1

�1

�
� d2

dx2
 
(n)
n�1(x) + x

2 
(n)
n�1(x)

�
 
(n)
n�1(x)dx =

(2n� 1)n
4!2

(4.48)

De plus, la proposition 21 (ii) [3] ( formules asymptotiques de Plancherel- Rotah ), implique
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pour n!1 avec x =
p
n

2! � queZ 1

2
p
2!+

p
2!"

�
 (n)n (�)

�2
d� =

Z 1

p
2n+

p
n=2"

 2n(x)dx (4.49)

= O

 
n�1=4

Z 1

p
"

exp

(
�(2n� 1)

Z �

0

sinh2 tdt

)
d�

sinh �

!

= O

�
n�1=4

Z 1

p
"

exp
�
�(2n� 1)�3=3

	 d�
�

�
= O

�
n7=4"�1=2 exp

�
�2n
3
"3=2

��

D�après le lemme précédente, r(n)n�1 =
p
2! et on obtient de (4.46)-(4.49) que

P
h
�max � 2

p
2! +

p
2!"

i
= O

�
n7=4"�1=2 exp

�
�2n
3
"3=2

��
; n!1 (4.50)

Par le Lemme de Borel - Cantelli on en deduit le resultat.
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Chapitre 5

Spectre des matrices de covariances

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier un algorithme qui permet de donner une estimation de la distrib-

ution spectrale de matrice de covariance en dimension très grande proposé et developpé dans l�article

[5].L�étude porte sur une équation appellée équation de Marµchenko-Pastur.

Soient X1; :::; Xn des vecteurs aléatoires de Rp i.i.d de matrice de covariance �p. On appelle X la

matrices dont les lignes sont les Xi. On appelle matrice de covariance empirique la matrice

Sp =
�
X � �X

�0 �
X � �X

�
=(n� 1)

Dans le cas où p est �xé et n tend vers l�in�ni, un résultat fondamental [20]montre que les valeurs propres

de la matrice de covariance Sp sont des bons estimateurs des valeurs propres de �p Plus précisemment,

si l1 � l2 � :: sont les valeurs propres ordonnées de Sp et �1 � �2 � ::: les valeurs propres ordonnées de

�p alors [20]
p
n (li � �i) =) N

�
0; 2�2i

�
, i = 1; 2; :::

pour Xi de loi normale et �i distinctes.

Considérons le cas où �p = Idp, les valeurs propres sont 1. Un résultat de [19] montre que si Xi

sont i.i.d ayant le moment d�ordre quatre �ni, et si p=n! 
, alors

l1 �! (1 +
p

)
2
p:s

En particulier, l1 n�est pas un estimateur convergeant de �1.
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Dans la suite nous énoncons un résultat fondamental : le théorème de Marµchenko-Pastur. Il pré-

cise le comportement asymptotique des valeurs propres l1; l2; ::et les valeurs propres �1; �2; :::par leurs

distributions spectrales sous des conditions assez faibles (existence du moment d�ordre quatre).

5.2 Equation de Marµchenko-Pastur

Pour les valeurs propres �i de la matrice de covariance �p on associe la mesure spectrale Hpdé�nie par :

dHp(x) =
1

p

pX
i=1

��i(x)

Lorsque �p = Idp. on a �i = 1 et dHp = �1.

De même, on associe Fp la mesure spectrale des valeurs propres li de la matrice de covariance

empirique Sp :

dFp (x) =
1

p

pX
i=1

�li(x)

Le but étant de déterminer le comportement asymptotique de la mesure spectrale Hp en lien avec

celui de Fp.

Par exemple si on prend dHp = (1 � 1=p)�1 + 1=p�2, cela signi�e que la matrice de covariance �p
a une valeur propre égale à 2 et (p � 1) égales à 1. Si p ! 1, Hpconverge faiblement vers H1, avec

dH1 = �1, et donc à la limite, il y a une perte d�information sur la plus grande valeur propre 2 qui est

bien présente dans Hp, pour tout p.

Plus précisemment, le résultat con�rme l�existence de la limite F1 de Fpqui est non aléatoire et fournit

une relation entre F1 et H1, la limite de Hp.Théoriquement, cette relation permet par résolution , si

H1 est donnée, de calculer F1 cependant sa résolution est très compliquée. En statistique, à partir

des observations, on construit la distribution spectrale empirique Fp et le but étant d�estimer H1. La

méthode utilise l�équation de Marµchenko-Pastur entre F1 et H1 en construisant un estimateur Ĥpde

Hp ainsi que la transformé de Stieltjes.

Dans ce qui suit, comme les v.a. sont centrées nous prenons comme matrice de covariance empirique

Sp = X�X=n où la matrice X est d�ordre n�p. La transformé de StieltjesmFpde la distribution spectrale

Fp de Sp est dé�nie par

mFp(z) =

Z
dFp(u)

u� z

et on associe La transformé de Stieltjes vFpde S
�
p = XX�=n :

vFp(z) = �
1

z
(1� p

n
) +

p

n
mFp(z)
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Nous avons le résultat suivant :

Théorème 5.1 Théorème 20 [4][7]. Supposons que la matrice X s�écrit comme X = Y �
1=2
p , où �p

est une matrice p � p dé�nie positive et Y est une matrice n � p d�entrées i.i.d (réelles ou complexes),

avec E(Yij) = 0, E(jYij j2) = 1 et E(jYij j4) <1.

Soit Hp la distribution spectrale de la matrice de covariance �p. Supposons que Hp converge faiblement

vers une limite notée H1. (et on note Hp ) H1). Alors, quand p, n �! 1, et p=n ! 
, 
 2 (0;1),

on a

1. vFp(z) �! v1(z) p.s, où v1 (z) est une fonction déterministe.

2. v1 (z) satisfait l�équation de Marµchenko-Pastur :

� 1

v1 (z)
= z � 


Z
�dH1 (�)

1 + �v1 (�)
; 8z 2 C+; C+ �

= C \ fz : Im z > 0g (M-P)

3. L�équation précédente admet une solution unique qui est la transformé de Stieltjes d�une certaine

mesure.

Pour la résolution de l�équation de Marµchenko-Pastur, l�auteu [5] discrétise le problème pour avoir un

algorithme plus précis pour l�estimation de Hp, à partir de l�échantillon des valeurs propres. L�approche

est non paramétrique puisque aucune hypothèse n�est mise à priori sur la structure de la population des

valeurs propres. Comme résultat de cet algorithme est d�obtenir une méthode graphique e¢ cace sur la

structure de la population des valeurs propres. Un deuxième résultat est celui d�avoir une estimation

de la population des valeurs propres individuelles �i après une estimation de la mesure qui décrit la

population des valeurs propres. Un dernier résultat est la représentation d�un rétrécissement non linéaire

de l�échantillon des valeurs propres pour l�éstimation de celles de la population.

Dans cette partie nous présentons un algorithme pour l�estimation de Hp, ainsi que les valeurs propres

�i. En�n nous donnons des résultats de quelques simulations.

Dans la suite, on va considérer p comme une fonction de n avec la propriété que p(n)=n ! 
 et


 2 (0;1). Pour simpli�er on écrit tout simplement p au lieu de p(n).

Marµchenko et Pastur (1967) ont montré que la distribution spectrale empirique, Fp, converge p.s vers

une loi appellée loi de Marµchenko-Pastur, ayant pour densité (
 � 1)

f
(x) =
p
(b� x) (x� a)= (2�x
)1[a;b](x)

Dans la Fig.3, on donne pour deux valeurs di¤érentes de 
 les graphes de la densité f
(x). Le

premier graphe donne l�histogammes des féquences des valeurs propres pour 
 = p=n = 1 ainsi que leur
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densité de la loi de M-P et de même pour le deuxième graphe où 
 = p=n = 0:5, avec a =
�
1� 
1=2

�2
,

b =
�
1 + 
1=2

�2
.

(Figure3)

Pour le cas où 
 > 1, voir [34] [35] [8] (voir [4] pour l�ensemble de Wishart généralisé).

5.3 Algorithme et étude statistique

Il s�agit de déterminer la distribution spectrale H1 a partir de l�équation M-P :

� 1

v1 (z)
= z � 


Z
�dH1 (�)

1 + �v1 (�)

On a vFp(z) �! v1(z). Par remplacement de v1(z) par vFp(z) dans l�équation on obtient ainsi un

écart entre les deux membres de l�équation M-P et le choix d�un "candidat" pour H1 c�est celui qui

réalise le plus petit écart pour un ensemble de points fzjgJnj=1.
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Plus précisemment, la solution du problème est de déterminer Ĥp = Ĥ1 :

Ĥp = Ĥ1 := argmin
H

L

 �
1

vFp (zj)
+ zj �

p

n

Z
�dH (�)

1 + �vFp (zj)

�Jn
j=1

!

où L est une fonction de perte et 
 = p
n et avec un choix des points fzjg

Jn
j=1 ([5] Annexe).

5.3.1 Discrétisation

Dans le problème de minimisation précédent nous allons remplacer l�intégrale par une somme.

Tout d�abord on a :

dH (x) =
1

p

pX
i=1

��i(x) '
KX
k=1

wk�tk(x) (5.1)

où ftkgKk=1 des points qu�on choisit et wk des poids véri�ant
PK
k=1 wk = 1 et wk � 0

Le problème d�optimisation précédent se transforme comme suit : trouver H revient à la recherche

des poids wk. Après discrétisation de l�intégrale dans l�équation (M-P), on aura :

Z
�dH (�)

1 + �v
'

KX
k=1

wk
tk

1 + tkv

Par suite trouver la mesure H qui satisfait approximativement (M-P) est équivalent à trouver un

ensemble de poids fwkgKk=1 véri�ant :

� 1

v1(zj)
' zj �

p

n

KX
k=1

wk
tk

1 + tkv1 (zj)
; 8j

Par remplacement de v1 par vFp cela revient à trouver fwkg
K
k=1 tel que :

� 1

vFp(zj)
' zj �

p

n

KX
k=1

wk
tk

1 + tkvFp (zj)
; 8j

C�est un problème linéaire en wk .

Posons ej les erreurs suivantes :

ej =
1

vFp (zj)
+ zj �

p

n

KX
k=1

wk
tk

1 + vFp (zj) tk

Il y a deux sources d�erreurs : la première vient de la discrétisation de l�intégrale qui comporte H1, la

deuxième vient de la substitution de v1 une quantité non aléatoire asymptotique, par vFp . La quantité
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aléatoire ej est en général complexe.

Nous prenons l�erreur "L1"qui consiste à trouver les poids wk tels que :

Minimiser max
j=1;:::;Jn

max fjRe (ej)j ; jIm (ej)jg

Ce qui revient au problème de l�optimisation convexe suivant :

min
(w1;:::;wk;u)

u

8j;�u � Re (ej) � u

8j;�u � Im (ej) � u

On a donc un problème linéaire dont les inconnues sont (w1; :::; wk) et u. Nous présentons des simu-

lations au paragraphe suivant pour illustrer cet algorithme.

5.4 Simulation

Nous présentons la méthode sur trois cas de matrices de covariance di¤érentes. Le premier cas est

�p = Idp. Le second cas où �p a la moitié de ses valeurs propres égales à 1 et l�autre moitié égales à 2.

Le dernier cas, la matrice �p est une matrice Toeplitz [21].

Nous avons pu réaliser les graphes suivant en utilisant le logiciel R.

5.4.1 Cas �p = Idp

Dans ce cas , la loi de Marµchenko-Pastur prévoit que les valeurs propres li sont distribuées sur

l�intervalle
��
1�

p
p=n

�2
;
�
1 +

p
p=n

�2�
au lieu d�être concentré en 1. Dans Fig.4, l�algorithme donne

le graphe de Ĥp (en bas à gauche) qui est très proche de Hp la distribution spectrale de �p = Idp. Ainsi

il fournit une très bonne approximation de Hp. Ici, les matrices de covariances �p = I100 et les matrices

X sont de taille 500 � 100 d�entrée i.i.d réelles de loi N (0; 1). Nous remarquons ici que l�estimateur

distribution spectrale empirique (graphe en haut à droite) donne des résultats moins satisfaisants que

l�approximation par Ĥp
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(Figure4)

5.4.2 Cas Hp = :5�1 + :5�2

Le second cas, la moitié des valeurs propres de �p égales à 1 et l�autre moitié égales à 2.

La loi de Marµchenko-Pastur prévoit que les valeurs propres li sont distribuées sur l�intervalle��
1�

p
p=n

�2
;
�
1 +

p
p=n

�2�
(Fig.5) au lieu d�être concentré en 1 et 2. L�algorithme donne le graphe

de Ĥp (en bas à gauche) qui est très proche de Hp la distribution spectrale de �p de taille 100 � 100

diagonales. Ainsi il fournit une très bonne approximation de Hp. Les matrices Y sont de taille 500�100

d�entrées i.i.d suivant la loi N (0; 1). Nous remarquons que l�estimateur distribution spectrale empirique
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(graphe en haut à droite) donne des résultats moins satisfaisants que l�approximation par Ĥp.

(Figure5)

5.4.3 Le cas de matrices de covariance Toeplitz

On rappele qu�une matrice Toeplitz T [21] est une matrice telle que ses éléments Tij = t(i � j)

où t est une fonction réelle. On prend dans ce cas des matrices Toeplitz d�entrées Tij = (0:3)
ji�jj. Les

simulations portent sur des matrices de covariance �p de taille 100� 100. Les matrices Y sont de taille

500� 100 d�entrées i.i.d réelles de loi N (0; 1).

L�algorithme donne le graphe de Ĥp (Fig6 en bas à gauche) qui est très proche de Hp la distribu-

tion spectrale de �p. Ainsi il fournit une très bonne approximation de Hp. Ici nous remarquons que

l�estimateur distribution spectrale empirique (graphe en haut à droite) donne des résultats aussi bons

que l�approximation par Ĥp (calcul d�erreur). On donne aussi une estimaton de la densité théorique par
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la méthode du noyau (Le noyau d�Epashnikov, pas=0.1593)

(Figure6)
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Conclusion

Nous avons fait une étude spectrale sur des ensembles de matrices aléatoires de grande dimension:

ensemble unitaire gaussien, ensemble orthogonal gaussien et l�ensemble symplectique gaussien. L�étude

porte sur le comportement asymptotique de la distribution spectrale Nn(�) = 1
n

nX
i=1

1f�i;n<�goù �i;n

sont les valeurs propres de ces matrices

pour des ensembles de matrices aléatoires et aussi en liaison avec l�équation de Shrodinger.

La détermination de la distribution spectrale limite est obtenue grâce à un algorithme developpée

par El-Karoui. Nous illustrons cet algorithme par des simulations numériques et les résultats sont très

probants.
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