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Introduction

L’objet de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant le ¢-
calcul qui intervient dans plusieurs branches mathématiques et physiques
comme ’analyse combinatoire, les fonctions g—spéciales, le calcul ombral et
la physique théorique.

Ce mémoire comprend quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on définit la g-dérivée et la g-intégrale, on donne
quelques propriétés de ces deux notions et on donne aussi quelques exemples
d’applications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [3], [6], [7],
[10] et [11].

Le deuxiéme chapitre est consacré a la résolution explicite de quelques
équations aux ¢-différences linéaires d’ordre 1. Les résultats de ce chapitre
se trouvent dans [3].

Dans le troisiéme chapitre on définit la g—addition et on donne ses pro-
priétés, on définit aussi la fonction g-logarithme et la fonction g-exponentielle
de base a et on donne quelques propriétés des fonctions g—trigonométrique.
Les résultas de ce chapitre se trouvent dans [6], [7] et [4].

Enfin le dernier chapitre est consacré a la g-transformée de Laplace. Les
résultats de ce chapitre se trouvent dans [2] et [5].



Chapitre 1

Sur la ¢g—dérivée et la
g—intégrale.

Dans ce chapitre on définit la g-dérivée et la g-intégrale, on donne quelques
propriétés de ces deux notions et on donne aussi quelques exemples d’applications.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [3], [6], [7], [10] et [11].

1.1 Sur la g-dérivée.

Définition 1.1.1 soit A un ensemble non vide de R , A est dit q-géométrique
siqt e Apourte A, avec 0 < q < 1.

Définition 1.1.2 soit f une fonction définie sur un ensemble q-géométrique,
la g-dérivée de f notée D,f est définie par

)= 1at) oy 4,
)

)
<%>_qf< 0
- q)t s1t=0.

qu<t) =

t—>0 (

Remarque 1.1.3 Soit f une fonction définie sur un ensemble q géométrique.

Sit#0, ona " ()
. . f(t) — flgt
limy Do f(8) = lim = — 5

Maintenant si on pose (1 — q)t = h, on obtient

f{t+h) - f(t)
h

lini D,f(t) = lim
q—

h—0

= f().



Notation 1 On note par
Dyf(t) = f(1),
et
D2 f(t) = DgDy~ f(t) pour tout n € N*.

Théoréme 2 (Propriétés de la q-dérivée).
Soit f et g deux fonctions q-dérivables sur un ensemble q-géométrique A
et a et b deux nombres réels, alors on a

(i) Dq(af +bg)(t) = aqu(t) + qug(t).
(W) Dy(fg)(t) = g(qt) Dy f(t) + f(t)Dyg(t).
f (qt) Dy f(t) — f(qt)Dyg(t)

e St sur A.
En particulier si f =1, on a
1 _ _Dqg(t)
Dq(g)(t) ~ glgt)g(t)
w — D, f(t) i sur A.
(1v) Dy(VF)(2) NAOE0) f>0
Démonstration :
(i) On a
_ (af +bg)(qt) — (af +bg)(t)
DQ(af+bg)(t) - (q—l)t
_ @) =) glat) —g(t)
e S
— D, f(t) + Dy ().
(ii) On a

D,(fo)(t) = (f'g)(zz;)_—lgfig)(t)

_ flat).g(gt) — f(t)q(t)
(¢ =1t




On ajoute et on retranche f(qt).g(t), on obtient
flat)g(qt) — fat)g(t) + flat)g(t) — f(£)g(t)

(g—1)t
_ f(qwg(?;f)_—lﬁt) N g(t)f(qt) — f(t)

(q—1)t
= f(qt)Dyg(t) + g(t) Dy f(t).

De méme on peut avoir

Dy(f9)(t) = glat) Do f(t) + f(£) Dag ().

Dq(fg)(t) =

(iii) On a

flqt)g(t) — f(t)g(qt)
Dy( Ny = g(at)g(t)

g (q— 1)t
flat)g(t) — flat)g(qt) + fgt)g(qt) — f(t)g(qt)
t

En particulier si f =1, on a

1 _ —Dyg(1)
DQ(g)(t) ~ glat)g(t)’

(iv) On supose que f > 0 sur A, alors on a

Dq(\/?)(t) _ \/f(qt) - \/f(t)

(¢—1)
flqt) = f(?)
(g — Dt/ f(qt) —l—\/_
~ flgt) = f(t) 1
(=Dt g+ @)
D,f(?)
VI(gt) +/f(t)




Remarque 1.1.4 D’aprés le Théoréme précédent si on supose que f > 0 sur

A, on a
lim D,(V/F)(1) = 2@%.

Théoréme 3 (Voir la référence [11, Page 97]) La q—dérivée de la composée
d’une fonction avec un mondme.

Soit f une fonction q-dérivable sur un ensemble q-géométrique A et et
u(t) = at’ avec 3 >0, alors on a

D,(f ou)(t) = Dyu(t).Dyf(u(t)).

On a
Dy(f ou)(?)

Démonstration :

qu(atﬁ)
flaqt?) — f(at”)

(g—1)t

flaqt?) — f(at?) aqt’ — at?

aqtb — atb

(g1t

aqt? — at® f(aqt?) — f(at’)

(-1t~

aqtP — atP

Dyu(t).Dyf (u(t)).

1.2 Exemples d’applications

1) Soit z € R et n € N*.
Siz#0,o0na




ou

Siz=0,0na

En conclusion

[n],z" 1t six #£0,
Dy(2")=4 lsiz=0etn=1,
Osiz=0etn>2.

2) Pour tout x > 0, on a

logqx — logx
(¢—1)x
logq + logx — logx
(¢g— 1)z
logq
(¢ =1

D,(logz) =

Remarque 1.2.1

l 1 1 1
lim D, (logz) = lim 991 Z 1= ==
r

qg—1 q—>1q—1.$

3) Pour tout x € R* et a € R, on a

Dy(e™)

agr—azx _

6a(qfl)ge -1

Remarque 1.2.2

lin} D,(e*) = lim ——————e"* = ae
q—)



e Maintenant six =0, on a

. ea(q—l)x -1 .
lim ——— e = g lim e** = a.
z—0 (q — 1),QU z—0

En conclusion, on a

ea(q—l)m -1

Dy(e*) = (¢g— 1)
asixz=0.

e six #0,

4) Pour tout z € R* et « € R*, on a

sin(aqz) — sin(ax)

D,sin(ax) = (G
) 5 cos <aqx2+ Oél‘) “in <aqx2— ozx)
B (¢— 1)z
. 9 a0 ((q +21)a1:> “in <(q —21)a33)
(¢—1)z
Dax\ . —1)ax
| acos <(Q+2) ) sin ((q 2) )
(¢ —1)ax
2
sin —(q ~ Doz
T e <<q +21)Om> (<q — 1?0& )
2
an (2= Doy

Remarque 1.2.3 Comme lim =1, alors on a

—1  (¢g—1ax
2
d(sin ax)

lim D, sin(ax) = acosax =
q—1 dx



Siz=0 ona:

. ((g—1ax
oo (Do) 7 (=)
a0 00 2 (g — 1ax -
2

En conclusion, on a

o sin (_(q —Zl)ax>

(g + 1)%) -
0
D,sin(ax) = o ( 2 (¢ — Daz Herl
2
asix=0.
De méme, on a
4 ((q -1 cwf)
B Q SIn 2 ) (q+ 1) azT .
D,(cos(ax)) = ¢ — S sin (T) siz # 0,
0siz=0.
sin ((¢ — 1) ax) :
0
D,(tan(ax)) = 9 (q+ 1) x cos (agz) cos (ax) He7 0
0siz=0.
ea(q—l)m -1 ea(l—q)m —1 Cam 0
Dy(sinh(az)) ={ gDz ©  2Ag—1z 570
0siz=0.
alg-Dz _ | a(l-gr _ |
e (&
ax Yo s A 0’
D,(cosh(azx)) = 2(q — 1)z et 2(q — D iz
2a0 stz = 0.

1.3 Sur la g-intégrale

1.3.1 Définitions
Définition 1.3.2 Pourt > 0 on définit [’ensemble J; par

Jp = {tq”/n € N}U{O} avec 0 < g < 1.
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Définition 1.3.3 Soit f : J; — R une fonction. La g-integrale de f notée
I,f est définie par

t 00
— [ 7 =311 = )" flea”)
0 n=0
Approchement de la définition (voir la référence [3])

On a I,f(t) fo s)dys telle que d,s = tq™ — tq"™ (le pas).
La somme de Darboux est définie par

> (tq" —tq" ) f(tg") =D _t(1—q)q" f(tq").
n=0 n=0

Si la fonction f est bornée sur J; c’est-a-dire f(J;) € [-M, M| (M > 0).
Alors la série Y~ ° t(1 — q)¢" f(tq") est convergente et on a

D H1—q)q" ftq") = L f(1).
n=0

Maintenant on définit I'opérateur E, par

E (F(t)) = F(qt)-

Alors
EI(F () = E(EF)() = F(g").
On a
_ (1 B Eq)F(t)
D,F(t) = W
Comme
£(t) = D,F(#).
Alors
F(t) = (1-E) ' [(1—qtf (1)
= > (1 —q)q"tf(q").

Sachant que

on obtient
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Théoréme 4 Soit f une fonction telle que f : J;, — R et supposons 0 <
q < 1 et la fonction x | f(z).x* | est bornée sur J; pour tout 0 < a < 1
alors I,f existe.

Démonstration : Comme la fonction = +—| f(z).2 | est bornée sur J;,
alors on a

aM > 0,V € Jp,| f(x).x® |< M.
C’est-a-dire
| f(¢x).q"" 2 |[< M.

Ce qui donne,

| f(@x) |< Mg
Par suite, on a o -

| ¢ f(dx) [< Mg/ 7%~
Ce qui donne,

+oo 00
Y f(da) | <) Mgtz
=0

Jj=0
“+o00

= Mz ¢ Z q(lfa)]'

=0
Mx—
- 1— ql—a :
Par suite, on a

+oo
, . o 1—q
[ Lf 1=l A=) @ f(g'n) 1< Ma' ™"
j=0

C’est-a-dire I, f converge. m

Théoréme 5 Soient [ et g deuzr fonctions définies sur J; et o et [ deux
nombres réels, alors on a

Ly(af + 8g)(t) = a(lof)(t) + B f)(1)-

Démonstration : On a
+o00o

Laf +B9)(t) = Y _(1—q)q"tlaf(tq") + By(tq")]

:_200 .

= o) (1-q)q"tf(tg) + B (1 - q)q"tf(tq")
n=0 n=0

= ol f(t) + Blg(t).
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Théoréme 6 Soit f une fonction définie sur J; et continue en 0, alors on a

1. DL f(t) = f(t).

2. Si f est q—dérivable, alors on a
1,/ Dy(t) = f(t) = f(0).

3. Ya,beJ, ona

Démonstration :
1. On a
Dq[q(f(t)) - Dq(qu)(t)
_ g f)(gt) — Ly f)(t)
(q—1)t
_ v ML= @) ) = (1= q)a"f(tg")
- t(q —1)
_ 2ot = @)@ f (b — 00t — q)q" f(tq")
tlg—1)

- ZZO:O qn+1f(tqn+l) + ZZO:O q" f(tq")
—(?i’fo (g A () + Do @ T f(tg" )
£(1).

Par suite, on a
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2. On a
(I,Dg)f(t) = I(Dyf)(t)
_ Sl - f@)
= L (g — 1)t )
= Y t(1—q)q"[Dyf(tq")]
> 2 f(qq"t) — f(q")
= nzzot(l - q)q"[ (q — tgn )
_ ¥ u f @) — [(g"1)
= ;t(l —q)q"[ (g — Dtg |
= Y [f(g"t) = f(g")]
= f() - lim f(g"*").

Comme f est continue au point 0 et 0 < ¢ < 1, on obtient

(IgDg) f(t) = f(t) — f(0).

[ s = [ s+ [ s

= /Ob f(s)dys — /0“ f(s)dgs

= L, f(b) = Iof(a).

3. On a

Théoréme 7 La q—intégration par parties.
Soient [ et g deux fonctions continues sur Jy, alors on a

/0 F(2) Dag(x)dy = F(£)g(t) — F(0)g(0) — / 9(g2) Do f (2)dyz.
Démonstration : On a

Dy(f-9)(x) = f(x)Dyg(x) + g(qx) Dy f ().
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On applique 'opérateur g-intégrale I, qui est linéaire,on obtient

1y(Dy(f-9)(2)) = Lylg(x) Dy f ()] + Lil9(qx) Dy f ()],

et comme pour une fonction h, on a
1,D,h() = i) — h(0),

on obtient,

F().9(x) — £(0).9(0) = / F(2)Dag()dyr + / 9(q) Dy f (1) dy

C’est-a-dire,

/ ' F@)Dyg(@)dyr = F(B)g(t) — F(0)9(0) — / ' (qe) Dy f @)dr.
||

Théoréme 8 Changemment d’ordre d’intégration.
Soit f une fonction définie et continue sur Jy, alors on a

[ [ s = [ [ s
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Démonstration : On a

/Ot /Os f(r)dyrd,s = /otg)s(l ) (q5)dys

_ /ts(1—q)§:q”f(q7‘8)dq8
= (1—9q) Zq /qus

o0

= (1—-¢ Zq" Z t(1—q)q" (tq"™) f(tg™™")

= t*(1-¢) Z Z ¢ f (")

n=0 m=0
[e%9)

= (1= (" F@") + ") + o+ g )
= (1- q)QtQ[f(t) + (q A f(at) + o (T T (@) + ]

_ n+1)
= (1—gq) tQZq )f(q"t)
- t(1—q)Zq (t—qq"t) f(q").

= [ =) 0y

:L[L}m%%ﬁ

Théoréme 9 Changement de variable linéaire dans une q—intégrale. (voir la
référence [6, Lemma 6.53.5 page 204])
On a

t
/0 ' ($)dos = a /0 @ f(a8)d,s.

1.3.4 Exemples d’applications
1. Pour f(t) =t,on a



/ @y = 10— ) ¢ T

= t(1—q) ) q"(tg")

= 1-q)> ()"
n=0
1
= t*(1-
(1-9)7— Z
t2
 14g

/tf(s)dqs — Mt%,

3. Pour f(t) =logt, on a
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t(1 - q)q" log(tq")

O\;,‘.
=
»
~—~
IS8
<

»

I
(¢

i
o

[M]¢

t(1 —q)q"[logt + log ¢"]

3
Il
o

t(1—q)q"logt+ Y t(1—q)q"logq"

[M]¢

n=0 n=0
= (1- q)tlothq” +(1— q)tloqunq”
n=0 n=0
1 n—1
= (1- q)tlogtqu +(1 - Q)tqlongnq

n=0

= tlogt+ (1 —q)tqlogq(D an

= tlogt+ (1 — q)tqlogqD,(

Bt
T
—q

1
= tlogt+ (1— q)tqlogq<1 — )

lo
1—gq

Remarque 1.3.5

lo
hm(tlogt + qlﬁt) =tlogt
q

—1
Définition 1.3.6 Soit f : [0,4+00) — R une fonction, alors la q—intégrale

f0+°o f(x)d,x est définie par

+o0o

f@)dgz = (1—q) Y f(g")q

n=—0oo

0

Théoréme 10 La q—intégration par parties (voir la référence [6, Theorem
6.3.2 page 203])
Soient f et g deux fonctions continues sur [0, +00), alors on a

/0 F(2)Dagl@)dyz = [ (DB / 9(q) Dy f (2)dy



Chapitre 2

Sur les équations aux
q-différences linéaires d’ordre 1.

L’objet de ce chapitre est de donner les solutions explicites de quelque équa-
tions aux ¢-différences linéaires d’ordre 1. Les résultats de ce chapitre se
trouvent dans [3].

2.1 Les équations aux ¢—différences de type
Dyy(x) = ay(x) +b(z).

Définition 2.1.1 Pour tout x € R et 0 < q < 1,on définit la fonction q-

exponentielle de type 2 et on la note e, (x) par la série entiere suivante

[n]q!”

n=0 q

ol

2.1.2 Les équations aux ¢—différences de type D, y(z) =
ay(z).
On considere ’équation aux g¢-différences linéaire d’ordre 1 suivante
Doy(x) = ay(z), (2.1)
oiu 0 < g < 1, a est un nombre réel et x un nombre réel strictement

positif.

18
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D’aprés I'équation (2.1), on a

y(qr) —y (o)

G- W
C’est a-dire
y(gz) = [1+ (¢ — 1) za]y (z).
C’est-a-dire (4)
yqr
x) = .
V@) = T (=D zd
D’aprés 1'égalité précédente, on a
y (¢*x)
y (m) - 2 )
1+ (¢7 — 1) zd]
j=1
et par suite par réccurence, on a
y(q"x
y@ =2
H 1+ (¢ — 1) xd]
j=1

Comme 0 < ¢ < 1 et si on suppose que y est continue au point x = 0, on

obtient
y(2) = — y(0) . (2.2)
H 1+ (¢7 — 1) zda]

Maintenant cherchons les solutions de I’équation (2.1) sous la forme

y(o) =) cua”, (2.3)

n=0

ol ¢, est un nombre réel pour tout entier naturel n.
D’apreés (2.1) et (2.3), on a

o0 o0
E cnDgx™ =a E c,x”.

Comme D,z" = [n],2"! pour tout n entier naturel non nul, on obtient

VneN, ¢, = EEE
q
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Par suite, on a
|

VneN,c, = a”COH,—.

=0 g

C’est-a-dire
a"Co

]!

VneN, ¢, = , (2.4)
D’aprés (2.3) et (2.4), on obtient

) =3 ([n]), (2.5)

C’est-a-dire
y(x) = coeq (ax). (2.6)

Remarque 2.1.3 Sachant que ’équation aux différences (2.1) avec la con-
dition initiale y (0) = yo admet une unique solution alors d’aprés (2.2) et
(2.5) on obtient l'identité d’Euler (voir la référence [6, Chapitre 6 page 226])

= (az)" 1
Z ([n])! ~ Foo
S § (LR R VR

2.1.4 Les équations aux ¢—différences de type D, y(z) =
ay(z) +b(z).

Maintenant on considere I’équation aux g¢-différences linéaire d’ordre 1 avec
second membre siuvante

D,y(z) = ay(x) +b(x), (2.7)

ou b: Ry — R est une fonction continue.
Pour la résolution de 1’équation (2.7) on applique la méthode de la vari-
ation de la constante pour cela on pose

y(a) = c(z)ey (az). (2.8)

En appliquant 'opérateur aux g¢-différences aux deux membres de (2.8)
on obtient

Dyy(x) = Dy (c(x)eq (ax)) -
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C’est-a-dire
ay(z) + b (z) = e, (agr) Dyc(z) + c(x)ae, (ax) .
C’est-a-dire
b(z) = e, (aqr) Dyc(z).

C’est-a-dire
D,c(x) = (e, (aqa:))_l b(z).

Par suite, on a
() = [ (ey(aat) o)yt + (0),
Zo
et par conséquent la solution générale de (2.7) est

ylz) = ¢ (0) ¢y (@) + ¢, (ar) [ (eq (agt)) ™ b(t)dyt.

o

2.2 Les équations aux g—différences de type
Dyy(z) = ay(qx) +b(z).

Définition 2.2.1 Pour tout z € R et 0 < q¢ < 1, on définit la fonction
q-exponentielle de type 1 et on la note E, (x) par la série entiere suivante

+oo j
Zqﬂ(];ﬂﬂf_.
= in

q
2.2.2 Les équations aux ¢—différences de type D, y(z) =
ay(qz).

On considere I’équation aux ¢-différences linéaire d’ordre 1 suivante

Dgy(z) = ay(qz), (2.9)

ou 0 < g < 1, a est un nombre réel et x un nombre réel strictement
positif.
D’aprés I’équation (2.9), on a

y (qr) —y (z)

e ay(qz).
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C’est a-dire
y(r) =[1+(1~q)zaly(qv).

D’aprés 'égalité précédente, on a

2
H1+ l—q }y(qzx),
7j=1

et par suite par réccurence, on a

y) =1+ (1 —¢)zay(d"z).

.::1:

<
Il
—

Comme 0 < ¢ < 1 et si on suppose que y est continue au point x = 0, on

obtient
oo

y(@)=yO) [ 1+ (1 - ¢)2d] (2.10)

J=1

Maintenant cherchons les solutions de I’équation (2.9) sous la forme

= idnx”, (2.11)
n=0

ou d,, est un nombre réel pour tout entier naturel n.
D’aprés (2.9) et (2.11), on a

i d, D" = a i d, (gx)".
n=0 n=0

Comme D,z" = [n],2""! pour tout n entier naturel non nul, on obtient

n

aq

YneN, dyy = T
q

n-

Par suite, on a

n qj_l
Vn € N, d, = a"do | [ -
j=1 [j]q
C’est-a-dire _—
aq 2
Vn €N, d, = —————d,, (2.12)
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D’aprés (2.11) et (2.12), on obtient

2 e (az)”
y(o) = do 3 g5 ), : (2.13)
n=0 [n]q
C’est-a-dire
y(z) = do By (ax) . (2.14)

Remarque 2.2.3 Sachant que l’équation aux différences (2.9) avec la con-
dition initiale y (0) = yo admet une unique solution, alors d’aprés (2.10) et
(2.13) on obtient lidentité d’Euler (voir la référence [6, Chapitre 6 page 226])

e ([6;3]5): _ H [+ (1 ¢)zd].

2.2.4 Les équations aux ¢—différences de type D, y(z) =
ay(qx) + b (x).

Maintenant on considere 1’équation aux g-différences linéaire d’ordre 1 avec
second membre siuvante

Dyy(x) = ay(qzr) +b(z), (2.15)

ol b: Ry — R est une fonction continue.
Pour la résolution de I’équation (2.15) on applique la méthode de la vari-
ation de la constante pour cela on pose

y(z) = c(z)E, (ax) . (2.16)

En appliquant opérateur aux g¢-différences aux deux membres de (2.16)
on obtient

D,y(z) = D, (c(x)E, (ax)) .

C’est-a-dire
ay(qr) + b (x) = E, (agz) Dyc(x) + c(z)aky, (az) .

C’est-a-dire
b(z) = E, (aqx) Dyc(z).
C’est-a-dire
Dye(x) = (E, (agz)) " b(z).



Par suite, on a

@) = [ (B aa) ™ byt + e 0).

Zo

et par conséquent la solution générale de (2.15) est

y(z) = ¢ (0) E, (az) + E, (az) / (B, (agt)) " b(t)d,t.

z0
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Chapitre 3

Sur la ¢g-addition et quelques
g-fonctions.

Le but de ce chapitre est de définir la ¢g—addition et étudier ses propriétés, on
définit aussi la fonction g-logarithme et la fonction g-exponentielle de base
a et on donne quelques propriétés des fonctions g—trigonométrique. Les
résultas de ce chapitre se trouvent dans [6], [7] et [4].

3.1 Sur la g-addition.
Définition 3.1.1 Pour tout n € N, (z,y) € C?, la g-addition notée &, est

définie par

@y NxC? — C?
(n,y,a) — @y

avec

n n B
(z Dq y)" = (k}) 37kyn F
0 q

Exemple 3.1.2 On a

1. 2®,1)=15+6(¢+ ¢*).
2. 2@11)* =3

3. (a®,b)=a+0b

4. (a @, b)* = a*+ 2] lab+ b?

25
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4 _ 4 5y 441181}
5. (a®yb)* = a* + [4],a°b+ 2]

a’b? + [4] lab® + b*.

Remarque 3.1.3 1. © @,y est un couple mais (x B, y)l est un nombre.

2. (r®,y)° = 1.

3.1.4 Proprietés de la ¢-addition.
Proposition 3.1.5 Pour toutn € N eta, b, c et A€ C, on a
1 (a@,0)" = (bdga)".
2. ANa@®y Ab)" =X\ (b, a)".
3. ((a®yd) Dyc)" =(a®y (bd, )" .
Démonstration :

1. On a

(a®yb)" = (Z) a*p"k

(\a By )" = ("
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3.
n . n n—
(asatyoy = 3 (1) @o,0fet
k=0 q
" /n "k
= Z ) afbF IR
k=0 (k>q =0 (j)q
Sion pose j =k’ et k — j =1', on obtient
n n k L n n n—k' n— k'
3 (k> 3 ( ) e (k’) 3 ( ) ) B kit
k=0 =0 M/q k'=0 7 =0 q
= (a®, (b®q0))".
Par suite, on a
((a®yb) ©g0)" = (a®y (b®y )"
[

Remarque 3.1.6 D’aprés la Proposition précédente, il résulte que la q-addition
est une opération commutative, associative, admet un élément neutre qui est
0 et la multiplication ordinaire est distributive sur la g-addition.

3.1.7 La g-soustraction.

la g-soustraction notée ©, est définie par
aSqb=adg(-b),
avec a et b deux nombres complexes.
Remarque 3.1.8 Pour a et b deuxr nombres complexes, on a

aS,b = a®d,(-b)
= —(—a) &y (-b)
= —1((—a) &, (b))
= —1(b®y (—a))
= —1(bs,a)
= —(beya).
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3.1.9 La généralisation de ’addition pour n variables.

On a le résultat suivant

proposition:

Pour tout n € N et (z1, z5....7,,,) € C™, on a:

(21BgTat...Bgm)" = Z Z Z
k2=0 k3=0
Démonstration : On a

(T1 By T2 + ... By Tp)"
= (Pp—1 ®q Tp) avec P = 21 By T2+ ... By Ty

<TL — ]CQ) "
ks .

Définition 3.1.10 Pour tout n € N, (x,y)

n—=ko

]{7 mt’m—1
ko=0 2 q
ko=0 k2 q

n—=ko

k1
DY

k3=0

km=0

Dest définie par

NxC? - C?

(n,y,a) — x®y,

€ C?,

la q-coaddition notée
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avec

n - n —-n n—
(x Yl y) — (k) qk(k )J;ky k-
k=0 q

Définition 3.1.11 Pour tout n € N, (z,y) € C?, la q-cosoustraction notée
©fest définie par

e? . NxC? - C?
(nvyaa) = I(}qy 55$<9q"ya

avec

- n— n -n n—
(2@ —y)" = 3" (<1) ( ) ) gy
k=0 q

On a le résultat suivant

Proposition 3.1.12 Soient x; et x5 deux nombres complexes, alors on a
1. ey (r1 By x2) = €4(r1).€4(x2).
2. Ey(x1 @7 x2) = Ey(11).Ey(x2).

Démonstration :

1. On a

eq(r1 By x2) = Z ﬁ(ﬁl By z2)"

I
[M]8
ENES
WE
RS
- s
B
=
M]3
£
hE
S
I
WE
£
i
=

I
Q]
S
—
8
—
o
Q
—~
X
N
~
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2. On a
[e's) qn(n—l)
Eq(xl @ql'g) = ‘ (371 @q£2)n

n=0 [n]q
[e) qn(n27].) n n

= 3 k(kn)( ) -

- q T1Ts
= ! &= k),
oo n qn(n2—1) n

=2 ]| T (k) akgn*
n=0 k=0 nq q
I R

=2 , -
n=0 k=0 [n]q [k]q [n — k]q
o0 n n(n—1) n

S D) 3 AR
n=0 k=0 [k]q‘ [n_ k]q‘
x5 n(nz_l)xg n

3.1.13 Sur les fonctions ¢—trigonométriques.

On définit les fonctions ¢—trigonométriques comme suit

eq(ir) — e, (—ix)

3

(=1

n

sin, (z) = - _
cos, (z) = “ali®) e (—iz) _
Sin, (x) = Ey(ix) —2 iEq(—m)
Cos, (z) = Lali®) +2Eq (—ix)

M L

n

M8

3

> (_1)” I,2n+1

>

o

o1 1] pour tout x € C avec |z| < 1,
n !
q

n
x2n

[2n] !

q
(_1)” qn(2n+1)x2n+1

pour tout z € C avec |z| < 1,

pour tout x € C,

‘ 2n + 1] !

1" n(2n—1) ,.2n

(=D)"q ' v pour tout x € C.
‘ 2n] !

D’aprés la proposition précédente, on a le résultat suivant

Proposition 3.1.14 On a

1. cosy(x) cos,y(y) + sing(z) sing(y) = cosy(z S4 y).



cos, () cosy(y) — sin, () sing(y) = cosy(x By y).
sing () cos,(y) + sing(y) cos,(z) = sing(x B, y).
sin, () cos,(y) — siny(y) cos,(z) = sin,(z ©, y).
Cos,(z)Cos,
Cos,(z)Cos,

(z) Sing(y) = Cos,(z &% y).

y) — Sing(x) Sin,(y) = Cosy(x & y).
Sing(z)Cos,
(x)

Sing(x)Cos,

+

Sing(y)Cosy(x) = Sing(z &7y).

ST S N S S R S

—~ o~

y) — Sin,(y)Cos,(x) = Sing(x & y).

3.2 Sur la g-dérivée Dy,
Définition 3.2.1 La q-dérivée Dg, d’une fonction f est définie par

Proposition 3.2.2 Pour tout entier naturel non nuln et a un nombre réel,

la q-dérivée Dg, satisfait les propriétés suivantes
1. Dg(2") = [n], 2" .

2. Dg(z &g a)" = [n], (n &g a)"~

3 D@%) - ;ﬁ]lq
1 _ —n,
4. D@((x D, a)") = (x Dy a)n—‘,—l.

5. Dgl(e,(ax)) = ae,(ax).
6. Dg(E,(ax)) = aE,(ax).

Démonstration :
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1. On a
I T
De(a") = 5132?0 dx
Z (Z) " F(6x)k — am
= lim =0 K
ox—0 (SI'
"+ (1> "o + Z (Z) " F(fx)k — am
~ lim q k=2 q
o ox—0 (saj‘
()
1/,
— [n]q :L‘n_l
2. On a
noo_ 1 ((z @y 0) ®ya)" — (x By a)”
De(w @, a)" = 613%%0 ox
— lim [(z ®q a) &g 62]" — (x By a)"
s2—0 ox
> (}) @osar s - o,
— lim 220 g
Sz—0 ox
n n—1 . n n—k k
(7) @oaaes S (}) @agaron
~ lim q k=2 q
6x—0 5.’13'
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1 1
lim (x®qdz)™ xm

d0x—0 ox
lim " — (z By dx)"
sa—0 (x By dx)"aox

n __ n o n n—1 _ - n n—k k
" —x (1)qx dx Z(k)qx (0x)

lim k=2
520 (x By o) amox
n LN —k k—1
—(1) " _Z<k) " (0x)
lim g k=2 I
5z—0 (x By dx)nan
-,
$n+l
1 1
— llm ((x@q&ﬁ)@qa)" ($®qa)"
6x—0 5ZL‘
1 1
— lim ((z®qa)DqoT)" (z®qa)"
ox—0 (5.73
1 1
— hm ((m®qa)@qéz)" (I@qa)"
6x—0 (5I
— lim (x®ga)" — ((z &, a) B, 0x)"

s2—0 ((z ©4 a) By 0)"(x By a) 6

= (’;) q(:c Sy a)"! — f: (Z) q(x By a)"F(Sz)k!

k=2
5z—0 (z®y a) @, 0x)"(z &, a)"




5 On a

Dgey(ax) =

(n> 1 - n k k k
+oo a” " or+ E a" R ()
1 q = k q

— lim ™=t
5z —0 ox
i a" [n] . a1
n=1 [TL q!

6. La preuve est similaire a

celle de 5, alors on omettre la preuve.

3.2.3 La régle de ¢-Leibniz.

On a le résultat suivant

“+o00 —+00
Proposition 3.2.4 Si f(z) = Zana:” et g(z) = anx", alors on a
n=0 n=0
Dg(fg) (z) = g(z)De f(x) + f(qr) Deg().
Démonstration : On a
+o0 +o0o
f@g@) = > aa" Y bua”
n=0 n=0
“+o00 n
= Z (Z akbn_k> z".
n=0 \k=0
Alors, on a
“+o00 n
De(fg) (z) = (Z akbn—k> [n], 2"
k=1

3

% 11

(i akbn_k> kE+n— k’]q x".

1 \k=1

34
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C’est-a-dire
—+00 n
De(fg) (z) = Z (Z akbnk) [k+n—k], " (3.1)
n=0 \k=0
D’autre part, on a
1 — qk+n—k
1= d"+¢"(1—-q")
= I

1 — k 1— n—k
q+qk( ¢ ")
1—g¢q 1—g¢q

= [k, +d"[n— K]

q-

C’est-a-dire
[k+n—k),=[k,+¢" [n—FK],.

Par suite d’aprés (3.1) et (3.2), on obtient

Dg(fg) (z) = Z (Z akbn—k> ([k]q + ¢ [n — k]q) "
+00 n

) (K], 2"+ (Z akbn_k> ¢" [n — k], 2"

(3.2)

3.2.5 Sur la g-logarithme.

Considérons 1’équation
x = ey(y).

Cette équation admet une solution L, et appelée le g-logarithme.
Comme ¢,(0) =1, alors on a L, (1) = 0.

Proposition 3.2.6 On a



1. Ly(ab) = Ly(a) & Ly(b).

2. Ly($) = Ly(a) © Ly(b).

3. Ly(a") =rLy(a).
Démonstration : On a

1. Comme
€q<x)€q(y> = eq(x Dy y)

Alors, on a
Ly(eq(w)eq(y)) = Ly (eg(z ©qy)) -

Si on pose par définition

a=eq(x) et b=re,(y),

on obtient

Lq<ab) = Lq(a) Dyq Lq(b)'

2. On a
a

Lq(g) = Lq(a) Dq Lq( )

Comme ; )
L) = Lafb) @, Ly(3) et L,(1) =0,

on obtient

Par suite d’aprés (3.3), on obtient
Ly(ab) = Ly(a) ©q Ly(-).

Maintenant comme
x 69(1 (_y) =T @q Y,

il résulte que
Ly(ab) = Ly(a) ©4 Ly(b).

3. La preuve est une conséquence des deux propriétés précédentes.

36
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3.2.7 Sur la fonction g-exponentielle de base a.

La fonction g-exponentielle de base a notée a, est définie par

a(z) = equ(a).
Remarque 3.2.8 Quand ¢ — 1, on a
ag(r) = equ(a)
— ezln( )
a”.

Proposition 3.2.9 Pour tout x et y deux nombres réels, on a

1. ag(z ©4y) = ag(x).aq(y).

by()
Démonstration :
1. On a
ag(x Bqy) = eo((x By y)Ly(a))

= eqg(vLy(a) By yLy(a))
= eg(wLy(a)).eq(yLy(a))
= aq<x)-aq(y>

2. On a

@
s}
—~
—
8
D
Q
<
N—
~
£
—
=S
SN—
SN—

aq<x Oq y)
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3. On a

—~
==z 23
S92 3 5 3
qm:w(x\ Quqxq

> o
~ o~
S G T 5 2 2=
—
(a\(a\\a)\m/x —_ - 3 3=

S < e NG G I IS
ET 232 R S EEEEEE
~— — ~— ~— ~— (M(m‘(mq = = <
ST TT S & T I Sl
o n I I I I
s ©
(m‘ -
= —
1w 3|~
N— (\

4. On a



Chapitre 4

La ¢-transformée de Laplace

L’objet de ce chapitre est de définir les deux types de la ¢-transormée de
Laplace et de donner leurs propriétés. Les résultats de ce chapitre se trouvent
dans [2] et [5].

4.1 La fonction ¢g-gamma de type 1.

Définition 4.1.1 Pour 0 < g < 1, la fonction g-gamma de type 1 notée I';
est définie par

Fq (33) _ (q;Q)OO (1 _ q)lfa:’

(4% @)oo
“+oo
0t (a5 Q)00 = H (1 —aq™) et x un nombre compleze avec Re (x) > 0.
n=0

Proposition 4.1.2 La fonction I'; satisfait [’équation fonctionnelle
Ig(z+1) = [z],Ty(x),

ou

39
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Démonstration : On a

Le+) = =g
T (4 9)oo (1— g)
H (1 — gntetl)
T (¢ Do (1— g
[Ta—g)
_ (L: q°) (4 9)oo (1- g7
[[a—g)

(01— @Dy ia
0= s 7
= [z],Ty(2).

Remarque 4.1.3 D’aprés la proposition précédente pour tout entier naturel
non nul n, on a

Ly(n+1) = [n],Ty(n)
— [l [ — 1], Ty(n — 1
= [n],[n =1, [1,Ty(1)
= [n],!T(1)
= [n]! carTy(1) =1

Remarque 4.1.4 La fonction I'; admet la représentation intégrale suivante

[(x) = / t* LB (—qt)d,t pour tout x € C avec Re(x) > 0.
0

Définition 4.1.5 la fonction q-Béta de type 1 notée B, est définie par

1
Byzw) = [ a1 - go)y e,
0
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ot z et w sont deux nombres complexes avec Re (z) > 0 et Re (w) > 0 et
+o0

[Ta+a™

w—1 __ n=0
(1 - qx)q T 400

H (1 + qw—1+n+x)

n=0

Remarque 4.1.6 On a

Ly ()T (w)

B,(z,w) = Ttw)

4.2 La g transformé de Laplace de type 1.

Définition 4.2.1 La g-transformée de Laplace de type 1 notée L, d’une
fonction f est définie par

Li(H0) @)= [ B(-amt)f ()it p € € avee Re(o) >0,

4.2.2 La g-transformée de Laplace de type 1 de quelques
fonctions usuelles.

1. f(t) =t* avec a > —1.
On a

L, (1) () = / " B, (—apt)td,

- [aem ()

1 > 1)—-1
= et / Ey(—qy)y“ ™ dy
0

Fy(a+1)
pa+1 :

2. f(t) =e¢,(at) avec a € C.



L, () () = / " Ey(—qpt)e, (at) dyt

1/°° at
= - E—qte(—)dt
] Eawe, (2 d

1/OOE( Dy

—= — _q -

plo " = [n],!p" !

B +oo an OOE nd

= ZOW i o(—qt)t"dgt
—+00

ZO a"T'y(n+1)
2

[n],!pn
n=0

1 a\"
2 ()
1 1
p

n=

: si Re(p) > Re(a)

1_ @
p

1

p—a

3. f(t)=E,(at) avec a € C.
On a

L, (1) () = / " E,(—qpt)E, (at) dyt

1 [ at
= - E(—gt)E, | — | d,t
p/o q(‘])q<p)q

400 n(n-1)

1/°° qg 2z a™t"
- | B L gy
P Jo o ); [n], o

+00 n(n271) a/n

q /°° n
= - E,(—qt)t"d,t
n=0 [n]q!anrl 0 q( ) !

B f a"I'y(n+1)

[n] . !anrl

1<% (a)" n(n—1)
— — — q 2
p 0 p



4. f(t) = cosy(at), avec a € C.

On a

Ly (f()) (p)

cosq at

e zat zat
a1 ) »)

(Lq ( eq(wt))() Ly (eq (—iat)) (p))
p

l\DIl—‘l\DIr—t

p—i—za) si Re(p) > Re(a)

—ZCL

2 .

3,

5. f(t) = sin,(at), avec a € C.

On a

6. f(t)=
On a

Ly (f(1) ()

Lyfsing(at) ()
L, <eq (iat) —2qu (—zat)) )

L (L (e, (at)) (p) — Ly (eq (—iat)) (p)

2

1 1 1

— - i R R

2 (p—ia p—l—ia) st Re(p) > Re(a)

hy(at), avec a € C.

Ly (£(2)) (p)

% (Lq (¢q (at)) (p) + Ly (g (—at)) (p))

1 1 1

5 p—a+p+a> si Re(p) > Re(a)
p
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7. f(t) = shy(at), avec a € C.

On a

Ly (f(1) (p) =

8. f(t)=H(t—a), ou H est la fonction de Heaviside définie par

1sit>a;

H(t—a):{ 0sit<a.

On suppose que a est un nombre réel strictement positif.

On a

Ly(H(t = a))(p)

/O‘OO Ey(—qpt)H(t — a)d,t

/ Ey(—qpt)d,t — / Ey(—qpt)d,t
0 0
n(n—1)

Ly(1) = Z(_l)n%(pq)n /Oa t"dgt

— [n],

9 n(n—1)
1 q 2 an+1
-=)) (=" pq)"
p ; [n],! [n+1],
1 00 qn(n;»l)
T 1)t pa)"
p nzzo( ) . 1]q!( )
1 00 qn(n2—1) .
- —(—pa)
p n=0 [n]q
1
- q(—ap)
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4.2.3 La g-transormée de Laplace de type 1 de la ¢-
dérivée.
On a le résultat suivant

Proposition 4.2.4 Soit [ : [0,4+00] — C une fonction et supposons que la
q-transormée de Laplace de type 1 de D,f existe, alors on a

Lq (D f(t)) (p) = —f(0) + pLq (f(2)) (p) -

Démonstration : On a
LD ) () = | (DuFO)E,(apt)it

En appliquant la g—intégration par parties, on obtient
L(DSW) @) = ~O)= [ F(at) D,E(—apt)dys

= —f(0) +qp/ f (qt) Ey(—qpt)d,t
= —f(0)+pLy(f ))(p)

Ainsi, on a

Lq (D f(2)) (p) = —f (0) + pLq (£ (1)) (p)-

[ ]
La proposition précédente admet la généralisation suivante

Proposition 4.2.5 Soit [ : [0,4+00] — C une fonction et supposons que la
q-transormée de Laplace de type 1 de Dy [ existent, alors on a

n—1

Ly (D f(1) (p) = p"Lq (f(£)) () = > "' D £(0).

1=0

Démonstration : La preuve se fait par récurrence.
Pour n =1, on a

Ly (Dyf (1)) (p) = pLq (f(1)) (p) = £ (0)

Supposons pour n fixé, on a

n—1

Ly (D f(1)) (p) = p"Ly (f(1) (p) = >_p" ' Di £ (0),

1=0
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et montrons que
Lq (D;H—lf(t)) ( ) n—HL an zDz

D’aprés la proposition précédente, on a

Ly (D771 f(1) (p) = pLq (DG £ (1)) (p) — Dy £ (0).

Maintenant en utilisant I’hypothése de récurrence, on obtient

L (D7 F0) ) = p|iL, <f<t>><p>—ip““D;f<o> - Dyf (0)
- 0 )~ S0 - 0370

= p"M Ly (f(1) (p) — Zp”‘iDéf (0)

En conclusion, on a

fy

n—

¥n € N*, Ly (Dgf(1) (p) = p"Lq (f (1) (p) — >_ p" """ Dy f(0).

%

Il
=)

La n-iéme ¢-dérivée d’une g-transformée de Laplace de type 1.

Proposition 4.2.6 Soit I’ la g-transformée de Laplace de type 1 d’une fonc-
tion f, alors on a

n(n 1)

Ly (" (1) (p) = (~1)"q = DyF,(p),

ou

Fy(p) =F (¢7p).

Démonstration : La preuve se fait par réccurence.
Pour n =1, on a

B = [ B (-2) s

q

~ [T B
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Alors

D,F,(p) = /000 —tE,(—qpt)f(t)d,t car D E,(ax) = aE,(qox)
= —Ly (tf ) (p)-

Supposons pour n fixé, on a

Lq (" (1)) (p) = (=1)"q

et montrons que

n(n 1)

DI Fye (p),

n(n+1

Ly ("1 £ () (p) = (=1)" g2 Dy g (p).

Fun(p) = /0 OoEq <—q(fff1> F(t)dyt

Alors

~ S
D;H_qunH (p) = (- )n+1 k=0 /0 E, (—apt) tn+1f(t)dqt

Ly (" £ (1)) (p)-

n(n+1)
2

= (-)""q

Par suite

n(n+1)

Ly (" (1) () = (=1)" g2 Dy Fpnia(p).

Exemple.
Calculons L, (t"e,(at)) avec a € C.



n n n(n—1) n
Lq (t"eq(at)) (p) = (=1)"¢ = Dy (q—”p——a
n(n 1
— -1 n+1 %Dn
(=1)""q ; aq” —

= (- *"D”Z
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> avec Re(p) > Re(a)

a] nj
400 - . .
o . n+1 n(n—1) —n [.]]q X [.] - 1](1 X ... X [j - n+ 1](1 i—n
= (-1)""¢ 7 a J:Zn p I
+0o0
_ ( 1)n+lq afnz q

1, x .. x [k + 1]qp

k=0

a”q"2 —~ M \ag
—n(n+1) 00
| R (L)
a’n —~  [k],! aq"

Le produit de ¢-convolution.

Définition 4.2.7 Soient f et g deux fonctions avec
g(t)=t"""', B eC,

ou € C avec Re (5) > 0.

an+kqn(n+k)

Le produit de q-convolution des deux fonctions f et g notée f *, g est

définie par

(f *q 9)(t

/f T)gq(t — qT)dyT

gt —qr) = (t — q7’)§*1.

On a le résultat suivant

ou

Proposition 4.2.8 Si f(t)

Za it et g(t =81,

ot a; € C et o; € C avec Re (o) >
avec Re () > 0, alors on a

Ly (%4 9)(1)) () = Ly (1)) () -Lq (9(2)) (p)

> —1 pour tout v = 1, ...,

netpeC



Démonstration : On a

(f *4 9)(1)

Par suite

Ly ((f %4 9)(1)) (p)

Exemples

= /(;tf(’/'>gq(t —qr)d,T

n

t
Zai/ T (t — qT)qB’lqu
i=0 70

t
Zait“ﬁﬁ/ y (1 —qy)y 'dgy
0

=0
n

Z aito‘“%Bq(ai + ]_, B)

n o)

Z a;By(a; +1,5) / E (—qpt)t*tPd,t

0

aqu(ai + 17 5)

- Lyl +6+1)
>

pai+6+1

1. Calculons L, (f sin, s d s) (p).

On a

I, </Otsinqsdqs> () = Ly (singt+1)(p)

(
= L, (sing?) (p) Ly (1) (p)
1

49
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2. Calculons L, <fg(t — Co8, T)qu) (p).
On a

L([e=cosmar) o) = L (75 ) 0 -1 ([ cons ) 0

_ Lq( r )(p)—Lq(cosqt*l)(p)

1+4+4¢
B 1
(4P pPt1
12 1
(4P pPt1
1 1
P P+
Pl p
P+

4.2.9 Application de la g—transformée de type 1 a la ré-
solution des équations aux g—différences linéaires.

Exemple 1

On considére le probléme suivant

D,y(t) = ay(t)+1t, t >0,
{ 4(0) = 0, (4.1)

ol a est un nombre réel.
En appliquant la ¢—transformée de type 1 a I’équation aux g-différences
dans (4.1), on obtient

Ly(Dgy(t))(p) = Ly(ay(t) +t)(p)-

C’est-a-dire
pYq (p) —y(0) = aYy (p) + o
ou
Yy (p) = Ly(y(t))(p)
C’est-a-dire
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En utilisant 1la décomposition en éléments simples, on obtient

) - -
= Ee g T @ W
Par suite (at) .
eq (a
v =" " E
Exemple 2

On considére le probléme suivant

D2y(t) — 2Dgy(t) — 3y(t) = 0, t >0,
{ y(0) = b, Dgy(0) = a, (4.2)

ol b et a, sont deux nombres réels.
En appliquant la ¢g—transformée de type 1 a I’équation aux g-différences
dans (4.2), on obtient

Lq(Dgy(t) — 2Dgy(t) — 3y(t))(p) = 0.

C’est-a-dire

p*Y, (p) — py(0) — Dyy(0) — 2pY, (p) + 2y (0) — 3Y, (p) =0,

ou

C’est-a-dire

(p—2)b+ q,
Y, (p -~ - <
W= D)
B 3b+ aq 1 n b+ ay 1
- 4 p+1 4 )p—3
Par suite 5 + -
a a
y(t): 4 qeq (_t)+ 4 qeq (Bt)

4.3 La fonction ¢g-gamma de type 2.

Définition 4.3.1 La fonction q-gamma de type 2 notée vy, est définie par

%@v:/'f*%vw%u
0

ot x € C avec Re () > 0.
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On a le résultat suivant

Proposition 4.3.2 Pour tout x € C avec Re (x) > 0 et n € N*, on a
1. y,(1) = 1.
2. Yol +1) = ¢ [z],7().

—n(n+1)

3. 7,(n) =q L'y(n).

Démonstration :

1. On a
V(@) = / eo(—1)d,t
1

2. Ona -
Yz +1) = / teq(—t)d,t.
0

En utilisant la ¢g—intégration par parties qui est valable pour la g—intégrale
dans R*. Pour cela, on pose

u=1t"et Dy (t) = e (—t)d,t,
on obtient
et ) = = [l eyl—a) d
— [, / 1o, (—qt)dt.
0

Maintenant on pose le changement de variable

T = qta
on obtient
x o
’yq(a:—l—l) = &/ Tx_leq(—T)qu
q7* Jo
[z]
= qmq7q<x),
Cest-a-dire
2],
V(v +1) = —,()



3. D’aprés I’égalité précédente pour n entier naturel non nul, on a

Vq(n) =

Par suite, on a

[n—l]q [n — 2]

n—1]
qn—l

q

’yq(n —1).

q

V(n) =

= (1)

qnfl

= Yo(n —2)

111,

i=1

g2 n—1
[n—1],!

n(n—1)

q 2
= g

—n(n—1)

C’est-a-dire

L'y(n) car I'y(n) = [n — 1] !.
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4.3.3 La g-transformée de Laplace de type 2 de quelques

fonctions usuelles.

1. f(t) =t* avec a > —1.
On a

Ly (1) (p)

Pour « =n € N, on a

L, (p) =

= / eq(—pt)td,t
0

I eq(—t)tdgt
pa+1

Y, (a+1)
pa+1 '

Y, (n+1)
pn+1

—n(n+1)
2

q [n],!

pn+1



2. f(t) = e,(at) avec a un nombre complexe.

On a

Ly (eq(at)) (p)

3. (1) =
On a

Ly (Eq(at)) (p)

a” q
- EZMJ! pr

= [ etemeanay
0o +oo n
_ /0 ea(—pt) S ([Z?! d,t

n=0

+oo am 00
— 2}—7/ eq(—pt)t"d,t
0

n=>0 [Tb]q
—n(n+1)
= [n],!

+oo n

n=0

—n(n+1) a
= 2
Z q n+1

E,(at) avec a un nombre complexe.

AW%«mw@mw%t
/00 eq(—pt) in q@ ([ij)?dqt

q

n(n—1)

Zq : a/ eq(—pt)t"dyt

qgp—a

o4



4. f(t) = Cos,(at) avec a un nombre réel.

On a
q (Eq (iat) +2Eq (—z’at)) .

™

Ly (Cosy(at)) (p) =

= & [T (B, iat)) () + T, (B, (iat)) ()]
B a
2 {qp—ia qp—i—ia}
_ @
q2p2+a2'

5. f(t) = Siny(at) avec a un nombre réel.

On a

L Sinfan) () = T, (P EE) g)
1

= 5 (Lo (B, (iab)) (p) = Ly (B, (—iat) (p)]

I
2i |gp—1a gqp+ia
a

@2p? + a2’

6. f(t) = cos,(at) avec a un nombre réel.

On a
Ly (cosy(at)) (p) = L4 (eq liat) +26q (—iat)) (p)
= %[L_ (eq (iat)) (p) + L_q(eq (—iat))(p)]
I X ntmtn (—ia)"
- 3[R ]
I
Z( 1)"q p2ntl’

S
o

7. f(t) = sin,(at) avec a un nombre réel.
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&~
@
=

LS
—
e
=
)
~—~
I
2

q (eq (iat) —2ieq (-m)) )

1 —
= 5 [Lq (eq (iat)) (p) — Lq (eq (—iat)) (p)]
1 I nn+1) 7’1/ I nn+1) ) 7’L
- 2_ q n+1 Z
n=0 =0
“+oo
_ (_1>n 7(2n+1)(n+1)a2_+
q P2

3
o

4.3.4 La g-transormée de Laplace de type 2 de la ¢-
dérivée.
On a le résultat suivant

Proposition 4.3.5 Soit f : [0,4+00] — C une fonction et supposons que la
q-transormée de Laplace de type 1 de D, f existe, alors on a

T, (D,f (1) () = —(0) + P, (7(1)) (13) |

q q

Démonstration : On a

T, (D, (1)) () = / T (Duf (O)eq(—pt)dt.

En appliquant la g—intégration par parties, on obtient

L,(DS() () = —f(0)— / " (qt) Dyea—pt)dyt
— f () +p / " (at) ea(—pt)dyt

= - p [ ) eg(—2u
_ f(0)+q/0 F () eyt

= 10+ 2z, ) (2)

q q

Ainsi, on a

L, (D,f(8) () = —£(0) + 2L, (£(1)) (8) |

q q
[ |
La proposition précédente admet la généralisation suivante
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Proposition 4.3.6 Soit f : [0, +00] — C une fonction et supposons que la
q-transormée de Laplace de type 1 de Dy [ existent, alors on a

n—1
— n n —n(n+1) — p i _ (n=i)(n—i-1) i
Ly (Dyf(1) () =p"a~ = Le(f(1)) (q—n) =) g = Df(0).
i=0
Démonstration : La preuve se fait par récurrence.
Pour n =1, on a
- b+ p
L, (0, @) () = 2L, ) () - 1 0).
Supposons pour n fixé, on a
n—1
— n n —n(n+1) — p i _ (n=i)(n—i-1) i
Ly (Dyf() (p) =p"a™ = Ly (f(t)) (q—n) D A = D, f(0),
i=0

et montrons que

—(n41)(n+2) —
2

Ly (Dythf(1) (p) = p™ g

D’aprés I’hypothése de récurrence, on a

— n n —n(n+1) — p n—i— _ (m—=i)(n—i—1) i
Ly (D f@) (0) =p"a™ = Ly (Dyf (1)) (q—n)— P e e DA(0).
Maintenant en utilisant la proposition précédente, on obtient

Zq (D:;Hf(t)) (p)

n+1 —n(n+1) n—1 ) )
2 J— p n —n(n+1) i 7(77,77,)(77,7271) i
= L) () v FO) = p g DT f(0)
=0
i1 —ED(m42) — P . —n(nt1) N SR
= pttlq 2 Lq(f(t))(qnﬂ)—pq = f(0)=)> p"'q > D, f(0)
=1
n —(n+1)(n+2) — P " n—i _@=d@ti=)
= ptg 2 Lq(f(t))(qn+1)—zp .q = D, f(0).
i=0
En conclusion, on a
—n(n+1) P = (n—i)(n—i~1)
Vn € N, Ly (Dy f(1)) (p) =p"q" > Lq(f(t))(q—n)—zp”‘z‘l-q‘ = D, f(0).
i=0
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La n-iéme ¢-dérivée de la ¢-transformée de Laplace de type 2.

Proposition 4.3.7 Soit F, la g-transformée de Laplace de type 2 d’une fonc-
tion f, alors on a

Ly (t" f(1)) (p) = (—=1)" Dy Fy(p)-

Démonstration : La preuve se fait par réccurence.
Pour n =1, on a:

D,Fy(p) = D, /Ooo eq (—pt) f(t)d,t

- - /O (=Pt f(£)dt car Dyey(az) = aey(az)
= —Lg(tf(?)) (p)
Supposons pour n fixé, on a
Ly (" f(t) (p) = (=1)"Dg Fy(p),

et montrons que

Ly ("1 f (1) (p) = (=1)"" ' Dg Fy (p).

On a
Dy Fy(p) = DyDyF,(p)
= Dy(—=1)"Ly (t" f (1)) (p)
— (-1)"D, /OOO eq (=pt) " f(t)dgt
C et [
= (=1L, (" () ().
Alors, on a

Ly ("1 f (1) (p) = (=1)" ' Dy (p).
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Exemples

1. Calculons de la ¢-transformée de Laplace de type 2 pour la fonction g
définie par
g (t) = tnelI(a’t)’
ol n est un entier naturel non nul et @ un nombre complexe.

On a

Ly (t"eq(at)) (p) = (=1)"DyLq (eq(at)) (p)

n n+oo —k(k+1) a®
= (CU'DpY 0 o
k=0 p

+o0 3 k
— (—)"Dr! Z (=1) [k + 1], g
k=0

p2h+1
2+OO 2 —RCD (k1) — (k42 a”
= (-1)"Dy2Y (-1 [+ 1, [k+2],q 2 K HW
k=0

k

+oo |
n n _kG+1)  n(nt2kt1) []f + n]q. a
= (-1) Z G ? [k]q! phAntL’

2. Calculons de la ¢-transformée de Laplace de type 2 pour la fonction h
définie par
h(t) = ¢"E, (a),

ou n est un entier naturel non nul et ¢ un nombre complexe.

On a
L, (" Eyat)) (p) = (=1)"DI'Ly (Ey(at)) (p)
= (—1)"Dp—1
qp — a
. (_1\npyn—1/_ 'S
= G0 Y TS @

¢ k],

= (=0 (=) (qp — a) (¢*p — a) (¢°p — a)

i [n]q!

n+1

11 (¢p—a)

j=1



Bibliographie

1]

B. Ahmad, S. Ntouyas and J. Tariboon, Quantum Calculus: New Con-
cepts, World Scientific Publishing Company, Singapore, 2016.

R. Askey, The g-gamma and g-beta functions, Applicable Anal. 8(1978),
125-141.

G. Bangerezako, An introduction to g—difference equations, preprint
2008. (voir le site https://cdn.uclouvain.be/public/Exports%20reddot

/math/documents/RAPSEM354.pdf).

K. S. Chung, K.S., W. S. Chung, S.T. Nam and H. J. Kang, New ¢-
derivative and g-logarithm, Int. J. Theor. Phys.33(1994), 2019-2029.

W. S. Chung, T. Kim and H. I. Kwon, On the g-analog of the Laplace
transform, Russ. J. Math. Phys. 21(2014), 156-168.

T. Ernst, A Comprehensive Treatment of ¢-Calculus, Springer Basel
Heidelberg New York Dordrecht, 2012.

T. Ernst, A method for g-calculus, J. Nonlinear Math. Phys.10 (2003),
487-525.

F. H. Jackson, A generalization of the functions I'(n) and 2", Proc. Roy.
Soc.London, 74 (1904), 64-72.

F. H. Jackson, g-Difference equations, Am. J. Math. 32 (1910), 305-314.

V. Kac and P. Cheung, Quantum Calculus, Uiversitext, Springer-Verlag,
New York, 2002.

D. Larsson and S. Silvestrov, Burchnall-Chaundy theory for ¢-difference
operators and ¢-deformed Heisenberg algebras, J. Nonlinear Math.
Phys.10 (suppl. 2) (2003), 95-106.

60



Coyry MAEde — " Lgde kg ) 5 daexal) A8 o sgda (e D)
oY) A e s Alialin- o Y alae da S adle 5 el
Codled 5 Sl cValadd) Ja oS "o DY Jsad — & " Jlariils

Résumeé

A partir de la notion de la g-dérivée, on définit le q-intégrale et par
conséquent on peut résoudre des équations aux q-différences linéaire
d’ordre 1 analytiquement, et par g-transformée de Laplace on résoudre
les équations indiquées ci-dessous.

abstract

From the concept of the g-derivative we define the g-intégral and as
conséquence we can solve some g-diffenrence lineaire equations of
order 1, and with the g-Laplace transform we can solve some q-
difference equations.





