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Introduction

L�objet de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant le q-
calcul qui intervient dans plusieurs branches mathématiques et physiques
comme l�analyse combinatoire, les fonctions q�spéciales, le calcul ombral et
la physique théorique.
Ce mémoire comprend quatre chapitres.
Dans le premier chapitre on dé�nit la q-dérivée et la q-intégrale, on donne

quelques propriétés de ces deux notions et on donne aussi quelques exemples
d�applications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [3], [6], [7],
[10] et [11].
Le deuxième chapitre est consacré à la résolution explicite de quelques

équations aux q-di¤érences linéaires d�ordre 1. Les résultats de ce chapitre
se trouvent dans [3].
Dans le troisième chapitre on dé�nit la q�addition et on donne ses pro-

priétés, on dé�nit aussi la fonction q-logarithme et la fonction q-exponentielle
de base a et on donne quelques propriétés des fonctions q�trigonométrique.
Les résultas de ce chapitre se trouvent dans [6], [7] et [4].
En�n le dernier chapitre est consacré à la q-transformée de Laplace. Les

résultats de ce chapitre se trouvent dans [2] et [5].
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Chapitre 1

Sur la q�dérivée et la
q�intégrale.

Dans ce chapitre on dé�nit la q-dérivée et la q-intégrale, on donne quelques
propriétés de ces deux notions et on donne aussi quelques exemples d�applications.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [3], [6], [7], [10] et [11].

1.1 Sur la q-dérivée.

Dé�nition 1.1.1 soit A un ensemble non vide de R , A est dit q-géométrique
si q:t 2 A pour t 2 A, avec 0 < q < 1.

Dé�nition 1.1.2 soit f une fonction dé�nie sur un ensemble q-géométrique,
la q-dérivée de f notée Dqf est dé�nie par

Dqf(t) =

8>><>>:
f(t)� f(qt)
(1� q)t si t 6= 0,

lim
t!0

f(t)� f(qt)
(1� q)t si t = 0:

Remarque 1.1.3 Soit f une fonction dé�nie sur un ensemble q géométrique.
Si t 6= 0, on a

lim
q!1

Dqf(t) = lim
q!1

f(t)� f(qt)
(1� q)t :

Maintenant si on pose (1� q)t = h, on obtient

lim
q!1

Dqf(t) = lim
h!0

f(t+ h)� f(t)
h

= f 0 (t) :

3
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Notation 1 On note par
D0
qf(t) = f(t);

et
Dn
q f(t) = DqD

n�1
q f(t) pour tout n 2 N�:

Théorème 2 (Propriétés de la q-dérivée).
Soit f et g deux fonctions q-dérivables sur un ensemble q-géométrique A

et a et b deux nombres réels, alors on a

(i) Dq(af + bg)(t) = aDqf(t) + bDqg(t):

(ii) Dq(fg)(t) = g(qt)Dqf(t) + f(t)Dqg(t):

(iii) Dq(
f

g
)(t) =

g(qt)Dqf(t)� f(qt)Dqg(t)

g(qt)g(t)
si g 6= 0 sur A:

En particulier si f � 1, on a

Dq(
1

g
)(t) =

�Dqg(t)

g(qt)g(t)
:

(iv) Dq(
p
f)(t) =

Dqf(t)p
f(qt) +

p
f(t)

si f > 0 sur A:

Démonstration :

(i) On a

Dq(af + bg)(t) =
(af + bg)(qt)� (af + bg)(t)

(q � 1)t

= a
f(qt)� f(t)
(q � 1)t + b

g(qt)� g(t)
(q � 1)t

= aDqf(t) + bDqg(t):

(ii) On a

Dq(fg)(t) =
(f:g)(qt)� (f:g)(t)

(q � 1)t

=
f(qt):g(qt)� f(t)q(t)

(q � 1)t
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On ajoute et on retranche f(qt):g(t), on obtient

Dq(fg)(t) =
f(qt)g(qt)� f(qt)g(t) + f(qt)g(t)� f(t)g(t)

(q � 1)t

= f(qt)
g(qt)� g(t)
(q � 1)t + g(t)

f(qt)� f(t)
(q � 1)t

= f(qt)Dqg(t) + g(t)Dqf(t):

De même on peut avoir

Dq(fg)(t) = g(qt)Dqf(t) + f(t)Dqg(t):

(iii) On a

Dq(
f

g
)(t) =

f(qt)g(t)� f(t)g(qt)
g(qt)g(t)

(q � 1)t

=
f(qt)g(t)� f(qt)g(qt) + f(qt)g(qt)� f(t)g(qt)

(q � 1)tg(qt)g(t)

=

g(t)� g(qt)
(q � 1)t f(qt) +

f(qt)� f(t)
(q � 1)t g(qt)

g(qt)g(t)

=
�f(qt)Dqg(t) + g(qt)Dqf(t)

g(qt)g(t)
:

En particulier si f � 1, on a

Dq(
1

g
)(t) =

�Dqg(t)

g(qt)g(t)
:

(iv) On supose que f > 0 sur A, alors on a

Dq(
p
f)(t) =

p
f(qt)�

p
f(t)

(q � 1)t

=
f(qt)� f(t)

(q � 1)t(
p
f(qt) +

p
f(t))

=
f(qt)� f(t)
(q � 1)t :

1p
f(qt) +

p
f(t)

=
Dqf(t)p

f(qt) +
p
f(t)
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Remarque 1.1.4 D�aprés le Théorème précédent si on supose que f > 0 sur
A, on a

lim
q!1

Dq(
p
f)(t) =

f 0(t)

2
p
f(t)

:

Théorème 3 (Voir la référence [11, Page 97]) La q�dérivée de la composée
d�une fonction avec un monôme.
Soit f une fonction q-dérivable sur un ensemble q-géométrique A et et

u(t) = at� avec � � 0, alors on a

Dq(f � u)(t) = Dqu(t):Dqf(u(t)):

Démonstration : On a

Dq(f � u)(t) = Dqf(at
�)

=
f(aqt�)� f(at�)

(q � 1) t

=
f(aqt�)� f(at�)
aqt� � at� :

aqt� � at�
(q � 1) t

=
aqt� � at�
(q � 1) t :

f(aqt�)� f(at�)
aqt� � at�

= Dqu(t):Dqf(u(t)):

1.2 Exemples d�applications

1) Soit x 2 R et n 2 N�.
Si x 6= 0, on a

Dq(x
n) =

(qx)n � xn
(q � 1)x

=
qn � 1
q � 1 x

n

=
1� qn
1� q x

n�1

=

n�1X
k=0

qkxn�1

= [n]qx
n�1;
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où

[n]q :=

n�1X
k=0

qk:

Si x = 0; on a

lim
x!0
[n]qx

n�1 =

�
1 si n = 1,
0 si n � 2:

En conclusion

Dq(x
n) =

8<:
[n]qx

n�1 si x 6= 0,
1 si x = 0 et n = 1;
0 si x = 0 et n � 2:

2) Pour tout x > 0, on a

Dq(logx) =
logqx� logx
(q � 1)x

=
logq + logx� logx

(q � 1)x

=
logq

(q � 1)x:

Remarque 1.2.1

lim
q!1

Dq(logx) = lim
q!1

logq

q � 1 :
1

x
= 1:

1

x
=
1

x
:

3) Pour tout x 2 R� et a 2 R, on a

Dq(e
ax) =

eaqx � eax
(q � 1)x

=
eaqx�ax � 1
(q � 1)x eax

=
ea(q�1)x � 1
(q � 1)x eax:

Remarque 1.2.2

lim
q!1

Dq(e
�x) = lim

q!1

e�(q�1)x � 1
(q � 1)x e�x = aeax:
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� Maintenant si x = 0 , on a

lim
x!0

ea(q�1)x � 1
(q � 1)x eax = a lim

x!0
eax = a:

En conclusion, on a

Dq(e
ax) =

8<:
ea(q�1)x � 1
(q � 1)x eax si x 6= 0,

a si x = 0:

4) Pour tout x 2 R� et � 2 R�, on a

Dq sin(�x) =
sin(�qx)� sin(�x)

(q � 1)x

=

2 cos
��qx+ �x

2

�
sin
��qx� �x

2

�
(q � 1)x

=
2 cos

�(q + 1)�x
2

�
sin
�(q � 1)�x

2

�
(q � 1)x

=
� cos

�(q + 1)�x
2

�
sin
�(q � 1)�x

2

�
(q � 1)�x

2

= � cos
�(q + 1)�x

2

�sin�(q � 1)�x
2

�
(q � 1)�x

2

:

Remarque 1.2.3 Comme lim
q!1

sin
�(q � 1)�x

2

�
(q � 1)�x

2

= 1, alors on a

lim
q!1

Dq sin(�x) = � cos�x =
d(sin�x)

dx
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Si x = 0 on a :

lim
x!0

cos
�(q + 1)�x

2

�� sin�(q � 1)�x
2

�
(q � 1)�x

2

= �:

En conclusion, on a

Dq sin(�x) =

8>>><>>>:
cos
�(q + 1)�x

2

�� sin�(q � 1)�x
2

�
(q � 1)�x

2

si x 6= 0,

� si x = 0:

De même, on a

Dq(cos(�x)) =

8>><>>: �
� sin

0@(q � 1)�x
2

1A
(q+1)x

sin

�
(q + 1)�x

2

�
si x 6= 0,

0 si x = 0:

Dq(tan(�x)) =

8<:
sin ((q � 1)�x)

(q + 1) x cos (�qx) cos (�x)
si x 6= 0,

0 si x = 0:

Dq(sinh(�x)) =

8<:
e�(q�1)x � 1
2(q � 1)x e

�x � e
�(1�q)x � 1
2(q � 1)x e

��x si x 6= 0,

0 si x = 0:

Dq(cosh(�x)) =

8<:
e�(q�1)x � 1
2(q � 1)x e

�x +
e�(1�q)x � 1
2(q � 1)x e

��x si x 6= 0,

2� si x = 0:

1.3 Sur la q-intégrale

1.3.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.3.2 Pour t > 0 on dé�nit l�ensemble Jt par

Jt =
n
tqn=n 2 N

o[n
0
o
avec 0 < q < 1:
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Dé�nition 1.3.3 Soit f : Jt ! R une fonction. La q-integrale de f notée
Iqf est dé�nie par

Iqf(t) =

Z t

0

f(s)dqs =
1X
n=0

t(1� q)qnf(tqn):

Approchement de la dé�nition (voir la référence [3])
On a Iqf(t) =

R t
0
f(s)dqs telle que dqs = tqn � tqn+1 (le pas).

La somme de Darboux est dé�nie par
1X
n=0

(tqn � tqn+1)f(tqx) =
1X
n=0

t(1� q)qnf(tqn):

Si la fonction f est bornée sur Jt c�est-à-dire f(Jt) 2 [�M;M ] (M > 0).
Alors la série

P1
n=0 t(1� q)qnf(tqn) est convergente et on a

1X
n=0

t(1� q)qnf(tqn) = Iqf(t):

Maintenant on dé�nit l�opérateur Eq par

Eq(F (t)) = F (qt):

Alors
Enq (F (t)) = Eq(E

n�1
q F )(t) = F (qnt):

On a

DqF (t) =
(1� Eq)F (t)
(1� q)t :

Comme
f(t) = DqF (t):

Alors

F (t) = (1� Eq)�1 [(1� q)tf (t)]

=
1X
n=0

(1� q)qntf(qnt):

Sachant que
DqF (t) = f(t),

on obtient

Iqf(t) = F (t) =
1X
n=0

(1� q)qntf(qnt):
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Théorème 4 Soit f une fonction telle que f : Jt �! R et supposons 0 <
q < 1 et la fonction x 7!j f(x):x� j est bornée sur Jt pour tout 0 < � < 1
alors Iqf existe.

Démonstration : Comme la fonction x 7!j f(x):x� j est bornée sur Jt;
alors on a

9M > 0;8x 2 Jt; j f(x):x� j< M:
C�est-à-dire

j f(qjx):qj�x� j< M:
Ce qui donne,

j f(qjx) j< M:q�j�x��:
Par suite, on a

j qjf(qjx) j< M:qj�j�x��

Ce qui donne,

j
+1X
j=0

qjf(qjx) j <
+1X
j=0

M:qj(1��)x��

=Mx��
+1X
j=0

q(1��)j

=
Mx��

1� q1�� :

Par suite, on a

j Iqf j=j (1� q)x
+1X
j=0

qjf(qjx) j< Mx1�� 1� q
1� q1��

C�est-à-dire Iqf converge.

Théorème 5 Soient f et g deux fonctions dé�nies sur Jt et � et � deux
nombres réels, alors on a

Iq(�f + �g)(t) = �(Iqf)(t) + �(Iqf)(t):

Démonstration : On a

Iq(�f + �g)(t) =
+1X
n=0

(1� q)qnt[�f(tqn) + �g(tqn)]

= �

+1X
n=0

(1� q)qntf(tqn) + �
+1X
n=0

(1� q)qntf(tqn)

= �Iqf(t) + �Iqg(t):
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Théorème 6 Soit f une fonction dé�nie sur Jt et continue en 0, alors on a

1. DqIqf(t) = f(t):

2. Si f est q�dérivable, alors on a

IqfDq(t) = f(t)� f(0):

3. 8 a, b 2 Jt, on a Z b

a

f(s)dqs = Iqf(b)� Iqf(a):

Démonstration :

1. On a

DqIq(f(t)) = Dq(Iqf)(t)

=
(Iqf)(qt)� (Iqf)(t)

(q � 1)t
=
P1

n=0

t(1� q)qn+1f(tqn+1)� (1� q)qnf(tqn)
t(q � 1)

=

P1
n=0 t(1� q)qn+1f(tqn+1)�

P1
n=0 t(1� q)qnf(tqn)

t(q � 1)
= �

P1
n=0 q

n+1f(tqn+1) +
P1

n=0 q
nf(tqn)

= �
P1

n=0 q
n+1f(tqn+1) + f(t) +

P1
n=0 q

n+1f(tqn+1)
= f(t):

Par suite, on a
DqIq(f(t)) = f(t):
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2. On a

(IqDq)f(t) = Iq(Dqf)(t)

= Iq(
f(qt)� f(t)
(q � 1)t )

=

1X
n=0

t(1� q)qn[Dqf(tq
n)]

=

1X
n=0

t(1� q)qn[f(qq
nt)� f(qnt)
(q � 1)tqn ]

=
1X
n=0

t(1� q)qn[f(q
n+1t)� f(qnt)
(q � 1)tqn ]

=
1X
n=0

[f(qnt)� f(qn+1t)]

= f(t)� lim
n!+1

f(qn+1t):

Comme f est continue au point 0 et 0 < q < 1, on obtient

(IqDq)f(t) = f(t)� f(0):

3. On a Z b

a

f(s)dqs =

Z 0

a

f(s)dqs+

Z b

0

f(s)dqs

=

Z b

0

f(s)dqs�
Z a

0

f(s)dqs

= Iqf(b)� Iqf(a):

Théorème 7 La q�intégration par parties.
Soient f et g deux fonctions continues sur Jt, alors on aZ t

0

f(x)Dqg(x)dqx = f(t)g(t)� f(0)g(0)�
Z t

0

g(qx)Dqf(x)dqx:

Démonstration : On a

Dq(f:g)(x) = f(x)Dqg(x) + g(qx)Dqf(x):
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On applique l�opérateur q-intégrale Iq qui est linéaire,on obtient

Iq(Dq(f:g)(x)) = Iq[g(x)Dqf(x)] + Iq[g(qx)Dqf(x)];

et comme pour une fonction h, on a

IqDqh(x) = h(x)� h(0),

on obtient,

f(x):g(x)� f(0):g(0) =
Z t

0

f(x)Dqg(x)dqx+

Z t

0

g(qx)Dqf(x)dqx:

C�est-à-dire,Z t

0

f(x)Dqg(x)dqx = f(t)g(t)� f(0)g(0)�
Z t

0

g(qx)Dqf(x)dqx:

Théorème 8 Changemment d�ordre d�intégration.
Soit f une fonction dé�nie et continue sur Jt, alors on aZ t

0

Z s

0

f(r)dqrdqs =

Z t

0

Z t

qr

f(r)dqsdqr:
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Démonstration : On aZ t

0

Z s

0

f(r)dqrdqs =

Z t

0

1X
n=0

s(1� q)qnf(qns)dqs

=

Z t

0

s(1� q)
1X
n=0

qnf(qns)dqs

= (1� q)
1X
n=0

qn
Z t

0

sf(qns)dqs

= (1� q)
1X
n=0

qn
1X
m=0

t(1� q)qm(tqm)f(tqm+n)

= t2(1� q)2
1X
n=0

1X
m=0

qn+2mf(tqn+m)

= (1� q)2t2
1X
n=0

(qnf(qnt) + qn+2f(qn+1t) + :::+ qn+2mf(qn+mt) + :::::)

= (1� q)2t2[f(t) + (q + q2)f(qt) + :::+ (qn + qn+1 + :::+ qn+n)f(qnt) + :::]

= (1� q)2t2
1X
n=0

qn(
(1� qn+1)
(1� q) )f(qnt)

= t(1� q)
1X
n=0

qn(t� qqnt)f(qnt):

=

Z t

0

(t� qr) f(r)dqr

=

Z t

0

Z t

qr

f(r)dqsdqr:

Théorème 9 Changement de variable linéaire dans une q�intégrale.(voir la
référence [6, Lemma 6.3.5 page 204])
On a Z t

0

f(s)dqs = a

Z t

a

0

f(as)dqs:

1.3.4 Exemples d�applications

1. Pour f(t) = t, on a
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Z t

0

f(s)dqs = t(1� q)
1X
n=0

qnf(tqn)

= t(1� q)
1X
n=0

qn(tqn)

= t2(1� q)
1X
n=0

q2n

= t2(1� q)
1X
n=0

(q2)n

= t2(1� q) 1

1� q2

=
t2

1 + q
:

2. Pour f(t) =
p
t, on a

Z t

0

f(s)dqs = t(1� q)
1X
n=0

qnf(tqn)

= t(1� q)
1X
n=0

qn
p
tqn

= t(1� q)
1X
n=0

qnt
1
2 q

n
2

= t
p
t(1� q)

1X
n=0

q
3n
2

= t
3
2 (1� q) 1

1� q 32

= t
3
2
(1�pq)(1 +pq)

(1�pq)(1 +pq + q)Z t

0

f(s)dqs =
(1 +

p
q)

(1 +
p
q + q)

t
3
2 :

3. Pour f(t) = log t, on a
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Z t

0

f(s)dqs =

1X
n=0

t(1� q)qn log(tqn)

=
1X
n=0

t(1� q)qn[log t+ log qn]

=
1X
n=0

t(1� q)qn log t+
1X
n=0

t(1� q)qn log qn

= (1� q)t log t
1X
n=0

qn + (1� q)t log q
1X
n=0

nqn

= (1� q)t log t 1

1� q + (1� q)tq log q
1X
n=0

nqn�1

= t log t+ (1� q)tq log q(Dq

1X
n=0

nqn)

= t log t+ (1� q)tq log qDq(
1

1� q )

= t log t+ (1� q)tq log q 1

(1� q)2

= t log t+
q log q

1� q t:

Remarque 1.3.5

lim
q!1
(t log t+

q log q

1� q t) = t log t� t

Dé�nition 1.3.6 Soit f : [0;+1) ! R une fonction, alors la q�intégraleR +1
0

f(x)dqx est dé�nie parZ +1

0

f(x)dqx = (1� q)
+1X
n=�1

f (qn) qn:

Théorème 10 La q�intégration par parties (voir la référence [6, Theorem
6.3.2 page 203])
Soient f et g deux fonctions continues sur [0;+1), alors on aZ t

0

f(x)Dqg(x)dqx = [f(t)g(t)]
+1
0 �

Z t

0

g(qx)Dqf(x)dqx:



Chapitre 2

Sur les équations aux
q-di¤érences linéaires d�ordre 1.

L�objet de ce chapitre est de donner les solutions explicites de quelque équa-
tions aux q-di¤érences linéaires d�ordre 1. Les résultats de ce chapitre se
trouvent dans [3].

2.1 Les équations aux q�di¤érences de type
Dqy(x) = ay(x) + b (x) :

Dé�nition 2.1.1 Pour tout x 2 R et 0 < q < 1,on dé�nit la fonction q-
exponentielle de type 2 et on la note eq (x) par la série entiere suivante

1X
n=0

xn

[n]q!
;

où

[n]q! =
nY
j=0

[j]q:

2.1.2 Les équations aux q�di¤érences de type Dqy(x) =
ay(x):

On considere l�équation aux q-di¤érences linéaire d�ordre 1 suivante

Dqy(x) = ay(x); (2.1)

où 0 < q < 1, a est un nombre réel et x un nombre réel strictement
positif.

18
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D�aprés l�équation (2.1), on a

y (qx)� y (x)
(q � 1)x = ay(x):

C�est à-dire
y (qx) = [1 + (q � 1)xa] y (x) :

C�est-à-dire

y (x) =
y (qx)

[1 + (q � 1)xa] :

D�aprés l�égalité précédente, on a

y (x) =
y (q2x)

2Y
j=1

[1 + (qj � 1)xa]
;

et par suite par réccurence, on a

y (x) =
y (qnx)

nY
j=1

[1 + (qj � 1)xa]
:

Comme 0 < q < 1 et si on suppose que y est continue au point x = 0, on
obtient

y (x) =
y (0)

+1Y
j=1

[1 + (qj � 1)xa]
: (2.2)

Maintenant cherchons les solutions de l�équation (2.1) sous la forme

y(x) =

1X
n=0

cnx
n; (2.3)

où cn est un nombre réel pour tout entier naturel n:
D�aprés (2.1) et (2.3), on a

1X
n=0

cnDqx
n = a

1X
n=0

cnx
n:

Comme Dqx
n = [n]qx

n�1 pour tout n entier naturel non nul, on obtient

8n 2 N, cn+1 =
a

[n+ 1]q
cn:
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Par suite, on a

8n 2 N, cn = anc0
nY
j=0

1

[j]q
:

C�est-à-dire
8n 2 N, cn =

anc0
[n]q!

, (2.4)

D�aprés (2.3) et (2.4), on obtient

y(x) = c0

1X
n=0

(ax)n

[n]q!
: (2.5)

C�est-à-dire
y(x) = c0eq (ax) : (2.6)

Remarque 2.1.3 Sachant que l�équation aux di¤érences (2.1) avec la con-
dition initiale y (0) = y0 admet une unique solution alors d�aprés (2.2) et
(2.5) on obtient l�identité d�Euler (voir la référence [6, Chapitre 6 page 226])

1X
n=0

(ax)n

[n]q!
=

1
+1Y
j=1

[1 + (qj � 1)xa]
:

2.1.4 Les équations aux q�di¤érences de type Dqy(x) =
ay(x) + b (x) :

Maintenant on considere l�équation aux q-di¤érences linéaire d�ordre 1 avec
second membre siuvante

Dqy(x) = ay(x) + b (x) ; (2.7)

où b: R+ ! R est une fonction continue.
Pour la résolution de l�équation (2.7) on applique la méthode de la vari-

ation de la constante pour cela on pose

y(x) = c(x)eq (ax) : (2.8)

En appliquant l�opérateur aux q-di¤érences aux deux membres de (2.8)
on obtient

Dqy(x) = Dq (c(x)eq (ax)) :
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C�est-à-dire

ay(x) + b (x) = eq (aqx)Dqc(x) + c(x)aeq (ax) :

C�est-à-dire
b (x) = eq (aqx)Dqc(x):

C�est-à-dire
Dqc(x) = (eq (aqx))

�1 b (x) :

Par suite, on a

c(x) =

Z x

x0

(eq (aqt))
�1 b(t)dqt+ c (0) ;

et par conséquent la solution générale de (2.7) est

y(x) = c (0) eq (ax) + eq (ax)

Z x

x0

(eq (aqt))
�1 b(t)dqt:

2.2 Les équations aux q�di¤érences de type
Dqy(x) = ay(qx) + b (x) :

Dé�nition 2.2.1 Pour tout x 2 R et 0 < q < 1, on dé�nit la fonction
q-exponentielle de type 1 et on la note Eq (x) par la série entiere suivante

+1X
j=0

q
j(j�1)

2
xj

[j]q!
:

2.2.2 Les équations aux q�di¤érences de type Dqy(x) =
ay(qx):

On considere l�équation aux q-di¤érences linéaire d�ordre 1 suivante

Dqy(x) = ay(qx); (2.9)

où 0 < q < 1, a est un nombre réel et x un nombre réel strictement
positif.
D�aprés l�équation (2.9), on a

y (qx)� y (x)
(q � 1)x = ay(qx):
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C�est à-dire
y (x) = [1 + (1� q)xa] y (qx) :

D�aprés l�égalité précédente, on a

y (x) =

2Y
j=1

�
1 +

�
1� qj

�
xa
�
y
�
q2x
�
;

et par suite par réccurence, on a

y (x) =

nY
j=1

�
1 +

�
1� qj

�
xa
�
y (qnx) :

Comme 0 < q < 1 et si on suppose que y est continue au point x = 0, on
obtient

y (x) = y (0)
+1Y
j=1

�
1 +

�
1� qj

�
xa
�

(2.10)

Maintenant cherchons les solutions de l�équation (2.9) sous la forme

y(x) =
1X
n=0

dnx
n; (2.11)

où dn est un nombre réel pour tout entier naturel n:
D�aprés (2.9) et (2.11), on a

1X
n=0

dnDqx
n = a

1X
n=0

dn (qx)
n :

Comme Dqx
n = [n]qx

n�1 pour tout n entier naturel non nul, on obtient

8n 2 N, dn+1 =
aqn

[n+ 1]q
dn:

Par suite, on a

8n 2 N�, dn = and0
nY
j=1

qj�1

[j]q
:

C�est-à-dire

8n 2 N, dn =
anq

n(n�1)
2

[n]q!
d0, (2.12)
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D�aprés (2.11) et (2.12), on obtient

y(x) = d0

1X
n=0

q
n(n�1)

2
(ax)n

[n]q!
: (2.13)

C�est-à-dire
y(x) = d0Eq (ax) : (2.14)

Remarque 2.2.3 Sachant que l�équation aux di¤érences (2.9) avec la con-
dition initiale y (0) = y0 admet une unique solution; alors d�aprés (2.10) et
(2.13) on obtient l�identité d�Euler (voir la référence [6, Chapitre 6 page 226])

1X
n=0

q
n(n�1)

2
(ax)n

[n]q!
=

+1Y
j=1

�
1 +

�
1� qj

�
xa
�
:

2.2.4 Les équations aux q�di¤érences de type Dqy(x) =
ay(qx) + b (x) :

Maintenant on considere l�équation aux q-di¤érences linéaire d�ordre 1 avec
second membre siuvante

Dqy(x) = ay(qx) + b (x) ; (2.15)

où b: R+ ! R est une fonction continue.
Pour la résolution de l�équation (2.15) on applique la méthode de la vari-

ation de la constante pour cela on pose

y(x) = c(x)Eq (ax) : (2.16)

En appliquant l�opérateur aux q-di¤érences aux deux membres de (2.16)
on obtient

Dqy(x) = Dq (c(x)Eq (ax)) :

C�est-à-dire

ay(qx) + b (x) = Eq (aqx)Dqc(x) + c(x)aEq (ax) :

C�est-à-dire
b (x) = Eq (aqx)Dqc(x):

C�est-à-dire
Dqc(x) = (Eq (aqx))

�1 b (x) :
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Par suite, on a

c(x) =

Z x

x0

(Eq (aqt))
�1 b(t)dqt+ c (0) ;

et par conséquent la solution générale de (2.15) est

y(x) = c (0)Eq (ax) + Eq (ax)

Z x

x0

(Eq (aqt))
�1 b(t)dqt:



Chapitre 3

Sur la q-addition et quelques
q-fonctions.

Le but de ce chapitre est de dé�nir la q�addition et étudier ses propriétés, on
dé�nit aussi la fonction q-logarithme et la fonction q-exponentielle de base
a et on donne quelques propriétés des fonctions q�trigonométrique. Les
résultas de ce chapitre se trouvent dans [6], [7] et [4].

3.1 Sur la q-addition.

Dé�nition 3.1.1 Pour tout n 2 N, (x; y) 2 C2, la q-addition notée �qest
dé�nie par

�q : N � C2 ! C2

(n; y; a) 7! x�q y

avec

(x�q y)n =
nX
k=0

�
n

k

�
q

xkyn�k

Exemple 3.1.2 On a

1. (2�q 1) = 15 + 6(q + q2):

2. (2� 1
2
1)3 = 39

2
:

3. (a�q b)1 = a+ b:

4. (a�q b)2 = a2 + [2]q!ab+ b2:

25
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5. (a�q b)4 = a4 + [4]q a3b+
[4]q! [3]q!

[2]q!
a2b2 + [4]q!ab

3 + b4:

Remarque 3.1.3 1. x�q y est un couple mais (x�q y)1 est un nombre.

2. (x�q y)0 = 1:

3.1.4 Proprietés de la q-addition.

Proposition 3.1.5 Pour tout n 2 N et a, b, c et � 2 C, on a

1. (a�q b)n = (b�q a)n :

2. (�a�q �b)n = �n (b�q a)n :

3. ((a�q b)�q c)n = (a�q (b�q c))n :

Démonstration :

1. On a

(a�q b)n =
nX
k=0

�
n

k

�
q

akbn�k

=
nX
k=0

[n]q!

[k]q! [n� k]q!
akbn�k

=
nX
k=0

[n]q!

[n� k]q! [k]q!
an�kbk

=
nX
k=0

�
n

k

�
q

an�kbk

= (b�q a)n :

2.

(�a�q �b)n =

nX
k=0

�
n

k

�
q

(�a)k (�b)n�k

= �n
nX
k=0

�
n

k

�
q

akbn�k

= �n (a�q b)n :
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3.

((a�q b)�q c)n =
nX
k=0

�
n

k

�
q

(a�q b)k cn�k

=

nX
k=0

�
n

k

�
q

kX
j=0

�
k

j

�
q

ajbk�jcn�k:

Si on pose j = k0 et k � j = l0, on obtient

nX
k=0

�
n

k

�
q

kX
j=0

�
k

j

�
q

ajbk�jcn�k =

nX
k0=0

�
n

k0

�
q

ak
0
n�k0X
l0=0

�
n� k0
l0

�
q

bl
0
cn�k

0�l0

= (a�q (b�q c))n :

Par suite, on a

((a�q b)�q c)n = (a�q (b�q c))n :

Remarque 3.1.6 D�aprés la Proposition précédente, il résulte que la q-addition
est une opération commutative, associative, admet un élément neutre qui est
0 et la multiplication ordinaire est distributive sur la q-addition.

3.1.7 La q-soustraction.

la q-soustraction notée 	q est dé�nie par

a	q b = a�q (�b),

avec a et b deux nombres complexes.

Remarque 3.1.8 Pour a et b deux nombres complexes, on a

a	q b = a�q (�b)
= �(�a)�q (�b)
= �1((�a)�q (b))
= �1(b�q (�a))
= �1(b	q a)
= �(b	q a):
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3.1.9 La généralisation de l�addition pour n variables.

On a le résultat suivant

proposition:

Pour tout n 2 N et (x1; x2::::xm) 2 Cm, on a:

(x1�qx2+:::�qxm)n =
nX

k2=0

n�k2X
k3=0

:::

n�

m�1X
i=2

kiX
km=0

[n]q!

[k2]q! [k3]q!:::

"
n�

m�1X
i=2

ki

#
q

!

xk2mx
k3
m�1:::x

km�1
2 x

n�

m�1X
i=2

ki

1 :

Démonstration : On a
(x1 �q x2 + :::�q xm)n =
= (Pm�1 �q xm) avec Pm�1 = x1 �q x2 + :::�q xm�1

=
nX

k2=0

�
n

k2

�
q

xk2mp
n�k2
m�1

=
nX

k2=0

�
n

k2

�
q

xk1m

n�k2X
k3=0

�
n� k2
k3

�
q

xk3m�1p
n�k2�k3
m�2

=
nX

k2=0

n�k2X
k3=0

:::

n�

m�1X
i=2

kiX
km=0

�
n

k2

�
q

�
n� k2
k3

�
q

:::

�n� m�1X
i=2

ki

km

�
q

xk1mx
k2
m�1:::x

km�1
2 x

n�

m�1X
i=2

ki

1

=

nX
k2=0

n�k2X
k3=0

:::

n�

m�1X
i=2

kiX
km=0

[n]q !

[k2]q ![k3]q !:::

264n�
m�1X
i=2

ki

375
q

!

xk2mx
k3
m�1:::x

km�1
2 x

n�

m�1X
i=2

ki

1 :

Dé�nition 3.1.10 Pour tout n 2 N, (x; y) 2 C2, la q-coaddition notée
�qest dé�nie par

�q : N � C2 ! C2

(n; y; a) 7! x�q y;
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avec

(x�q y)n =
nX
k=0

�
n

k

�
q

qk(k�n)xkyn�k:

Dé�nition 3.1.11 Pour tout n 2 N, (x; y) 2 C2, la q-cosoustraction notée
	qest dé�nie par

	q : N � C2 ! C2

(n; y; a) 7! x	q y � x	q �y;

avec

(x�q �y)n =
nX
k=0

(�1)n�k
�
n

k

�
q

qk(k�n)xkyn�k:

On a le résultat suivant

Proposition 3.1.12 Soient x1 et x2 deux nombres complexes, alors on a

1. eq(x1 �q x2) = eq(x1):eq(x2):

2. Eq(x1 �q x2) = Eq(x1):Eq(x2):

Démonstration :

1. On a

eq(x1 �q x2) =
1X
n=0

1

[n]q!
(x1 �q x2)n

=
1X
n=0

1

[n]q!

nX
k=0

�
n

k

�
q

xk1x
n�k
2

=
1X
n=0

nX
k=0

1

[n]q!

�
n

k

�
q

xk1x
n�k
2

=
1X
n=0

nX
k=0

1

[n]q!

[n]q!

[k]q! [n� k]q!
xk1x

n�k
2

=
1X
n=0

nX
k=0

1

[k]q! [n� k]q!
xk1x

n�k
2

=

1X
n=0

xn1
[n]q!

1X
n=0

xn2
[n]q!

(car
1X
n=0

uk

1X
n=0

vk =

1X
n=0

nX
k=0

ukvn�k)

= eq(x1):eq(x2):
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2. On a

Eq(x1 �q x2) =

1X
n=0

q
n(n�1)

2

[n]q!
(x1 �q x2)n

=

1X
n=0

q
n(n�1)

2

[n]q!

nX
k=0

qk(k�n)
�
n

k

�
q

xk1x
n�k
2

=
1X
n=0

nX
k=0

q
n(n�1)

2

[n]q!
qk(k�n)

�
n

k

�
q

xk1x
n�k
2

=
1X
n=0

nX
k=0

q
n(n�1)

2
+k(k�n)

[n]q!

[n]q!

[k]q! [n� k]q!
xk1x

n�k
2

=

1X
n=0

nX
k=0

q
n(n�1)

2
+k(k�n)

[k]q! [n� k]q!
xk1x

n�k
2

=
1X
n=0

q
n(n�1)

2 xn1
[n]q!

1X
n=0

q
n(n�1)

2 xn2
[n]q!

(car
1X
n=0

uk

1X
n=0

vk =
1X
n=0

nX
k=0

ukvn�k)

= Eq(x1):Eq(x2):

3.1.13 Sur les fonctions q�trigonométriques.
On dé�nit les fonctions q�trigonométriques comme suit

sinq (x) =
eq(ix)� eq (�ix)

2i
=

1X
n=0

(�1)n x2n+1
[2n+ 1]q!

pour tout x 2 C avec jxj < 1;

cosq (x) =
eq(ix) + eq (�ix)

2
=

1X
n=0

(�1)n x2n
[2n]q!

pour tout x 2 C avec jxj < 1;

Sinq (x) =
Eq(ix)� Eq (�ix)

2i
=

1X
n=0

(�1)n qn(2n+1)x2n+1
[2n+ 1]q!

pour tout x 2 C;

Cosq (x) =
Eq(ix) + Eq (�ix)

2
=

1X
n=0

(�1)n qn(2n�1)x2n
[2n]q!

pour tout x 2 C:

D�aprés la proposition précédente, on a le résultat suivant

Proposition 3.1.14 On a

1. cosq(x) cosq(y) + sinq(x) sinq(y) = cosq(x	q y):
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2. cosq(x) cosq(y)� sinq(x) sinq(y) = cosq(x�q y):

3. sinq(x) cosq(y) + sinq(y) cosq(x) = sinq(x�q y):

4. sinq(x) cosq(y)� sinq(y) cosq(x) = sinq(x	q y):

5. Cosq(x)Cosq(y) + Sinq(x) Sinq(y) = Cosq(x	q y):

6. Cosq(x)Cosq(y)� Sinq(x) Sinq(y) = Cosq(x�q y):

7. Sinq(x)Cosq(y) + Sinq(y)Cosq(x) = Sinq(x�q y):

8. Sinq(x)Cosq(y)� Sinq(y)Cosq(x) = Sinq(x	q y):

3.2 Sur la q-dérivée D�:

Dé�nition 3.2.1 La q-dérivée D� d�une fonction f est dé�nie par

D�f(x) = lim
�!0

f(x�q �x)� f(x)
�x

:

Proposition 3.2.2 Pour tout entier naturel non nul n et a un nombre réel,
la q-dérivée D� satisfait les propriétés suivantes

1. D�(x
n) = [n]q x

n�1:

2. D�(x�q a)n = [n]q (n�q a)n�1:

3. D�(
1

xn
) =

� [n]q
xn+1

:

4. D�(
1

(x�q a)n
) =

� [n]q
(x�q a)n+1

:

5. D�(eq(ax)) = aeq(ax):

6. D�(Eq(ax)) = aEq(ax):

Démonstration :
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1. On a

D�(x
n) = lim

�x!0

(x�q �x)n � xn
�x

= lim
�x!0

nX
k=0

�
n

k

�
q

xn�k(�x)k � xn

�x

= lim
�x!0

xn +

�
n

1

�
q

xn�1�x+
nX
k=2

�
n

k

�
q

xn�k(�x)k � xn

�x

=

�
n

1

�
q

xn�1

= [n]q x
n�1:

2. On a

D�(x�q a)n = lim
�x!0

((x�q �x)�q a)n � (x�q a)n
�x

= lim
�x!0

[(x�q a)�q �x]n � (x�q a)n
�x

= lim
�x!0

nX
k=0

�
n

k

�
q

(x�q a)n�k(�x)k � (x�q a)n

�x

= lim
�x!0

�
n

1

�
q

(x�q a)n�1�x+
nX
k=2

�
n

k

�
q

(x�q a)n�k(�x)k

�x

=

�
n

1

�
q

(x�q a)n�1

= [n]q (x�q a)n�1:
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3. On a

D�(
1

xn
) = lim

�x!0

1
(x�q�x)n �

1
xn

�x

= lim
�x!0

xn � (x�q �x)n
(x�q �x)nxn�x

= lim
�x!0

xn � xn �
�
n

1

�
q

xn�1�x�
nX
k=2

�
n

k

�
q

xn�k(�x)k

(x�q �x)nxn�x

= lim
�x!0

�
�
n

1

�
q

xn�1 �
nX
k=2

�
n

k

�
q

xn�k(�x)k�1

(x�q �x)nxn

= �
� [n]q
xn+1

:

4. On a

D�(
1

(x�q a)n
) = lim

�x!0

1
((x�q�x)�qa)n �

1
(x�qa)n

�x

= lim
�x!0

1
((x�qa)�q�x)n �

1
(x�qa)n

�x

= lim
�x!0

1
((x�qa)�q�x)n �

1
(x�qa)n

�x

= lim
�x!0

(x�q a)n � ((x�q a)�q �x)n
((x�q a)�q �x)n(x�q a)n�x

= lim
�x!0

�
�
n

1

�
q

(x�q a)n�1 �
nX
k=2

�
n

k

�
q

(x�q a)n�k(�x)k�1

((x�q a)�q �x)n(x�q a)n

=
� [n]q

(x�q a)n+1
:
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5. On a

D�eq(ax) = lim
�x!0

eq(a(x�q �x))� eq(ax)
�x

= lim
�x!0

+1X
n=1

an

�
n

1

�
q

xn�1�x+

nX
k=2

�
n

k

�
q

an�kxn�k(�x)k

[n]q !

�x

=
+1X
n=1

an [n]q x
n�1

[n]q!

= a

+1X
n=0

anxn

[n]q!

= aeq(ax):

6. La preuve est similaire à celle de 5, alors on omettre la preuve.

3.2.3 La régle de q-Leibniz.

On a le résultat suivant

Proposition 3.2.4 Si f(x) =
+1X
n=0

anx
n et g(x) =

+1X
n=0

bnx
n, alors on a

D�(fg) (x) = g(x)D�f(x) + f(qx)D�g(x):

Démonstration : On a

f(x)g(x) =

+1X
n=0

anx
n

+1X
n=0

bnx
n

=
+1X
n=0

 
nX
k=0

akbn�k

!
xn:

Alors, on a

D�(fg) (x) =

+1X
n=1

 
nX
k=1

akbn�k

!
[n]q x

n

=

+1X
n=1

 
nX
k=1

akbn�k

!
[k + n� k]q xn:
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C�est-à-dire

D�(fg) (x) =
+1X
n=0

 
nX
k=0

akbn�k

!
[k + n� k]q xn: (3.1)

D�autre part, on a

[k + n� k]q =
1� qk+n�k
1� q

=
1� qk + qk (1� qn)

1� q

=
1� qk
1� q + q

k

�
1� qn�k

�
1� q

= [k]q + q
k [n� k]q :

C�est-à-dire
[k + n� k]q = [k]q + qk [n� k]q : (3.2)

Par suite d�aprés (3.1) et (3.2), on obtient

D�(fg) (x) =
+1X
n=1

 
nX
k=1

akbn�k

!�
[k]q + q

k [n� k]q
�
xn

=
+1X
n=1

 
nX
k=1

akbn�k

!
[k]q x

n +
+1X
n=1

 
nX
k=1

akbn�k

!
qk [n� k]q xn

= g(x)D�f(x) + f(qx)D�g(x):

C�est-à-dire

D�(fg) (x) = g(x)D�f(x) + f(qx)D�g(x):

3.2.5 Sur la q-logarithme.

Considérons l�équation
x = eq(y):

Cette équation admet une solution Lq et appelée le q-logarithme.
Comme eq(0) = 1, alors on a Lq (1) = 0:

Proposition 3.2.6 On a
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1. Lq(ab) = Lq(a)� Lq(b):

2. Lq(ab ) = Lq(a)	 Lq(b):

3. Lq(ar) = rLq(a).

Démonstration : On a

1. Comme
eq(x)eq(y) = eq(x�q y):

Alors, on a
Lq(eq(x)eq(y)) = Lq (eq(x�q y)) :

Si on pose par dé�nition

a = eq(x) et b = eq(y),

on obtient
Lq(ab) = Lq(a)�q Lq(b): (3.3)

2. On a
Lq(

a

b
) = Lq(a)�q Lq(

1

b
)

Comme

Lq(
b

b
) = Lq(b)�q Lq(

1

b
) et Lq(1) = 0;

on obtient
Lq(

1

b
) = �Lq(b):

Par suite d�aprés (3.3), on obtient

Lq(ab) = Lq(a)�q Lq(�b):

Maintenant comme
x�q (�y) = x	q y;

il résulte que
Lq(ab) = Lq(a)	q Lq(b):

3. La preuve est une conséquence des deux propriétés précédentes.
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3.2.7 Sur la fonction q-exponentielle de base a:

La fonction q-exponentielle de base a notée aq est dé�nie par

a(x) = exLq(a)q :

Remarque 3.2.8 Quand q ! 1, on a

aq(x) = exLq(a)q

= ex ln(a)

= ax:

Proposition 3.2.9 Pour tout x et y deux nombres réels, on a

1. aq(x�q y) = aq(x):aq(y):

2. aq(x	q y) =
aq(x)

aq(y)
:

3. (ab)q(x) = aq(x)bq(x):

4.
�a
b

�
q
(x) =

aq(x)

bq(x)
:

Démonstration :

1. On a

aq(x�q y) = eq((x�q y)Lq(a))
= eq(xLq(a)�q yLq(a))
= eq(xLq(a)):eq(yLq(a))

= aq(x):aq(y):

2. On a

aq(x	q y) = eq((x	q y)Lq(a))
= eq(xLq(a)	q yLq(a))

=
eq(xLq(a))

eq(yLq(a))

=
aq(x)

aq(y)
:
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3. On a

(ab)q(x) = eq((xLq(ab))

= eq(x(Lq(a)�q Lq(b)))
= eq(xLq(a)�q xLq(b))
= eq(xLq(a)):eq(xLq(b))

= aq(x)bq(x):

4. On a �a
b

�
q
(x) = eq((xLq(

a

b
))

= eq(x(Lq(a)	q Lq(b)))
= eq(xLq(a)	q xLq(b))

=
eq(xLq(a))

eq(xLq(b))

=
aq(x)

bq(x)
:



Chapitre 4

La q-transformée de Laplace

L�objet de ce chapitre est de dé�nir les deux types de la q-transormée de
Laplace et de donner leurs propriétés. Les résultats de ce chapitre se trouvent
dans [2] et [5].

4.1 La fonction q-gamma de type 1.

Dé�nition 4.1.1 Pour 0 < q < 1, la fonction q-gamma de type 1 notée �q
est dé�nie par

�q (x) =
(q; q)1
(qx; q)1

(1� q)1�x;

où (a; q)1 =
+1Y
n=0

(1� aqn) et x un nombre complexe avec Re (x) > 0:

Proposition 4.1.2 La fonction �q satisfait l�équation fonctionnelle

�q (x+ 1) = [x]q �q(x);

où
[x]q =

1� qx
1� q :

39
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Démonstration : On a

�q (x+ 1) =
(q; q)1
(qx+1; q)1

(1� q)�x

=
(q; q)1

+1Y
n=0

(1� qn+x+1)
(1� q)�x

=
(q; q)1

+1Y
n=1

(1� qn+x)
(1� q)�x

=
(1� qx) (q; q)1
+1Y
n=0

(1� qn+x)
(1� q)�x

=
(1� qx)
(1� q)

(q; q)1
(qx; q)1

(1� q)1�x

= [x]q �q(x):

Remarque 4.1.3 D�aprés la proposition précédente pour tout entier naturel
non nul n, on a

�q (n+ 1) = [n]q �q(n)

= [n]q [n� 1]q �q(n� 1)
= [n]q [n� 1]q ::: [1]q �q(1)
= [n]q!�q(1)

= [n]q! car �q(1) = 1:

Remarque 4.1.4 La fonction �q admet la représentation intégrale suivante

�(x) =

Z 1

0

tx�1Eq(�qt)dqt pour tout x 2 C avec Re (x) > 0:

Dé�nition 4.1.5 la fonction q-Béta de type 1 notée Bq est dé�nie par

Bq(z; w) =

Z 1

0

xz�1(1� qx)w�1q dqx,
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où z et w sont deux nombres complexes avec Re (z) > 0 et Re (w) > 0 et

(1� qx)w�1q =

+1Y
n=0

(1 + qn+x)

+1Y
n=0

(1 + qw�1+n+x)

:

Remarque 4.1.6 On a

Bq(z; w) =
�q(z)�q(w)

�q(z + w)
:

4.2 La q transformé de Laplace de type 1.

Dé�nition 4.2.1 La q-transformée de Laplace de type 1 notée Lq d�une
fonction f est dé�nie par

Lq (f(t)) (p) =

Z 1

0

Eq(�qpt)f(t)dqt, p 2 C avec Re (x) > 0:

4.2.2 La q-transformée de Laplace de type 1 de quelques
fonctions usuelles.

1. f (t) = t� avec � > �1:
On a

Lq (f(t)) (p) =

Z 1

0

Eq(�qpt)t�dqt

=

Z 1

0

Eq(�qy)
�
y

p

��
dqy

p

=
1

p�+1

Z 1

0

Eq(�qy)y(�+1)�1dqy

=
�q(�+ 1)

p�+1
:

2. f (t) = eq (at) avec a 2 C:



42

On a

Lq (f(t)) (p) =

Z 1

0

Eq(�qpt)eq (at) dqt

=
1

p

Z 1

0

Eq(�qt)eq
�
at

p

�
dqt

=
1

p

Z 1

0

Eq(�qt)
+1X
n=0

antn

[n]q!p
n
dqt

=

+1X
n=0

an

[n]q!p
n+1

Z 1

0

Eq(�qt)tndqt

=

+1X
n=0

an�q(n+ 1)

[n]q!p
n+1

=
1

p

+1X
n=0

�
a

p

�n
=

1

p
:
1

1� a
p

si Re (p) > Re (a)

=
1

p� a:

3. f (t) = Eq (at) avec a 2 C:
On a

Lq (f(t)) (p) =

Z 1

0

Eq(�qpt)Eq (at) dqt

=
1

p

Z 1

0

Eq(�qt)Eq
�
at

p

�
dqt

=
1

p

Z 1

0

Eq(�qt)
+1X
n=0

q
n(n�1)

2 antn

[n]q!p
n
dqt

=
+1X
n=0

q
n(n�1)

2 an

[n]q!p
n+1

Z 1

0

Eq(�qt)tndqt

=
+1X
n=0

an�q(n+ 1)

[n]q!p
n+1

=
1

p

+1X
n=0

�
a

p

�n
q
n(n�1)

2
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4. f(t) = cosq(at), avec a 2 C:
On a

Lq (f(t)) (p) = Lq (cosq(at)) (p)

= Lq

�
eq (iat) + eq (�iat)

2

�
(p)

=
1

2
(Lq (eq (iat)) (p) + Lq (eq (�iat)) (p))

=
1

2

�
1

p� ia +
1

p+ ia

�
si Re (p) > Re (a)

=
p

p2 + a2
:

5. f(t) = sinq(at), avec a 2 C:
On a

Lq (f(t)) (p) = Lq (sinq(at)) (p)

= Lq

�
eq (iat)� eq (�iat)

2i

�
(p)

=
1

2i
(Lq (eq (iat)) (p)� Lq (eq (�iat)) (p))

=
1

2i

�
1

p� ia �
1

p+ ia

�
si Re (p) > Re (a)

=
a

p2 + a2
:

6. f(t) = chq(at), avec a 2 C:
On a

Lq (f(t)) (p) = Lq (chq(at)) (p)

= Lq

�
eq (at) + eq (�at)

2

�
(p)

=
1

2
(Lq (eq (at)) (p) + Lq (eq (�at)) (p))

=
1

2

�
1

p� a +
1

p+ a

�
si Re (p) > Re (a)

=
p

p2 � a2 :
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7. f(t) = shq(at), avec a 2 C:
On a

Lq (f(t)) (p) = Lq (shq(at)) (p)

= Lq

�
eq (at)� eq (�at)

2

�
(p)

=
1

2
(Lq (eq (at)) (p)� Lq (eq (�at)) (p))

=
1

2i

�
1

p� a �
1

p+ a

�
si Re (p) > Re (a)

=
a

p2 � a2 :

8. f (t) = H (t� a), où H est la fonction de Heaviside dé�nie par

H (t� a) =
�
1 si t � a;
0 si t < a:

On suppose que a est un nombre réel strictement positif.

On a

Lq(H(t� a))(p) =

Z 1

0

Eq(�qpt)H(t� a)dqt

=

Z 1

0

Eq(�qpt)dqt�
Z a

0

Eq(�qpt)dqt

= Lq(1)�
1X
n=0

(�1)n q
n(n�1)

2

[n]q!
(pq)n

Z a

0

tndqt

=
1

p
�

1X
n=0

(�1)n q
n(n�1)

2

[n]q!
(pq)n

an+1

[n+ 1]q

=
1

p

"
1 +

1X
n=0

(�1)n+1 q
n(n+1)

2

[n+ 1]q!
(pa)n+1

#

=
1

p

1X
n=0

q
n(n�1)

2

[n]q!
(�pa)n

=
1

p
Eq(�ap):
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4.2.3 La q-transormée de Laplace de type 1 de la q-
dérivée.

On a le résultat suivant

Proposition 4.2.4 Soit f : [0;+1[ ! C une fonction et supposons que la
q-transormée de Laplace de type 1 de Dqf existe, alors on a

Lq (Dqf(t)) (p) = �f(0) + pLq (f(t)) (p) :

Démonstration : On a

Lq (Dqf(t)) (p) =

Z 1

0

(Dqf(t))Eq(�qpt)dqt:

En appliquant la q�intégration par parties, on obtient

Lq (Dqf(t)) (p) = �f (0)�
Z 1

0

f (qt)DqEq(�qpt)dqt

= �f (0) + qp
Z 1

0

f (qt)Eq(�qpt)dqt

= �f (0) + pLq (f(t)) (p)

Ainsi, on a

Lq (Dqf(t)) (p) = �f (0) + pLq (f(t)) (p):

La proposition précédente admet la généralisation suivante

Proposition 4.2.5 Soit f : [0;+1[ ! C une fonction et supposons que la
q-transormée de Laplace de type 1 de Dn

q f existent, alors on a

Lq
�
Dn
q f(t)

�
(p) = pnLq (f(t)) (p)�

n�1X
i=0

pn�i�1Di
qf(0):

Démonstration : La preuve se fait par récurrence.
Pour n = 1, on a

Lq (Dqf(t)) (p) = pLq (f(t)) (p)� f (0) :

Supposons pour n �xé, on a

Lq
�
Dn
q f(t)

�
(p) = pnLq (f(t)) (p)�

n�1X
i=0

pn�i�1Di
qf(0),
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et montrons que

Lq
�
Dn+1
q f(t)

�
(p) = pn+1Lq (f(t)) (p)�

nX
i=0

pn�iDi
qf(0):

D�aprés la proposition précédente, on a

Lq
�
Dn+1
q f(t)

�
(p) = pLq

�
Dn
q f(t)

�
(p)�Dn

q f (0) :

Maintenant en utilisant l�hypothèse de récurrence, on obtient

Lq
�
Dn+1
q f(t)

�
(p) = p

"
pnLq (f(t)) (p)�

n�1X
i=0

pn�i�1Di
qf(0)

#
�Dn

q f (0)

= pn+1Lq (f(t)) (p)�
n�1X
i=0

pn�iDi
qf(0)�Dn

q f (0)

= pn+1Lq (f(t)) (p)�
nX
i=0

pn�iDi
qf(0):

En conclusion, on a

8n 2 N�, Lq
�
Dn
q f(t)

�
(p) = pnLq (f(t)) (p)�

n�1X
i=0

pn�i�1Di
qf(0):

La n-ième q-dérivée d�une q-transformée de Laplace de type 1.

Proposition 4.2.6 Soit F la q-transformée de Laplace de type 1 d�une fonc-
tion f , alors on a

Lq (t
nf(t)) (p) = (�1)nq

n(n�1)
2 Dn

q
eFq(p),

où eFqn(p) = F �q�np� :
Démonstration : La preuve se fait par réccurence.
Pour n = 1, on a

eFq(p) =

Z 1

0

Eq

�
�qpt
q

�
f(t)dqt

=

Z 1

0

Eq(�pt)f(t)dqt:
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Alors

Dq
eFq(p) =

Z 1

0

�tEq(�qpt)f(t)dqt car DqEq(�x) = �Eq(q�x)

= �Lq (tf(t)) (p):

Supposons pour n �xé, on a

Lq (t
nf(t)) (p) = (�1)nq

n(n�1)
2 Dn

q
eFqn(p),

et montrons que

Lq
�
tn+1f(t)

�
(p) = (�1)n+1q

n(n+1)
2 Dn+1

q
eFqn+1(p):

On a

eFqn+1(p) =

Z 1

0

Eq

�
� qpt

qn+1

�
f(t)dqt

=

Z 1

0

Eq
�
�q�npt

�
f(t)dqt:

Alors

Dn+1
q

eFqn+1(p) = (�1)n+1q
�

nX
k=0

(n�k) Z 1

0

Eq (�qpt) tn+1f(t)dqt

= (�1)n+1q�
n(n+1)

2 Lq
�
tn+1f(t)

�
(p):

Par suite

Lq
�
tn+1f(t)

�
(p) = (�1)n+1q

n(n+1)
2 Dn+1

q
eFqn+1(p):

Exemple.
Calculons Lq (tneq(at)) avec a 2 C:
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On a

Lq (t
neq(at)) (p) = (�1)nq

n(n�1)
2 Dn

q

�
1

q�np� a

�
avec Re (p) > Re (a)

= (�1)n+1q
n(n+1)

2 Dn
q

�
1

aqn � p

�
= (�1)n+1q

n(n�1)
2 a�nDn

q

+1X
j=0

pj

ajqnj

= (�1)n+1q
n(n�1)

2 a�n
+1X
j=n

[j]q � [j � 1]q � :::� [j � n+ 1]q
ajqnj

pj�n

= (�1)n+1q
n(n�1)

2 a�n
+1X
k=0

[k + n]q � [k + n� 1]q � :::� [k + 1]q
an+kqn(n+k)

pk

=
(�1)n+1q n(n�1)2 a�n

anqn2

+1X
k=0

[k + n]q!

[k]q!

�
p

aqn

�k
=

(�1)n+1q�n(n+1)2

a2n

+1X
k=0

[k + n]q!

[k]q!

�
p

aqn

�k
:

Le produit de q-convolution.

Dé�nition 4.2.7 Soient f et g deux fonctions avec

g(t) = t��1, � 2 C;

où � 2 C avec Re (�) > 0:
Le produit de q-convolution des deux fonctions f et g notée f �q g est

dé�nie par

(f �q g)(t) =
Z t

0

f(�)gq(t� q�)dq� ;

où
gq(t� q�) = (t� q�)��1q :

On a le résultat suivant

Proposition 4.2.8 Si f(t) =
nX
i=0

ait
�i et g(t) = t��1,

où ai 2 C et �i 2 C avec Re (�i) > �1 pour tout i = 1; :::; n et � 2 C
avec Re (�) > 0, alors on a

Lq ((f �q g)(t)) (p) = Lq (f(t)) (p) :Lq (g(t)) (p) :
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Démonstration : On a

(f �q g)(t) =

Z t

0

f(�)gq(t� q�)dq�

=

nX
i=0

ai

Z t

0

��i(t� q�)��1q dq�

=

nX
i=0

ait
�i+�

Z t

0

y�i(1� qy)��1q dqy

=

nX
i=0

ait
�i+�Bq(�i + 1; �):

Par suite

Lq ((f �q g)(t)) (p) =
nX
i=0

aiBq(�i + 1; �)

Z 1

0

Eq(�qpt)t�i+�dqt

=
nX
i=0

aiBq(�i + 1; �)
�q(�i + � + 1)

p�i+�+1

=
nX
i=0

ai�q(�i + 1)�q(�)

p�i+�+1

=
�q(�)

p�

nX
i=0

ai�q(�i + 1)

p�i+1

= Lq (g(t)) (p) :Lq (f(t)) (p)

= Lq (f(t)) (p) :Lq (g(t)) (p) :

Exemples

1. Calculons Lq
�R t

0
sinq s dqs

�
(p) :

On a

Lq

�Z t

0

sinq s dqs

�
(p) = Lq (sinq t � 1) (p)

= Lq (sinq t) (p) :Lq (1) (p)

=
1

p2 + 1
:
1

p

=
1

p(p2 + 1)
:
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2. Calculons Lq
�R t

0
(t� cosq �)dq�

�
(p):

On a

Lq

�Z t

0

(t� cosq �)dq�
�
(p) = Lq

�
t2

1 + q

�
(p)� Lq

�Z t

0

cosq s dqs

�
(p)

= Lq

�
t2

1 + q

�
(p)� Lq (cosq t � 1) (p)

=
�q(3)

(1 + q) p3
� 1

p2 + 1

=
[2]q

(1 + q) p3
� 1

p2 + 1

=
1

p3
� 1

p2 + 1

=
p2 + 1� p3
p3 (p2 + 1)

:

4.2.9 Application de la q�transformée de type 1 à la ré-
solution des équations aux q�di¤érences linéaires.

Exemple 1

On considère le problème suivant�
Dqy(t) = ay(t) + t; t > 0,
y(0) = 0;

(4.1)

où a est un nombre réel.
En appliquant la q�transformée de type 1 à l�équation aux q-di¤érences

dans (4.1), on obtient

Lq(Dqy(t))(p) = Lq(ay(t) + t)(p):

C�est-à-dire
pYq (p)� y(0) = aYq (p) +

1

p2
;

où
Yq (p) := Lq(y(t))(p):

C�est-à-dire
Yq (p) =

1

(p� a)p2 :
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En utilisant la décomposition en éléments simples, on obtient

Yq (p) =
1

a2 (p� a) �
1

a2p
� 1

ap2
:

Par suite

y (t) =
eq (at)

a2
� 1

a2
� t

a
:

Exemple 2

On considère le problème suivant�
D2
qy(t)� 2Dqy(t)� 3y(t) = 0; t > 0,

y(0) = b, Dqy(0) = aq;
(4.2)

où b et aq sont deux nombres réels.
En appliquant la q�transformée de type 1 à l�équation aux q-di¤érences

dans (4.2), on obtient

Lq(D
2
qy(t)� 2Dqy(t)� 3y(t))(p) = 0:

C�est-à-dire

p2Yq (p)� py(0)�Dqy(0)� 2pYq (p) + 2y (0)� 3Yq (p) = 0;

où
Yq (p) := Lq(y(t))(p):

C�est-à-dire

Yq (p) =
(p� 2)b+ aq
(p+ 1)(p� 3)

= :

�
3b+ aq
4

�
1

p+ 1
+

�
b+ aq
4

�
1

p� 3

Par suite

y (t) =
3b+ aq
4

eq (�t) +
b+ aq
4

eq (3t) :

4.3 La fonction q-gamma de type 2.

Dé�nition 4.3.1 La fonction q-gamma de type 2 notée 
q est dé�nie par


q(x) =

Z 1

0

tx�1eq(�t)dqt,

où x 2 C avec Re (x) > 0:
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On a le résultat suivant

Proposition 4.3.2 Pour tout x 2 C avec Re (x) > 0 et n 2 N�, on a

1. 
q(1) = 1:

2. 
q(x+ 1) = q
�x [x]q 
(x):

3. 
q(n) = q
�n(n+1)

2 �q(n):

Démonstration :

1. On a


q(x) =

Z 1

0

eq(�t)dqt

= 1:

2. On a


q(x+ 1) =

Z 1

0

txeq(�t)dqt:

En utilisant la q�intégration par parties qui est valable pour la q�intégrale
dans R+. Pour cela, on pose

u = tx et Dqv (t) = eq(�t)dqt;

on obtient


q(x+ 1) = �
Z 1

0

[x]q t
x�1 (�eq(�qt)) dqt

= [x]q

Z 1

0

tx�1eq(�qt)dqt:

Maintenant on pose le changement de variable

� = qt,

on obtient


q(x+ 1) =
[x]q
qx

Z 1

0

�x�1eq(��)dq�

=
[x]q
qx

q(x):

C�est-à-dire


q(x+ 1) =
[x]q
qx

q(x):
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3. D�aprés l�égalité précédente pour n entier naturel non nul, on a


q(n) =
[n� 1]q
qn�1


q(n� 1):

Par suite, on a


q(n) =
[n� 1]q
qn�1

[n� 2]q
qn�2


q(n� 2)

= 
(1)

n�1Y
i=1

[i]q

q1+2+:::+n�1

=
[n� 1]q!

q
n(n�1)

2

= q
�n(n�1)

2 �q(n) car �q(n) = [n� 1]q!:

C�est-à-dire

q(n) = q

�n(n�1)
2 �q(n):

4.3.3 La q-transformée de Laplace de type 2 de quelques
fonctions usuelles.

1. f (t) = t� avec � > �1:
On a

Lq (t
�) (p) =

Z 1

0

eq(�pt)t�dqt

=

R1
0
eq(�t)t�dqt
p�+1

=

q(�+ 1)

p�+1
:

Pour � = n 2 N, on a

Lq (t
�) (p) =


q(n+ 1)

pn+1

=
q
�n(n+1)

2 [n]q!

pn+1
:
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2. f (t) = eq(at) avec a un nombre complexe.

On a

Lq (eq(at)) (p) =

Z 1

0

eq(�pt)eq(at)dqt

=

Z 1

0

eq(�pt)
+1X
n=0

(at)n

[n]q!
dqt

=

+1X
n=0

an

[n]q!

Z 1

0

eq(�pt)tndqt

=

+1X
n=0

an

[n]q!

q
�n(n+1)

2 [n]q!

pn+1

=
+1X
n=0

q
�n(n+1)

2
an

pn+1
:

3. f (t) = Eq(at) avec a un nombre complexe.

On a

Lq (Eq(at)) (p) =

Z 1

0

eq(�pt)Eq(at)dqt

=

Z 1

0

eq(�pt)
+1X
n=0

q
n(n�1)

2
(at)n

[n]q!
dqt

=
+1X
n=0

q
n(n�1)

2 an

[n]q!

Z 1

0

eq(�pt)tndqt

=

+1X
n=0

q
n(n�1)

2 an

[n]q!

q
�n(n+1)

2 [n]q!

pn+1

=
+1X
n=0

q�n
an

pn+1

=
1

p

+1X
n=0

�
a

qp

�n
=

1

p
:

1

1� a

qp

si Re (p) > Re (a)

=
q

qp� a .
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4. f (t) = Cosq(at) avec a un nombre réel.

On a

Lq (Cosq(at)) (p) = Lq

�
Eq (iat) + Eq (�iat)

2

�
(p)

=
1

2

�
Lq (Eq (iat)) (p) + Lq (Eq (�iat)) (p)

�
=

1

2

�
q

qp� ia +
q

qp+ ia

�
=

q2p

q2p2 + a2
:

5. f (t) = Sinq(at) avec a un nombre réel.

On a

Lq (Sinq(at)) (p) = Lq

�
Eq (iat)� Eq (�iat)

2i

�
(p)

=
1

2i

�
Lq (Eq (iat)) (p)� Lq (Eq (�iat)) (p)

�
=

1

2i

�
q

qp� ia �
q

qp+ ia

�
=

a

q2p2 + a2
:

6. f (t) = cosq(at) avec a un nombre réel.

On a

Lq (cosq(at)) (p) = Lq

�
eq (iat) + eq (�iat)

2

�
(p)

=
1

2

�
Lq (eq (iat)) (p) + Lq (eq (�iat)) (p)

�
=

1

2

"
+1X
n=0

q
�n(n+1)

2
(ia)n

pn+1
+

+1X
n=0

q
�n(n+1)

2
(�ia)n

pn+1

#

=
+1X
n=0

(�1)n q�n(2n+1) a
2n

p2n+1
:

7. f (t) = sinq(at) avec a un nombre réel.
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On a

Lq (sinq(at)) (p) = Lq

�
eq (iat)� eq (�iat)

2i

�
(p)

=
1

2i

�
Lq (eq (iat)) (p)� Lq (eq (�iat)) (p)

�
=

1

2i

"
+1X
n=0

q
�n(n+1)

2
(ia)n

pn+1
�

+1X
n=0

q
�n(n+1)

2
(�ia)n

pn+1

#

=

+1X
n=0

(�1)n q�(2n+1)(n+1)a
2n+1

p2n+2
:

4.3.4 La q-transormée de Laplace de type 2 de la q-
dérivée.

On a le résultat suivant

Proposition 4.3.5 Soit f : [0;+1[ ! C une fonction et supposons que la
q-transormée de Laplace de type 1 de Dqf existe, alors on a

Lq (Dqf(t)) (p) = �f(0) +
p

q
Lq (f(t))

�
p

q

�
:

Démonstration : On a

Lq (Dqf(t)) (p) =

Z 1

0

(Dqf(t))eq(�pt)dqt:

En appliquant la q�intégration par parties, on obtient

Lq (Dqf(t)) (p) = �f (0)�
Z 1

0

f (qt)Dqeq(�pt)dqt

= �f (0) + p
Z 1

0

f (qt) eq(�pt)dqt

= �f(0) + p
q

Z 1

0

f (u) eq(�
p

q
u)dqt

= �f(0) + p
q
Lq (f(t))

�
p

q

�
:

Ainsi, on a

Lq (Dqf(t)) (p) = �f(0) +
p

q
Lq (f(t))

�
p

q

�
:

La proposition précédente admet la généralisation suivante
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Proposition 4.3.6 Soit f : [0;+1[ ! C une fonction et supposons que la
q-transormée de Laplace de type 1 de Dn

q f existent, alors on a

Lq
�
Dn
q f(t)

�
(p) = pnq

�n(n+1)
2 Lq (f(t)) (

p

qn
)�

n�1X
i=0

pn�i�1:q�
(n�i)(n�i�1)

2 Di
qf(0):

Démonstration : La preuve se fait par récurrence.
Pour n = 1, on a

Lq (Dqf(t)) (p) =
p

q
Lq (f(t))

�
p

q

�
� f (0) :

Supposons pour n �xé, on a

Lq
�
Dn
q f(t)

�
(p) = pnq

�n(n+1)
2 Lq (f(t)) (

p

qn
)�

n�1X
i=0

pn�i�1:q�
(n�i)(n�i�1)

2 Di
qf(0);

et montrons que

Lq
�
Dn+1
q f(t)

�
(p) = pn+1q

�(n+1)(n+2)
2 Lq (f(t)) (

p

qn+1
)�

nX
i=0

pn�i:q�
(n+1�i)(n�i)

2 Di
qf(0):

D�aprés l�hypothèse de récurrence, on a

Lq
�
Dn+1
q f(t)

�
(p) = pnq

�n(n+1)
2 Lq (Dqf(t)) (

p

qn
)�

n�1X
i=0

pn�i�1:q�
(n�i)(n�i�1)

2 Di+1
q f(0):

Maintenant en utilisant la proposition précédente, on obtient

Lq
�
Dn+1
q f(t)

�
(p)

=
pn+1q

�n(n+1)
2

qn
Lq (f(t)) (

p

qn+1
)� pnq

�n(n+1)
2 f (0)�

n�1X
i=0

pn�i�1:q�
(n�i)(n�i�1)

2 Di+1
q f(0)

= pn+1q
�(n+1)(n+2)

2 Lq (f(t)) (
p

qn+1
)� pnq

�n(n+1)
2 f (0)�

nX
i=1

pn�i:q�
(n�i)(n+1�i)

2 Di
qf(0)

= pn+1q
�(n+1)(n+2)

2 Lq (f(t)) (
p

qn+1
)�

nX
i=0

pn�i:q�
(n�i)(n+1�i)

2 Di
qf(0):

En conclusion, on a

8n 2 N�, Lq
�
Dn
q f(t)

�
(p) = pnq

�n(n+1)
2 Lq (f(t)) (

p

qn
)�

n�1X
i=0

pn�i�1:q�
(n�i)(n�i�1)

2 Di
qf(0):
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La n-ième q-dérivée de la q-transformée de Laplace de type 2.

Proposition 4.3.7 Soit Fq la q-transformée de Laplace de type 2 d�une fonc-
tion f , alors on a

Lq (t
nf(t)) (p) = (�1)nDn

qFq(p).

Démonstration : La preuve se fait par réccurence.
Pour n = 1, on a:

DqFq(p) = Dq

Z 1

0

eq (�pt) f(t)dqt

= �
Z 1

0

eq(�pt)tf(t)dqt car Dqeq(�x) = �eq(�x)

= �Lq (tf(t)) (p)

Supposons pour n �xé, on a

Lq (t
nf(t)) (p) = (�1)nDn

qFq(p),

et montrons que

Lq
�
tn+1f(t)

�
(p) = (�1)n+1Dn+1

q Fq(p).

On a

Dn+1
q Fq(p) = DqD

n
qFq(p)

= Dq(�1)nLq (tnf(t)) (p)

= (�1)nDq

Z 1

0

eq (�pt) tnf(t)dqt

= (�1)n+1
Z 1

0

eq (�pt) tn+1f(t)dqt

= (�1)n+1Lq
�
tn+1f(t)

�
(p):

Alors, on a

Lq
�
tn+1f(t)

�
(p) = (�1)n+1Dn+1

q Fq(p).
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Exemples

1. Calculons de la q-transformée de Laplace de type 2 pour la fonction g
dé�nie par

g (t) = tneq(at),

où n est un entier naturel non nul et a un nombre complexe.

On a

Lq (t
neq(at)) (p) = (�1)nDn

qLq (eq(at)) (p)

= (�1)nDn
q

+1X
k=0

q
�k(k+1)

2
ak

pk+1

= (�1)nDn�1
q

+1X
k=0

(�1) [k + 1]q q
�k(k+1)

2
�(k+1) a

k

p2k+1

= (�1)nDn�2
q

+1X
k=0

(�1)2 [k + 1]q [k + 2]q q
�k(k+1)

2
�(k+1)�(k+2) a

k

pk+3

= (�1)n
+1X
k=0

(�1)n q�
k(k+1)

2
�n(n+2k+1)

2

[k + n]q!

[k]q!

ak

pk+n+1
:

2. Calculons de la q-transformée de Laplace de type 2 pour la fonction h
dé�nie par

h (t) = tnEq(at),

où n est un entier naturel non nul et a un nombre complexe.

On a

Lq (t
nEq(at)) (p) = (�1)nDn

qLq (Eq(at)) (p)

= (�1)nDn
q

q

qp� a

= (�1)nDn�1
q (�1) q2

(qp� a) (q2p� a)

= (�1)nDn�2
q (�1)2

q3 [k]q!

(qp� a) (q2p� a) (q3p� a)

=
qn+1 [n]q!

n+1Y
j=1

(qjp� a)
:
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 ملخص  

  يعرف   مشتقة"، –انطلاقا من مفهوم المشتقة المعممة و التي يطلق عليها "ك 

       تفاضلية خطية من الرتبة الأولى ,  -تكامل" و عليه يمكن حل معادلات ك -"ك

 تحول لابلا س" يمكن حل المعادلات المذكورة أعلاه . –و باستعمال "ّ ك 

  

Résumé   
  

A partir de la notion de la q-dérivée, on définit le q-intégrale et par 

conséquent on peut résoudre des équations aux q-différences linéaire 

d’ordre 1 analytiquement, et par q-transformée de Laplace on résoudre 

les équations indiquées ci-dessous. 

  

abstract   
  

From the concept of the q-derivative we define the q-intégral and as 

conséquence we can solve some q-diffenrence lineaire equations of 

order 1 , and with the q-Laplace transform we can solve some q-

difference equations. 

 




