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Introduction générale

0.1 Un apercu historique sur les équations différentielles :

En mathématiques, une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonc-
tions inconnues et leurs dérivées. L’ordre d’une équation différentielle correspond au degré
maximal de dérivation auquel I’une des fonctions inconnues a été soumise.

Les équations différentielles sont utilisées pour construire des modeles mathématiques de
phénomenes physiques et biologique.
Les équations différentielles sont apparues historiquement tout au début du développement de

I’analyse,
De nombreux travaux furent consacrés a ce sujet, différant généralement par la motivation
de I'auteur (Mécanique, Géométrie, Physique,- - -). Par exemple, pour la mécanique non

linéaire, on considere qu’elle fut fondée a la fin du dix-neuvieme siecle par le mathématicien
franccais Henri Poincaré (Sur les courbes définies par des équations différentielles,1881-1886;
Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, 1892-1899). Il y a lieu de citer aussi le
mathématicien russe Lyapunov, fondateur de la théorie de la stabilité (Le probleme général
de la stabilité du mouvement, 1892). Dans les travaux techniques du vingtieéme siecle, nous al-
lons distinguer schématiquement trois courants :

1. Entre les deux guerres mondiales, les ingénieurs se sont intéressés, dans plusieurs pays, au
probleme des oscillations. Ainsi, le chercheur russe Andronov trouva en 1929 dans les travaux
de Poincaré le fondement de sa Théorie des oscillations(1938).

2. Apres la seconde guerre, plusieurs chercheurs soviétiques préciserent et appliquerent les tra-
vaux de Lyapunov sur la stabilité, notamment Lur’e, Malkin, Ajzerman ; puis Wegrzyn en Po-
logne, reformula le probleme de la stabilité a la lumiere de 1’analyse fonctionnelle.

3. Vers 1950, des chercheurs de tous les pays s’inspirerent des méthodes d’étude et de synthese
des systemes linéaires continus (fonction de transfert, techniques graphiques utilisant la réponse
unitaire ou la réponse en fréquences) et échantillonnés (transformée en z), méthodes deve-
nues classiques, pour élaborer des techniques applicables aux systemes non linéaires. On a
notamment étendu a ces systemes la méthode des réponses en fréquences (Gol’dfarb, Du-
tilh, Kochenburger). On peut encore citer les travaux de : Coddington-Levinson (1955), Hale
(1965, 1971),Rouche-Mawhin (1973), Pontriaguine (1975), Reinhart (1975), Siboney-Mardon
(1988),Demailly (1991).

Dans ce travail,on propose de donner quatre chapitre :

Dans le premier chapitre nous allons introduire des rappels sur quelques notions fondamentales
qui vont nous servir dans 1I’élaboration de cet mémoire, Ainsi le théoreme d’existence et d’uni-
cité des solutions des équations différentielles ordinaires.

Le deuxieme chapitre est parles sur la résolution des équations différentielles ordinaires par la
méthode de Laplace et Fourier .

Dans le troisieme chapitre est consacré a la résolution des équations différentielles ordinaires
par la méthode des séries entiere.

Finalement dans le dernier chapitre, nous introduirons une étude sur les oscillations pour les
équations différentielles fonctionnelle non linéaire de deuxieme ordre .






Chapitre 1

Les équations différentielles ordinaire

1.1 Equation différentielle d’ordre 1 :

Définition 1 (Equation différentielle d’ordre 1). on appelle équation différentielle d’ordre I,
une équation de la forme

y'(t) = f(ty(0) (L)

o y est une fonction inconnue de la variable réelle t a valeur dans R et f une fonction donnée
tg f :R? — R,

Définition 2 (Probleme de Cauchy). I’équation différentielle(1.1) avec une condition initiale
s’appelle probleme de couchy qui s’ecrit sous la forme :

{y'(t) = f(t,y(1))
y(to) = o

avec yp € R

Définition 3 (Norme). soit E' un espace vectoriel sur R. une norme sur E est une application
||.|| de E dans R*.

.l : E— R

pour tout (z,y) € E x E et tout A € R on ait :
1. ||z]| > 0.

2. ||lz]| =0=a=0.

3. [Azll = (ALl

4. ||z +yll < |lz|| + lly|| (inegalité triangulaire).

le couple (E,||.||) s’appelle un espace vectorielle normé sur R (EVN).

Remarque 1 (un exemple d’une norme sur R"). pour tout x = (x1, 22, -+ ,x,) € R™ et pour
toutn € N*ona:

[2]loe = sup(|x|)
kEN*
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4 1 Les équations différentielles ordinaire

1.2 Pexistence et I’unicité de la solution d’un probleme de cauchy formé
par une équation différentielle d’ordre un :

Définition 4 (Espace de Banach). Un espace de Banach est un espace vectorielle normé dans
lequel toute suite de cauchy converge on dit aussi qu’il est complet.

Définition 5. soit h : R — R on dit que h est lipschitzienne s’il existe :
k>0 tq:Ve,yeR on a:|h(z)—h(y)| <Eklx—1y|

Définition 6 (Fonction Lipschitzienne). Soit E un espace de Banach et f : E — E on dit que
f est contractante si il existe ¢ € [0,1[(c < 1) tel que pour tous x,y € E

1f () = FW)ll < ellz =yl

Définition 7. Soit E un espace vectoriel normé et (x,,) une suite d’élément de E on dit que (z,,)
est une suite de cauchy si pour tout € > ( il existe N tq pour m,n > N ona :

me - an <e

Théoreme 1 (Théoreme de point fixe de Picard). Si E est un espace Banach et f est contrac-
tante,alors f admet un unique point fixe .

Preuve.

I’unicité :

On pose que f admet deux point fixe p; et po tq f(p1) = p1 et f(p2) = p alors
Ip1 — pall = L£ 1) — £(p2)]] et par hypothése on a

f contractante donc :

dee[0,1] tg |[[f(p1) = f(p2)]l < cllpr —pall

alors  ||p1 — pa|| < ¢|[p1 — p2||, ce qui n’est possible que si |[py — p2|| =0
donc p; = py.d’ou I'unicité de point fixe.

I’existence :

on construit une suite récurrente en espérant que sa limite soit un point fixe :
soient zy € E quelconque et x,,.1 = f(z,) par une récurrence immédiate
|Tni1 — zn|| < *||x1 — x0|| donc pour n > m :

||xn - me < Hxn - xn—lH + .t me—s-l - xm”
< (™ + o+ Y| — 20|

={-9

soit € > ( pour tout m et n plus grand qu’un certain N, le membre de droite est plus petit que
e. donc (x,,) est une suite de cauchy , donc elle converge vers une limite [ car £ un espace de
banach.

x, — ldonc comme || f(x,) — f())|| < cl|z, =

f(z,) — f(0)ie:xpyy — f(I) mais z,,,1 —> [ donc f(I) = [ on a bien trouvé un point
fixe. a

|21 — o]

Théoreme 2 (Existence et unicité de Cauchy Lipschitz). On rappelle que I’équation qui nous
itéresse est :



1.2 T’existence et I’unicité de la solution d’un probléme de cauchy formé par une équation différentielle d’ordre

{y’(t) = f(t,y(t))
y(to) = vo

si f est une fonction continue et lipschitziene en y, alors cette le problemme de Cauchy admet
une unique solution sur |a, b| et ceci pour tout y, € R.

Remarque 2. On note C([a, b]) I’espace des fonctions définies et continues sur [a, b].

Preuve.
unicité :
Si le probleme de Cauchy admet une solution y cette solution vérifie :

Voot yle) =g+ [ Ftu®)
supposons qu’il existe deux solution y; et y» 2 ce meme probleme de cauchy donc :

w6mwmw:m+/?mmww.

et

WEM%mwzm+/?mmww.

nous obtenons facilement :

VweMﬂwmw—m@ﬁZ/wﬂtm@%—ﬂtwwﬂt

or f vérifie une condition de lipschitz, d’ou :

vxeMMJM@»—m@MSk/|mm—yxmw
< k1 = vallole — al

ott [|y[los = sup(|y(x)])

z€a,b]
Ainsi,par récurence,
Va € [a,0], [y1(2) = ga(2)] < k"= ]ly1 — 12
Pour n = 1 c’est évident, on suppose que cette inégalité est vrai pour certain n et on montre
qu’elle est vrai pour n + 1 ainsi

[z —af”

|z — a|+!
(n+1)!

¢ n |ZE _ a|n n
Vo € 0.8 n(e) = @) <k [l = galloe e = K~ gl
en faisant tendre n vers 1’infini, dgnc

|z —af”

k" — 0

n!

on obtient
Va € [CL, b]a |y1($) - y2(x)‘ =0

donc y; = yo d’ou I'unicité de solution.
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existence :
une solution de notre équation différentielle est un point fixe de I’aplication T de C°([a, b], R)
dans lui meme, qui a y associe :

T@ﬁ—%mﬁﬁﬂwww

. il semble donc naturel de chercher a montrer que T est contractante , notons k tel que f soit
k-lipsitzienne en y :

uwmw—ﬂmuWﬂm+[7wmm—m—/ﬂmmwww
/Wftm £t yalt))

< k’/ y1(t) (t)|dt

< klz = alllyr = yalle

on obtient ainsi
1T (1) — T(y2)lloo < klz — alllyr — yalloo

Ce n’est pas forcément contractant car peut étre que k|z — a| > 1 il va donc faloir ruser en
itérant T,si on réutilise notre derniére inégalité on trouve :

T () () — W@Xﬂ—%+/fwT@m»—m—/Umﬂmwmw
&/UtTw A T(0) () dt
gk/‘wwmw—T@gwwt

sa/kw—ﬂmrwmuﬁ

<l
1-

ly1 — 2l

wmmquWWWMSk/ﬂW@mw—W@mmw

T2t — ql?
Sk/-i——Lmrﬂmuﬁ

2
By, — ollse [*

SM/ (1 — a)2dt
K (z —a)?

< 2\ 7 _

< o3 el

on obtient par récurence :

11 () ) — T"(02) )] < o = )" — ]



1.3 équation différentielle d’ordre n : 7

or quand n tend vers +o00

’ (k(z — a))"

— 0
n!

donc pour n assez grand

(k(z —a))"

<1 Vzé€a,b
n!

donc T™ est contractante on applique le théoreme de point fixe alors 7" admet un unique point
fixe , qu’on note Z .1l reste a vérifier que Z est un point fixe de7" :

I7(2) = Zlloo = IT(T"(2)) = T™(Z) |0
= 1"(2) = T"(Z)||
< c|T(2) = Zllo

avec ¢ < 1 car T™ est contractante , cela n’est possible que si ||7'(Z) — Z|| = 0 donc Zest un
point fixe de 7', d’ou I’existence de solution. O

1.3 équation différentielle d’ordre n :

Définition 8. on appelle équation différentielle d’ordre n tout équation de la forme :

y " () = g(t,y(t),y' (t), ... y" V(1)) (1.2)

o n est 'ordre de I’équation différentielle et g : R"~! — R et la fonction y est une fonction
inconnue de R — R

1.3.1 la réduction d’une équation différentielle d’orde n a une équation différentielle
d’ordre 1:

pour transformée 1’équation (1.2) a une équation différentielle d’ordre 1, il suffit pour cela de
poser :

yo(t) = y(t),y1(t) =y (1), ... Ynr () = y" V(1)

avec y est une solution de (1) si et seulement si les fonctions y; pour 0 < 7 < n — 1 sont une
solution du systeme suivant :

(;Jn—z(t) = Yn—1(t)
\ y;z—l = g(t7 y0<t)7 yl(t>a ) yn—l(t))

En d’ autre termes , le vecteur Y (¢), de coordonnée y;(¢) pour 0 < ¢ < n — 1 est solution de
Y'(t) = (yo(t), 1 (t), ... vy 1 (1))
G(t7 Y<t)) - (yl(t)a y2(t)7 crey yn—l(t)a g(tv yO(t)7 ceey yn—l(t)))
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Exemple 1. Considérons une équation différentielle d’ordre 2 :

on pose;
{yo(t) =y(t)
yi(t) =y'(t)
donc,
{yé(t) =y (t)
i) =y"'(t) =y'(t) +y(t) +1
on pose
Y'(t) = (yo(t), 1 (t))
et
G(t,Y(t) = (ya(t), y2(t) + vo(t) + 1)
alors

Y'(t) = G(t, Y (1))

alors 1’équation différentielle d’ordre 2 devient une équation différentielle d’ordre 1.

Définition 9. Une équation sous la forme (1.2) est dite homogeéne si son expression ne dépend
pas de la premiere variable t.

y () = g(y(t),y' (), .. y" V(1))

Remarque 3. Pour rendre une équation homogene , il suffit de considerer le temps comme une
inconnue fictive. en posant : Z(t) = (¢, y(t)) on trouve alors;

)
t)

Z'(t) = (Ly'(t
Z"(t) = (0, 4"(

27(t) = (0,5"(t))

typiquement un modele est homogene en temps quand le choix de I’origine n’intervient pas
dans les hypothése de modélisation,si y() est solution de 1’équation homogene en temps, avec
y(to) = x, alors I’application Z qui a t associe y(ty + t) est solution de la meme équation
différentielle avec Z(0) = z dans le modele homogene en temps. on peut toujours choisir 0
comme instant initial. donc la condition initiale est donnée en ¢ = 0.



Chapitre 2

Résolution des équations différentielles ordinaires par les
transformées de Fourier et les transformées de Laplace

2.1 Transformation de Fourier :

Définition 10 (transformée de Fourier). soit f : R — R une fonction absolument intégrable
sur 'ensemble des réels ,on définit la transformée de fourier de f la fonction notée F(f) :
R — C par:

~

F(F(t)(a) = F(a) = J% / e itat

Va € R

Exemple 2. calculer la transformée de fourier de la fonction définie par :

() = {1 site[-1/2,1/2]

0 sinon

ona : F(x(t))(a) = F(a) = \/% /_ T r(te it
1 1/2
=/
_ Lsin(%)
IRV

2.1.1 Propriétes de la transformée de fourier :

6—iatdt

1. F est linéaire :,
en effet quels que soient f,g fonctions de I*(R) et A et ; complexes.

FAS + pg)(e) = AF(f)(@) + pF(f)(a)

2. transformée d’une dérivée :
si f est continue et si %appartient al'(R)alorsona:

4

TGt

)(a) = iaF(f)(s)

Hakima Bouchekif, Département de Mathématiques 9



20Résolution des équations différentielles ordinaires par les transformées de Fourier et les transformées de Lapl

2.1.2 Table des transformées de fourier :

Le tableau suivant rassemble quelques propriétés de base de la transformation de Fourier :

La fonction la transformée de fourier
f(z) f(@)
e % a>0 —_—
(27)(a+ia)
1sit e [—CL, CL] 2\ sin(aq)
0 sinon (;) o
d(t)( fonctiondedirac) 1
it —a) e~ laa
f(=2) f(=a)
propriétés
flax) il (2)
f(z+Db) e’ f(a)
e f(x) fla—1b)
il (@) iaf(a)
z f(z) i+ f(a)
(f *g9)(z) f(a)g(e)
f(z)g(z) 5 (f*9)(a)

2.1.3 La résolution des équations différentielle d’ordre 1 a coefficients constants par la
transformée de Fourier :

soit donnée une équation différentielle d’ordre 1
aoy'(t) + ary(t) = f(t)

on demande de trouver la solution de cette équation y(¢) pour ¢ > 0 donc pour cela on cherche
la transformée de fourier des deux membre de cette équation :

Flaoy'(t) + ary(t))(e) = F(f(t)(a)

en utilisant les propriétes de linéarité :

aoF (y'(1)) () + ar F(y(t)) (o) = F(f(t)()
sachant que; R
F(fP(x))(a) = (ia) f(a)
la transformée de fourier permet de convertir une équation différentielle a une équation algébrique,

dont la solution est la transformée de la solution () de notre équation différentielle ,pour finir
on utilise la transformée inversr de fourier .

2.1.4 Inversion de la transformation de Fourier :

On démontre que, inversement, on peut en général obtenir f(x) a partir de F'(«) par la trans-
formation dite de fourier inverse :

+oo )
flx) = \/%/ F(a)e"**da (2.1)



2.2 La transformation de laplace : 11

L’intégrale (2.1)doit etre considerée en valeur principale, ¢’est-a-dire définie comme la limite
suivante :
/ F(a)e'**da = lim F(a)e'**da

0o R—oo J_p

On prend comme notation pour la transformation de Fourier inverse :

f(z) = F'[F(a)]

La formule d’inversion (2.1) ne permet pas en fait de remonter a f(x), mais a une fonction
presque partout égale a f(x). a ce sujet, nous mentionnerons seulement le théoréme suivant : Si
f(x) est une fonction intégrable présentant un nombre fini de discontinuités, la formule d’inver-
sion conduit a 1[f(z") + f(z7)] ou” f(z ") et f(z™) sont les limites a droite et & gauche de
f(x). En particulier, si f(x) est continue, la formule d’inversion redonne bien f(z). Ici encore,
les conditions énoncées sont des conditions suffisantes mais non nécessaires.

2.2 La transformation de laplace :

Définition 11. Soitf : R™ — C continue par morceaux. On appelle transformée de Laplace
de la fonction f, la fonction :

“+o00

L(f(t))(p) = Flt)e Pt

0

2.2.1 Propriétés :

1. Linéarité :
soient f,g : RT™ — C deux fonctions admettant des transformées de Laplace F(p) et
G(p),et soient « et § deux réels; alors

L(af + Bg)(p) = aL(f)(p) + BL(g)(p)

2. Transformée d’une dérivée :
soit f : Rt — C une fonction continument dérivable et admettant une transformée de
Laplace F'(p)

—+00

LI ®)(p) = f'(t)e " at

0

=pF(p) — f(07)
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2.2.2 table de la transformée de Laplace :

10 F(p) = Jo = f(B)e™
t".,neN pﬁl
o> —1 F;i,’jj})
et L
sin(at) pZiGQ
cos(at) e
sh(at) o
ch(at) e
propriétés
f{t —a) e " F(p)
e " f(t) F(p+a)
f(at) L)
[ff(s)ds @
/(1) pF(p) — f(07)
0 p"F(p) — >, v fTP(0%)
t" f(t) (=1)"F™(p)
Fi0] f;oo F(u)du
fdeperiodeT #_pt fOT e PLf(t)dt
(f *9)(t) = Jy F(s)g(t — s)ds

2.2.3 la transformée inverse :

La transformée de Laplace étant un opérateur bijectif, I’application inverse existe. Elle est
unique et on I’appelle original de F; on a alors £L~!(F(p)) = f(t) . La définition mathématique
de la transformée de Laplace inverse se base sur une intégrale de contour dans le plan complexe,
I’utilisation de cette définition exige une connaissance de 1’ Analyse complexe.

En pratique :

1. On détermine la transformée inverse de/'(p)directement de la table.

2. 1Tl faut d’abord exprimer ou décomposerF'(p)en une somme de termes dont les transformées

inverses sont dans la table.
3. Utiliser la table conjointement avec une ou plusieurs propriétés.
. S’il y a des retards, les traiter en premier,séparément.

5. Pour des fractions rationnelles, on décompose dans I’ensemble des réels en éléments
simples. Pour les éléments simples de premiere espece se traitent facilement. Pour ceux
de seconde espece, on doit mettre leur dénominateur sous forme canonique, pour retrouver
des originaux en sinus ou en cosinus.

Exemple 3.
4 1

_p+1

3p+7

F — =
(») pP?P—=2p—-3 p—-3

donc : f(t) = (4e3 — e—t)u(t)




2.2 La transformation de laplace : 13

donc : f(t) = e 2u(t — 2)

3p+1 2 —2p+1
F(p) = 5 = 5
p-D@*+1) p—-1 p*+1

et finalement
f(t) = 2e" — 2cos(t) + sin(t)

2.2.4 La résolution des équations différentielles d’ordre n par la méthode de
transformée de Laplace :

Soit donnée une équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients constants :
apy™ +ary™ Y + - an1y 4 any = f(2)

On demande de trouver la solution de cette équation y = y(t) pour ¢ > 0 et vérifiant les
conditions initiales :
(n—1)

y(o) = Yo, y/(o) - y67 e 7y(n71) = Yo ’
On cherche la transformée de Laplace des deux membres de 1’équation :

L(aoy™ + ary™ ™V 4 an 1y + any) = LIf(t))

En utilisant les propriétés de linéarité :

aoL(y™)(®) + ar Ly (p) + - + an 1 L) (p) + anL(y)(p) = Lf () (D)

Sachant que;
k
LFP @) ) =P Fp) = Y o f*(07)
i=1

La transformée de Laplace permet de convertir une équation différentielle en une équation
algébrique, dont la solution est la transformée de la solution y(t)de notre équation différentielle
. Pour finir, on utilise la transformée de Laplace inverse pour déterminer la solution

Exemple 4. résoudre :
2 (t) — 32/ (t) + 2x(t) = 4e
z(0) =4
2'(0) =9

ona:

L(z)=X
L(z')(p) = pX — 2(0)
L(z")(p) = p’X — px(0) — 2/(0)

I’équation devient :
4
(p* —3p+2)X = —— +4p—3
p—3
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d’ou

donc :



Chapitre 3

la résolution des équations différentielles ordinaires par la
méthode des séries entieres

Définition 12. On appelle série entiére de centre x et de terme générale a, toute séries de
fonction de la forme :

> an(z —x)" (3.1)

n>0

oul x est un réel ou comlexe et les a,, sont les coefficients de la série.

3.1 Le rayon de convergence d’une sérier entiere :

Définition 13. le rayon de convergence d’une série entiére est donné par :

R = sup{(z —x¢) Z an(x —x0)"  converge}
n>0
Remarque 4. 1. Toute série entiere possede un rayon de convergence.
2. Dire que R = 0 signifie que la série entiere converge uniquement pour z = 0.
3. Si la série converge pour tout complexe z, on dit que le rayon de convergence est infini.
4. On ne peut rien conclure sur la nature de la série entiere lorsque |z — zo| = R.
5. dans R on parle de I’intervalle de convergence |zo — R,z + R|.
6. dans C ,on parle de disque de convergence D(z, R).
Théoreme 3 (théoreme de comparaison). soit Z u,, et Z Uy, A terme positive

n>0 n>0
siuy, < v, alorsona:

i) sila E vy, converge alors la E Uy, COnverge aussi.

n>0 n>0
ii) si la E v, diverge alors la E uy, diverge aussi.
n>0 n>0

Lemme 1 (d’ABEL). Soit (Z a,x") une série entiére de centre xy = 0. On suppose qu’il
n>0
existe x(, € R tel que la suite (a,x("), soit bornée. Alors :

1. La série (Z a,x") est absolument convergente pour |x| < |xj|.
n>0

2. La série (Z a,x") est normalement convergente pour |x| < r pour tout 0 < r < |z
n>0

Preuve. La suite (a,x}"), est bornée, il existe M > 0 tel que Vn € Nona : |a,zy"| < M.

Hakima Bouchekif, Département de Mathématiques 15
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1. pour |z| < |zg| :

o0 n
la,z"| = \a"izrfé’nl = |anzy" o <M . " la sérier Z ﬁ, est une série géométrique
n=0 Lo
de raison || < 1,donc convergente.alors d’apris le théoréme de comparaison, la série
+o00 +o00
Z |anx”| est convegente et par conséquent la série Z a,x" converge absolument pour
n=0 n=0
] < Ja).

2. s0it 0 < r < |xp]| et soit |z] < 7 :

n,/n
n| _ |anT" Ty - 'n n
ana”] = #2555 = Jana

Z
7

+o0o
r L L
< M|Z-|". comme E M (—-)" est une série numérique
0
n=0 Lo
+o0o

convergente, la série enticre E a,x" est normalement convergente pour tout x tel que |z| <

n=0
rettoutrtel que 0 < r < |xp).

3.2 Méthodes de détermination du rayon de convergence :

3.2.1 Critere de Cauchy :

on note u,(z) = a,(x — x¢)" le critere de cauchy consiste a calculer :

= lim {|u,(z)] = lm {/|a,(z —z0)"| = ]J:|nl_1>riloo Vlan| = |7 — x|l

n—-+o00 n—-+o00
avec
[= lim </|a
n—-+0o | n|
la série (3.1) est converge si
|z — x|l < 1
1
= |z — x| < 7= R
le rayon de convergence.
et la série (3.1) est diverge si
|z — x|l > 1
1
= |z —x9|>-=R

l

donc le rayon de convergence de la série (3.1) est

avec
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3.2.2 Critere de d’Alembert :

le critére d’alembert consiste a calculer :

. U z . a . a
lim L()|: lim = |z — x| = |z — x| lim |[=2] = |2 — 2]l
n—-+00 un(x) n—-+00 n n—+ n
avec 4
l= lim |—*
n—+0o QA
la série(3.1)converge si
1

|z — x|l < 1= |z — 20| < 7

la série(3.1) diverge si
1

r—xoll > 1= |z —x0| > 7
le rayon de convergence

1 ) 1 . a

R=-= lim = lim |—>—]|
[ no+too |-%2-|  notoo an + 1
An+1
3.3 Développement d’une fonction en série entiere :
3.3.1 Propriétés :
+o00
1. Continuité d’une série entiere : Soit Z a,(x — x)" une série entiere de rayon de conver-
n=0

+oo

gence R et de centre xg soit f :]— R, R|— R la fonction définie par f(z) = Z an(x—20)"
n=0

, [ est alors continue.

Preuve. Soit 0 < r < R Pour tout n € N, les fonctions f,, () = a,(x — ()" sont continues
dans [—R, R]et puisque la convergence est normale donc uniforme dans [—r, 7|, f est alors
continue dans [—r, 7] pour tout 1,0 < r < R donc continue dans | — R, R[. O

2. Dérivée d’une série entiere :

Définition 14. Une fonction [ : R — R est dite dérivable en xq € R si limszOM
T — 2o
existe. On la note ['(x).

Définition 15. Une fonction f est dite de classe ¢ sur un intervalle I deR, si sa dérivée
d’ordre n est une fonction continue sur 1. On notera alors que f € c"(I). Si elle est
indéfiniment (ou infiniment) dérivable, on dira alors qu’elle est de classe c* et on écrira
quef € ¢=(I) . Par contre | € °(I), signifie que f est seulement continue sur I.
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3.3.2 Proposition :

+oo
Soit Z a,(x — xo)" une serie entiere de rayon de convergence R, et soit f :] — R, R[— R
n=0
+o0o
la fonction définie par f(x) = Z an,(x — x0)" . Alors f est derivable et on a
n=0

+o0o
fl(x) = Z nay(z — x0)" .

+o0o
Corollaire 1. Soit la série f(z) = Z a,(x—x0)" de rayon de convergence R ; f est indefiniment

n=0

derivable (f € ¢>(] — R, R])); etl’ona:

1) (2
v €] - RALf) =3 L (o g

™) (4
Définition 16. f(z) = Z f—('o)(x — x9)".c’est le développement en série entiére au voisi-
n!
n>0
nage de x.

) o - F™(0)
et le le développement en série entiére au voisinage de 0 est : f(x) = E —
n!
n>0

Remarque 5. si f une fonction paire le développement en série entiere ne contient que les
puissance paire .
et si f une fonction impaire le développement en série entiere ne contient que les puissance
impaire.
1) f est paire alors f(x) = f(—x)
or f(z) =ay+ a1r+ ax®+ -+ a, " + -
et f(—z) =ag — ax + asx® + -+ + a,(—x)" + - - -
f(z) = f(—x) = a1 = —ay,a3 = —as, a5 = —as - - -
donca1:a3:a5:'--:a2p+1 = 0.
alors le développement en série entiere contiet que les puissance paire.
2)f est impaire alors f(—x) = —f(x)
or f(x) =ap+ a1z + asx® + -+ + " + - - -.
et f(—x) =ag — a1z + asx® + -+ + ap(—x)" + - - -
f(—z) = —f(z) = ap = —ag, a2 = —az,a4 = —ay,- -, Qzp = —Agp.
dOl’lCCL(]:CLQZCL4:"':(12p:0.
alors le développement en série entiere contient que les puissance impaire.
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3.3.3 Le développement en série entiere de quelque fonctions élémentaire :

le rayon de convergence|l’intervalle de convergence|le dévleppement des séries au voisinage de 0

R =+00 R er=> " 5%

R = +o0 R ch(z) =3, %

R = +o0 R cos(w) = 3oy S

R = +os R sh(x)(x) = 00 Gy

R = to0 R sin(z) = ¥ory St
R=1 |- 1,1 (Lt o)™ =14y, ee-Defamih,n
R=1 ] —1,1] Tis = T (=1)man
R=1 | —1,1] In(1 4 2) = 3200 E g

R = +00 C € =0

3.4 Les séries entieres et les équations différentielles :
soit une équation différentiable linéaire a coefficients non constants :
p(@)y” + q(z)y" +r(z)y =0

Supposons qu’il existe une solution y de cette équation qui soit non identiquement nulle et
développable en série entiere au v(z() Notons, pour tout x €|zg — R; xo + R[,

y(@) = Y au(x — )"

Exemple 5. Déterminer une solution développable en série entiere de 1’équation différentielle :

20(1+z)y" + 5z +3)y +y=0

+o0

on pose :y(x) = Z an(x — x0)"
n=0
+o0 +oo
Y (z) = Znan(x — )"t = Z(n + Dayq(x — 29)"
n=1 n=0
+00 +oo
y'(z) = Z n(n — 1a,(x — x0)" % = Z n(n + Dan1(x — z0)" 1.
n=2 n=1
+o0o
zy (x) = Z na,(x — xo)"
n=1
+00
zy’(x) = Z n(n+ 1)api1(z — x0)"
n=1
+oo
%y (z) = Zn(n — Dap(x — xp)"
n=1
et:
+oo

ao + 3a1 + Z(Qn(n + Day1 + 2n(n — 1)a, + 5na, + 3(n + 1)api14q, (€ — )" =0

n=1
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soit;
+o0

ap + 3a; + Z((n +1)(2n+3)an + (n+1)(2n+ 1)ay,)(x — x9)" =0
n=1

encore équivalent a dire que la suite (a,,),en est solution de I’équation de récurrence suivante :

ap + 3@1 =0
Vn>1,(2n+ 3)ans1 + (2, + 1)a, =0

Par récurrence, on en déduit que :

donc;




Chapitre 4

Qualques critéres d’oscillation pour les équations
différentilles ordinaires fonctionnelles non linéaires de
deuxiéme ordre

4.1 Introduction :

Pendant les trente ans passés , beaucoup d’études se sont occupées des proprietés oscilla-
toires des équations différentiables fonctionelle non linéaire , dans la plupart de ces articles il
est supposé que 1’équation dans la considération a des solutions nécessaires ,et les condition
suffisantes dans les quelles ces solutions sont oscillatoire .

Ici, le but de cet article est d’étudier la nature oscillatoire des solutions d’équations différentielles
fonctionnelles non linéaire de la deuxieme ordre de la forme suivante :

(a()a'(t))" + d1p(t)a' () + 62q(t) f(x(g(t))) = O 4.1

pour 0 <ty <toud; = +1etdy = =+1,
les fonctions p, q, g : [tg,0) — R, f : R — R sont continus,
a(t) > 0,p(t) >0, ¢q(t) > 0pourt > t,

et 1tlim g(t) = oo et de plus les fonctions ¢(t) ,g(t) et a(t) sont continument différentaible.
—00

on peut consideré la solution de I’équation (4.1) qui existe sur un intervalle [T', 00), ou 1" > ¢,

Définition 17 (Solution oscillatiore). on appelle une telle solution oscillatiore s’il existe T' > 1,
telle que x(T) =0

. De plus I’équation (4.1) est dite oscillatiore si toutes les solutions sont oscillatiores.

4.1.1 Les résultats principaux :

dans cette section ,nous établissons quelques théoremes d’oscillation pour 1I’équation (4.1)
nous présentans quelques notations et lemmes, qui sont nécessaire dans cette section,

7(t) = max{min(s, g(s)) : 0 < s < ¢} 4.2)
p(t) = min{max(s,g(s)); 5> t} 4.3)

pour ' >ty ,ona

a(T)

et I’adjoint de A est donné par 1’expression suivante

Alp(t), s] = exp {/p(t) MdT} . Y(ts)eR?: T <s<p(t)

p(t) s
A*[p(t), u] :/u ﬁm, V(t,u) eR*: T <u<p(t)

Hakima Bouchekif, Département de Mathématiques 21
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on utilise (4.2) et (4.3) on en déduit que

7(t), V(s,t) €eR*:  7(t) <s <t,
p(t), V(s,t) €ER*:  t<s<p(t)

Lemme 2. considerons l’inégalité différentielle :
() + b(t)z(6(t)) <0 (4.4)
oub,0 € C([ty,00)) sont deux fonctions vérifiants

Vitg € [0,¢] = b(t) >0, 6(t)<t, () >0,
lim §(t) = oo

t—o0
Si
lim inf / s)ds > -
t—o00
Alors linégalité (4.4) n’a pas de solution positives.
Lemme 3. considerons l’inégalité différentielle :
/(1) = b(t)z(6(t)) = 0 (4.5)
oub,d € C([ty,00)) sont deux fonction vérifiants :
Vig € [0,t]: b(t) >0 o(t)>t, d(t)>0
lim §(t) =
t—o0
Si
lim inf / s)ds > —
t—o0
alors l'inégalité (4.5) n’a pas de solution positives.

Théoreme 4. soit 61 = 6y = 1 et supposons que :
1. g(t) <t g (t) >0, etp(t) <0pourt >ty

2. L’équation différentielle suivante :
(a(t)2’(t))" + kq(t)x(g(t)) =0 t >t (4.6)

est oscillatoire.

3. Les fonction a, p, g et q vérifiants la condition suivante

o[ (G [

4. La fonction f satisfait la condition

f(=)

T

>k>0 ,x#0 (4.8)
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Avec k au niveau de I’équation (4.6) et de la condition (4.8) est une constante positive.
Alors I’équation (4.1) est oscillatoire .

Preuve. soit z(¢) une solution positive non oscillatiore de 1I’équation (4.1) ou §; = do = 1 dans
Iintervalle [t1,00),0 <ty < t;

soit £y > 1 tel que x(g(t)) > 0 pour t > t,.

on suppose que z’(t) est oscillatiore, alors il existe Ty > ¢, tel que 2'(75) = 0 alors I’équation
(4.1) devient :

(a(t)z'(t)) + p(t)='(t) + q(t) f(x(g(1)))| =g, = O
or 2’ (Ty) = 0 donc on obtient

(a(t)2'(1))" + a(t) f(@(g(t)))| =g, = O
de plus ¢(t) > 0 et x(g(Tp)) > 0 pour Ty > t, donc
(@) (1)) |z, = —a(To) F(2(9(Th))) < —kq(To)a(g(To)) < 0
a'(To)x'(To) + a(Th)x"(To) < 0
= 2"(Ty) <0

=Jde>0;Vte|ly—e,To+e¢| tqa’(t) <0

Vt €Ty — €, Ty + €[; o'(t)est strictement décroissante, contradiction
Alors z/(t) est non oscillatoire Ainsi 2'(t) est de signe constant.
Maintenant nous étudions les deux cas suivants :

L 2/(t) > 0
2. 2'(t) < 0

1. si2/(t) > 0 et la condition (4.8) est satisfaite , alors I’equation (4.1) devient ;
0= (a(t)2'(t)) + p(t)2'(t) + q(t) f(x(9(t))) = (a(t)2'(t)) + p()2'(t) + kq(t)x(g(t))

(a(t)2'(1))" + p()2'(t) + kq()x(g(t)) <0
= (a()2'(1))" + kq()x(g(1)) < —p(t)2'(t)
= (a(t)2'(t)) + kq(t)x(g(t)) < —p(t)2'(t) < 0carz/(t) > 0etp(t) > 0 pourt > t,

alors;

(a(t)a'(t))" + kq(t)z(g(t)) < 0

donc , comme montré dans le théoreme 1 de [27] pour [ = 1 et n = 2que I’équation :

(a()a'(t))" + kq(t)z(g(t)) = 0

a une solution positive ,cela contre dit la condition donnée dans (4.6).
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2. si 2/(t) < 0 et la condition (4.8) satisfie alors I’équation (4.1) devient :
0= (a(t)z' (1)) +p(t)2'(t) + q(t) f(x(9(t))) = (a(t)2'(t)) + p()2'(t) + kq(t)z(g(t))
alors;
(a(®)2' (1)) +p()2'(t) + kq(t)2x(g(t) <O t>1 (4.9)

on integre I’inegalité (4.9) de g(t) at,on a g(s) < g(t) pour s < t alors g(t) < s < t < t nous
obgenons :

/g @)+ /

g(t)
et alors, nous obtenons

t t

p(s)2'(s)ds + k / REECOZED

a(t)z'(t) —a(g(t))w'(g(t))+p(t)w(t)—p(g(t))m(g(t))—/ p'(s)z(s)ds

g(t)

t g(t)
T ka(g(t)) / 4(0)dv — Ex(g(g(1))) / 4(v)dv
—k / ¢(5)2'(g(5) / g(v)duds + kx(g(t)) /

(t) 0 g(t)
Alors

a(t)x’(t)—p(g(t))w(g(t))+kx(9(t))/ q(s)ds < a(g(t))m’(g(t))—p(t)x(t)+/ p'(s)z(s)ds

g(t) g(t)
g(t) s g(t)
T ke(g(g(t)) / a(s)ds + k / ¢ ()2 (g(s)) / a(w)dvds — kx(g(t)) / 4(s)ds < 0
Alors

a(t)z'(t) = p(g(t)=(g(t)) + ka(g(t)) /(t) g(s)ds <0
comme a(t) # 0 et comme g(s) < g(t) et x(g(t)) < z(g(s)) pour g(t) < s < t alors nous

obtenons :

0 0

4(w)dv — Ex(g(t)) / NG

t t

t

()

o) - P8 atote) + |5 | ) o(5)ds| atalt) < 0
v+ | [ als)ds - P a(o(0) <0 @.10)

donc on applique le lemme 2 ;
k t
pour b(t) = —/ q(s)ds —
a(t) Jou
b(t) € C([to, 0))

d’aprés la condition (4.7) nous btenons; /
g(t)

p(g(?))
a(t)

t
1

b(u)du > — et on applique le Théoreme des va-
e

leurs inttermédiaires
1
alors/ b(u)du = b(c)(t — g(t)) > — pour c € [g(t),t],alors b(c) >0 Ve € [g(t),t]
9(t) €
etd(t) = g(t) <tetd'(t) =g'(t) > 0pourt >ty > 0 d aprés les hypotheses du theoréme 5 .

etona lim g(t) = oco.
t—o0 .
et on a la condition;

s [T [ o 20))

Alors I’'inégalité (4.10) est n’admet pas de solution positive , contradiction
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Alors I’équation (4.1) admet x(¢) comme solution oscillatoire. Donc, I’équation (4.1) est oscil-
latoire pour 6; = 9y = 1 O

Théoreme 5. soit 61 = 1 et 0o = —1 et supposons que :
1. g(t) est de type mixte , g'(t) > 0, p'(t) > 0, et t > tg

2. La condition (4.9) est satisfaite ainsi que l’inégalité :

(®)
tlim sup {k/p A*[p(t),u]q(u)du} > 1 (4.11)

T

3. Les fonctions a,q etq vérifiants la condition suivante :

k t
lim sup{ / lg(u) — T(t)]q(u)du} -1 @.12)
t—o0 a(T(t) Jo@

et k au niveau de l’'inégalité (4.11) et la condition (4.12) est une constante positive.

Alors, I’équation (4.1) est oscillatoire .

Preuve. Soit z(t) une solution non oscillatoire de 1’équation (4.1) ot §; = 1 et 6 = —1 pour
0 <ty <ty <tetsoitty >ty tel que x(g(t)) > 0 pour t > t,.

D’abord , supposons que x’(t) est oscillatoire .

Ainsi il existe Ty > to tel que /(1) = 0

Alors de I’équation (4.1) devient :

(a(t)z'(t)) + p(t)='(t) — q(t) f(z(g(t))) =g, = O
(a()a' (1)) ],—r, + p(To)='(To) — a(T5) f (2(9(Tv))) = 0

Or 2/(Ty) = 0
(a®)2' () |,=q, = a(To) f(x(9(T0))) > kq(To)z(9(To)) >0
a/(To)Qfl(To) + CL(T())[L’”(T()) >0
Alors;
a(Ty)x"(Ty) > 0
= I”(To) >0
Alors;

Je>0 Viello—eTo+e 2"'(t) >0

et donc sur [Ty — €, T + €[ ;2 (t)est strictement criossante,ce qui est contradictoire avec z'(t) est
oscillatoire ,alors z/(t) est non oscillatoire . On conclut que z’(t) est de signe constant.
Maintenant nous étudions les deux cas suivants;

L 2/(t) > 0
2. 2'(t) < 0



4 Quelques critéres d’oscillation pour les équations différentilles ordinaires

. si2’(t) > 0 on remplace la condition (4.8) dans I’équation (4.1) nous obtenons :

0= (a(t)2'()) +pt)2'(t) — q(t) f(x(g(t)) < (a(t)z' () + p(t)2'(t) — kq(t)x(g(t))
alors;;
(@) (1)) + p(t)a' () — ka(Da(g(t) >0, Vi>1 (4.13)
et en intégrant (4.13) de 7" a s par rapport au caron at, < 7T < u < s < ¢ nous trouvons :

/Ts(a(u)a:'(U))'du + /Sp(u)x’(u)du — k:/s g(w)z(g(u))du > 0

T T

ce qui donne

~kao(s) [ (o) + ka(g(T)) / L0tk /| [g'<u>x'<g<u>> / “qw >dv} du

ou encore

a(s)2(s) + p(s)z(s) — kx(g(s)) / g(uw)du > a(T)(T) + p(T)(T) + / " (w)e(u)du

~tato(r) [ atwrio b [ o sto) [ aa] du = katoto) [ aar

Donc;

s

a(s)z'(s) + p(s)z(s) — im(g(S))/ q(u)du = a(T)a'(T) + p(T)x(T) +

~tato(r) [ otk [ [t [ atore] du+ ratots)

Alors on obtient;

o()(5) + p(5)2() ~ k(g(9) [ a(wdu = a1 (D) + p(Da (D) + [ P lu)a(u)d

T

Kle(g(s)) — 2(g(T)) / ") 1k / S {g’<u>x’<g<u>> / 0 q<v>dv} du > 0

Alors;

comme g(u) < g(s) donc x(g(u)) > z(p(t)) pour u < p(t) < g(u) ,alors z(p(t)) <
z(g(u)) < x(g(s)) nous obtenons

k
a(s

pLs

0 < o/(s)+ E; (5= 25a(als) /qu<u>duSx'<s>+p—x<s>——a:<p<t>) /quw)du

als
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Alors;
! Mm s) — ix S w)du
(5)+ Z3a(s) = —salott) [ atw)du o (@14
On multiple cette inégalité par Als, T)]
A[S,T]%[L’(S) + A[S,T]z(—gz(s) - %A[S,T]$(p(t)) /TS q(u)du >0
Als, T = exp {/TS ZE:;dT}
Alors;

Als, T] = % {/T %m} exp{/; %m} o A5, T] = %A[S,T]

donc; )
2'(s)Als, T) + %A[S,T]J}(S) = —S(A[s T)x(s))
Alors; p L \
FAA T} = —a(plt) [ Al Tlatw)du >0 (4.15)
pour 7' < s < p(t), on a g(s) > p(t) par I’intégration de I’inegalité (4.15) de T" a p(t) nous

obtenons ;

T T CL(S)

p(t) p(t) s
[ it = [T Esatotn) [ Als i) as

p(t) s
A ). Tha(p(0) = ATT1o(T) = [ | Lot [ Al Tlatw] as
orz(T)=0
p(t) s
A Thotp(0) = [ | Eatoto [ s Tlatwa as

K /T " Als, T]q(u)du] ds (4.16)
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m/j(ﬂ {% /qu(u)du} ds < 1.

Alors I’inégalité (4.16) devient;

pt) s 1
/T a(s) /T A[,o(t),s}Q(u)dUdS =1 (4.17)

I’inégalité (4.17) devient pour 7" < u < s < p(t) sous la forme suivante ;

p(t) pt) [ d
/ / ——S] q(u)du <1
T u a

(s) Alp(t), 5]
Aoty = [ L 0
etona A*[p(t),u] = / —————— pour ' < u < s < p(t). Alors par consiquence ,
w als) Alp(t), s]
nous obtenons ;
p(t)
b [ Alplt) gt < 1 @.18)
T

par passage a la limte sup lorsque ¢ — oo nous obtenons ;

p(t)
lim sup [/{:/ A* [p(t),u}q(u)du] <1

t—o00 T

contradiction avec la condition(4.11) de Théoreéme 5.

. siz’(t) < 0 on remplace la condition (4.8) dans I’équation (4.1) nous obtenons ;

(a()a'(t))" = q(t) f(x(g(1)) = —p(t)2'()

et comme p(t) > O et 2/(t) < 0 Alors

(a(H)2'(£)) = q(t) f (2(g(8))) = 0

et d’aprés la condition (4.8) cette équation devient;

(a()2'(t))" = q(t)f(x(9(t))) = kq(t)x(g(t)) (4.19)

comme g(t) > g(s) et z(g(s)) > x(g(t)) pour ta < g(s) < 7(t) < s <t.

kq(t)z(g(t)) < kq(t)z(g(s))

le développement de Taylor d’ordre 1 de la fonction z(g(s)) donne

(g(s)) = 2'(7(1)[g(s) — 7(t)] (4.20)

par I'intégration de (4.19) de 7(t) a t et utilisons (4.20) nous obtenons;
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ce qui donne

alt) 2'(t) L t B
a(r(t)) z'(7(t)) I< /T q(u)lg(u) (t)]du < 0

caru € [7(t),t] et donc g(u) < 7(t) alors;
k, t
o) /T(t) lg(u) — 7(u)]g(u)du < 1 (4.21)

par passage a la limte sup lorsque ¢ — oo nous obtenons

: k !
Jim s |2 [ ot = (g <

contradiction avec la condition (4.12) du Théoreme 5. alors /() n’est pas de signe constant.
Donc;x(t) est une solution oscillatoire de 1I’équation (4.1) ce qui implique que 1’équation
(4.1) est oscillatiore pour §; = 1 et d, = —1.

O
Théoreme 6. Soient 6, = —1 et 0o = 1 et supossons que :
1. La condition (4.8) est vérifie et V't >ty g(t) >t, ¢g'(t) > 0etp/(t) >0
2. L’équation différantielle suivante :
(a(®)'(t))" + kq(t)z(9(t)) =0  t >t (4.22)

est oscillatoire.

3. Les fonctions a,p,q et g vérifiants la condition suivante :

lim inf [ [ (s [ s %)ﬁ] 2L a

Avec k au niveau de I’équation (4.22) et la condition (4.23) est une constante positive.

Alors, I’équation (4.1) est oscillatiore .
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Preuve. soit z(t) une solution positive non oscillatoire de 1’équation (4.1) ou §; = —letdy =1
dans I’intervalle [t1,00) 0 < 5 < t;

et soit to > 1 tel que x(g(t)) > 0 pour t > to

D’abord ; comme nous avons fait dans la preuve de théoréme 5, nous voyons que z’(t) de signe
constant

Maintenant ,nous étudions les deux cas suivants;

1. 2/(t) <0
2. 2'(t) >0
1. si2'(t) < 0 est vérifie en remplace la condition (4.8) dans 1’équation (4.1) nous obtenons ;
0= (a(t)'(t))" —pt)2'(t) + q(t) f(2(9(t))) = (a(t)2' ()" — p(t)2'(t) + kq(t)z(g(t))
Alors;
(a(t)2'(t)) — p(t)2'(t) + kq(t)z(g(t)) < 0
or z'(t) < 0etp(t) > 0 donc
(a(t)2'(t)) + kq(t)z(9(t)) < p(t)z'(t) <0

donc
(a(t)2' ()" + kq(t)x(g(t)) <0 (4.24)

Donc, on utilise le théorme 1 donnée de [27] que 1’équation;;
(a(t)z'(t))" + kq(t)x(g(t)) =0

a une solution positive , cela contredit la condition donnée (4.22) car cette équation est
oscillatoire.

2. siz/(t) > 0 et la condition (4.8) vérifie alors I’équation (4.1) devient;

0= (a(®)z'(t))" = p(t)2'(t) + q(t)f(x(9(t))) = (a(t)2'(£)) — p(t)2'(t) + kq(t)x(g(t))

Alors;
(a(®)2'(t)) — p(t)2'(t) + kq(t)x(g(t) <0t >t (4.25)

on intégrant (4.25) de ¢ a g(t) par rapport a u caronat < u < g(t) , nous obtenons;

a(t) q(t) g(t)
/t (a(ue)a ()Y dus — / p(u)e (u)du + k / g(w)z(g(uw))du < 0

ce qui donne

g(t)
alal0)2'(9(6)) = a)'(0) = pla(O)a(al) + plt)e) + [ plw)a(u)du
g(t) t g(t) u
Tha(g(g(t)) / g(uw)du — ka(g(t)) / o=k [ g (wa(alu) / g(v)dvdu
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wmﬂw+p@un@@»—kMﬂw[[mquuzaawnum»+pwxw
eratoto) [ ot [ st
—@KMJWWEWDAZWMMu—m@@[fwdwm20

Alors;

ce qui donne

, koo p9(1))
'(t) — {%/t q(u)du — W} z(g(t)) =0 (4.20)
. _ kY p(g(t))
Alors d’aprés le lemme 3 pour b(t) = alt) /t q(u)du — o(t)

d’aprés la condition (4.23) nous obtenons ;

K 1
/ b(u)du > —
g(t) €

et on applique le théoreme des valeurs intermediaires alors

[ ptu =t =) > - < loo).

donc
b(c) >0 Veelg(t),t]

ord(t) =g(t) >tdoncd'(t) =g'(t) > 0Oetona tlim g(t) = oo ainsi que la condition
—00

e { [ (ot [ 02D )

Alors I’'inégalité (4.26) est n’a pas de solution positive ,contradiction avec la résultat du
lemme 3

Donc ,x(t) est une solution oscillatiore de I’équation (4.1) pour 6; = —1l et Jy = 1

Théoreme 7. soit 6, = 6 = —1 et supposons que :

1. g(t) <t,g'(t) <0,7(t) >0, tlim g(t) =occetp'(t) < 0pourt > t.
—00

2. La condition (4.8) est satisfiait ainsi l’inégalité

: ko[
tlgglo sup{m /T(t) [g9(u) — T(t)]q(u)du} > 1 (4.27)
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3. Les fonctions a,pet q vérifiont la condition :

[ (e [ o SE0) o2

Avec k au niveau de 'inégalités (4.27) et (4.28) est une constante positive.
Alors ,I’équation (4.1) est oscillatiore .

Preuve. Soit z(t) une solution non oscillatiore positive d’équation (4.1) quand §; = ds = —1
dans un intervalle [t;,00), 0 < tn < t;

soit t >t tel que z(g(t)) > O pour t > t5 .

supposons que z'(t) est oscillatoire. Ainsi ,il existe Ty > ¢ tel que /(7)) =0,

Donc I’équation (4.1) devient;;

(a(t)z'(t))" = p(t)2'(t) — q(t) f(z(g(t)))|,=g, = O
or z'(Ty) = 0 donc on obtient que
(a()a'(t))'],—, — a(To) f(x(9(Tp))) = 0

de plus ¢(t) > 0 et x(g(7p)) > 0 pour Ty > to donc

(a()a'(t))'| =z, = a(T0) f(x(9(Tv))) > kq(To)z(9(To) > 0
a'(To)2'(To) + a(To)x"(To) > 0
= I”(To) >0

Alors;3e > 0;Vt €Ty — €, Ty + €[ tq 2”(t) > 0.

Ainsi,z’(t) est strictement croissante pour tout ¢ €]7y — €, Ty + €| contradiction avec z'(t) est
oscillatoire alors () est non oscillatoire ,donc 2'(t) est de signe constant.

Maintenant nous étudiant les deux cas suivants :

1. 2/(t) >0
2.2/(t) <0

1. si 2/(t) > 0 est vérifie,et d’aprés I’hypothese de théoréme la condition (4.8) est vérifie alors
I’équation (4.1) devient;

0= (a(t)2'(1))" = p(t)2'(t) — q(t) f(2(g(2))) < (a(t)z'(8)) — p(t)2'(t) — kq(t)x(g(t))

(a(t)2'(1))" — p(t)a'(t) — kq(t)x(g(t)) = 0
or p(t) > 0 et 2’(t) > 0 alors on obtient :
()2’ (1) — kg(®)r(g(t)) > p(t)a'(1) > 0

alors;
(a(t)2'(t)) — kq(t)z(g(t)) > 0 (4.29)

on applique la formule de Taylor de la fonction x(g(s)) nous obtenons;
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(g(s)) = x(7(1)) + '(r(1))[g(s) — 7(1)]

on asg(s) < (1) alors g(s) — 7(t) < 0 eta(r(t)) > 0 pout 7(t) > > ce qui donne

2(g(s)) = 2'(7(1))[g(s) — 7(1)]
et donc
2(g(s)) = =2 (r(1))[7(t) — g(s)] (4.30)
on intégrant (4.29) de 7(t) at car g(s) < 7(t) < s < t et on utilise (4.30) nous obtenons

a(s)z'(s))ds — k t s)z(g(s))ds
[ @@=k [ a@rtotends 20

7(t)

or z(g(s)) = [7() — g(s)][=2'((t)] donc

| @@yds = [ alr) - o) (r(0)lds
(1)

>0
donc . .
/ (a(s)2(s))ds + & / 4($)lr(t) — g()) (r(£))ds > 0
7(t) 7(t)
a(t)' () — a(r(t))2 (r(1)) + k! (v(£)) / LA —o(s)ds 20
donc

o) (0) 2 k() [ a(o)lo(s) — r()ds = k'(e) [ a(s)lg(s) = m(0)ds

(1) 7(t)

ce qui donne
k t

a0 /T(t) [g(s) — 7(t)]q(s)ds < 1 (4.31)

par passage a la limte sup lorsque ¢ — oo nous obtenons ;
: ko[
sl o5 [ lote) = 7(0la(epis | <1 @)

contradiction avec la condition (4.27) .
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2. si 2/(t) < 0 ,en prende la condition (4.8) I’équation (4.1) devient;
(at)2'(®)) = p(t)2'(t) — kq(t)z(g(t)) =0  t=>ty (4.33)
en integre (4.33) de 7(¢) a ¢ pour 7(¢) < s < ¢ nous obtenons;
t t t
/ (a(s)2'(s))ds — [ p(s)a’(s)ds — k’/ q(s)z(g(s))ds =0 (4.34)
7(t) 7(t) 7(t)

ce qui donne

—alr ) (7(0) 2 —plr(O)e(r() + [ ;) (elg()ds  @39)

et d’aprés la formule de Taylor pour la fonction 2(g(s)) nous obtenons I'inégalité suivante ;
#(9()) = 2 (1)) +  (r(O)lg(s) — (1)

donc

2(g(s)) > o(r(t)  pour  gls) <T(t) <s <t (4.36)

on utilise (4.35) et (4.36) nous obtenons

, EOf )
() + {W / RCE W} 2(r(1) <0

Notons que x(t) < z(7(t)) et 2/(t) < 2/(7(t)) pour 7(¢) < ¢ alors nous avons;

, GO
$<t>+{a<7<t>> /T@‘J“) aw»} (+(t)) < 0 437)

le lemme 2 et la condition (4.28) implique que I'inégalité (4.37) n’a pas de solution positive
, alors contradiction ,ainsi , () est une solution oscillatoire pour 1’équation (4.1) .

Donc I’équation (4.1) est oscillatoire , quand ; = J, = —1

Exemple 6. considérons 1’équation différentielle :

2" (t) 4+ pa'(t) + tVix(VE) =0 t>1 (4.38)



4.1 Introduction : 35

Quand p est une constante positive ,il est facile de vérifier que I’équation (4.38) est oscillatoire
pour toutp > Oetona

a(t)=1,4(t) =tv/t gt) =Vt,plt)=p, f2) =2, k=101 =0 =1

comme ; = d5 = 1,0on applique le Théoreme 5, donc soit I’hypothese :
1
D glt)=Vt<t.g(t)=—%=>0p(t)=0<0 Vt>1

2Vt

() + tVix(VE) =0  t>1 (4.39)
si on suppose que x(v/t) <0Vt € [1,00], alors 2”(t) > 0, donc I’équation (4.38) devient ;

(i) et I’équation

2"(t) = —pa'(t) — tViz(Vt) 2 0

ce qui donne

2 (t) + %tx/ix(\/i) <0

Alors on applique le lemme 2 pour

b(t) = %t\/z_f 5(t) = Vi

on a alors .
b6 € C([1,00)) b(t)=—-tV/t>0 6(t) =Vt <t
p
1
o'(t) = i >0 t>1, lim §(t) :tlggo\/iz 00
et

t b1 2 5 2 s 1
lim inf/ b(s)ds = lim inf [ —sy/s= lim —t2 — —t1 = +00 > —
t—o0 Vi t—o0 Vi p t—o00 5p 5p e

Alors I’équation (4.39) n’admet pas de solution positive alors 1’équation (4.39) est oscillatoire.
(i11)la valeur

I/t /“ d /tQ P20t —pdu = th ot pt— Lt gd
= S S — u = —U2 — —-Uust — u = —12 — —7104 — — — _— 2
vi\Ja b S e A TS S AT
onpose;y:t% donc
4 8 4 8
I — 28 8 8 14 9 4
357 a5t P Tt Tt T

et donc

lim infl = +o0 > —
t—o00 e

(iv) la fonction /() =1>0,x#0

x
Donc I’équation (4.38) est oscillaiore.
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Exemple 7. Considérons I’équation différentielle :
a"(t) — pa'(t) + tVtx(t?) =0  t>1 (4.40)

Quand p est une constante positive il est facile de vérifier que 1’équation (4.40) est oscillatoire
pour toutp > Oetona

a(t)=1,qt) =tvt,g9@t) =t pt)=p, f(x) =2, k=16 =-1,0=1

comme §; = —1 et 9o = 1,0n applique le Théoréme 7donc soit I’hypothese ;

DI 10 =g =2z 0 = =020 WL
xr

(ii)considérons I’équation suivante ;
() +tVtx(t) =0 t>1 (4.41)
si on suppose que z(t) < 0 = z(t?) < 0 alors I’équation (4.41) devient;
2 (t) = —tVtx(t?) > 0

donc
Z"(t) >0

I’équation (4.40) implique ;
1
pr'(t) — tVtx(t?) > 0 = 2/(t) — ~tvVtx(t?) > 0
p

on applique le lemme 3 on déduit qu’il n’existe aucune solution positive de I’équation (4.41)
contradiction .
Donc I’équation (4.41) est oscillatoire.
(iii)
u? 2 2 1
lim inf / sv/sds —p |dt = lim —u'? = 400 > =
U—00 w u—o0 30 €

t
Alors I’équation (4.40) est oscillatoire pour 9; = —1 et 65 = 1.
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