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Introduction générale

L’objet de cette thèse est l’étude des problèmes elliptiques à coefficients singuliers.

Les problèmes que nous considérons se caractèrisent par la présence : des nonlinéarités
critiques, d’un ou plusieurs poids singuliers dont le point singulier peut se situer soit à
l’interieur ou sur le bord du domaine étudié.

Ceci pose un certain nombre de difficultés liées à la perte de compacité des injections
de Sobolev ainsi que la régularité des solutions. Les méthodes variationnelles classiques
ne sont pas applicables.
L’étude de ce type de problèmes est motivée par leurs intérêts mathématiques en
premier lieu.
En second lieu, ils apparaissent dans de nombreux modèles issus : de la physique (optique
nonlinéaire), problèmes d’astrophysiques et les phénomènes de réaction-diffusion en
biologie.

L’étude des problèmes contenant des nonlinérarités critiques : exposant critique de
Sobolev, exposant critique de Sobolev-Hardy avec un poids singulier de type Hardy dont
la singularité se trouve à l’interieur du domaine, a fait l’objet de plusieurs travaux de
recherches. Contrairement au cas où la singularité se situe sur la frontière du domaine
étudié. On constate qu’il y a peu de résultats. L’existence de solutions dépend de la
géométrie du domaine.

Notre principal objectif est d’étudier l’effet des coefficients singuliers sur l’existence
et la multiplicité des solutions.

La thèse se présente comme suit :
Dans le chapitre 1, nous rapellons les principaux résultats utilisés dans cette thèse.

Dans le chapitre 2. On étudie l’existence et la multiplicité de solutions du problème
elliptique suivant :−∆u− µ u

|x|2 = λf(x)u+ |u|2
∗−2 u dans Ω \ {0},

u = 0 sur ∂Ω,
(1)

où Ω est un domaine borné de RN (N ≥ 3) avec 0 ∈ Ω, λ et µ sont des paramètres réels
positifs tels que 0 ≤ µ < µ̄ =

(
N−2

2

)2
, µ̄ est la meilleure constante de Hardy, 2∗ = 2N

N−2

1



est l’exposant critique de Sobolev et f ∈ F2,β, avec

F2, β =
{
f ∈ F2 : ∃ 0 ≤ β < 2 tel que 0 < lim

|x|→0
|x|β f(x) <∞

}
.

et
F2 =

{
f : Ω −→ R+ : lim

|x|→0
|x|2 f(x) = 0 avec f ∈ L∞loc (Ω \ {0})

}
.

Lorsque f ≡ 1, le problème a été considéré par Ferrero-Gazzola [17].

Pour f 6≡ 1, Chaudhuri-Ramaswamy [12] ont étudié le problème de valeurs propres
suivant : −∆e− µ e

|x|2 = λf(x)e dans Ω
e = 0 sur ∂Ω,

(Pλ)

ils ont montré que le problème (Pλ) admet des solutions faibles non triviales dans
H1

0 (Ω) qui correspondent à λ ∈ σµ(f) := (λµk(f))∞k=1.
Nasri [32] a obtenu des résultats pour le problème (1) dans le cas où λ < λµ1(f).

Dans notre travail, on prouve que l’existence et la multiplicité de solutions du problème
(1) dépend essentiellement de la position du paramètre λ par rapport aux valeurs
propres du problème (Pλ). On distingue deux cas :

Le cas non-résonant, c’est à dire, λ n’appartient pas au spectre σµ(f), on montre que
notre problème admet au moins une solution sous les conditions suivantes :

µ ∈
[
0, µ̄−

(
2−β

2

)2
]
et

1. N = 3 et 1 ≤ β < 2,
ou

2. N ≥ 4 et 0 ≤ β < 2.
Le cas résonant, c’est à dire λ est une valeur propre. On montre l’existence de solutions
pour µ ∈

[
0, µ̄−

(
N+2
N

)2 (2−β
2

)2
[
et

1. N = 3 et 7
5 < β < 2,

ou
2. N = 4 et 2

3 < β < 2,
ou

3. N ≥ 5 et 0 ≤ β < 2.
On démontre aussi que le problème (1) admet vk paires de solutions non triviales pour
tout µ ∈

]
µ̄−

(
2−β

2

)2
, µ̄
[
, λ ∈ ]λ+, λ

µ
k(f)[ avec λ+ = λµk(f)− Sµ

(∫
Ω |x|−βN/2dx

)−2/N

et si l’une des conditions suivantes est vérifiée :
1. N = 3 et 7

5 < β < 2

2



2. N = 4 et 2
3 < β < 2

3. N ≥ 5 et 0 ≤ β < 2,
où vk désigne la multiplicité de λµk(f).

Dans le chapitre 3, on s’intèresse à l’existence et la multiplicité des solutions du
problème : −∆u = λ |u|

q−2u
|x|β + |u|2

∗(s)−2u
|x|s dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(2)

où Ω est un domaine borné de RN , (N ≥ 3) avec 0 ∈ ∂Ω, λ est un paramètre positif,
0 ≤ β < 2, 1 < q < 2, 0 < s < 2 et 2∗(s) = 2(N−s)

N−2 l’exposant critique de Hardy-Sobolev.
Dans le cas q = 2, β = 0. Le problème (2) a été traité par Ghoussoub-Kang [18]. Ils
ont prouvé que l’existence de solutions dépend du signe de la courbure principale de
∂Ω au voisinage de 0. Le résultat obtenu est le suivant :
Si N ≥ 4, 0 < λ < λ1 (λ1 désigne la première valeur propre de (−∆, H1

0 (Ω))) et que la
courbure principale de ∂Ω au voisinage de 0 est non positive. Alors le problème (2)
admet au moins une solution positive.

On remarque que dans notre cas, la fonctionnelle d’energie associée au problème (2)
n’est pas bornée inférieurement sur H1

0 (Ω). A cet effet, on utilise une minimisation sur
la variété de Nehari. On établit les résultats suivants :

1. Supposons que 0 ≤ β < 2. Alors il existe Λ0 > 0 tel que, pour tout λ ∈ ]0; Λ0[, le
problème (2) admet au moins une solution dans H1

0 (Ω).
2. Supposons que la courbure moyenne de ∂Ω est négative, alors il existe Λ > 0 tel

que pour tout λ ∈ ]0; Λ[, max
{

1, N−β
N−1

}
< q < N−β+1

N−1 , le problème (2) admet au
moins deux solutions dans H1

0 (Ω).
Dans le chapitre 4, on se propose d’étudier le problème suivant :−∆u = λ u

|x|β + |u|2∗(s)−2u
|x|s dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(3)

où Ω est un domaine borné de RN , (N ≥ 3) avec 0 ∈ ∂Ω, λ est un paramètre positif,
0 ≤ β < 2, 0 ≤ s < 2 et 2∗(s) = 2(N−s)

N−2 l’exposant critique de Hardy-Sobolev. On
montre que l’existence des solutions dépend de la position de λ par rapport aux valeurs
propres du problème −∆e = λ e

|x|β dansΩ
e = 0 sur ∂Ω,

et du paramètre β.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats utilisés dans cette thèse.

1.1 Espaces de Sobolev

On considère Ω un ouvert de RN .

Définition 1.1.1. On note par C∞0 (Ω), l’espace vectoriel des fonctions de classe C∞
définies sur Ω et à support compact dans Ω.

Soit 1 ≤ p <∞.

Définition 1.1.2. On définit l’espace de Sobolev W 1,p(Ω) par{
u ∈ Lp(Ω)/ ∃g1, ..., gN tels que

∫
Ω
u
∂φ

∂xi
= −

∫
Ω
giφ ∀φ ∈ C∞0 (Ω) ∀i = 1, .., N

}
.

On pose H1(Ω) := W 1,2(Ω).

Pour u ∈ W 1,p(Ω), on note

∂u

∂xi
= gi et ∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN

)
.

Définition 1.1.3. On dit qu’un espace de Banach E est réflexif si j(E) = E ′′, avec
E ′′ est le bidual de E et j est l’injection canonique de E dans E ′′.
Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E ′′.

Théorème 1.1.1 ([5]). W 1,p(Ω), muni de la norme

‖u‖W 1,p :=
(
‖u‖pLp +

N∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥∥
p

Lp

) 1
p

,

est un espace de Banach séparable et réflexif pour 1 < p <∞.

Définition 1.1.4 ([5]). On définit W 1,p
0 (Ω) comme la fermeture de C∞0 (Ω) dans

W 1,p(Ω).

On pose H1
0 (Ω) := W 1,2

0 (Ω).
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1 Préliminaires

Remarque 1. On a W 1,p(RN) = W 1,p
0 (RN).

Théorème 1.1.2 ([5]). Soit u ∈ W 1,p(Ω), alors u ∈ W 1,p
0 (Ω) si et seulement si u = 0

sur ∂Ω.

Théorème 1.1.3 ([5]). H1(Ω) muni du produit scalaire

〈u, v〉H1 := 〈u, v〉L2 +
N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2
,

est un espace de Hilbert séparable.

Théorème 1.1.4 (Inégalité de Poincaré [5]). Soit Ω un ouvert borné. Il existe une
constante C telle que

||u||Lp ≤ C||∇u||Lp ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Théorème 1.1.5 (Immersion de Sobolev [28]). Soit Ω un domaine borné de RN

et p ≥ 1.
i) Si p < N , alorspour tout q ∈ [1, p∗) , l′injection de W 1,p

0 (Ω) dans Lq(Ω) est compacte.
l′injection de W 1,p

0 (Ω) dans Lp∗(Ω) est continue où 1
p∗

= 1
p
− 1

N
.

ii) Si p = N , alors pour tout q <∞, l’injection de W 1,N
0 (Ω) dans Lq(Ω) est compacte.

iii) Si p > N et 0 < α < 1 − p
N
, alors l’injection de W 1,N

0 (Ω) dans C0,α
(
Ω̄
)
est

compacte, avec C0,α
(
Ω̄
)

=
{
u ∈ C(Ω) : sup

x,y∈Ω

|u(x)−u(y)|
|x−y|α

}
, où 0 < α < 1.

Définition 1.1.5. Pour tout u ∈ C∞0 (Ω), p ≥ 1, soit

||u||p
W 1,p

0
:=

N∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥∥
p

Lp

,

par le théorème d’immersion de Sobolev, W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp

∗(Ω), il existe une constante
optimale Sp qui ne dépend que de N et p telle que

Sp||u||pLp∗ ≤ ||u||
p

W 1,p
0
, pour tout u ∈ W 1,p

0 (Ω).

avec

Sp := inf
u∈W 1,p

0 (Ω)

||u||p
W 1,p

0

||u||p
Lp∗

.

Proposition 1.1.1 ([36]). Soit S := S2 la meilleure constante de Sobolev pour l’in-
jection H1

0 (Ω) dans L2∗(Ω). Alors l’infimum S n’est jamais atteint quand Ω est un
domaine borné.
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1.1 Espaces de Sobolev

Théorème 1.1.6 ([3]). L’infimum S est atteint sur RN par une des fonctions

Uε(x) = 1
(ε+ |x|2)

N−2
2

avec ε > 0.

Définition 1.1.6. On dit que Ω est étoilé par rapport à un point a si pour tout x ∈ Ω,
{(1− t) a+ tx : t ∈ [0, 1]} ⊂ Ω.

Lemme 1.1.1 (Inégalité de Hardy [22]). Soit t ∈ R tel que t+N > 0 et supposons
que 0 ∈ Ω, alors pour tout u ∈ H1

0 (Ω), on a
∫

Ω
|x|t|u|2dx ≤

( 2
N + t

)2 ∫
Ω
|x.∇u|2|x|tdx.

La constante
(

2
N+t

)2
est optimale et n’est jamais atteinte.

Pour t = −2 on obtient ∫
Ω

|u|2

|x|2
dx ≤

( 2
N − 2

)2 ∫
Ω
|∇u|2dx.

Lemme 1.1.2 ([16]). Soit Ω un domaine borné régulier avec 0 ∈ ∂Ω. Posons

µ2(Ω) := inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
Ω |∇u|2dx∫

Ω
|u|2
|x|2dx

.

Alors
(N − 2)2

4 < µ2(Ω) ≤ N2

4 .

Lemme 1.1.3 (Inégalité de Hardy-Sobolev [21, 22]). Supposons que 0 ≤ s ≤ 2
et 1 ≤ q < 2∗(s) = 2(N−s)

N−2 , alors
1. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout u ∈ H1

0 (Ω), on a(∫
Ω

|u|q

|x|s
dx

)2

≤ C
(∫

Ω
|∇u|2dx

)q
.

2. L’application u 7→ u
|x|s/q de H1

0 (Ω) vers Lq(Ω) est compacte pour q < 2∗(s).
3. Si de plus on a 0 ∈ Ω, alors il existe une constante C > 0 telle que(∫

Ω

|u|2∗(s)

|x|s
dx

)2

≤ C
(∫

Ω
|∇u|2dx

)2∗(s)

Lemme 1.1.4 ([12]). Soit Ω un domaine borné dans RN et 0 ≤ β < 2. Alors l’injection
H1

0 (Ω) ↪→ L2
(
Ω, |x|−βdx

)
est compacte.
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1 Préliminaires

Lemme 1.1.5 ([12]). Soit 0 ≤ β < 2, posons 2∗β := 2(N−β)
N−2 , alors l’injection

H1
0 (Ω) ↪→ Lq

(
Ω, |x|−βdx

)
est :

i) compacte pour tout 1 ≤ q < 2∗β.
ii) continue pour tout 1 ≤ q ≤ 2∗β.

Lemme 1.1.6 (Inégalté de Caffarelli-Kohn-Nierenberg [9]). Soient 0 ∈ Ω,
−∞ < a < N−2

2 , a ≤ b ≤ a+ 1 et p = 2N
N−2+2(b−a) , alors pour tout ω ∈ H1

0

(
Ω, |x|−2a

)
et x ∈ Ω, il existe une constante positive Ca, b telle que∫

Ω
|x|−bp |ω|p dx ≤ Ca, b

∫
Ω
|x|−2a |∇ω|2 dx. (1.1.1)

Lemme 1.1.7 (Inégalité de Hardy-Sobolev [18]). Supposons que 0 ∈ ∂Ω, 0 ≤ s <

2 et 2∗(s) = 2(N−s)
N−2 , alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout u ∈ H1

0 (Ω),
on a ∫

Ω

|u|2∗(s)

|x|s
dx ≤ C

∫
Ω
|∇u|2dx.

Lemme 1.1.8 (Identité de Pohozaev [35]). Soit u une solution du problème
−∆u = g(u) dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

où g une fonction continue sur R et Ω un domaine borné de RN .

Alors

2N
∫

Ω
G(u)− (N − 2)

∫
Ω
g(u)u =

∫
∂Ω
x.ν

∣∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣∣
2

,

où G(u) =
∫ u
0 g(s)ds et ν = ν(x) est le vecteur normal extérieur unitaire à ∂Ω en x.

Lemme 1.1.9. (Lemme de Brézis-Lieb)[6]. Soient Ω un ouvert de RN et (un)n ⊂
Lp(Ω), 1 ≤ p <∞. Si (un)n est bornée dans Lp(Ω) et un → u p.p dans Ω, alors

lim
n→∞

(‖un‖pLp − ‖un − u‖
p
Lp) = ||u||pLp .

Théorème 1.1.7. (Principe du maximum fort). Soit Ω un domaine borné.

Si u ∈ C2(Ω)∩C
(
Ω̄
)
vérifiant −∆u ≤ 0 et si u atteint un maximum positif à l’intérieur

de Ω, alors u est constante sur Ω.

Définition 1.1.7. Une fonctionnelle J définie sur un espace de Banach E est Fréchet-
différentiable en un point u ∈ E, s’il existe une application linéaire bornée J ′(u) ∈ E ′,
appelée la différentielle de J en u, telle que

|J(u+ v)− J(u)− 〈J ′(u), v〉|
‖v‖E

→ 0 quand ‖v‖E → 0.

8



1.2 Condition de Palais-Smale

ou encore, pour tout w dans un voisinage de u, on a

J(w)− J(u) = 〈J ′(u), w − u〉+ o (w − u) .

J est dite de classe C1, si l’application u 7→ J ′(u) est continue.

Théorème 1.1.8 ([36]). Soit Ω un domaine borné de RN ,N ≥ 3. Supposons qu’il existe
une fonction F : Ω×R×RN −→ R mesurable en x ∈ Ω, continûment différentiable en
u ∈ R et p ∈ RN , avec Fu := ∂F

∂u
et Fp := ∂F

∂p
et les conditions suivantes sont vérifiées :

i) |F (x, u, p)| ≤ C (1 + |u|s1 + |p|2), où s1 ≤ 2N
N−2 .

ii) |Fu(x, u, p)| ≤ C (1 + |u|s2 + |p|t2), où s2 ≤ N+2
N−2 et t2 ≤ N+2

N
.

iii) |Fp(x, u, p)| ≤ C (1 + |u|s3 + |p|), où s3 ≤ N
N−2 .

Alors, la fonctionnelle J définie par :

J(u) :=
∫

Ω
F (x, u(x),∇u(x)) dx,

est de classe C1 et J ′(u) est donnée par :

〈J ′(u), v〉 :=
∫

Ω
(Fu (x, u,∇u) v + Fp (x, u,∇u) .∇v) dx.

1.2 Condition de Palais-Smale

Définition 1.2.1. Soient E un espace de Banach, J ∈ C1(E,R), J ′(u) : E −→ E ′

(E ′ est le dual topologique de E), les dérivées au sens de Fréchet.
On dit que u ∈ X est un point critique de I si I ′(u) = 0, sinon u est un point régulier.
On dit que c ∈ R est une valeur critique de I s’il existe un point critique u de I tel
que I(u) = c, sinon c est dite valeur régulière.

Définition 1.2.2. Soient X un espace de Banach et J : X −→ R une fonction de
classe C1. Si c ∈ R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c)
(P.S)c, si toute suite (un)n de X telle queJ (un)→ c dans R,

J ′ (un)→ 0 dans X ′,

contient une sous-suite (unk)k convergente.

Définition 1.2.3. Soit X un ensemble, la fonction J : X −→ R est dite bornée
inférieurement dans X, s’il existe une constante réelle m telle que : ∀x ∈ X, J(x) ≥ m

Définition 1.2.4. Soit X un espace topologique. On dit qu’une fonction J : X −→ R
est semi continue inférieurement (en abrégé s.c.i) si pour tout λ ∈ R l’ensemble
|J ≤ λ| := {x ∈ X : J(x) ≤ λ} est fermé.

9



1 Préliminaires

On peut énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.2.1 (Principe variationnel d’Ekeland [15]). Soient (X, d) un espace
métrique complet et J une fonction s.c.i de X dans R. On suppose que J est bornée
inférieurement et on pose c = inf

x∈X
J(x). Alors pour tout ε > 0, il existe uε tel quec ≤ J (uε) ≤ c+ ε,

∀x ∈ X, x 6= uε, J(x)− J (uε) + εd (x, uε) > 0.

Corollaire 1. Soient X un espace de Banach et J ∈ C1(X,R). On suppose que la
fonction J est bornée inférieurement, alors il existe une suite {un} ⊂ X telle que :

i) J (un) = c+ o(1).
ii) J ′ (un)→ 0 dans H−1.

Si de plus {un} vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c. Alors J atteint son
minimum c.

Théorème 1.2.1 (Théorème du col [2]). Soient X un espace de Banach,
J ∈ C1(X,R) une fonction qui vérifie la condition de Palais-Smale. On suppose que
J(0) = 0 telle que

i) Il existe R > 0 et a > 0 tels que si ‖u‖ = R, alors J(u) ≥ a,

ii) Il existe u0 ∈ X tel que ‖u0‖ > R et J (u0) < a. Alors J possède une valeur
critique c telle que c ≥ a, c’est-à-dire, si on pose

B := {h : [0, 1] −→ X continue, h(0) = 0 et h(1) = u0} ,

et
c := inf

h∈B
max
t∈[0,1]

J (h(t)) ,

alors c est une valeur critique de J , et c ≥ a.

Théorème 1.2.2 (Théorème de Linking [2]). Soit E un espace de Banach avec
E = Y ⊕X, où dim Y <∞. Supposons que I ∈ C1 (E, R) une fonction qui satisfait :

i) Il existe ρ, α > 0 tel que I |∂Bρ∩X≥ α

ii) Il existe e ∈ ∂Bρ ∩X et R > ρ tels que si Q =
(
∂B̄ρ ∩ Y

)
⊕ {r.e : 0 < r < R},

alors I |∂Q< 0.
Si I satisfait la condition de (PS)c avec

c = inf
h∈Γ

max
u∈Q

T (h(u)) ,

où
Γ = {h ∈ C (Q, E) : h |∂Q= id |∂Q}

Alors c est une valeur critique pour I et c ≥ α.
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1.3 Multiplicateurs de Lagrange

Remarque 2. On remarque que si I |Y≤ 0 et il existe e ∈ ∂B1 ∩ X et T̃ > ρ tels
que I(u) ≤ 0 pour u ∈ Y ⊕ Span{e} et ‖u‖ ≥ T̃ , alors pour tout grand nombre T ,
Q = (∂BT ∩ Y )⊕ {t.e : 0 < t < T} satisfait I |∂Q≤ 0

Théorème 1.2.3 ([11]). Soient E un espace de Hilbert et I ∈ C1(E,R) une fonction
qui vérifie les conditions suivantes :

1. I(u) = I(−u), I(0) = 0.
2. Il existe une constante c∗ > 0 tel que I satisfait la condition de (PS)c pour tout

c ∈]0, c∗[.
3. Il existe deux sous espaces fermés V, W de E et trois constantes positives ρ, δ, β

avec δ < β < c∗ telles que
a) I(u) ≤ β pour tout u ∈ W .
b) I(u) ≥ δ pour tout u ∈ Bρ ∩ V .
c) codim V < +∞ et dimW ≥ codim V .

Alors I admet au moins
dimW − codim V

pairs de points critiques avec des valeurs critiques dans ]δ, β[.

1.3 Multiplicateurs de Lagrange

Définition 1.3.1. Soient X un espace de Banach, I ∈ C1(X,R) et un ensemble de
contraintes de la forme

F := {v ∈ X : I(v) = 0}.

On suppose que pour tout v ∈ F , on a I ′(v) 6= 0.

Si J ∈ C1(X,R), on dit que c ∈ R est une valeur critique de J sur F s’il existe v ∈ F ,
et λ ∈ R tels que J(v) = c et J ′(v) = λI ′(v).

Le point v est un point critique de J sur F et le réel λ est appelé multiplicateur de
Lagrange pour la valeur critique c.

De cette définition, on a le résultat suivant :

Proposition 1.3.1 ([28]). Sous les hypothèses et notations de la définition 1.3.1, on
suppose que v0 ∈ F est tel que J (v0) = inf

v∈F
J(v). Alors il existe λ ∈ R tel que

J ′ (v0) = λI ′ (v0) .

11



1 Préliminaires

1.4 Méthodes directes

Définition 1.4.1. Soit (X, ‖.‖X) un espace de Banach réflexif et J : X −→ R
1) On dit que J est faiblement semi-continue inférieurement si pour toute suite

(un) ⊂ X qui converge faiblement vers u ∈ X on a J(u) ≤ lim inf J (un).
2) On dit que J est coercive s’il existe α > 0 et β ∈ R telles que pour tout x ∈ X

on a J(x) ≥ α ‖x‖X + β.

On a le théorème suivant :

Théorème 1.4.1 ([36]). Soient (X, ‖.‖) un espace de Banach réflexif, M un sous-
ensemble de X faiblement fermé et J : M −→ R ∪ {∞} une fonction coercive et
faiblement semi continue inférieurement i.e :

i/ J(u)→∞ quand ||u|| → ∞, u ∈M.

ii/ Pour tout u ∈ M , toute suite (un) dans M tels que un ⇀ u faiblement dans X
on a

J(u) ≤ lim inf J (un) .
Alors J est bornée inférieurement sur M et atteint son infimum dans M .

Définition 1.4.2. On dit que u ∈ H1
0 (Ω) est une solution faible du problème−∆u = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

pour f ∈ H−1(Ω) (où H−1(Ω) est le dual topologique de H1
0 (Ω)) si∫

Ω
(∇u∇ϕ− fϕ) dx = 0 pour tout ϕ ∈ C∞0 (Ω).

1.5 Notions de géométrie différentielle

1.5.1 Sous-variété

Définition 1.5.1. Soient N et d deux entiers naturels tels que N ≥ d. On dit que
M⊂ RN est une sous-variétré, de dimension d, si pour tout x ∈M, il existe un voisinage
U de x dans RN , un voisinage V de 0 dans RN et f : U −→ V un difféomorphisme tel
que

f(U ∪M) = V ∩ (Rd × {0}).

Définition 1.5.2. SoitM une sous-variété de dimension d et x ∈M. L’espace tangent
àM en x, noté TxM, est un ensemble de vecteurs tangents en x aux courbes contenues
dansM et passant par x.

12



1.5 Notions de géométrie différentielle

1.5.2 Courbure principale et moyenne

Définition 1.5.3. SoitM une sous-variété de dimension d. L’application de Gauss
est une application différentiable deM à valeurs dans la sphère unité Sd.

Définition 1.5.4. La différentielle en x ∈M de l’application de Gauss, vue comme
un endomorphisme de TxM est applée l’endomorphisme de Weingarten.

Définition 1.5.5. On appelle courbure principale, les valeurs propres de l’endomor-
phisme de Weingarten.
La moyenne de la courbure principale est dite courbure moyenne.
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Chapitre 2

Résultats d’existence et de
multipl ic ité pour une

équation el l iptique à poids
singulier

Ce chapitre est le développement de l’article [33]

2.1 Introdution

Dans ce chapitre, on étudie l’existence des solutions non triviales du problème semili-
néaire suivant −∆u− µ u

|x|2 = λf(x)u+ |u|2
∗−2 u dans Ω \ {0},

u = 0 sur ∂Ω,
(Pλ)

où Ω est un domaine borné de RN (N ≥ 3) avec 0 ∈ Ω, λ et µ sont des paramètres positifs
tels que 0 ≤ µ < µ̄ =

(
N−2

2

)2
, µ̄ est la meilleure constante de Hardy, 2∗ = 2N

N−2 est
l’exposant critique de Sobolev et f est une fonction singulière positive qu’on spécifiera
ultérieurement.

L’étude de ce type de problèmes est motivée par ses diverses applications, par exemple,
il a été présenté comme un modèle pour l’équation nonlinéaire de Schrödinger avec un
potentiel singulier. L’équation est de la forme suivante :

−i~∂ψ
∂t
− ~2

2 ∆ψ + V (x)ψ = |ψ|p−1 ψ, (x, t) ∈ RN × R+,

i est l’unité imaginaire et ~ désigne la constante de Plank. Ce modèle décrit la
condensation de Bose-Einstein [29, 30] ou la propagation de la lumière dans des
matériaux optiques non linéaires [31].

L’intérêt mathématique réside dans le fait que ces problèmes sont doublement critiques
en raison de la présence de l’exposant critique et le potentiel de Hardy.

Si λ ≤ 0 et Ω est étoilé par rapport à l’origine, en utilisant l’identité de Pohozaev [35]
on montre que le problème (Pλ) n’admet pas de solution.
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique à poids singulier

Quand f ≡ 1, le problème (Pλ) a fait l’objet de plusieurs travaux, nous citons par
exemple [10, 13, 17, 26] et leur références.
Le point de départ pour étudier ce type de problèmes est le travail de Jannelli [26]. Il a
prouvé les résultats suivants pour f ≡ 1 :

1. Si 0 ≤ µ ≤ µ̄ − 1, alors le problème (Pλ) admet au moins une solution u ∈
H1

0 (Ω) pour tout 0 < λ < λµ1 où λµ1 est la première valeur propre de l’opérateur(
−∆− µ

|x|2
)
dans H1

0 (Ω).

2. Si µ̄− 1 < µ < µ̄, alors le problème (Pλ) admet au moins une solution u ∈ H1
0 (Ω)

pour tout µ∗ < λ < λµ1 où

µ∗ = min
ϕ∈H1

0 (Ω)

∫
Ω
|∇ϕ(x)|2

|x|2γ dx∫
Ω
|ϕ(x)|2

|x|2γ dx
, et γ =

√
µ̄+
√
µ̄− µ.

Ferrero et Gazzola [17] ont montré l’existence de solutions pour λ ≥ λµ1 . Cao et Han
[10] ont complété les résultats obtenus dans [17].

Quand f est une fonction mesurable positive avec f 6≡ 1 , Nasri [32] a étendu les
résultats au cas où f peut être singulière.
En suivant le même raisonement de [10] et [17], nous établissons des résultats d’existence
et de multiplicité lorsque f est une fonction singulière. Le cas résonant et non résonant
sont considérés.

2.2 Préliminaires et principaux résultats

Tout au long de ce chapitre, nous notons C, C1, C2, . . . des constantes positives ; BR

est la boule centrée en 0 avec un rayon R ; H1
0 (Ω) désigne l’espace de Hilbert ; H−1 est

le dual topologique de H1
0 (Ω) ; Lp (Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞, désigne l’espace de Lebesgue

et |.|p est sa norme usuelle.
Pour 0 ≤ µ < µ̄, on munit l’espace de Hilbert H1

0 (Ω) := Hµ (Ω) du produit scalaire :

〈u, v〉µ =
∫

Ω

(
∇u∇v − µ uv

|x|2

)
dx, ∀u, v ∈ Hµ (Ω) ,

on définit la norme

‖u‖µ :=
(∫

Ω

(
|∇u|2 − µ u2

|x|2

)
dx

)1/2

, ∀u ∈ Hµ (Ω) ,

Par l’inégalité de Hardy [22], on montre que cette dernière est équivalente à la norme
standard de H1

0 (Ω).
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2.2 Préliminaires et principaux résultats

Soit
F2 =

{
f : Ω −→ R+ : lim

|x|→0
|x|2 f(x) = 0 avec f ∈ L∞loc (Ω \ {0})

}
.

Pour 0 ≤ β < 2, on pose

F2, β =
{
f ∈ F2 : ∃ 0 ≤ β < 2 tel que 0 < lim

|x|→0
|x|β f(x) <∞

}
.

Dans ce qui suit, nous rappelons quelques résultats préliminaires :

Lemme 2.2.1 ([12]). Soit 0 ≤ µ < µ̄, λ ∈ R, f ∈ F2.
Le problème de valeurs propres−∆e− µ e

|x|2 = λf(x)e dansΩ
e = 0 sur ∂Ω,

(2.2.1)

admet des solutions faibles non-triviales dans H1
0 (Ω), qui correspondent à λ ∈ σµ(f) :=(

λµk(f)
)∞
k=1

où
0 < λµ1 (f) ≤ λµ2 (f) ≤ · · · → +∞.

Si Ω est C1, 1, alors toutes les solutions faibles du problème (2.2.1) sont dans H1
0 (Ω) ∩

W 2, r (Ω) pour tout 1 < r < 2N
N+2 .

Lemme 2.2.2 ([12]). Soit f ∈ F2, alors l’injection H1
0 (Ω) ↪→ L2 (Ω, fdx) est com-

pacte.

Lemme 2.2.3 ([12]). Soit 2∗β := 2(N−β)
N−2 , si f ∈ F2, β, alors l’injection H1

0 (Ω) ↪→
Lq (Ω, fdx) est :

i) compacte pour tout 2 ≤ q < 2∗β.
ii) continue pour tout 2 ≤ q ≤ 2∗β.

Les exemples de fonctions f ∈ F2,β peuvent être :
1) Toute fonction bornée.
2) Dans un voisinage de 0, f s’écrit sous forme |x|−β pour tout 0 < β < 2.

3) f(x) = |x|−β
|log|x|| dans un voisinage de 0.

Une question naturelle et intéressante : peut-on étendre l’étude quand f est une fonction
singulière ?
La réponse est affirmative.
Nos principaux résultats sont les suivants :

Théorème 2.2.1. Supposons que µ ∈
[
0, µ̄−

(
2−β

2

)2
]
et λ /∈ σµ(f). Alors le problème

(Pλ) admet au moins une solution si :
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique à poids singulier

i) N = 3 et 1 ≤ β < 2.
ii) N ≥ 4 et 0 ≤ β < 2.

Théorème 2.2.2. Supposons que µ ∈
]
µ̄−

(
2−β

2

)2
, µ̄
[
et qu’il existe λµk(f) ∈ σµ(f)

tel que λ ∈ (λ+, λ
µ
k(f)) avec λ+ = λµk(f)− Sµ

(∫
Ω |x|−βN/2dx

)−2/N
. Alors le problème

(Pλ) admet vk paires de solutions non-tirviales si :
i) N = 3 et 7

5 < β < 2
ii) N = 4 et 2

3 < β < 2
iii) N ≥ 5 et 0 ≤ β < 2,

où vk désigne la multiplicité de λµk(f).

Théorème 2.2.3. Supposons que µ ∈
[
0, µ̄−

(
N+2
N

)2 (2−β
2

)2
[
. Alors pour tout λ > 0,

le problème (Pλ) admet au moins une solution si :
i) N = 3 and 7

5 < β < 2
ii) N = 4 and 2

3 < β < 2
iii) N ≥ 5 and 0 ≤ β < 2.

La fonctionnelle d’énergie associée au problème (Pλ) ne satisfait pas la condition (P.S)
du fait que les injections H1

0 (Ω) ↪→ L2∗ (Ω) et H1
0 (Ω) ↪→ L2

(
Ω, |x|−2 dx

)
ne sont pas

compactes. Dans ce cas, les arguments standard de la théorie des points critiques ne
sont pas applicables. En appliquant le raisonnement de Brézis-Nirenberg [7] on prouve
que la fonctionnelle d’energie associée au problème (Pλ) satisfait la condition (P.S)c
pour un certain niveau de compacité c. En utilisant les techniques introduites dans
[10, 17] on établit la preuve de nos résultats.

2.3 Comportement asymptotique des fonctions propres

Fixons k ∈ N et posons

H− = span{e1, e2, . . . , ek}, H+ =
(
H−

)⊥
.

Prenons m ∈ N tel que B1/m ⊂ Ω et définissons la fonction ξm : Ω −→ R par

ξm(x) :=


0 si x ∈ B1/m(0),
m |x| − 1 six ∈ Am = B2/m(0) \B1/m(0),
1 si x ∈ B2/m(0).
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2.3 Comportement asymptotique des fonctions propres

Pour tout i ∈ {1, . . . , k}, on pose emi = ξmei et H−m = span{em1 , em2 , . . . , emk }.
Pour tout ε > 0, considérons les fonctions suivantes

uεm(x) =

u
∗
ε(x)− u∗ε

(
1
m

)
si x ∈ B1/m(0) \ {0},

0 si x ∈ Ω \B1/m(0).

Lemme 2.3.1. Pour µ < µ̄ et i 6= j (i, j = 1, 2, . . . , k), on a
i) ∥∥∥emi − ei∥∥∥µ → 0 quand m→∞,

ii) ∥∥∥emk ∥∥∥µ ≤ λµk(f) + Cm−2
√
µ̄−µ, (2.3.1)∣∣∣〈emi , emj 〉L2(Ω,f)

∣∣∣ ≤ Cm−2+β
√
µ̄−µ (2.3.2)∣∣∣〈emi , emj 〉µ∣∣∣ ≤ Cm−2

√
µ̄−µ, (2.3.3)∥∥∥emk ∥∥∥L2(Ω,f)

≤ λµk(f) + Cm−2+β
√
µ̄−µ, (2.3.4)

iii) Pour Λ = {u ∈ H−m :
∥∥∥u∥∥∥

L2(Ω, f)
= 1}, on a

max
u∈Λ

∥∥∥u∥∥∥
µ
≤ λµk(f) + Cm−2

√
µ̄−µ.

Pour démontrer ce lemme, on a besoin du résultat suivant :

Lemme 2.3.2. Soit ei (i ∈ N) les solutions L2 (Ω, f) normalisées du problème (2.2.1)
qui correspondent aux valeurs propres λi, alors

|ei(x)| ≤ C |x|−γ
′
, x ∈ Ω \ {0}.
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique à poids singulier

Démonstration. Soit v(x) = |x|γ
′
ei(x), alors

−div
(
|x|−2γ′ ∇v

)
= −div

(
|x|−2γ′ ∇

(
|x|γ′ei

))
= −div

(
|x|−2γ′

(
|x|γ′∇ei + γ′ei |x|−γ

′−2 x
))

= −div
(
|x|−γ

′
∇ei + γ′ei |x|−3γ′−2 x

)
= −div

(
|x|−γ

′
∇ei

)
− γ′div

(
ei |x|−3γ′−2 x

)
= − |x|−γ

′
∆ei + γ′ |x|−3γ′−2 x∇ei − γ′

(
div

(
|x|−3γ′−2 x

)
ei

+ |x|−3γ′−2 x∇ei
)

= − |x|−γ
′
∆ei − γ′

(
N |x|−γ

′−2 + (−γ′ − 2) |x|−3γ′−4 |x|2
)
ei

= − |x|−γ
′
∆ei − γ′N |x|−γ

′−2 ei + γ′ (γ′ + 2) |x|−γ
′−2 ei

= − |x|−γ
′
∆ei − γ′N |x|−γ

′−2 ei + (γ′N − µ) |x|−γ
′−2 ei

= − |x|−γ
′
∆ei − µ |x|−γ

′−2 ei

= |x|−γ
′
λifei

donc −div
(
|x|−2γ′ ∇v

)
= λi |x|−2γ′ fv dans Ω \ {0}

v = 0 sur ∂Ω
(2.3.5)

où v ∈ C2 (Ω \ {0}) ∩ C1
(
Ω̄ \ {0}

)
, on conclut que v ∈ H1

0

(
Ω, |x|−2γ′

)
.

En effet, en utilisant l’inégalité de Hardy, on obtient∫
Ω
|x|−2γ′ |∇v|2 dx =

∫
Ω
|x|−2γ′

∣∣∣|x|γ′ ∇ei + γ′ |x|γ
′−2 xei

∣∣∣2 dx
≤ 2

∫
Ω

(
|∇ei|2 + (γ′)2 e2

i

|x|2

)
dx

≤ 2 (µ̄+ γ′2)
µ̄− µ

∫
Ω

(
|∇ei|2 − µ

e2
i

|x|2

)
dx

≤ 4λµi (f)µ̄
µ̄− µ

.

En multipliant (2.3.5) par une fonction test ϕ ∈ H1
0

(
Ω, |x|−2γ′

)
et en intégrant par

parties, on trouve∫
Ω
|x|−2γ′ ∇v∇ϕdx = λµi (f)

∫
Ω
f |x|−2γ′ vϕ dx, ∀ϕ ∈ H1

0

(
Ω, |x|−2γ′

)
, (2.3.6)
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2.3 Comportement asymptotique des fonctions propres

Pour tout s, l > 1, on définit vl = min{|v| , l}. En choisissant ϕ = vv
2(s−1)
l ∈

H1
0

(
Ω, |x|−2γ′

)
dans (2.3.6), on conclut que

∫
Ω
|x|−2γ′ ∇v∇

(
vv

2(s−1)
l

)
dx =

∫
Ω
|x|−2γ′ ∇v

(
v

2(s−1)
l ∇v + 2(s− 1)

×vv2(s−1)−1
l ∇vl

)
dx (2.3.7)

=
∫

Ω
|x|−2γ′ |∇v|2 v2(s−1)

l dx+ 2(s− 1) (2.3.8)

×
∫

Ω
|x|−2γ′ vv

2(s−1)−1
l ∇v.∇vldx

= λµi (f)
∫

Ω
f |x|−2γ′ v2v

2(s−1)
l dx.

Comme vl ≤ v, on a∫
Ω
|x|−2γ′ |∇v|2 v2(s−1)

l dx+2(s−1)
∫

Ω
|x|−2γ′ v

2(s−1)
l |∇vl|2 dx ≤ λi

∫
Ω
f |x|−2γ′v2v

2(s−1)
l dx.

Prenant a = b = γ′ < N−2
2 et ω = vvs−1

l dans l’inégalité de (C-K-N) (1.1.1), et en
utilisant (2.3.7), on trouve

(∫
Ω
|x|−pγ

′
vps−2
l v2dx

)2/p
≤

(∫
Ω
|x|−pγ

′ ∣∣∣vs−1
l v

∣∣∣p dx)2/p

≤ Ca, a

∫
Ω
|x|−2γ′

∣∣∣∇ (vs−1
l v

)∣∣∣2 dx
≤ 2Ca, a

(
(s− 1)2

∫
Ω
|x|−2γ′ v2v

2(s−1)−2
l |∇vl|2 dx

+
∫

Ω
|x|−2γ′ v

2(s−2)/2
l |∇v|2 dx

)

≤ 2Ca, a
(

(s− 1)2
∫

Ω
|x|−2γ′ v2v

2(s−1)
l |∇vl|2 dx

+
∫

Ω
|x|−2γ′ v

2(s−2)/2
l |∇v|2 dx

)

≤ 2Ca, aλµi (f)
∫

Ω
f |x|−2γ′ v

2(s−2)
l v2dx

alors (∫
Ω
|x|−pγ

′
vps−2
l v2dx

)1/ps
≤ (C0s)1/2s

(∫
Ω
f |x|−2γ′ v2s−2

l v2dx
)1/2s

(2.3.9)

où C0 = 2Ca, aλµi (f).

On peut choisir s∗ > 0 tel que 1 < s∗ < N−β
N−2 .

21



2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique à poids singulier

Définissons par la suite
sj = s∗

(
p

2

)j
j = 0, 1, 2, . . . (2.3.10)

D’après (2.3.9), on obtient(∫
Ω
|x|−pγ

′
v
sj+1−2
l v2dx

)1/2sj+1

≤ (C0sj)1/2sj
(∫

Ω
f |x|−2γ′ v

2sj−2
l v2dx

)1/2sj

≤ · · ·

≤ C

∞∑
j=0

1
2sj

0

∞∏
j=0
s

1/2sj
j

(∫
Ω
f |x|−2γ′ |v|2s

∗
dx
)1/2sj

,(2.3.11)

de (2.3.10), on conclut que

∞∑
j=0

1
sj

= 1
s∗

∞∑
j=0

(
2
p

)j
≤ C

∞∏
j=0
s

1/2sj
j = (s∗)

(1/2s∗)
∞∑
j=0

(2/p)j (
p
2

)(1/2s∗)
∞∑
j=0

j(2/p)j

≤ C

(2.3.12)

Le choix de s∗ et le fait que 2 < 2s∗ < 2∗β, impliquent que∫
Ω
f |x|−2γ′ |v|2s

∗
dx =

∫
Ω
f |x|(2s

∗−2)γ′ |ei|2s
∗
dx

≤ (diamΩ)(2s∗−2)γ′
∫

Ω
f |ei|2s

∗
dx

≤ (diamΩ)(2s∗−2)γ′ C
∫

Ω
f |∇ei|2 dx

≤ C (2.3.13)

D’après (2.3.12), (2.3.13) et (2.3.11), on a∥∥∥vl∥∥∥
L2sj+1 (Ω)

≤ (diamΩ)pγ
′/2sj+1

(∫
Ω
|x|−pγ

′
v

2sj+1−2
l v2dx

)1/2sj+1

≤ C,

puisque sj+1
t→+∞−→ +∞, on déduit que∥∥∥vl∥∥∥

L∞(Ω)
≤ C

Démonstration du lemme 2.3.1. Pour démontrer le premier point, il suffit de montrer
la convergence dans H1

0 (Ω). A cet effet, on a∫
Ω
|∇ (emi − ei)|

2 dx =
∫

Ω
|ei∇ξm + (ξm − 1)∇ei|2 dx

=
∫
Am
|∇ξm|2 (ei)2 dx+ 2

∫
Am
∇ξm (ξm − 1) ei∇ei dx

+
∫
B2/m

(ξm − 1)2 |∇ei|2 dx.
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On commence par montrer que
∫
Am
|∇ξm|2 (ei)2 dx→ 0.

En effet, en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient∫
Am
|∇ξm|2 (ei)2 dx = m2

∫
Am

(ei)2 dx < m2
∫
B2/m

(ei)2 dx

≤ m2
(∫

B2/m

|ei|(2N/(N−2)) dx

)(N−2)/N (∫
B2/m

dx

)2/N

= m2
(∫

B2/m

|ei|(2N/(N−2)) dx

)(N−2)/N

C
( 2
m

)2

= C

(∫
B2/m

|ei|(2N/(N−2)) dx

)(N−2)/N

→ 0 quand m→∞,

ceci découle de la continuitée absolue de l’intégrale.
D’une manière similaire on prouve que

∫
Am
∇ξm (ξm − 1) ei∇ei dx→ 0. En effet

∣∣∣∣∫
Am
∇ξm (ξm − 1) ei∇ei dx

∣∣∣∣ ≤ m
(∫

Am
|ei|2

∗
dx
)1/2∗ (∫

Am
|∇ei|2 dx

)1/2

×
(∫

Am
dx
)1/N

=
(∫

B2/m

|ei|2
∗
dx

)1/2∗ (∫
B2/m

|∇ei|2 dx
)1/2

→ 0 quand m→∞.

Montrons maintenant le second point, en effet, d’une part

∥∥∥emi ∥∥∥µ − ∥∥∥ei∥∥∥µ =
∫

Ω

(
|ξm∇ei + ei∇ξm|2 − |∇ei|2 − µ

(ξm − 1) e2
i

|x|2

)
dx

=
∫

Ω

((
ξ2
m − 1

)
|∇ei|2 + 2ξmei∇ξm∇ei + e2

i |∇ξm|
2

−µ(ξm − 1) e2
i

|x|2

)
dx. (2.3.14)

D’autre part, en multipliant les termes de (2.2.1) par (ξ2
m − 1) ei et en intégrant par

parties, on obtient
∫

Ω

((
ξ2
m − 1

)
|∇ei|2 + 2ξmei∇ξm∇ei − µ

(ξ2
m − 1) e2

i

|x|2

)
dx = λµi (f)

∫
Ω
f
(
ξ2
m − 1

)
e2
i dx.

(2.3.15)
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique à poids singulier

En utilisant (2.3.15) et le fait que 0 ≤ ξm ≤ 1, (2.3.14) nous donne que∥∥∥emi ∥∥∥µ ≤ ∥∥∥ei∥∥∥
µ

+ e2
i |∇ξm|

2 + λµi (f)
∫
f
(
ξ2
m − 1

)
e2
i dx

≤ λµi (f) + Cm2
∫ 2/m

0
rN−1−2γ′dr

≤ λµi (f) + Cm−2
√
µ̄−µ,

qui implique (2.3.1).

Pour i 6= j, on a 〈ei, ej〉µ = 0 et alors

〈emi , emj 〉µ =
∫

Ω

(
∇emi ∇emj − µ

emi e
m
j

|x|2

)
dx

=
∫

Ω

(
(ξm∇ei + ei∇ξm) (ξm∇ej + ej∇ξm)− µ

emi e
m
j

|x|2

)
dx

=
∫

Ω

(
ξ2
m∇ei∇ej + ξmej∇ξm∇ei + ξmei∇ξm∇ej

+ |∇ξm|2 eiej − µ
ξ2
meiej

|x|2

)
dx

=
∫

Ω

((
ξ2
m − 1

)
∇ei∇ej + ξmej∇ξm∇ei + ξmei∇ξm∇ej

+ |∇ξm|2 eiej − µ
(ξ2
m − 1) eiej
|x|2

)
dx. (2.3.16)

En multipliant les termes de (2.2.1) par (ξ2
m − 1) ei et en intégrant par parties, on

obtient ∫
Ω

(
(ξ2
m − 1)∇ei∇ej + 2ξmej∇ξm∇ei − µ ξ

2
meiej
|x|2

)
dx

=
λµi (f)

∫
Ω f (ξ2

m − 1) eiej dx, (2.3.17)

et de manière similaire, on a∫
Ω

(
(ξ2
m − 1)∇ei∇ej + 2ξmei∇ξm∇ej − µ ξ

2
meiej
|x|2

)
dx

=
λµj (f)

∫
Ω f (ξ2

m − 1) eiej dx. (2.3.18)

En additionnant terme à terme (2.3.17) et (2.3.18), on trouve∫
Ω

(
(ξ2
m − 1)∇ei∇ej + ξmej∇ξm∇ei + ξmei∇ξm∇ej − µ ξ

2
meiej
|x|2

)
dx

=
λµi (f)+λµj (f)

2
∫

Ω f (ξ2
m − 1) eiejdx. (2.3.19)
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En remplaçant le deuxième terme de (2.3.16) par sa valeur dans (2.3.17), on déduit que

〈emi , emj 〉µ =
∫

Ω
|∇ξm|2 eiej dx+

λµi (f) + λµj (f)
2

∫
Ω
f
(
ξ2
m − 1

)
eiej dx

Par le Lemme 2.3.2, on a
∣∣∣〈emi , emj 〉µ∣∣∣ ≤ ∫

B2/m(0)
|∇ξm|2 |ei| |ej| dx+

λµi (f) + λµj (f)
2

×
∫
B2/m(0)

f
(
ξ2
m − 1

)
|ei| |ej| dx

≤ Cm2
∫ 2/m

0
rN−1−2γ′dr + C

∫ 2/m

0
rN−1−2γ′−βdr

≤ Cm−2
√
µ̄−µ + Cm−2+β−2

√
µ̄−µ

≤ Cm−2
√
µ̄−µ.

D’où l’inégaliré (2.3.3).
Démontrons l’estimation (2.3.2).

Notons que pour i 6= j,
∫

Ω eiej = 0. Alors∣∣∣〈emi , emj 〉L2(Ω,f)

∣∣∣ =
∫
B2/m(0)

fξ2
meiej dx

≤ C
∫ 2/m

0
rN−1−2γ′−βdr

≤ Cm−2+β−2
√
µ̄−µ.

Aussi on a l’estimation (2.3.2).
On a ∥∥∥emi ∥∥∥L2(Ω,f)

=
∫
B2/m(0)

fe2
i dx−

∫
B2/m(0)

f
(
1− ξ2

m

)
e2
i dx

≥ 1−
∫
B2/m(0)

fe2
i dx

≥ 1− Cm−2+β−2
√
µ̄−µ.

Il reste à montrer le troisième point. Soit um ∈ H−m,
∥∥∥um∥∥∥

L2
= 1, tel que

max
u∈Λ

∥∥∥u∥∥∥2

µ
=
∥∥∥um∥∥∥2

µ
(2.3.20)

alors il existe αm1 , αm2 , . . . , αmk tels que um =
k∑
i=1
αmi e

m
i , donc

∥∥∥um∥∥∥2

µ
=

k∑
i=1

(αmi )2
∥∥∥emi ∥∥∥2

µ
+ 2

∑
1≤i≤j≤k

αmi α
m
j 〈emi , emj 〉µ (2.3.21)
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et
1 =

∥∥∥um∥∥∥2

L2
=

k∑
i=1

(αmi )2
∥∥∥emi ∥∥∥2

L2
+ 2

∑
1≤i≤j≤k

αmi α
m
j 〈emi , emj 〉L2 (2.3.22)

De (2.3.3), il résulte qu’il existe m0 > 0 tel que pour tout m ≥ m0, on a
∣∣∣〈emi , emj 〉L2

∣∣∣ < 1
4 (2.3.23)

De (2.3.4), (2.3.22) et (2.3.23), on déduit que pour tout m ≥ m0,

1 ≥
k∑
i=1

(αmi )2
∥∥∥emi ∥∥∥2

L2
+ 2

∑
1≤i≤j≤k

|αmi |
∣∣∣αmj ∣∣∣ ∣∣∣〈emi , emj 〉L2

∣∣∣
≥

k∑
i=1

(αmi )2 − Cm−2+β−2
√
µ̄−µ − 1

4
∑

1≤i≤j≤k

(
(αmi )2 +

(
αmj
)2
)

≥ 1
2

k∑
i=1

(αmi )2 − Cm−2+β−2
√
µ̄−µ,

qui implique que
|αmi | ≤ C. (2.3.24)

En outre, de (2.3.3), (2.3.4), (2.3.22) et (2.3.24), on obtient

1 ≥
k∑
i=1

(αmi )2
∥∥∥emi ∥∥∥2

L2
+ 2

∑
1≤i≤j≤k

|αmi |
∣∣∣αmj ∣∣∣ ∣∣∣〈emi , emj 〉L2

∣∣∣
≥ 1

2

k∑
i=1

(αmi )2 − Cm−2+β−2
√
µ̄−µ

ce qui entraîne
k∑
i=1

(αmi )2 ≤ 1 + Cm−2+β−2
√
µ̄−µ (2.3.25)

donc de (2.3.1), (2.3.2), (2.3.21), (2.3.24) et (2.3.25), on conclut que pour m suffisament
grand, on a

∥∥∥um∥∥∥2

µ
≤ λµk(f)

k∑
i=1

(αmi )2 + Cm−2
√
µ̄−µ + 2

∑
1≤i≤j≤k

|αmi |
∣∣∣αmj ∣∣∣ ∣∣∣〈emi , emj 〉L2

∣∣∣
≤ λµk(f) + Cm−2

√
µ̄−µ + Cm−2+β−2

√
µ̄−µ

≤ λµk(f) + Cm−2
√
µ̄−µ
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2.4 Caractérisation variationnelle

2.4 Caractérisation variationnelle

Il est bien connu que les solutions du problème (Pλ) sont les points critiques de la
fonctionnelle d’énergie associée à (Pλ) :

Jλ(u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− µ

2

∫
Ω

|u|2

|x|2
dx− λ

2

∫
Ω
f |u|2 dx− 1

2∗
∫

Ω
|u|2

∗
dx. (2.4.1)

Soit

Sµ := inf
u∈H1(RN )\{0}

∫
RN
(
|∇u|2 − µ u2

|x|2
)
dx

(
∫
RN |u|2

∗dx)2/2∗ .

D’après [38], on sait que Sµ est atteint par la famille de fonctions

u∗ε(x) = Cε(
ε2 |x|γ′/

√
µ̄ + |x|γ/

√
µ̄
)√µ̄

avec Cε =
(

4εN(µ̄−µ)
N−2

)√µ̄/2
, γ =

√
µ̄+
√
µ̄− µ et γ′ =

√
µ̄−
√
µ̄− µ.

Lemme 2.4.1. Si 0 ≤ µ < µ̄, alors Jλ satisfait la condition (P.S)c pour c < 1
N
SN/2µ .

Démonstration. On commence par montrer que pour 0 ≤ µ < µ̄, alors toute suite
(un) ⊂ Hµ (Ω) qui satisfait

Jλ (un) = 1
2

∫
Ω
|∇un|2 dx−

µ

2

∫
Ω

u2
n

|x|2
dx− λ

2

∫
Ω
fu2

ndx−
1
2∗
∫

Ω
u2∗
n dx→ c (2.4.2)

et pour tout ϕ dans Hµ (Ω), vérifiant

〈J ′ (un) , ϕ〉 =
∫

Ω
∇unϕdx− µ

∫
Ω

unϕdx

|x|2
− λ

∫
Ω
funϕdx−

∫
Ω
u2∗−2
n unϕdx

= o(1) (2.4.3)

est bornée dans H1
0 (Ω).

Raisonnons par l’absurde. Supposons que ‖∇un‖2 → ∞. Posons wn = un
‖∇un‖2

, alors
‖∇wn‖2 = 1. Donc il existe une sous suite notée wn tel que

wn ⇀ w faiblement dans Hµ (Ω) ,
wn → w p.p dans Ω,
wn → w fortement dans L2 (Ω, fdx) ,
wn → w fortement dans Lt (Ω) pour 1 ≤ t < 2∗,
|wn| ≤ K (x, t) pour K (., t) ∈ Lt (Ω) .
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En divisant (2.4.3) par ‖∇un‖2, on obtient
∫

Ω

(
∇wnψ −

µ

|x|2
wnψ

)
dx−

∫
Ω
|un|2

∗−2wnψ dx−λ
∫

Ω
fwnψ dx = o(1)

‖∇un‖2
‖ψ‖ = o(1),

(2.4.4)
comme

|wn|2
∗−2wnψ → |w|2

∗−2wψ p.p dans Ω;∣∣∣|wn|2∗−2wnψ
∣∣∣ ≤ C |K(x)| ∈ L1 (Ω) .

En appliquant le Théorème de convergence dominée de Lebesgue, on trouve∫
Ω
|wn|2

∗−2wnψ dx→
∫

Ω
|w|2

∗−2wψ dx quand n→∞,

sachant que ∫
Ω
|un|2

∗−2wnψ dx = ‖∇un‖2∗−2
2

∫
Ω
|wn|2

∗−2wnψ dx,

en passant à la limite dans (2.4.4), on obtient∫
Ω
|w|2

∗−2wψ dx = 0,

puisque ψ ∈ C∞0 (Ω) est arbitraire alors w(x) = 0 pour p.p x dans Ω.

D’une part, en divisant (2.4.2) par ‖∇un‖2
2, on trouve

1
2

∫
Ω
|∇wn|2 dx−

µ

2

∫
Ω

w2
n

|x|2
dx− λ

2

∫
Ω
fw2

ndx−
1
2∗
∫

Ω
|un|2

∗−2w2
n dx→

c

‖∇un‖2 = o(1).

(2.4.5)
D’autre part, du fait que wn ⇀ w faiblement dans Hµ (Ω), on a∫

Ω
fw2

n dx→
∫

Ω
fw2 dx = 0,

par conséquent, en passant à la limite dans (2.4.5), on obtient

1
2 −

1
2 lim
n→∞

∫
Ω

µ

|x|2
w2
n dx = 1

2∗ lim
n→∞

∫
Ω
|un|2

∗−2w2
n dx. (2.4.6)

De manière similaire, en prenant ψ = wn dans (2.4.4), on obtient

1− lim
n→∞

∫
Ω

µ

|x|2
w2
n dx = lim

n→∞

∫
Ω
|un|2

∗−2w2
n dx. (2.4.7)

En multipliant (2.4.6) par 2∗ et en soustrayant le résultat de (2.4.7), nous obtenons(2∗
2 − 1

)
=
(2∗

2 − 1
)

lim
n→∞

∫
Ω

µ

|x|2
w2
n dx. (2.4.8)
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D’après l’inégalité de Hardy, on a

lim
n→∞

∫
Ω

µ

|x|2
w2
n dx ≤

µ

µ̄

∫
Ω
|∇wn|2 dx = µ

µ̄
,

donc (2∗
2 − 1

)
≤
(2∗

2 − 1
)
µ

µ̄
,

ce qui est absurde car µ < µ̄. Donc {un} est bornée dans Hµ (Ω).

Donc, il existe une sous suite notée (un) telle que

un ⇀ u faiblement dans Hµ (Ω) ,
un → u p.p dans Ω,
un → u fortement dans L2 (Ω, f dx) .

Posons vn := un − u, d’après le Lemme de Brézis-Lieb [6], on a∫
Ω
|∇un|2 dx =

∫
Ω
|∇vn|2 dx+

∫
Ω
|∇u|2 dx+ o(1),∫

Ω

u2
n

|x|2dx =
∫

Ω

v2
n

|x|2dx+
∫

Ω
u2

|x|2dx+ o(1),∫
Ω
|un|2

∗
dx =

∫
Ω
|vn|2

∗
dx+

∫
Ω
|u|2

∗
dx+ o(1),

et
〈J ′λ(u), ψ〉 = 0 pour tout ψ ∈ Hµ (Ω) .

Par suite, u est une solution de (Pλ). De plus, on a

Jλ (vn)→ c− Jλ(u), J ′λ (vn)→ 0 dans (Hµ (Ω))′ .

Comme 〈J ′λ (u) , u〉 = 0, il résulte que

Jλ(u) =
(1

2 −
1
2∗
) ∫

Ω
|u|2

∗
dx ≥ 0.

En utilisant le fait que vn → 0 fortement dans L2 (Ω, fdx) et

〈J ′λ (un) , un〉 =
∫

Ω

(
|∇un|2 −

µ

|x|2
u2
n

)
dx−

∫
Ω
|un|2

∗
dx− λ

∫
Ω
fu2

ndx = 0, (2.4.9)

on trouve ∫
Ω

(
|∇vn|2 −

µ

|x|2
v2
n

)
dx−

∫
Ω
|vn|2

∗
dx

=
∫

Ω

(
|∇un|2 −

µ

|x|2
u2
n

)
dx−

∫
Ω
|un|2

∗
dx+ o(1)

−
∫

Ω

(
|∇u|2 − µ

|x|2
u2
)
dx−

∫
Ω
|u|2

∗
dx+ o(1)

= o(1). (2.4.10)
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Posons ∫
Ω

(
|∇vn|2 −

µ

|x|2
v2
n

)
dx→ b,

∫
Ω
|vn|2

∗
dx→ b

Par définition de Sµ, on obtient

Sµ

(∫
Ω
|vn|2

∗
dx
)2/2∗

≤
∫

Ω

(
|∇vn|2 −

µ

|x|2
v2
n

)
dx

=
∫

Ω
|vn|2

∗
dx+ o(1), par (2.4.10).

ainsi Sµb2/2∗ ≤ b. Si b 6= 0, alors b ≥ SN/2µ et

Jλ (un) = 1
2

∫
Ω

(
|∇un|2 −

µ

|x|2
u2
n

)
dx− 1

2∗
∫

Ω
|un|2

∗
dx− λ

2

∫
Ω
fu2

ndx

=
(1

2 −
1
2∗
) ∫

Ω
|un|2

∗
dx+ o(1)

= 1
N

∫
Ω
|vn|2

∗
dx+ 1

N

∫
Ω
|u|2

∗
dx+ o(1)

≥ 1
N

∫
Ω
|vn|2

∗
dx+ o(1)→ 1

N
b ≥ 1

N
SN/2µ ,

ce qui contredit le fait que Jλ (un)→ c < 1
N
SN/2µ , par conséquent b = 0.

On a ∫
Ω

(
|∇vn|2 −

µ

|x|2
v2
n

)
dx ≥

(
1− µ

µ̄

)∫
Ω
|∇vn|2 dx,

comme µ < µ̄, alors ∫
Ω
|∇vn|2 dx→ 0, quand n→∞,

ainsi un → u fortement dans Hµ (Ω).

Lemme 2.4.2. Pour m suffisament grand et ε suffisament petit, on a
i) ∫

Ω

(
|∇uεm| − µ

(uεm)2

|x|2

)
dx ≤ SN/2µ + CεN−2m2

√
µ̄−µ, (2.4.11)

ii) ∫
Ω

(uεm)2∗ dx ≥ SN/2µ − CεNm2N
√
µ̄−µ/(N−2). (2.4.12)

iii)

∫
Ω
f (uεm)2 dx ≥

C1ε
√
µ̄

2
√
µ̄−µ (2−β) − Cε2

√
µ̄m−2+β+2

√
µ̄−µ si µ < µ̄−

(
2−β

2

)2
.

C2ε
(N−2)/2 |ln ε| − CεN−2 si µ = µ̄−

(
2−β

2

)2
.

(2.4.13)
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2.4 Caractérisation variationnelle

Démonstration. La preuve de i) et de ii) est similaire à celle de [17]. On montre
uniquement le point iii).
On a ∫

Ω
f (u∗ε)

2 dx ≥

C1ε
√
µ̄(2−β)/2

√
µ̄−µ si µ < µ̄−

(
2−β

2

)2

C2ε
(N−2)/2 |ln ε| si µ = µ̄−

(
2−β

2

)2

∫
Ω
f (uεm)2 dx =

∫
Ω
f
(
u∗ε(x)− u∗ε

( 1
m

))2
dx

≥
∫

Ω
f (u∗ε)

2 dx− 2
∫

Ω
f

u∗εCε(
ε2
(

1
m

)γ′/√µ̄
+
(

1
m

)γ/√µ̄)√µ̄dx
≥

∫
Ω
f (u∗ε)

2 dx

−C
∫

Ω
f

ε2
√
µ̄(

ε2|x|γ′/
√
µ̄ + |x|γ/

√
µ̄
)√µ̄ (

ε2
(

1
m

)γ′/√µ̄
+
(

1
m

)γ/√µ̄)√µ̄dx.
On a

ε2
√
µ̄(

ε2
(

1
m

)γ′/√µ̄
+
(

1
m

)γ/√µ̄)√µ̄ = ε2
√
µ̄

ε2
√
µ̄
(

1
m

)γ′ (
1 + ε−2

(
1
m

)2
√
µ̄−µ/

√
µ̄
)√µ̄

≤ ε2
√
µ̄

ε2
√
µ̄
(

1
m

)γ′
ε−2
√
µ̄
(

1
m

)2
√
µ̄−µ

≤ ε2
√
µ̄mγ,

et∫
B1/m

f
dx(

ε2|x|γ′/
√
µ̄ + |x|γ/

√
µ̄
)√µ̄ =

∫ 1/m

0

rN−1−βdr(
ε2rγ′/

√
µ̄ + rγ/

√
µ̄
)√µ̄

=
∫ 1/m

0

rN−1−βdr

ε2
√
µ̄rγ′

1 +
(

r

ε

√
µ̄√

µ̄−µ

) 2
√
µ̄−µ√
µ̄


√
µ̄

= ε
(N−β−γ′)√µ̄√

µ̄−µ −2
√
µ̄
∫ 1/mε

√
µ̄√

µ̄−µ

0

τN−1−βdτ

τ γ′
(

1 + τ
2
√
µ̄−µ√
µ̄

)√µ̄

≤ ε
(N−β−γ′)√µ̄√

µ̄−µ −2
√
µ̄
∫ 1/mε

√
µ̄√

µ̄−µ

0

τN−1−βdτ

τ γ′τ
2
√
µ̄−µ√
µ̄

√
µ̄

≤ m−γ
′−2+β
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique à poids singulier

Par conséquent ∫
Ω
f (uεm)2 dx ≥

∫
Ω
f (u∗ε)

2 dx− Cε2
√
µ̄mγm−γ

′−2+β

≥
∫

Ω
f (u∗ε)

2 dx− Cε2
√
µ̄m−2+β+2

√
µ̄−µ.

Pour µ ≤ µ̄−
(

2−β
2

)2
, on retrouve le résultat voulu.

Proposition 2.4.1. Supposons qu’il existe k ∈ N∗ tel que λµk(f) ≤ λ < λµk+1(f).
Alors :

i) Il existe ρ, α > 0 tels que Jλ |∂Bρ∩H+≥ α.
ii) Il existe R > ρ tel que Jλ |∂Qεm≤ p(m) avec p(m)→ 0 quand m→ +∞ où

Qε
m =

(
BR ∩H−m

)
⊕ {r.uεm : 0 < r < R}.

Démonstration. Pour u ∈ H+, on a
∫

Ω

(
|∇u|2 − µ

|x|2
u2
)
dx ≥ λµk+1(f)

∫
Ω
fu2dx, (2.4.14)

En utilisant (2.4.14), les inégalités de Sobolev et Hardy, on obtient

Jλ(u) ≥ 1
2

(
1− λ

λµk+1(f)

)∫
Ω

(
|∇u|2 − µ

|x|2
u2
)
dx− 1

2∗
∫

Ω
|u|2

∗
dx

≥ 1
2

(
1− λ

λµk+1(f)

)(
1− µ

µ̄

)
‖∇u‖2

2 − C|u|2
∗

2∗ .

Par conséquent, on peut choisir ‖∇u‖2 = ρ suffisament petit et α > 0 tel que
Jλ |∂Bρ∩H+≥ α.

Pour tout u ∈ H−m et d’après des estimations du Lemme 2.3.1, on obtient :

Jλ (u) ≤ C1m
−2
√
µ̄−µ

∫
Ω
fu2dx− 1

2∗
∫

Ω
u2∗dx

≤ C2m
−2
√
µ̄−µ |u|22∗ −

1
2∗ |u|

2∗
2∗

≤ C3m
−N
√
µ̄−µ. (2.4.15)

Par conséquent
lim
m→∞

max
u∈H−m

Jλ(u) = 0.

D’autre part, on a

Jλ (ruεm) ≤ r2

2 ‖u
ε
m‖µ −

r2∗

2∗ |u
ε
m|

2∗
2∗ ,
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2.5 Preuve du Théorème 2.2.1

alors Jλ (ruεm) est négatif si r = R et R est suffisamment grand.
Donc

Jλ(u) ≤ Cm−N
√
µ̄−µ pour tout u ∈ H−m ∪

{
H−m ⊕Ruεm

}
.

Comme max
0≤r≤R

Jλ (ruεm) < +∞, si v ∈ H−m ⊕ R+uεm, on peut écrire v = u + ruεm avec
|supp (uεm) ∩ supp(u)| = 0, alors pour R grand, on aura

Jλ |∂Qεm≤ 0.

2.5 Preuve du Théorème 2.2.1

Lemme 2.5.1. Supposons que µ ∈
[
0, µ̄−

(
2−β

2

)2
]
. Alors

Jλ (tεuεm) < 1
N
SN/2µ pour ε suffisamment petit.

Démonstration. Supposons par l’absurde que pour tout ε > 0, il existe tε > 0 tel que

Jλ (tεuεm) ≥ 1
N
SN/2µ , (2.5.1)

alors on affirme qu’il existe une sous-suite de (tε) telle que tε → t0. Sinon on suppose
que tε → +∞, alors Jλ (tεuεm)→ −∞ quand ε→ 0, ce qui contredit (2.5.1), ainsi (tε)
est bornée et il existe t0 ≥ 0 tel que tε → t0.
Si t0 = 0 alors à l’aide des injections continues, on sait que

∫
Ω fu

ε
mdx et |uεm|2∗ sont

bornés, la même chose pour ‖uεm‖µ.
On a

t2ε
2

[∫
Ω
|∇uεm|

2 dx− µ

2

∫
Ω

(uεm)2

|x|2
dx− λt2ε

2

∫
Ω
f (uεm)2 dx

]
− t2

∗
ε

2∗
∫

Ω
(uεm)2∗ dx = o(1),

ce qui est en contradiction avec (2.5.1). Donc tε → t0 > 0.
En utilisant (2.4.11) et (2.4.12) et soit ε→ 0, on a

1
2 ‖tεu

ε
m‖

2
µ ≤

1
2S

N/2
µ + t2ε − 1

2 SN/2µ + CεN−2m2
√
µ̄−µ,

− 1
2∗ |tεu

ε
m|

2∗
2∗ ≤ −

1
2∗S

N/2
µ − 1

2∗
(
t2
∗

ε − 1
)
SN/2µ + CεNm2N

√
µ̄−µ/(N−2).

En additionnant ces deux inégalités, on obtient

1
2‖tεu

ε
m‖2

µ −
1
2∗ |tεu

ε
m|

2∗
2∗ ≤

1
N
SN/2µ + 1

2

(
t2ε − 1− N − 2

N

(
t2
∗

ε − 1
))
SN/2µ + CεN−2
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique à poids singulier

Du fait que max
x≥0

(
x2 − 1− N−2

N
(x2∗ − 1)

)
= 0, on trouve

1
2
∥∥∥t2εuεm∥∥∥2

µ
− 1

2∗
∫

Ω
(tεuεm)2∗ ≤ 1

N
SN/2µ + CεN−2.

Estimons
∫

Ω f (tεuεm)2 pour µ ≤ µ̄−
(

2−β
2

)2
.

Pour q = 1
21/γ′ , on peut prendre ε assez petit, on aura alors

ε
√
µ̄/
√
µ̄−µ <

1
qm

.

Ainsi il existe C > 0 tel que

ε2|x|γ′/
√
µ̄ + |x|γ/

√
µ̄ ≤ C|x|γ/

√
µ̄, ∀ |x| ≥ ε

√
µ̄/γ.

∫
Ω
f (tεuεm)2 ≥ C

∫ 1/qm

ε
√
µ̄/γ

r−β
(
u∗ε(r)− u∗ε(

1
m

)
)2
rN−1dr

≥ C
∫ 1/qm

ε
√
µ̄/γ

r−β (u∗ε(r))
2 rN−1dr

≥ CC2
ε

∫ 1/qm

ε
√
µ̄/γ

r−βr−2γrN−1dr

≥ CC2
ε

∫ 1/qm

ε
√
µ̄/γ

r−β+1−2
√
µ̄−µdr.

On distingue alors deux cas :
1) µ < µ̄−

(
2−β

2

)2

∫
Ω
f (tεuεm)2 dx ≥ Cε2

√
µ̄ε2(√µ̄/γ)(2−β−2

√
µ̄−µ)

≥ CεN−2ε2(√µ̄/γ)(2−β−2
√
µ̄−µ).

2) µ = µ̄−
(

2−β
2

)2

∫
Ω
f (tεuεm)2 dx ≥ CC2

ε

∫ 1/qm

ε

√
µ̄
γ

r−β+1−2
√
µ̄−µdr

≥ Cε2
√
µ̄

∣∣∣∣ln ε2(√µ̄/γ)
∣∣∣∣ .

D’où Jλ (tεuεm) < 1
N
SN/2µ pour µ ∈

[
0, µ̄−

(
2−β

2

)2
]
.

Preuve du Théorème 2.2.1. On a

inf
h∈Γ

max
u∈Qεm

Jλ (h (u)) ≤ max
u∈Qεm

Jλ (u) . (2.5.2)
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2.6 Preuve du Théorème 2.2.2

Pour la preuve du Théorème 2.2.1, il suffit de montrer que

max
u∈Qεm

Jλ(u) < 1
N
SN/2µ

Supposons par l’absurde que

max
u∈Qεm

Jλ(u) ≥ 1
N
SN/2µ ∀m ∈ N, ∀ε > 0.

Comme {v ∈ Qε
m : Jλ(v) ≥ 0} est un ensemble compact alors la borne superieure dans

(2.5.2) est atteinte ainsi, pour tout ε > 0 il existe ωε ∈ H−m et tε ≥ 0 tels que pour
vε := ωε + tεu

ε
m, on a

Jλ (vε) := sup
u∈Qεm

Jλ(u) ≥ 1
N
SN/2µ ,

i.e
1
2
∥∥∥vε∥∥∥2

µ
− λ

2

∫
Ω
fv2

εdx−
1
2∗
∫

Ω
v2∗
ε dx ≥

1
N
SN/2µ , ∀ε > 0. (2.5.3)

En utilisant la preuve du Lemme 2.5.1, on déduit que
(
tε
)
admet une sous-suite

convergente,
(
ωε
)
est bornée et

tε → t0 > 0, ωε → ω0 ∈ H−m.

Du Lemme 2.3.1 et le fait que λ ∈
(
λµk(f), λµk+1(f)

)
, on obtient

Jλ (ωε) = 1
2
∥∥∥ωε∥∥∥2

µ
− λ

2

∫
Ω
fω2

εdx−
1
2∗
∫

Ω
ω2∗
ε dx

≤ λµk(f) + o(1)
2

∣∣∣ωε∣∣∣22 − λ

2
∣∣∣ωε∣∣∣22 ≤ 0

Pour m assez grand. En utilisant (2.5.3) et en procédant de la même manière que celle
dans le Lemme 2.5.1, on obtient

Jλ
(
vε
)

= Jλ
(
ωε
)

+ Jλ
(
tεu

ε
m

)
≤ Jλ

(
tεu

ε
m

)
<

1
N
SN/2µ

ce qui est absurde.

2.6 Preuve du Théorème 2.2.2

Soit
λ+ = min{λµj (f) ∈ σ : λ < λµj (f)},

on désigne par M
(
λµj (f)

)
l’espace propre qui correspond à λµj (f).

On pose
M+ =

⊕
λµj (f)≥λ+

M
(
λµj (f)

)Hµ
et M− =

⊕
λµj (f)≤λ+

M
(
λµj (f)

)
,
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique à poids singulier

Lemme 2.6.1. On suppose que λ+ − λ < Sµ
(∫

Ω |x|−βN/2dx
)−2/N

, alors on a

βλ = sup
u∈M−

Jλ(u) ≤ 1
N

(
λ+ − λ

)N/2 ∫
Ω
|x|−βN/2 < 1

N
SN/2µ .

De plus, il existe ρλ > 0 et δλ ∈
(
0, βλ

)
tels que Jλ(u) ≥ δλ pour tout u ∈ M+ avec∥∥∥u∥∥∥

µ
= ρλ.

Démonstration. Pour tout u ∈ M− on a
∥∥∥u∥∥∥2

µ
≤ λ+

∫
Ω fu

2dx. Par le fait que M− est
un espace de dimension finie, en utilisant l’inégalité de Hölder et sachant que

max
t≥0

(
A
t2

2 −B
t2
∗

2∗

)
= 1
N
A
(
A

B

)(N−2)/2
pour tout A, B > 0,

on obtient

Jλ(u) = 1
2

∫
Ω

∣∣∣∇u∣∣∣2dx− µ

2

∫
Ω

u2∣∣∣x∣∣∣2dx−
λ

2

∫
Ω
fu2dx− 1

2∗
∫

Ω
|u|2∗dx

≤ 1
2
(
λ+ − λ

) ∫
Ω
fu2dx− 1

2∗
∫

Ω
|u|2∗dx

≤ 1
2
(
λ+ − λ

) ∫
Ω
|x|−βu2dx− 1

2∗
∫

Ω
|u|2∗dx

≤
∫

Ω
max
t≥0

(
1
2
(
λ+ − λ

)
|x|−βt2 − 1

2∗ t
2∗
)
dx.

Soit u ∈M+, par l’inégalité
∥∥∥u∥∥∥2

µ
≥ λ+

∫
Ω fu

2dx et
∥∥∥u∥∥∥2

µ
≥ Sµ

∣∣∣u∣∣∣2
2∗

Jλ(u) ≥ λ+ − λ
2λ+

∥∥∥u∥∥∥2

µ
− 1
S

2/2∗
µ 2∗

∥∥∥u∥∥∥2∗

µ

≥ max
t≥0

(
λ+ − λ

2λ+
t2 − 1

S
2/2∗
µ 2∗

t2
∗
)

= 1
N

(
λ+ − λ

2λ+

)N/2
SN/2µ

Si on prend ρλ =
(λ+−λ

λ+

)
S2/2∗
µ

(N−2)/4

et δλ < 1
N

(
λ+−λ
λ+

)N/2
SN/2µ , alors on obtient

Jλ(u) ≥ δλ pour tout u ∈M+ ∩ ∂Bρλ . Il reste à montrer que δλ < βλ. En effet, comme
M+ ∩M− = M

(
λ+
)
, on a M+ ∩M− ∩Bρλ 6= ∅ et tout u ∈M+ ∩M− ∩Bρλ satisfait

δλ < Jλ(u) ≤ βλ = sup
u∈M−

Jλ(u).
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2.7 Preuve du Théorème 2.2.3

2.7 Preuve du Théorème 2.2.3
Proposition 2.7.1. Soit µ < µ̄−

(
N+2
N

)2 (2−β
2

)2
. Alors pour tout λ > 0, c < 1

N
S
N
2
µ .

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il existe k tel que
λµk(f) ≤ λ < λµk+1(f). Soit max

u∈Qεm
Jλ (u) = Jλ (wm + tεmu

ε
m) , où wm ∈ H−m.

En utilisant le même calcul que celui dans le deuxième point de la Proposition 2.4.1,
on a

Jλ (wm) ≤ Cm−N
√
µ̄−µ.

En choisissant ε = m−
N+2
N−2

√
µ̄−µ∫

Ω

(
|∇uεm|

2 − µ(uεm)2

|x|2

)
dx ≤ SN/2µ + Cm−N

√
µ̄−µ

∫
Ω

(uεm)2∗ dx ≥ SN/2µ − Cm(−N2/(N−2))√µ̄−µ∫
Ω
f (uεm)2 dx ≥ Cm−(N+2)( 2−β

2 )

c ≤ max
u∈Qεm

Jλ (u)

≤ Jλ (wm + tεmu
ε
m)

≤ Jλ (wm) + Jλ (tεmuεm)

≤ Cm−N
√
µ̄−µ + (tεm)2

2

∫
Ω

(
|∇uεm|

2 − µ(uεm)2

|x|2
− λ

∫
Ω
f (uεm)2

)
dx

−(tεm)2∗

2∗
∫

Ω
(uεm)2∗ dx

≤ Cm−N
√
µ̄−µ + (tεm)2

2

(
S
N
2
µ + Cm−N

√
µ̄−µ − Cm−(N+2)( 2−β

2 )
)

−(tεm)2∗

2∗
(
S
N
2
µ − Cm−

N2
N−2

√
µ̄−µ

)
≤ Cm−N

√
µ̄−µ + 1

N

(
S
N
2
µ + Cm−N

√
µ̄−µ − Cm−(N+2)( 2−β

2 )
)

×

S N
2
µ + Cm−N

√
µ̄−µ − Cm−(N+2)( 2−β

2 )

S
N
2
µ − Cm−

N2
N−2

√
µ̄−µ


N−2

2

.

Notons que pour µ < µ̄−
(
N+2
N

)2 (2−β
2

)2
, on a

(N + 2)
(

2−β
2

)
< N
√
µ̄− µ < N2

N−2
√
µ̄− µ et on déduit que

c ≤ 1
N
SN/2µ + Cm−N

√
µ̄−µ − Cm−(N+2)( 2−β

2 ) < 1
N
SN/2µ .
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique à poids singulier

Preuve du Théorème 2.2.3. Jλ satisfait les hypthèses du Théorème de Linking. Alors
Jλ admet une suite de (P.S)c au niveau c ≥ inf

u∈∂Bρ∩H+
Jλ(u), à l’aide du Lemme 2.4.1 et

de la Proposition 2.7.1 on déduit que c est une valeur critique pour Jλ et u est une
solution non-triviale du problème (Pλ).
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Chapitre 3

Solutions multiples pour un
problème semil inéaire avec

singularités au bord

Ce chapitre est le développement de l’article [34].

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie l’existence et la multipilicité des solutions non triviales du
problème elliptique semilinéaire suivant :−∆u = λ |u|

q−2u
|x|β + |u|2

∗(s)−2u
|x|s dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(Pλ)

où Ω est un domaine borné de RN , (N ≥ 3) avec 0 ∈ ∂Ω, λ est un paramètre positif,
0 ≤ β < 2, 1 < q < 2, 0 < s < 2 et 2∗(s) = 2(N−s)

N−2 l’exposant critique de Hardy-
Sobolev.

Pour λ = 0, l’étude du problème revient à l’étude du problème suivant :−∆u = |u|2
∗(s)−2u
|x|s dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(P0)

le problème (P0) est relatif à l’inégalité de Hardy-Sobolev∫
Ω

|u|2∗(s)

|x|s
dx ≤ C

∫
Ω
|∇u|2 dx.

La meilleure constante est définie comme suit :

µs(Ω) := inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
Ω |∇u|

2 dx(∫
Ω
|u|2∗(s)
|x|s dx

)2/2∗(s) ,

• Lorsque 0 ∈ Ω, Ghoussoub et Yuan [21] ont montré que µs(Ω) n’est atteint que
si Ω = RNpar les fonctions suivantes :

yε(x) = (ε(N − s)(n− 2))(N−2)/2(2−s))
(
ε+ |x|2−s

)(2−N)/(2−s)
,

avec ε > 0.
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3 Solutions multiples pour un problème semilinéaire avec singularités au bord

• Lorsque 0 ∈ ∂Ω, la situation est différente. Le problème (P0) a été étudié en
premier par Egnell [14] sur le cône
Γ :=

{
x ∈ RN : x = rθ, θ ∈ Σ et r > 0

}
où Σ est un domaine connexe sur la

sphère unité SN−1 avec Γ̄ 6= RN . Il a montré que le problème (P0) admet au moins
une solution positive. Ghoussoub et Kang [18], Ghoussoub et Robert [19, 20] ont
généralisé les résultats précédents pour un domaine borné. Ils ont prouvé que
l’existence de solutions est étroitement liée au signe de la courbure principale (ou
moyenne) de la frontière du domaine au voisinage du point 0.
Les principaux résultats obtenus sont :
1) µs (Ω) ≤ µs

(
RN

+

)
:= µs.

2) µs est atteint pour N ≥ 3 par les fonctions ψ qui vérifient

|ψ(x)| ≤ C

(1 + |x|)N−1 .

3) Soit Ω un domaine suffisament régulier de RN , (N ≥ 3). Si la courbure
moyenne de ∂Ω au point 0 est négative alors µs(Ω) est atteint.

4) Si T (Ω) ⊂ RN
+ pour une rotation T , alors µs(Ω) n’est jamais atteint sauf si

Ω est un demi-espace.

Le cas où 0 ∈ Ω a fait l’objet de plusieurs travaux de recherches contrairement au cas
0 ∈ ∂Ω. Vu le nombre de difficultés rencontrées. La perte de compacité liée à l’exposant
critique et la position de la singularité.

Une question naturelle se pose : peut-on avoir des résultats de multiplicité en introdui-
sant un terme concave ?
La réponse est affirmative.

La fonctionnelle d’énerige Jλ associée au problème (Pλ) est définie dans H1
0 (Ω) par :

Jλ (u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− λ

q

∫
Ω

|u|q

|x|β
dx− 1

2∗(s)

∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx. (3.1.1)

On a Jλ ∈ C1 (H1
0 (Ω),R). Les solutions de (Pλ) sont les points critiques de Jλ.

On remarque que Jλ n’est pas bornée inférieurement sur H1
0 (Ω), mais elle l’est sur une

variété dite la variété de Nehari. Cette dernière est définie comme suit :

Nλ =
{
u ∈ H1

0 (Ω) r {0} : 〈J ′λ (u) , u〉 = 0
}
.

u ∈ Nλ si et seulement si
∫

Ω
|∇u|2dx−

∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx− λ

∫
Ω

|u|q

|x|β
dx = 0. (3.1.2)
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Par conséquent, pour u ∈ Nλ, On obtient

Jλ (u) = 2− s
2(N − s)

∫
Ω
|∇u|2dx− λ

(
1
q
− 1

2∗(s)

)∫
Ω

|u|q

|x|β
dx, (3.1.3)

équivalent

Jλ (u) =
(

1
2 −

1
q

)∫
Ω
|∇u|2dx+

(
1
q
− 1

2∗(s)

)∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx. (3.1.4)

On pose
Λ0 = K(∫

Ω ||x|−β|
q∗dx

)1/q∗ µ
2∗(s)(2−q)/2(2∗(s)−2)
s Sq/2

avec K = (2∗(s)− 2) (2−q)(2−q)/(2∗(s)−2)

(2∗(s)−q)(2∗(s)−q)/(2∗(s)−2) .

Nos principaux résultats sont les suivants :

Théorème 3.1.1. Supposons que 0 ≤ β < 2. Alors pour tout λ ∈ (0; Λ0), le problème
(Pλ) admet au moins une solution dans H1

0 (Ω).

Théorème 3.1.2. Supposons que N ≥ 3, max
{

1, N−β
N−1

}
< q < N−β+1

N−1 , 0 ≤ β < 2 et
la courbure moyenne de ∂Ω est négative au voisinage de 0. Alors il existe Λ > 0, tel
que pour tout λ ∈ (0; Λ), le problème (Pλ) admet au moins deux solutions dans H1

0 (Ω).

Le chapitre est organisé comme suit : Dans la section 3.2, nous établissons quelques
résultats préliminaires nécessaires à la preuve de nos résultats. La section 3.3, concerne
la preuve du Théorème 3.1.1. Quant à la section 3.4 est consacrée à la démonstration
du résultat de multiplicité.

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous établissons quelques résultats préliminaires. Commençons par
les lemmes suivants :

Lemme 3.2.1. La fonctionnelle Jλ est coèrcive et bornée inférieurement sur Nλ.

Démonstration. Soit u ∈ Nλ, alors

Jλ(u) =
(

1
2 −

1
2∗(s)

)∫
Ω
|∇u|2dx− λ

(
1
q
− 1

2∗(s)

)∫
Ω

|u|q

|x|β
dx
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3 Solutions multiples pour un problème semilinéaire avec singularités au bord

D’aprés l’inégalité de Hölder, on obtient∫
Ω

|u|q

|x|β
dx ≤

(∫
Ω
|x|−βq∗dx

)1/q∗ (∫
Ω
|u|2∗dx

)q/2∗
,

où q∗ = 2∗
2∗−q .

En utilisant la définition de la meilleure constante de Sobolev, on obtient(∫
Ω
|u|2∗

)q/2∗
dx ≤ S−q/2

(∫
Ω
|∇u|2dx

)q/2
.

Donc

Jλ(u) ≥
(

1
2 −

1
2∗(s)

)∫
Ω
|∇u|2dx− λ

(
1
q
− 1

2∗(s)

)(∫
Ω
|x|−βq∗dx

)1/q∗

×S−q/2
(∫

Ω
|∇u|2dx

)q/2
≥ −Cq,β,sλ2/(2−q),

avec Cq,β,s :=
((

1
q
− 1

2∗(s)

) (∫
Ω |x|−βq

∗
dx
)1/q∗

S−q/2
)2/(2−q) (

q

2( 1
2−

1
2∗(s))

)q/(2−q)
.

Posons
Ψλ (u) = 〈J ′λ (u) , u〉 . (3.2.1)

Pour u ∈ Nλ, on obtient

〈Ψ′λ (u) , u〉 = 2
∫

Ω
|∇u|2dx− 2∗(s)

∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx− qλ

∫
Ω

|u|q

|x|β
dx.

= (2− q)
∫

Ω
|∇u|2dx− (2∗(s)− q)

∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx (3.2.2)

= (2− 2∗(s))
∫

Ω
|∇u|2dx− λ (q − 2∗(s))

∫
Ω

|u|q

|x|β
dx. (3.2.3)

Il est naturel de répartir Nλ en trois sous ensembles qui correspondent aux maximums
locaux, minimums locaux et les points d’inflexions. On définit respectivement

N+
λ = {u ∈ Nλ : 〈Ψ′λ (u) , u〉 > 0} , N−λ = {u ∈ Nλ : 〈Ψ′λ (u) , u〉 < 0}

et
N 0
λ = {u ∈ Nλ : 〈Ψ′λ (u) , u〉 = 0} .

Lemme 3.2.2. Supposons que u0 est un minimum local de Jλ sur Nλ. Alors si u0 /∈ N 0
λ ,

on a J ′λ (u0) = 0 dans H−1.
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3.2 Préliminaires

Démonstration. Si u0 est un minimum local de Jλ sur Nλ, alors

Jλ (u0) = min
u∈Nλ

Jλ(u),

avec Nλ = {u ∈ H1
0 (Ω) r {0} : Ψλ (u) = 0} .

Par la théorie des multiplicateurs de Lagrange, il existe µ ∈ R tel que J ′λ (u0) = µΨ′λ (u0).
Par suite

〈J ′λ (u0) , u0〉 = µ 〈Ψ′λ (u0) , u0〉 . (3.2.4)

Puisque u0 /∈ N 0
λ , alors 〈Ψλ (u0) , u0〉 6= 0, (3.2.4) implique que µ = 0. Par conséquent

J ′λ (u0) = 0.

Maintenant, on affirme le lemme suivant :

Lemme 3.2.3. Pour tout λ ∈ (0,Λ0), N 0
λ = ∅.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Supposons que pour tout λ > 0 on a N 0
λ 6= ∅.

Pour u0 ∈ N 0
λ , on a

∫
Ω
|∇u|2dx = λ

(
q − 2∗(s)
2− 2∗(s)

)∫
Ω

|u|q

|x|β
dx.

En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient
∫

Ω
|∇u|2dx ≤ λ

(
q − 2∗(s)
2− 2∗(s)

)(∫
Ω

∣∣∣|x|−β∣∣∣q∗dx)1/q∗ (∫
Ω
|u|2∗dx

)q/2∗

≤ λ

Sq/2

(
q − 2∗(s)
2− 2∗(s)

)(∫
Ω

∣∣∣|x|−β∣∣∣q∗dx)1/q∗ (∫
Ω
|∇u|2dx

)q/2
,

où S est la meilleure constante de Sobolev pour l’injection de W 1,2
0 (Ω) dans

L2∗ (Ω) et q∗ = 2∗
2∗−q .

Par conséquent
(∫

Ω
|∇u|2dx

)(2−q)/2
≤ λ

Sq/2

(
q − 2∗(s)
2− 2∗(s)

)(∫
Ω

∣∣∣|x|−β∣∣∣q∗dx)1/q∗

et
(∫

Ω
|∇u|2dx

)1/2
≤ λ1/(2−q)

[
S−q/2

(
q − 2∗(s)
2− 2∗(s)

)(∫
Ω

∣∣∣|x|−β∣∣∣q∗dx)1/q∗
]1/(2−q)

.
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3 Solutions multiples pour un problème semilinéaire avec singularités au bord

En utilisant (3.2.2), on trouve(
2− q

2∗(s)− q

)∫
Ω
|∇u|2dx ≤

∫
Ω

u2∗(s)

|x|s
dx,

Sachant que (∫
Ω

u2∗(s)

|x|s
dx

)2/2∗(s)

≤ µ−1
s

∫
Ω
|∇u|2dx, (3.2.5)

il s’en suit
(∫

Ω
|∇u|2dx

)1/2
≥ µ2∗(s)/2(2∗(s)−2)

s

[(
2− q

2∗(s)− q

)]1/(2∗(s)−2)

(3.2.6)

(3.2.5) et (3.2.6), nous donne

λ ≥ K(∫
Ω ||x|−β|

q∗dx
)1/q∗ µ

2∗(s)(2−q)/2(2∗(s)−2)
s Sq/2

:= Λ0,

avec K = (2∗(s)− 2) (2−q)(2−q)/(2∗(s)−2)

(2∗(s)−q)(2∗(s)−q)/(2∗(s)−2) , d’où la contradiction.

D’après le Lemme 3.2.3, on déduit que pour tout λ ∈ (0,Λ0), Nλ = N+
λ ∪N−λ .

Pour tout u ∈ H1
0 (Ω) r {0}, posons

tm = tmax(u) :=

 (2− q)
∫

Ω |∇u|2dx
(2∗(s)− q)

∫
Ω
|u|2∗(s)
|x|s dx


1/(2∗(s)−2)

.

Lemme 3.2.4. Supposons que λ ∈ (0,Λ0) et u ∈ H1
0 (Ω)r {0}, alors il existe 0 < t− <

tm < t+ tels que, t−u ∈ N+
λ , t+u ∈ N−λ et

Jλ
(
t+u

)
= sup

t≥tm
Jλ (tu) ; Jλ

(
t−u

)
= inf

0≤t≤tm
Jλ (tu) .

Démonstration. Posons

Φ(t) = Jλ (tu) , avec t ∈ R+,

alors
Φ′(t) = t

∫
Ω
|∇u|2dx− t2∗(s)−1

∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx− λtq−1

∫
Ω

|u|q

|x|β
dx.
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Prenons
φ(t) = t2−q

∫
Ω
|∇u|2dx− t2∗(s)−q

∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx,

alors φ est concave et atteint son maximum au point tm.

φ (tm) =
[

2− q
2∗(s)− q

](2−q)/(2∗(s)−2) (
1− 2− q

2∗(s)− q

)

×

(
∫

Ω |∇u|2dx)2∗(s)−q(∫
Ω
|u|2∗(s)
|x|s dx

)2−q


1/(2∗(s)−2)

= K

(
∫

Ω |∇u|2dx)2∗(s)−q(∫
Ω
|u|2∗(s)
|x|s dx

)2−q


1/(2∗(s)−2)

.

Comme
∫

Ω

|u|q
|x|β dx > 0 et en utilisant l’hypothèse λ < Λ0, on a nécessairement

λ
∫

Ω

|u|q

|x|β
dx < φ (tm) .

En effet, on a

Λ0 = K

‖|x|−β‖q∗
µ2∗(s)(2−q)/2(2∗(s)−2)
s Sq/2

≤ K

‖u‖q2∗‖|x|−β‖q∗
[
‖∇u‖2

2

](2∗(s)−q)/(2∗(s)−2)

≤ K(∫
Ω |u|

2∗dx
)q/2∗ (∫

Ω ||x|−β|
q∗dx

)1/q∗

(
∫

Ω |∇u|2dx)2∗(s)−q(∫
Ω
|u|2∗(s)
|x|s dx

)2−q


1/(2∗(s)−2)

≤ φ (tm)(∫
Ω |u|

2∗dx
)q/2∗ (∫

Ω ||x|−β|
q∗dx

)1/q∗ .

Alors

φ (tm) ≥
(∫

Ω
|u|2

∗
dx
)q/2∗ (∫

Ω

∣∣∣|x|−β∣∣∣q∗dx)1/q∗

Λ0

≥ Λ0

∫
Ω

|u|q

|x|β
dx > λ

∫
Ω

|u|q

|x|β
dx.

45



3 Solutions multiples pour un problème semilinéaire avec singularités au bord

Donc il existe t− < tm < t+ tels que Φ′ (t+) = Φ′ (t−) = 0 et φ′(t+) < 0(
Jλ (t+u) = sup

t≥tm
Jλ (tu)

)
et φ′ (t−) > 0

(
Jλ (t−u) = inf

0≤t≤tm
Jλ (tu)

)
.

Montrons maintenant que t+u ∈ N−λ .

On a (
t+
)2−q ∫

Ω
|∇u|2dx−

(
t+
)2∗(s)−q ∫

Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx = λ

∫
Ω

uq

|x|β
dx,

alors (
t+
) ∫

Ω
|∇u|2dx−

(
t+
)2∗(s)−1 ∫

Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx = λ

(
t+
)q−1 ∫

Ω

uq

|x|β
dx.

En multipliant la dernière inégalité par t+, on obtient

∫
Ω
|∇t+u|2dx−

∫
Ω

|t+u|2
∗(s)

|x|s
dx = λ

∫
Ω

(t+u)q

|x|β
dx.

Donc t+u ∈ Nλ.

On a
φ′(t+) < 0,

Alors
(2− q)(t+)1−q

∫
Ω
|∇u|2dx < (2∗(s)− q) (t+)2∗(s)−q−1

∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx.

En multipliant l’inégalité par (t+)1+q, on obtient

(2− q)
∫

Ω
|∇t+u|2dx < (2∗(s)− q)

∫
Ω

|t+u|2
∗(s)

|x|s
dx,

d’où t+u ∈ N−λ .

En procédant de la même manière, on montre que t−u ∈ N+
λ .

Lemme 3.2.5. Posons

c = inf
u∈Nλ

Jλ (u) ; c+ = inf
u∈N+

λ

Jλ (u) ; c− = inf
u∈N−

λ

Jλ (u) .

Alors
i) Si λ ∈ (0,Λ0), on a c ≤ c+ < 0.
ii) Si λ ∈

(
0, q2Λ0

)
, on a c− > 0.
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Démonstration. Commençons par montrer le premier point.

Soit v ∈ H1
0 (Ω) l’unique solution de −∆v = |x|−β, alors∫

Ω

v

|x|β
= ‖∇v‖2

2 > 0.

D’après le Lemme 3.2.4, il existe un unique t0 := t−(v) > 0, tel que t0v ∈ N+
λ , par

conséquent, en utilisant (3.2.2), nous obtenons
∫

Ω

|t0v|2
∗(s)

|x|s
<

2− q
2∗(s)− q‖∇t0v‖

2
2.

En utilisant (3.1.4), on a

Jλ (t0v) <

(
1
2 −

1
q

)
‖∇t0v‖2

2 + 2− q
2∗(s)q‖∇t0v‖

2
2

= −t20
2− q

2q

(
1
2 −

1
2∗(s)

)
‖∇v‖2

2

= −t20
2− q

2q

(
1
2 −

1
2∗(s)

)∥∥∥|x|−β∥∥∥2

H−1
. (3.2.7)

Par définition de c et c+, on déduit que c ≤ c+ < 0.

Passons à la démonstration du deuxième point. Soit u ∈ N−λ , de (3.2.2), on a

(2− q)‖∇u‖2
2 − (2∗(s)− q)

∫
Ω

|u|2∗(s)

|x|s
< 0

Par définition de µs et S, on a(∫
Ω

|u|2∗(s)

|x|s

)2/2∗(s)

≤ ‖∇u‖
2
2

µs
et ‖u‖2

2∗ ≤
‖∇u‖2

2
S

,

donc (
2− q

2∗(s)− q

)1/(2∗(s)−2)

µ2∗(s)/2(2∗(s)−2)
s < ‖∇u‖2,

et (
2− q

2∗(s)− q

)(2−q)/(2∗(s)−2)

µ2∗(s)(2−q)/2(2∗(s)−2)
s < ‖∇u‖2−q

2 .

Posons
Cλ := 2∗(s)− q

2 · 2∗(s) Kµ
2∗(s)(2−q)/2(2∗(s)−q)
s λ

(
1
q
− 1

2∗(s)

)
‖|x|−β‖q∗
Sq/2

,

qui est strictement positive pour tout λ < q
2Λ0.
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On a

Jλ(u) ≥
(

1
2 −

1
2∗(s)

)
‖∇u‖2

2 − λ
‖|x|−β‖q∗
Sq/2

‖∇u‖q2
(

1
q
− 1

2∗(s)

)

≥ Cλ

[
2− q

2∗(s)− qS
2∗/2

]q/(2∗(s)−2)

,

ainsi, pour λ ∈
(
0; q2Λ0

)
, on a c− > 0.

Lemme 3.2.6. Supposons que λ ∈ (0,Λ0) et u ∈ Nλ. Alors il existe ε > 0 et une
fonction différentiable ξ : B(0, ε) ⊂ H1

0 (Ω) −→ R+ telles que :

ξ(0) = 1, ξ(w) (u− w) ∈ Nλ
et

〈ξ′(0), w〉 =
2
∫

Ω∇u∇w − 2∗(s)
∫

Ω
|u|2∗(s)−2uw

|x|s − qλ
∫

Ω
uq−2uw
|x|β

(2− q)
∫

Ω |∇u|2 − (2∗(s)− q)
(∫

Ω
|u|2∗(s)
|x|s

) . (3.2.8)

Démonstration. Soit u ∈ Nλ. Définissons la fonction F : R × H1
0 (Ω) −→ R comme

suit :

F (t, w) = 〈J ′λ (t (u− w)) , t (u− w)〉

= t2
∫

Ω
|∇ (u− w)|2 − t2∗(s)

∫
Ω

| (u− w) |2∗(s)
|x|s

− tqλ
∫

Ω

| (u− w) |q
|x|β

,

alors F (1, 0) = 0.
∂F

∂t
(t, w) = 2t

∫
Ω
|∇ (u− w)|2 − 2∗(s)t2∗(s)−1

×
∫

Ω

| (u− w) |2∗(s)
|x|s

− qλtq−1
∫

Ω

| (u− w) |q
|x|β

.

Donc ∂F
∂t

(1, 0) = 2
∫

Ω

(
|∇u|2 − µ u2

|x|2
)
− 2∗(s)

∫
Ω

|u|2∗(s)
|x|s − qλ

∫
Ω
uq

|x|β 6= 0, par conséquent,
on peut appliquer le Théorème des fonctions implicites au point (1, 0).

Donc il existe une boule B(0, ε) ⊂ H1
0 (Ω), ε > 0 et une fonction différentiable

ξ : B(0, ε) −→ R+ telles que ξ(0) = 1,

〈ξ′(0), v〉 = −

〈
∂F
∂w

(1, 0), v
〉

∂F
∂t

(1, 0)

=
2
∫

Ω∇u∇v − 2∗(s)
∫

Ω
|u|2∗(s)−2uv
|x|s − qλ

∫
Ω
uq−2uv
|x|β

(2− q)
∫

Ω |∇u|2 − (2∗(s)− q)
(∫

Ω
|u|2∗(s)
|x|s

) .
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et
F (ξ(w), w) = 0 pour tout w ∈ B(0, ε),

qui est équivalent à 〈J ′λ (ξ(w) (u− w)) , ξ(w) (u− w)〉 = 0 pour tout w ∈ B(0, ε). Ainsi
ξ(w) (u− w) ∈ B(0, ε) ⊂ Nλ.

En utilisant les mêmes arguments du Lemme 3.2.6, on obtient :

Lemme 3.2.7. Supposons que λ ∈ (0,Λ0) et u ∈ N−λ . Alors il existe ε > 0 et une
fonction différentiable ξ : B(0, ε) ⊂ H1

0 (Ω) −→ R+ telles que :

ξ(0) = 1, ξ(w) (u− w) ∈ N−λ

et

〈ξ′(0), w〉 =
2
∫
Ω∇u∇w − 2∗(s)

∫
Ω
|u|2∗(s)−2uw

|x|s − qλ
∫

Ω
uq−2uw
|x|β

(2− q)
∫

Ω |∇u|2 − (2∗(s)− q)
(∫

Ω
|u|2∗(s)
|x|s

) . (3.2.9)

Lemme 3.2.8. Pour tout λ ∈ (0,Λ0), il existe une suite minimisante {un} ⊂ Nλ telle
que :

i) Jλ (un) = c+ o(1).
ii) J ′λ (un)→ 0 dans H−1.

Démonstration. En appliquant le principe variationnel d’Ekeland pour le problème de
minimisation inf

Nλ
Jλ = c. On obtient l’existence d’une suite minimisante {un} ⊂ Nλ

possédant les propriétés suivantes :
1) Jλ (un) < c+ 1

n
.

2) Jλ(un) ≤ Jλ (w) + 1
n
‖∇ (w − un)‖2

2 , ∀w ∈ Nλ.
Pour n suffisament grand et d’après (3.2.7), on trouve

Jλ (un) = 2− s
2(N − s)

∫
Ω
|∇un|2 − λ

(
1
q
− 1

2∗(s)

)∫
Ω

uqn
|x|β

< c+ 1
n
< −t20

2− q
2Nq

∥∥∥|x|−β∥∥∥2

H−1
. (3.2.10)

Donc
λ
∫

Ω

uqn
|x|β
≥
(

2∗(s)t20
2N

)(
2− q

2∗(s)− q

)∥∥∥|x|−β∥∥∥2

H−1
,

alors

‖∇un‖2 ≥

(λ2∗(s)Sq/2t20
2N

)(
2− q

2∗(s)− q

) ∥∥∥|x|−β∥∥∥2

H−1

‖|x|−β‖q∗


1/q

, (3.2.11)
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En utilisant (3.2.10), les inégalités de Hölder et de Sobolev, on obtient

‖∇un‖2 ≤
[
λS−q/2

(
2(N − s)

2− s

)(
1
q
− 1

2∗(s)

)∥∥∥|x|−β∥∥∥
q∗

]1/(2−q)

. (3.2.12)

Montrons que ‖J ′λ (un)‖H−1 → 0 quand n→ +∞.

En appliquant le Lemme 3.2.6, on a l’existence εn > 0 et 0 < δ < εn tels que
ξn(wδ) (un − wδ) ∈ Nλ avec ξn : B (0, εn)−→R+ et wδ = δu

‖∇u‖2
pour u ∈ H1

0 (Ω) r {0}.
Définissons, ηδ := ξn(wδ) (un − wδ).
Comme ηδ ∈ Nλ et utilisons (ii), on déduit

Jλ (ηδ)− Jλ (un) ≥ − 1
n
‖∇ (ηδ − un)‖2 ,

par le Théorème des accroissement finis, on obtient

〈J ′λ (un) , ηδ − un〉+ o (‖∇ (ηδ − un)‖2) ≥ − 1
n
‖∇ (ηδ − un)‖2 .

Ainsi

〈J ′λ (un) ,−wδ〉+ (ξn (wδ)− 1) 〈J ′λ (un) , un − wδ〉 ≥ − 1
n
‖∇ (ηδ − un)‖2

+o (‖∇ (ηδ − un)‖2) . (3.2.13)

Comme ηδ = ξn(wδ) (un − wδ) ∈ Nλ et par (3.2.13), on a

−δ
〈
J ′λ (un) , u

‖∇u‖2

〉
+ (ξn (wδ)− 1) 〈J ′λ (un)− J ′λ (ηδ) , un − wδ〉 ≥ − 1

n

×‖∇ (ηδ − un)‖2 + o (‖∇ (ηδ − un)‖2) .

Ainsi 〈
J ′λ (un) , u

‖u‖

〉
≤ ‖∇ (ηδ − un)‖2

nδ
+ o (‖∇ (ηδ − un)‖2)

δ

+ (ξn (wδ)− 1)
δ

〈J ′λ (un)− J ′λ (ηδ) , un − wδ〉 . (3.2.14)

Comme
‖∇ (ηδ − un)‖2 ≤ δ |ξn (wδ)|+ |ξn (wδ)− 1| ‖∇un‖2

et
lim
δ→0

|ξn (wδ)− 1|
δ

≤ ‖ξ′n(0)‖ .
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Si on fait tendre δ vers 0 dans (3.2.14) pour n fixé, alors par (3.2.11) et (3.2.12), on
conclut :

‖J ′λ (un)‖H−1 ≤
C

n
(1 + ‖ξ′n(0)‖) ,

pour une constante convenable C, qui nous ramène à montrer que |ξ′n(0)| est uniformé-
ment bornée en n.

Par (3.2.9) et les estimations (3.2.11) et (3.2.12), on obtient :

‖ξ′n(0)‖ ≤ C1∣∣∣∣(2− q) ∫Ω |∇un|2 − (2∗(s)− q)
∫

Ω
|un|2

∗(s)

|x|s dx
∣∣∣∣ ,

où C1 > 0 est une constante convenable. Par conséquent, il faut qu’on montre que∣∣∣∣(2− q) ∫Ω |∇un|2 − (2∗(s)− q)
∫
Ω
|un|2

∗(s)

|x|s dx

∣∣∣∣ est bornée loin de zéro.

Supposons par l’absurde qu’il existe une suite {un}, telle que

(2− q)
∫

Ω
|∇un|2 − (2∗(s)− q)

∫
Ω

|un|2
∗(s)

|x|s
dx = o(1). (3.2.15)

De plus, (3.2.15) et le fait que un ∈ Nλ donne

λ
∫

Ω

|un|q

|x|β
dx =

∫
Ω
|∇un|2dx−

∫
Ω

|un|2
∗(s)

|x|s
dx

= 2∗(s)− 2
2− q

∫
Ω

|un|2
∗(s)

|x|s
dx+ o(1). (3.2.16)

En combinant (3.2.15), (3.2.11) et (3.2.12), on trouve une constante ρ > 0 tel que

∫
Ω

|un|2
∗(s)

|x|s
dx > ρ pour n assez grand. (3.2.17)

Soit Iλ : Nλ −→ R donnée par

Iλ(u) = K

 ‖∇u‖
2(2∗(s)−q)
2(∫

Ω
|u|2∗(s)
|x|s dx

)2−q


1/(2∗(s)−2)

− λ
∫

Ω

|u|q

|x|β
.

D’une part, en utilisant (3.2.16), on obtient
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Iλ (un) = K

 ‖∇un‖
2(2∗(s)−q)
2(∫

Ω
|un|2

∗(s)

|x|s dx
)2−q


1/(2∗(s)−2)

− λ
∫

Ω

|un|q

|x|β

= K


(

2∗(s)−2
2−q

∫
Ω
|un|2

∗(s)

|x|s dx
)2∗(s)−q

∫
Ω
|un|2

∗(s)

|x|s dx


1/(2∗(s)−2)

− 2∗(s)− 2
2− q

×
∫

Ω

|un|2
∗(s)

|x|s
dx+ o(1)

= o(1). (3.2.18)

De l’autre, d’après (3.2.11), (3.2.12), (3.2.17) et le fait que λ ∈ (0,Λ0), on a

Iλ (un) = K

 ‖∇un‖
2(2∗(s)−q)
2(∫

Ω
|un|2

∗(s)

|x|s dx
)2−q


1/(2∗(s)−2)

− λ
∫

Ω

|un|q

|x|β

≥ K

 ‖∇un‖
2(2∗(s)−q)
2(∫

Ω
|un|2

∗(s)

|x|s dx
)2−q


1/(2∗(s)−2)

− λ ‖∇un‖q2 S
−q/2

∥∥∥|x|−β∥∥∥
q∗

≥ ‖∇un‖q2

KS2∗(s)(2−q)/2(2∗(s)−2) − λS−q/2
∥∥∥|x|−β∥∥∥

q∗


> d0,

pour un d0 > 0 et n suffisament grand, ce qui est impossible.

On conclut que :
‖J ′λ (un)‖H−1 → 0 quand n→ +∞.

De la preuve du Lemme 3.2.8 on peut déduire le résultat suivant :
Il existe une suite minimisante {un} ⊂ N−λ telle que Jλ(un) = c− + o(1) et J ′λ(un) =
o(1).

3.3 Preuve du Théorème 3.1.1

Maintenant, démontrons qu’il existe un minimum local de Jλ sur N+
λ .
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Proposition 3.3.1. Soit {un} ⊂ Nλ une suite minimisante telle que :

i) Jλ (un) = c+ o(1), ii) J ′λ (un)→ 0 dans H−1.

Alors, pour tout λ ∈ (0,Λ0), {un} admet une sous suite qui converge fortement vers un
point w0 dans H1

0 (Ω), de plus w0 ∈ N+
λ et Jλ(w0) = c = c+.

Démonstration. Soit {un} ⊂ Nλ une suite satisfaisant i) et ii). De (3.2.11) et (3.2.12), on
déduit que {un} est bornée dans H1

0 (Ω). D’après le Théorème des injections compactes
de Sobolev, il existe w0 ∈ H1

0 (Ω) et une sous suite {un} telles que

un ⇀ w0 faiblement dans H1
0 (Ω),

un → w0 fortement dans Lq
(
Ω, |x|−βdx

)
, ∀q ∈ ]1; 2[ et 0 ≤ β < 2.

D’après l’hypothèse ii), on a

lim
n→∞

〈J ′λ (un) , w〉 = 〈J ′λ (w0) , w〉 = 0, ∀w ∈ H1
0 (Ω),

i.e w0 est une solution faible du problème (Pλ), en particulier, w0 ∈ Nλ.

Commençons par montrer que un → w0 fortement dans H1
0 (Ω). Raisonnons par l’ab-

surde. Supposons que ‖∇w0‖2 < lim inf ‖∇un‖2, alors

c ≤ Jλ(w0)

= 2− s
2(N − s)

∫
Ω
|∇w0|2dx− λ

(
1
q
− 1

2∗(s)

)∫
Ω

|w0|q

|x|β
dx

< lim inf Jλ (un) = c,

il résulte que un → w0 fortement dans H1
0 (Ω) et Jλ(w0) = c.

On a w0 ∈ N+
λ . En effet, supposons le contraire, d’après le Lemme 3.2.4, il exsite deux

nombres uniques t−0 et t+0 , tels que t−0 w0 ∈ N+
λ et t+0 w0 ∈ N−λ , en particulier, on a

t−0 < t+0 = 1. Du fait que

J ′λ
(
t−0 w0

)
= 0 et Ψ′λ

(
t−0 w0

)
> 0,

il existe t−0 < t− ≤ t+0 tel que Jλ(t−0 w0) < Jλ(t−w0), donc d’après le Lemme 3.2.4, on
obtient

Jλ(t−0 w0) < Jλ(t−w0) ≤ Jλ(t+0 w0) = Jλ(w0),

d’où la contradiction.
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3.4 Preuve du Théorème 3.1.2

Dans cette partie, on montre l’existence d’une seconde solution.

D’une manière analogue que celle de la démonstration du Lemme 3.2.8, on montre que
pour λ ∈]0, q2Λ0[, il existe une suite minimisante {un} ⊂ N−λ , telle que

i) Jλ (un) = c− + o(1).
ii) J ′λ (un)→ 0 dans H−1.
iii) {un} est bornée dans H1

0 (Ω).
On pose

c∗ := 2− s
2(N − s)µ

(N−s)/(2−s)
s − Cq,β,sλ2/(2−q).

où Cq,β,s est la constante définie dans le Lemme 3.2.1.

Lemme 3.4.1. Jλ satisfait (P.S)c pour c ∈ ]−∞, c∗[.

Démonstration. Soit {un} ⊂ Nλ une suite minimisante. Comme {un} est bornée, alors

un ⇀ w1 faiblement dans H1
0 (Ω) ,

un ⇀ w1 faiblement dans L2∗(s) (Ω, |x|−sdx) pour 0 ≤ s < 2,
un → w1 p.p. dans Ω,
un → w1 fortement dans Lq

(
Ω, |x|−βdx

)
pour 0 ≤ β < 2 et pour tout 1 < q < 2,

Comme {un} converge faiblement vers w1 dans H1
0 (Ω), alors J ′λ(w1) = 0, ce qui implique

que 〈J ′λ(w1), w1〉 = 0, d’où
∫

Ω

|w1|2
∗(s)

|x|s
dx =

∫
Ω
|∇w1|2dx−

∫
Ω

|w1|q

|x|β
dx,

et ∫
Ω

|un|q

|x|β
dx =

∫
Ω

|w1|q

|x|β
dx+ o(1).

Posons vn = un − w1, en appliquant le Lemme de Brézis-Lieb, on obtient∫
Ω
|∇vn|2dx =

∫
Ω
|∇un|2dx−

∫
Ω
|∇w1|2dx+ o(1), (3.4.1)

∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx =

∫
Ω

|un|2
∗(s)

|x|s
dx−

∫
Ω

|w1|2
∗(s)

|x|s
dx (3.4.2)

et comme Jλ(un) = c+ o(1) et J ′λ(un) = o(1), on obtient

1
2

∫
Ω
|∇vn|2dx−

1
2∗(s)

∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx = c− Jλ(w1) + o(1), (3.4.3)
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et ∫
Ω
|∇vn|2dx−

∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx = o(1).

Donc, on peut affirmer que∫
Ω
|∇vn|2dx→ `,

∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx→ `. (3.4.4)

En utilisant la définition de µs, on déduit que
∫

Ω
|∇vn|2dx ≥ µs

(∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx

)2/2∗(s)

.

Par conséquent soit ` = 0 ou ` = µ2∗(s)/(2∗(s)−2)
s .

Raisonnons par l’absurde, supposons que ` = µ2∗(s)/(2∗(s)−2)
s , d’après (4.2.3) et (4.2.4),

on obtient
c ≥

(
1
2 −

1
2∗(s)

)
`+ Jλ(w1) ≥ c∗,

ce qui est absurde. Donc ` = 0 et on conclut que un → w1 fortement dans H1
0 (Ω).

On commence par montrer que

inf
u∈N−

λ

Jλ(u) = c− < c∗.

Pour cela on a besoin de quelques notations.

Soit ψ ∈ H1
0

(
RN

+

)
la solution du problème−∆ψ = |ψ|2∗(s)−2ψ

|y|s dans RN
+ ,

ψ = 0 sur ∂RN
+ ,

alors il existe une constante C > 0 tel que |ψ(y)| ≤ C
(
1 + |y|1−N

)
et |∇ψ(y)| ≤

C
(
1 + |y|−N

)
(pour plus de détails voir [19]).

Dans un voisinage U de 0, ∂Ω peut être représentée par xN = φ (x′) où x′ =
(x1, . . . , xN−1), φ(0) = 0, ∇′φ(0) = 0, ∇′ = (∂1, . . . , ∂N−1) et la normale extérieure de
∂Ω au point 0 est −eN = (0, 0, . . . ,−1). On définit

Φ̃(x) = (x′, xN − φ (x′)) .

Supposons que les courbures principales α1, . . . , αN−1 de ∂Ω sont finies. Comme ∂Ω
est de classe C2, alors φ peut être représentée comme suit

φ (x′) = 1
2

N−1∑
i=1

αix
2
i + o

(
|x′|2

)
.
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Pour r0 > 0 assez petit, choisissons U et Ũ deux voisinages de 0 tels que :

Φ̃(U) = Br0(0), Φ̃(Ũ) = Br0/2(0),
Φ̃(U ∩ Ω) = B+

r0(0), Φ̃(Ũ ∩ Ω) = B+
r0/2(0)

Définissons
uε(x) = ε−(N−2)/2ψ

(
Φ̃(x)
ε

)
et

ûε(x) = ξ(x)uε(x) avec ξ ∈ C∞0 (Ω) et ξ(x) =

1 si x ∈ Ũ ,
0 si x ∈ Ω \ U.

Proposition 3.4.1. Pour ε > 0 suffisamment petit, on a
i) ∫

Ω
|∇ûε(x)|2 dx = µs−K1H(0)(1+o(1))ε+K2H(0)(1+o(1))ε+O

(
ε2
)
. (3.4.5)

ii) ∫
Ω∩Ũ

|ûε(x)|2∗(s)
|x|s

dx = 1− 2∗(s)K1

2µs
H(0)(1 + o(1))ε+O

(
ε2
)
. (3.4.6)

iii) ∫
Ω∩Ũ

|ûε(x)|q
|x|β

dx ≥ O
(
ε−

N−2
2 q+N−β

)
, (3.4.7)

pour tout max
{

1, N−β
N−1

}
< q < N−β+1

N−1 ,
avec H(0) := 1

N−1
∑N−1
i=1 αi est la courbure moyenne de ∂Ω au point 0,

K1 := 2sµs
2∗(s)

∫
RN+

ψ(y)|y′|yN
|y|2+s dy et K2 :=

∫
RN−1

|∂Nψ (y′, 0)|2 |y′|2 dy′.

Démonstration. La démonstration des points i) et ii) sont dans [23].
Montrons iii)

Soit x ∈ Ω ∩ Ũ , en utilisant le changement de variables y = Φ̃(x)
ε

, on obtient

x = Φ̃−1(εy),

et
y ∈ B+

r0/2ε,

∫
Ω∩Ũ

ûqε(x)
|x|β

dx =
∫
B+
r0/2ε

ψq(y)ε−N−2
2 q∣∣∣Φ̃−1(εy)
∣∣∣β εNdy

= ε−
N−2

2 q+N
∫
B+
r0/2ε

ψq(y)∣∣∣Φ̃−1(εy)
∣∣∣β dy
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Pour tout x ∈ Ũ , on a Φ̃(x) = (x′, xN − φ (x′)) = y = (y′, yN)

Donc x = Φ̃−1(y) = (y′, yN + φ (y′)) car

x′ = y′,

yN = xN − ε (x′)⇒ xN = yN + φ (y′)
et

∣∣∣Φ̃−1(y)
∣∣∣2 =

N−1∑
i=1

y2
i + (yN + φ (y′))2

= |y′|2 + y2
N + 2yNφ (y′) + (φ (y′))2

= |y|2 + 2yNφ (y′) + φ2 (y′) .

Et on a
1∣∣∣Φ̃−1(εy)

∣∣∣β = 1(∣∣∣Φ̃−1(y)
∣∣∣2)β/2

= 1(
|εy|2 + 2εyNφ (εy′) + φ2 (εy′)

)β/2
= 1

|εy|β
(
1 + 2εyNφ(εy′)

ε2|y|2 + φ2(εy′)
ε2|y|2

)β/2
Sachant que pour tout x ∈ R, on a (1 + x)α = 1 + αx+O (x2), on obtient

1∣∣∣Φ̃−1(εy)
∣∣∣β = 1

|εy|β

(
1 + 2yNφ (εy′)

ε|y|2
+ φ2 (εy′)

ε2|y|2

)−β/2

= 1
|εy|β

1− β

2

(
2yNφ (εy′)
ε|y|2

+ φ2 (εy′)
ε2|y|2

)

+O
(2yNφ (εy′)

ε|y|2
+ φ2 (εy′)

ε2|y|2

)2
.

Comme φ(y′) ∼ O(|y′|) et 2yNφ(εy′)
ε|y|2 + φ2(εy′)

ε2|y|2 ∼ O(ε), on a

∫
Ω∩Ũ

|ûε(x)|q
|x|β

dx = ε−
N−2

2 q+N
∫
B+
r0/2ε

|ψ(y)|q
εβ|y|β

(
1− βyNφ (εy′)

ε|y|2
+O

(
ε2
))

dy

= ε−
N−2

2 q+N

 1
εβ

∫
B+
r0/2ε

|ψ(y)|q
|y|β

dy − β

εβ+1

∫
B+
r0/2ε

|ψ(y)|qyNφ (εy′)
|y|β+2 dy

+O
(
ε2−β

) ∫
B+
r0/2ε

|ψ(y)|q
|y|β

dy
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∫
B+
r0/2ε

|ψ(y)|q
|y|β

dy =
∫
RN+

|ψ(y)|q
|y|β

dy −
∫
RN+ \B

+
r0/2ε

|ψ(y)|q
|y|β

dy

∫
RN+ \B

+
r0/2ε

|ψ(y)|q
|y|β

dy ≤
∫
RN+ \B

+
r0/2ε

(1 + |y|)q(1−N)

|y|β
dy

≤
∫ +∞

r0/2ε

(1 + r)q(1−N) rN−1

rβ
dr

≤ −Cεq(N−1)−N+β pour q > N − β
N − 1 .∫

B+
r0/2ε

|ψ(y)|qyNφ (εy′)
|y|β+2 dy ≤

∫
B+
r0/2ε

(1 + |y|)q(1−N)|y||εy|2

rβ+2 dy

≤ ε2C
∫ r0/2ε

0

(1 + r)q(1−N)r3

rβ+2 rN−1dr

≤ Cεq(N−1)−N+β+1.

On obtient donc ∫
Ω∩Ũ

|ûε(x)|q
|x|β

dx ≥ O
(
ε−

N−2
2 q+N−β

)
,

pour tout max
{

1, N−β
N−1

}
< q < N−β+1

N−1 et 0 ≤ β < 2

Lemme 3.4.2. Supposons que max
{

1, N−β
N−1

}
< q < N−β+1

N−1 , 0 ≤ β < 2 et H(0) < 0.
Alors il existe Λ∗ > 0 tel que λ ∈ (0,Λ∗), alors

sup
t≥0

Jλ (tûε) < c∗,

pour tout ε > 0 assez petit. De plus, c− ≤ supt≥0 Jλ (tûε).

Démonstration. On a

Jλ (tûε) = t2

2

∫
Ω
|∇ûε|2 −

t2
∗(s)

2∗(s)

∫
Ω

|ûε|2
∗(s)

|x|s
− λt

q

q

∫
Ω

|ûε|q

|x|β

≤ t2

2
[
µs −K1H(0)(1 + o(1))ε+K2H(0)(1 + o(1))ε+O

(
ε2
)]

− t
2∗(s)

2∗(s)

[
1− 2∗(s)K1

2µs
H(0)(1 + o(1))ε+O

(
ε2
)]
− λt

q

q

×O
(
ε−

N−2
2 q+N−β

)
≤

(
µs
2 t

2 − t2
∗(s)

2∗(s)

)
+
(
K1 −K2 + o(1)

2 t2 + K1 + o(1)
2µs

t2
∗(s)
)
H(0)ε

−λt
q

q
O
(
ε−

N−2
2 q+N−β

)
+O

(
ε2
)

:= g1(t) + g2(t)H(0)ε− λt
q

q
O
(
ε−

N−2
2 q+N−β

)
+O

(
ε2
)
.
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3.4 Preuve du Théorème 3.1.2

La fonction g1 admet un unique maximum

g1 (t∗) =
(

1
2 −

1
2∗(s)

)
µ2∗(s)/(2∗(s)−2)
s ,

où t∗ = µ1/(2∗(s)−2)
s , et

g2 (t∗) =
(
K2 + o(1)

2

)
µ2/(2∗(s)−2)
s > 0.

Soit ε > 0 suffisamment petit. On affirme qu’il existe Λ∗ > 0 tel que
supt≥0 Jλ (tûε) < c∗ pour tout λ ∈]0,Λ∗[. En effet

Soit r1 > 0, tel que(
1
2 −

1
2∗(s)

)
µ2∗(s)/(2∗(s)−2)
s − Cq,β,sλ2/(2−q) > 0, λ ∈]0, r1[.

En utilisant la définition de Jλ et ûε, on obtient

sup
t≥0

Jλ (tûε) ≤
t2

2

∫
Ω
|∇ûε|2dx, pour tout t ≥ 0, et λ > 0,

ce qui implique qu’il existe t0 > 0 tel que

sup
0≤t≤t0

Jλ (tûε) < c∗, pour tout λ ∈]0, r1[.

Soit ε > 0 et supposons que H(0) < 0, alors on peut choisir r2 > 0, tel que

g2(t∗)H(0)ε−λ(t∗)q
q

O
(
ε−

N−2
2 q+N−β

)
+O

(
ε2
)
< −Cq,β,sλ2/(2−q), pour tout λ ∈]0, r2[.

Par conséquent, si on prend Λ∗ = min{r1, r2}, alors pour λ ∈]0,Λ∗[ et ε > 0, on a

sup
t≥0

Jλ (tûε) < c∗.

Montrons maintenant que c− ≤ supt≥0 Jλ (tûε). Pour λ ∈ (0,Λ∗), H(0) < 0, 0 ≤ β < 2
et max

{
1, N−β

N−1

}
< q < N−β+1

N−1 , on a

sup
t≥0

Jλ (tûε) <
(

1
2 −

1
2∗(s)

)
µ2∗(s)/(2∗(s)−2)
s − Cq,β,sλ2/(2−q),

pour tout ε > 0 assez petit.

c− ≤ Jλ (tεûε) ≤ sup
t≥0

Jλ (tûε) < c∗.
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3 Solutions multiples pour un problème semilinéaire avec singularités au bord

Proposition 3.4.2. Soit {un} ⊂ N−λ une suite minimisante telle que :
a) Jλ (un)→ c−.
b) ‖J ′λ (un)‖H−1 → 0.

Alors, pour tout λ ∈ ]0,Λ[, avec Λ = min{ q2Λ0,Λ∗}, {un} admet une sous-suite qui
converge fortement vers un point w1 dans H1

0 (Ω), en plus w1 ∈ N−λ et Jλ(w1) = c−.

Démonstration. Soit {un} ⊂ N−λ une suite qui vérifie a) et b) de la Proposition 3.4.2,
d’après (3.2.11) et (3.2.12), {un} est bornée dans H1

0 (Ω). En utilisant les mêmes
arguments que la démonstration de la Proposition 3.3.1, on montre que sous les
hypthèses du Lemme 3.4.2 et du Lemme 3.2.5, un → w1 fortement dans H1

0 (Ω),
Jλ (w1) = c− et que w1 est aussi une solution du problème (Pλ).
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Chapitre 4

Sur un problème ell iptique
contenant l ’exposant de

Hardy-Sobolev

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’existence des solutions positives du problème
semilinéaire suivant : −∆u = λ u

|x|β + |u|2∗(s)−2u
|x|s dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(Pλ)

où Ω est un domaine borné de RN , (N ≥ 3) avec 0 ∈ ∂Ω, λ est un paramètre positif,
0 ≤ β < 2, 0 < s < 2 et 2∗(s) = 2(N−s)

N−2 est l’exposant critique de Hardy-Sobolev.

Pour β = 0 et s = 0, on retrouve le célèbre travail de Brézis et Nierenberg [7] qui a
constitué le point de départ à l’étude des problèmes non compactes.

Pour 0 < s < 2, on a :
• Si 0 ∈ Ω et β = 0, Ghoussoub et Yuan [21] ont montré que si N ≥ 4, alors le

problème (Pλ), admet au moins une solution positive pour tout 0 < λ < λ1, où
λ1 est la première valeur propre du (−∆, H1

0 (Ω)).
• Si 0 ∈ ∂Ω et β = 0, ce problème a été étudié par Ghoussoub et Kang [18], ils ont
montré que si N ≥ 4 et la courbure principale de ∂Ω est négative au voisinage
de 0, alors le problème (Pλ) admet au moins une solution positive pour tout
0 < λ < λ1.

Dans ce chapitre on va étudier le problème (Pλ) pour λ > 0. Pour cela on définit la
fonctionnelle d’énerige Jλ associée au problème (Pλ), par

Jλ (u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− λ

2

∫
Ω

|u|2

|x|β
dx− 1

2∗(s)

∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx, ∀u ∈ H1

0 (Ω). (4.1.1)

Jλ ∈ C1 (H1
0 (Ω),R). Les solutions de (Pλ) sont les points critiques de Jλ.
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4 Sur un problème elliptique contenant l’exposant de Hardy-Sobolev

Lemme 4.1.1 ([12]). Soit λ ∈ R, 0 ≤ β < 2, alors le problème de valeurs propres−∆e = λ e
|x|β dansΩ

e = 0 sur ∂Ω,
(4.1.2)

admet des solutions faibles non triviales dans H1
0 (Ω), qui correspondent à λ ∈ σβ :=(

λβk

)∞
k=1

où 0 < λβ1 ≤ λβ2 ≤ · · · → +∞.

Théorème 4.1.1. Soit 0 ≤ β < 2 et 0 < λ < λβ1 , alors le problème (Pλ) admet au
moins une solution positive si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

i) Si 0 ≤ β ≤ 1 et la courbure moyenne au voisinage de 0 est négative,
ii) 1 < β < 2.

4.2 Preuve du principal Théorème

Vérifions que Jλ satisfait les conditions géométriques.

Lemme 4.2.1. Supposons que 0 ≤ β < 2 et 0 < λ < λβ1 . Alors
i) Il exsite α, δ > 0 tels que Jλ (u) ≥ α pour tout u ∈ H1

0 (Ω) tel que ‖∇u‖2 = δ.
ii) Jλ (v) < 0 pour tout v ∈ H1

0 (Ω) tel que ‖∇u‖2 > δ.

Démonstration. En utilisant l’inégalité de Hardy-Sobolev et le fait que 0 < λ < λβ1 , on
obtient

Jλ (u) ≥ 1
2

(
1− λ

λβ1

)∫
Ω
|∇u|2 dx− 1

2∗(s)µ2∗(s)/2
s

∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx,

où µs est la meilleure constante de Hardy-Sobolev.

Alors pour un δ > 0 suffisament petit, il existe un α > 0, tel que

Jλ (u) ≥ α, pour tout ‖∇u‖2 = δ.

Pour t > 0, on a

Jλ (tu) = t2

2

(∫
Ω
|∇u|2 dx− λ

∫
Ω

|u|2

|x|β
dx

)
− t2

∗(s)

2∗(s)

∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx,

quand t→ +∞, on a Jλ (tu)→ −∞. Donc il existe v ∈ H1
0 (Ω) tel que Jλ (tv) < 0 pour

‖∇v‖2 > δ.

On montre que Jλ satisfait la condition de (P.S)c pour un certain niveau c.
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4.2 Preuve du principal Théorème

Lemme 4.2.2. Jλ satisfait (P.S)c pour tout c < 2−s
2(N−s)µ

(N−s)/(2−s)
s .

Démonstration. Soit {un} ⊂ H1
0 (Ω) une suite de Palais-Smale satisfaisant

i) Jλ (un) = c+ o(1), ii) J ′λ (un)→ 0 dans H−1, alors

2Jλ (un)− 〈J ′λ (un) , un〉 =
(

1− 2
2∗(s)

)∫
Ω

|u|2
∗(s)

|x|s
dx ≤ 2c+ o(1).

Donc {un} est bornée dans H1
0 (Ω), par conséquent :

un ⇀ u faiblement dans H1
0 (Ω) ,

un ⇀ u faiblement dans L2∗(s) (Ω, |x|−sdx) pour 0 ≤ s < 2,
un → u p.p dans Ω,
un → u fortement dans L2

(
Ω, |x|−βdx

)
pour 0 ≤ β < 2,

on déduit alors que
〈J ′λ (u) , w〉 = 0, ∀w ∈ H1

0 (Ω),

i.e u est une solution faible du problème (Pλ). Posons vn = un − u, alors par le Lemme
de Brézis-Lieb [6], on obtient∫

Ω
|∇vn|2dx =

∫
Ω
|∇un|2dx−

∫
Ω
|∇u|2dx+ o(1), (4.2.1)

∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx =

∫
Ω

|un|2
∗(s)

|x|s
dx−

∫
Ω

|u|2∗(s)

|x|s
dx (4.2.2)

et comme Jλ(un) = c+ o(1) et J ′λ(un) = o(1), on obtient

Jλ(u) + 1
2

∫
Ω
|∇vn|2dx−

1
2∗(s)

∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx = c+ o(1), (4.2.3)

et ∫
Ω
|∇vn|2dx−

∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx = o(1).

Donc, on peut affirmer que
∫

Ω
|∇vn|2dx→ `,

∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx→ `. (4.2.4)

En utilisant la définition de µs, on déduit que

∫
Ω
|∇vn|2dx ≥ µs

(∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx

)2/2∗(s)

,
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4 Sur un problème elliptique contenant l’exposant de Hardy-Sobolev

donc ` ≥ µs`
2/2∗(s). Par conséquent ` = 0 ou ` = µ2∗(s)/(2∗(s)−2)

s .
Supposons par l’absurde que ` = µ2∗(s)/(2∗(s)−2)

s , en passant à la limite dans (4.2.3), on
trouve

c =
(

1
2 −

1
2∗(s)

)
`+ Jλ(u).

et comme c <
(

1
2 −

1
2∗(s)

)
µ(N−s)/(2−s)
s , on a

Jλ(u) < 0.

Du fait que u est une solution faible du problème (Pλ), on obtient

Jλ(u) =
(

1
2 −

1
2∗(s)

)∫
Ω

|vn|2
∗(s)

|x|s
dx ≥ 0

ce qui est une contradiction. Donc ` = 0 et on conclut que un → u fortement dans
H1

0 (Ω).

Soit ψ ∈ H1
0

(
RN

+

)
la solution du problème

−∆ψ = |ψ|2∗(s)−2ψ
|y|s dans RN

+ ,

ψ = 0 sur ∂RN
+ ,

alors il existe une constante C > 0 tel que |ψ(y)| ≤ C
(
1 + |y|1−N

)
et |∇ψ(y)| ≤

C
(
1 + |y|−N

)
(pour plus de détails voir [19]).

Dans un voisinage U de 0, ∂Ω peut être représentée par xN = φ (x′) où x′ =
(x1, . . . , xN−1), φ(0) = 0, ∇′φ(0) = 0, ∇′ = (∂1, . . . , ∂N−1) et la normale extérieure de
∂Ω au point 0 est −eN = (0, 0, . . . ,−1). On définit

Φ(x) = (x′, xN − φ (x′)) .

Supposons que les courbures principales α1, . . . , αN−1 de ∂Ω sont finies. Comme ∂Ω
est de classe C2, alors ϕ peut être représentée comme suit

ϕ (x′) = 1
2

N−1∑
i=1

αix
2
i + o

(
|x′|2

)
.

Pour r0 > 0 assez petit, choisissons U et Ũ deux voisinages de 0 tels que :

Φ̃(U) = Br0(0), Φ̃(Ũ) = Br0/2(0),
Φ̃(U ∩ Ω) = B+

r0(0), Φ̃(Ũ ∩ Ω) = B+
r0/2(0)
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4.2 Preuve du principal Théorème

Définissons
uε(x) = ε−(N−2)/2ψ

(
Φ̃(x)
ε

)
et

ûε(x) = ξ(x)uε(x) avec ξ ∈ C∞0 (Ω) et ξ(x) =

1 si x ∈ Ũ ,
0 si x ∈ Ω \ U.

Proposition 4.2.1. Pour ε > 0 suffisamment petit, on a
i) ∫

Ω
|∇ûε(x)| dx = µs−K1H(0)(1+o(1))ε+K2H(0)(1+o(1))ε+O

(
ε2
)
. (4.2.5)

ii) ∫
Ω∩Ũ

û2∗(s)
ε (x)
|x|s

dx = 1− 2∗(s)K1

2µs
H(0)(1 + o(1))ε+O

(
ε2
)
. (4.2.6)

iii) ∫
Ω∩Ũ

û2
ε(x)
|x|β

dx ≥ O
(
ε2−β

)
. (4.2.7)

avec H(0) := 1
N−1

∑N−1
i=1 αi est la coubure moyenne de ∂Ω au point 0,

K1 := 2sµs
2∗(s)

∫
RN+

ψ(y)|y′|yN
|y|2+s dy et K2 :=

∫
RN−1

|∂Nψ (y′, 0)|2 |y′|2 dy′

Démonstration. La démonstration des points i) et ii) sont dans [23].
Montrons iii).

Soit x ∈ Ω ∩ Ũ , en utilisant le changement de variables y = Φ̃(x)
ε

, on obtient

x = Φ̃−1(εy),

et
y ∈ B+

r0/2ε,

∫
Ω∩Ũ

û2
ε(x)
|x|β

dx =
∫
B+
r0/2ε

ψ2(y)ε−(N−2)∣∣∣Φ̃−1(εy)
∣∣∣β εNdy

= ε2
∫
B+
r0/2ε

ψ2(y)∣∣∣Φ̃−1(εy)
∣∣∣β dy

Pour tout x ∈ Ũ , on a Φ̃(x) = (x′, xN − ϕ (x′)) = y = (y′, yN).
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4 Sur un problème elliptique contenant l’exposant de Hardy-Sobolev

Donc x = Φ̃−1(y) = (y′, yN + ϕ (y′)) car

x′ = y′,

yN = xN − ε (x′)⇒ xN = yN + ϕ (y′)
et

∣∣∣Φ̃−1(y)
∣∣∣2 =

N−1∑
i=1

y2
i + (yN + ϕ (y′))2

= |y′|2 + y2
N + 2yNϕ (y′) + (ϕ (y′))2

= |y|2 + 2yNϕ (y′) + ϕ2 (y′) .

Et on a
1∣∣∣Φ̃−1(εy)

∣∣∣β = 1(∣∣∣Φ̃−1(εy)
∣∣∣2)β/2

= 1(
|εy|2 + 2εyNϕ (εy′) + ϕ2 (εy′)

)β/2
= 1

|εy|β
(
1 + 2εyNϕ(εy′)

ε2|y|2 + ϕ2(εy′)
ε2|y|2

)β/2
Sachant que pour tout x ∈ R, on a (1 + x)α = 1 + αx+O (x2), on obtient

1∣∣∣Φ̃−1(εy)
∣∣∣β = 1

|εy|β

(
1 + 2yNϕ (εy′)

ε|y|2
+ ϕ2 (εy′)

ε2|y|2

)−β/2

= 1
|εy|β

1− β

2

(
2yNϕ (εy′)
ε|y|2

+ ϕ2 (εy′)
ε2|y|2

)

+O
(2yNϕ (εy′)

ε|y|2
+ ϕ2 (εy′)

ε2|y|2

)2
.

Comme ϕ(y′) ∼ O(|y′|) et 2yNϕ(εy′)
ε|y|2 + ϕ2(εy′)

ε2|y|2 ∼ O(ε), on a

∫
Ω∩Ũ

û2
ε(x)
|x|β

dx = ε2
∫
B+
r0/2ε

ψ2(y)
εβ|y|β

(
1− βyNϕ (εy′)

ε|y|2
+O

(
ε2
))

dy

= ε2

 1
εβ

∫
B+
r0/2ε

ψ2(y)
|y|β

dy − β

εβ+1

∫
B+
r0/2ε

ψ2(y)yNϕ (εy′)
|y|β+2 dy

+O
(
ε2−β

) ∫
B+
r0/2ε

ψ2(y)
|y|β

dy


∫
B+
r0/2ε

ψ2(y)
|y|β

dy =
∫
RN+

ψ2(y)
|y|β

dy −
∫
RN+ \B

+
r0/2ε

ψ2(y)
|y|β

dy
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4.2 Preuve du principal Théorème

∫
RN+ \B

+
r0/2ε

ψ2(y)
|y|β

dy ≤
∫
RN+ \B

+
r0/2ε

(1 + |y|)2(1−N)

|y|β
dy

≤
∫ +∞

r0/2ε

(1 + r)2(1−N) rN−1

rβ
dr

≤ −CεN−2+β.

∫
B+
r0/2ε

ψ2(y)yNϕ (εy′)
|y|β+2 dy ≤

∫
B+
r0/2ε

(1 + |y|)2(1−N)|y||εy|2

rβ+2 dy

≤ ε2C
∫ r0/2ε

0

(1 + r)2(1−N)r3

rβ+2 rN−1dr

≤ CεN+β−1.

On obtient donc ∫
Ω∩Ũ

ûqε(x)
|x|β

dx ≥ O
(
ε2−β

)
,

Lemme 4.2.3. Supposons que 0 < λ < λβ1 , si l’une des conditions suivantes :
1) 0 ≤ β ≤ 1 et H(0) < 0,
2) 1 < β < 2.

est satisfaite, alors

sup
t≥0

Jλ (tûε) <
(

1
2 −

1
2∗(s)

)
µ(N−s)/(2−s)
s := c∗.

Démonstration. On a

Jλ (tûε) = t2

2

∫
Ω
|∇ûε|2 −

t2
∗(s)

2∗(s)

∫
Ω

|ûε|2
∗(s)

|x|s
− λt

2

2

∫
Ω
û2
ε|x|β

≤ t2

2
[
µs −K1H(0)(1 + o(1))ε+K2H(0)(1 + o(1))ε+O

(
ε2
)]

− t
2∗(s)

2∗(s)

[
1− 2∗(s)K1

2µs
H(0)(1 + o(1))ε+O

(
ε2
)]
− λt

2

2
×O

(
ε2−β

)
≤

(
µs
2 t

2 − t2
∗(s)

2∗(s)

)
+
(
K1 −K2 + o(1)

2 t2 + K1 + o(1)
2µs

t2
∗(s)
)
H(0)ε

−λt
2

2 O
(
ε2−β

)
+O

(
ε2
)

:= g1(t) + g2(t)H(0)ε− λt
2

2 O
(
ε2−β

)
+O

(
ε2
)
.
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4 Sur un problème elliptique contenant l’exposant de Hardy-Sobolev

La fonction g1 admet un unique maximum

g1 (t∗) =
(

1
2 −

1
2∗(s)

)
µ(N−s)/(2−s)
s ,

où t∗ = µ1/(2∗(s)−2)
s , et

g2 (t∗) =
(
K2 + o(1)

2

)
µ(N−2)/(2−s)
s > 0.

On déduit alors que

sup
t≥0

Jλ (tûε) <
(

1
2 −

1
2∗(s)

)
µ(N−s)/(2−s)
s .

sous une des conditions suivantes :
1) 0 ≤ β ≤ 1 et H(0) < 0,
2) 1 < β < 2.

Preuve du Théorème 4.1.1. En utilisant les Lemmes 4.2.2, 4.2.1 et 4.2.3, Jλ satisfait les
hypothèses du Théorème du Col. Alors c est une valeur critique i.e il existe u ∈ H1

0 (Ω)
tel que Jλ(u) = c > 0 et J ′λ(u) = 0. Comme Jλ(u) = Jλ(|u|), alors le problème (Pλ)
admet une solution positive.
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Perspectives
1) Etudier l’existence de solutions du problème−∆u− µ u

|x|2 = |u|2
∗(s)−2u
|x|s dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

avec Ω ⊆ RN
+ , N ≥ 3, 0 ∈ ∂Ω et µ > 0.

2) Etendre les résultats du chapitre 2 pour 0 ∈ ∂Ω.
3) Etudier le problème du chapitre 4 pour λ > λβ1 .
4) Etudier l ’existence de solutions pour les problèmes de type−∆u− µ u

|x|2 = λ |u|
q−2u
|x|β + |u|2

∗(s)−2u
|x|s dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

avec 2 ≤ q ≤ 2∗, 0 ≤ β < 2 et 0 ∈ ∂Ω.
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Résumé
Dans cette thèse on s’interesse à l’étude d’existence et de multiplicité de solutions
pour une classe d’équations elliptiques non linéaire contenant des exposants critiques
et des poids singuliers sur un domaine borné avec les conditions au bord de Dirichlet.

Mots clès : Exposant critique de Sobolev, Condition de Palais Smale, Problèmes
elliptiques non linéaire, Méthodes variationnelles, Poid singulier.

Abstract
In this thesis we are interested in the existence and multiplicity of solutions for a
class of nonlinear elliptic equations involving critical exponents and Singular weights
in a bounded domain under Dirichlet conditions.

Keywords : Critical Sobolev exponenent, Palais Smale condition, Nonlinear elliptic
problems, Variational methods, Singular weight.
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