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Introduction générale

L’objet de cette these est I’étude des problemes elliptiques a coefficients singuliers.

Les problemes que nous considérons se caracterisent par la présence : des nonlinéarités
critiques, d'un ou plusieurs poids singuliers dont le point singulier peut se situer soit a
Iinterieur ou sur le bord du domaine étudié.

Ceci pose un certain nombre de difficultés liées a la perte de compacité des injections
de Sobolev ainsi que la régularité des solutions. Les méthodes variationnelles classiques
ne sont pas applicables.

L’étude de ce type de problemes est motivée par leurs intéréts mathématiques en
premier lieu.

En second lieu, ils apparaissent dans de nombreux modeles issus : de la physique (optique
nonlinéaire), problémes d’astrophysiques et les phénomenes de réaction-diffusion en
biologie.

L’étude des problemes contenant des nonlinérarités critiques : exposant critique de
Sobolev, exposant critique de Sobolev-Hardy avec un poids singulier de type Hardy dont
la singularité se trouve a l'interieur du domaine, a fait 'objet de plusieurs travaux de
recherches. Contrairement au cas ou la singularité se situe sur la frontiere du domaine
étudié. On constate qu’il y a peu de résultats. L’existence de solutions dépend de la
géométrie du domaine.

Notre principal objectif est d’étudier 'effet des coefficients singuliers sur I'existence
et la multiplicité des solutions.

La thése se présente comme suit :
Dans le chapitre 1, nous rapellons les principaux résultats utilisés dans cette these.

Dans le chapitre 2. On étudie 'existence et la multiplicité de solutions du probléeme
elliptique suivant :

{—Au — u# = Af(z)u+ |ul* u dans Q\ {0}, )

u=>0 sur 0f2,

3) avec 0 € 2, A et p sont des parametres réels

est la meilleure constante de Hardy, 2* = %

ott 2 est un domaine borné de R™ (N

N-2

>
)2
positifs tels que 0 < pu < p = (T) , fb



est I’exposant critique de Sobolev et f € F, g, avec

Fop = {f6f2:5|0§5<2te1 que 0 < |li‘m0]x\ﬂf(:c) <oo}.
x|—

loc

Fy= {f: QO —R': |li‘r_1>10]x\2f(:c) =0 avec f € L, (Q\{O})}

Lorsque f =1, le probléme a été considéré par Ferrero-Gazzola [17].

Pour f # 1, Chaudhuri-Ramaswamy [12] ont étudié le probléme de valeurs propres
suivant :

{—Ae - /,Lﬁ = Af(x)e dans Q Py

e=0 sur 0f),

ils ont montré que le probleme (P,) admet des solutions faibles non triviales dans
Hg () qui correspondent & A € 0,(f) := (M (f)) e -
Nasri [32] a obtenu des résultats pour le probléme (1) dans le cas ot A < N{(f).

Dans notre travail, on prouve que 'existence et la multiplicité de solutions du probleme
(1) dépend essentiellement de la position du parametre A par rapport aux valeurs
propres du probléme (P,). On distingue deux cas :

Le cas non-résonant, c’est a dire, A n’appartient pas au spectre o,(f), on montre que
notre probléme admet au moins une solution sous les conditions suivantes :

2
e [o,ﬂ_(zgﬂ) ] ot
I. N=3etl1< <2,
ou
2. N>4et0< g <2
Le cas résonant, c’est a dire A\ est une valeur propre. On montre 'existence de solutions
0. i — (N2 7 (2-5\?
pour pu € |0, u N 3 et
. N=3etl<pB<2,
ou

2. N=4det2<p<2,

o

ou
3. N>bet0<p<2.
On démontre aussi que le probleme (1) admet v, paires de solutions non triviales pour
tout p € ],u - (%)2, ,u[, A€ A, Mo (f)[ aveec Ay = Ni(f) — S, (fQ |x|fﬁN/2dI)_2/N
et si I'une des conditions suivantes est vérifiée :
1. N=3etI<f<2



2. N=4det 2 <3<2
3. N>5et0< <2,
ou vy, désigne la multiplicité de N/ (f).

Dans le chapitre 3, on s’interesse a l’existence et la multiplicité des solutions du

probleme :
2% (s)—2

Ay = ATl —  dans €,
{ TP B 2)

u=20 sur 052,

ot © est un domaine borné de RN, (N > 3) avec 0 € 9Q, X est un parametre positif,
0</<2,1<¢<2,0<s<2et2%s) Q%V:;) I'exposant critique de Hardy-Sobolev.
Dans le cas ¢ = 2, B = 0. Le probléme (2) a été traité par Ghoussoub-Kang [18]. Ils
ont prouvé que l'existence de solutions dépend du signe de la courbure principale de
0f) au voisinage de 0. Le résultat obtenu est le suivant :

Si N >4 0<)\< )\ () désigne la premicre valeur propre de (—A, Hi(9))) et que la
courbure principale de 92 au voisinage de 0 est non positive. Alors le probléme (2)
admet au moins une solution positive.

On remarque que dans notre cas, la fonctionnelle d’energie associée au probleme (2)
n’est pas bornée inférieurement sur H} (). A cet effet, on utilise une minimisation sur
la variété de Nehari. On établit les résultats suivants :

1. Supposons que 0 < 8 < 2. Alors il existe Ay > 0 tel que, pour tout A € |0; Agl, le
probléme (2) admet au moins une solution dans H} (Q2).

2. Supposons que la courbure moyenne de 0f) est négative, alors il existe A > 0 tel

que pour tout A € |0; A[, max {1 H} <qg< N];firl, le probléme (2) admet au

P N-1
moins deux solutions dans H; ().

Dans le chapitre 4, on se propose d’étudier le probléeme suivant :

‘2*(3)72u

SR 3)

—Au = )\ﬁ 4l dans Q
u=0 sur 0f)

ot  est un domaine borné de RY, (N > 3) avec 0 € 99, X est un paramétre positif,
0<p8<20<s<2et2s) = % Iexposant critique de Hardy-Sobolev. On

montre que 'existence des solutions dépend de la position de A\ par rapport aux valeurs
propres du probléme

—Ae = )\ﬁ dans 2
e=0 sur 0f2,

et du parametre (3.






CHAPITRE 1

4 [ ° °
Préliminaires
Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats utilisés dans cette these.

1.1 Espaces de Sobolev

On considere  un ouvert de RV.

Définition 1.1.1. On note par C§°(£2), 'espace vectoriel des fonctions de classe C'*
définies sur €2 et a support compact dans €.

Soit 1 < p < o0.

Définition 1.1.2. On définit I'espace de Sobolev W1P(§2) par

{uGLp(Q)/ g1, ..., gn tels que /Qua¢ :—/Qgigb‘v’quGC'go(Q) Vizl,..,N}.

83%

On pose H'(Q) :== W2(Q).

Pour u € WH?(Q), on note

au_ et Vu:<

ou Ou ou
axi =G .

Qxl’ 85E27 o 8xN

Définition 1.1.3. On dit qu'un espace de Banach F est réflexif si j(E) = E”, avec
E" est le bidual de E et j est 'injection canonique de F dans E”.
Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E”.

1
P \r»r
)
Lr

est un espace de Banach séparable et réflexif pour 1 < p < oo.

Théoréme 1.1.1 ([5]). W'?(Q), muni de la norme

ou
01'1'

N
mmm:owm+z
=1

Définition 1.1.4 ([5]). On définit W,?(Q) comme la fermeture de C$°(Q) dans
Whp(Q).

On pose HL(Q) := Wy (Q).



1 Préliminaires

Remarque 1. On a W'P(RN) = W, P (RN).

Théoréme 1.1.2 ([5]). Soit u € W'(Q), alors u € Wy (Q) si et seulement si u =0
sur OS).

Théoréme 1.1.3 ([5]). HY(Q)) muni du produit scalaire

N o (Ou Ov
<U7U>H1 = <U’U>L2 + Z (%7 a$i>L2 )

i=1
est un espace de Hilbert séparable.

Théoréme 1.1.4 (Inégalité de Poincaré [5]). Soit Q2 un ouvert borné. Il existe une
constante C' telle que

[ul|e < C||Vullr Yu € Wy P(Q).

Théoréme 1.1.5 (Immersion de Sobolev [28]). Soit Q un domaine borné de RY
etp>1.
i) Sip <N, alors
pour tout q € [1,p*), l'injection de Wy *(Q) dans LI(Q) est compacte.
l'injection de Wy (Q) dans LP" () est continue oi 1% = % - %
i) Sip= N, alors pour tout q¢ < oo, Uinjection de W, ™ (Q) dans L9(Q) est compacte.

iii) Sip> N et 0 < a < 1— 2, alors Uinjection de Wy (Q) dans CO® (Q) est

N’

compacte, avec C*® (Q) = {u e C(92) : sup W} ,ou0 < a< 1.
z,yef)

Définition 1.1.5. Pour tout u € C§°(2), p > 1, soit

p

ou
x

Ox;

Y

N
0 o= 3
=1

Lr

par le théoréme d’immersion de Sobolev, Wy (Q) < LP" (), il existe une constante
optimale S, qui ne dépend que de N et p telle que

Spllul] e < |ul] pour tout u € W, (Q).

pl
P
WO

avec »
el

= inf

P wewtr o) |[ullf

Proposition 1.1.1 ([36]). Soit S := Sy la meilleure constante de Sobolev pour I’in-
jection HL(Q) dans L* (Q). Alors Uinfimum S n’est jamais atteint quand Q est un
domaine borné.



1.1 Espaces de Sobolev

Théoréme 1.1.6 ([3]). L’infimum S est atteint sur RY par une des fonctions

1
Ucz) = ———— avec g > 0.

N-2
(e+|z[*) =

Définition 1.1.6. On dit que € est étoilé par rapport a un point a si pour tout x € €2,
{1=t)a+tx:tel0,1]} CQ.

Lemme 1.1.1 (Inégalité de Hardy [22]). Soitt € R tel que t+ N > 0 et supposons
que 0 € Q, alors pour tout u € Hy(2), on a

t, 12 <( >/
/Q|:r:| uPde < (57 ) | le-Vullal'de.

2
La constante (NLH) est optimale et n’est jamais atteinte.

Pour t = —2 on obtient

|U’2 ( 2 )2 2
/ |x]2 N3 /Q\Vu\ dr.

Lemme 1.1.2 ([16]). Soit Q un domaine borné régulier avec 0 € 9. Posons

. Vul?dx
() == inf fQ‘MJ
weH{@MO}  fo, 14 d
Alors o 2)2 N2
RS 0) < .
1 < () < 1

Lemme 1.1.3 (Inégalite de Hardy-Sobolev [21, 22]). Supposons que 0 < s < 2

et 1 <q<2s) = 22{,\7 2‘9 , alors

1. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € Hy(Q), on a

(/ :x: dx) <c([Ivu dx) |

de H}(Q)) vers L1(Q) est compacte pour q < 2%(s).

2. L’application u — B

g/q

3. Si de plus on a 0 € Q, alors il existe une constante C' > 0 telle que

2°(s) 1\ ? 2°(s)
< [u . da:) <C </ |Vu|2d;1:)

Lemme 1.1.4 ([12]). Soit 2 un domaine borné dans RN et 0 < B < 2. Alors Uinjection
H} (Q) — L? (Q, |x|*5dm> est compacte.




1 Préliminaires

Lemme 1.1.5 ([12]). Soit 0 < 8 < 2, posons 2} := 2(]@[_75), alors l'injection
H () — Lt (Q, |x|*f3dx) est :

i) compacte pour tout 1 < g < 25.

ii) continue pour tout 1 < q < 27.

Lemme 1.1.6 (Inégalté de Caffarelli-Kohn-Nierenberg [9]). Soient 0 € (2,

—o<a<PE a<b<a+letp= #g(b_a), alors pour tout w € H{ (Q, \:c|_2a)

et x € €1, il existe une constante positive C,; telle que
[lal™ P dv < Cuy [ 12l [Vl da. (1.1.1)
Q Q

Lemme 1.1.7 (Inégalité de Hardy-Sobolev [18]). Supposons que 0 € 02,0 < s <

2 et 2%(s) = 2%\7__25), alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € H (),
on a

|u|2*(5)
/ dx < C/ |Vul*dz.
o |z Q

Lemme 1.1.8 (Identité de Pohozaev [35]). Soit u une solution du probléme

—Au = g(u) dans (2,
u >0 dans €,
u=20 sur 052,

ot g une fonction continue sur R et Q un domaine borné de RY.

Alors
2

ZN/QG(U)—(N—2)/Qg(u)u:/mx.y gz

ot G(u) = [y g(s)ds et v =wv(x) est le vecteur normal extérieur unitaire a 0S) en x.

b

Lemme 1.1.9. (Lemme de Brézis-Lieb)[6]. Soient Q un ouvert de RY et (u,), C
LP(Q), 1 <p < oo. Si(uy,), est bornée dans LP(Q) et u,, — u p.p dans 2, alors

Tim (a2 — lm — %) = [[ull5
Théoréme 1.1.7. (Principe du maximum fort). Soit Q un domaine borné.

Siu e C*(Q)NC (Q) vérifiant —Au < 0 et si u atteint un mazimum positif a l'intérieur
de Q, alors u est constante sur €.

Définition 1.1.7. Une fonctionnelle J définie sur un espace de Banach E est Fréchet-
différentiable en un point u € F, s’il existe une application linéaire bornée J'(u) € E,
appelée la différentielle de J en u, telle que

|/ (u+v) = J(u) = (J'(u), v)]

0]l

— 0 quand [[v||g — 0.



1.2 Condition de Palais-Smale

ou encore, pour tout w dans un voisinage de u, on a
J(w) = J(u) = (J'(u),w —u) + o (w —u).
J est dite de classe C*, si Papplication u — J'(u) est continue.

Théoréme 1.1.8 ([36]). Soit Q un domaine borné de RN, N > 3. Supposons qu’il eziste
une fonction F : Q x R x RN — R mesurable en x € , continiment différentiable en
ueR etpcRY, avec F, 8—5 et I, : —1; et les conditions suivantes sont vérifiées :

i) |F(z,u,p)] < C(1+ |u|81 + |p|?), ou s; < 2.

i) |Fu(w,u,p)| < C (L4 [ul + [p[2), ot sz < {5 et o < F2.
iii) | Fp(x,u, p)| < C (14 [ul + |pl), ot 53 < 55
Alors, la fonctionnelle J définie par :

= /QF (x,u(z), Vu(z)) de,

est de classe C* et J'(u) est donnée par :

(J'(u),v) = /Q (Fy (z,u, Vu) v+ F, (z,u, Vu) .Vv) dz.

1.2 Condition de Palais-Smale

Définition 1.2.1. Soient E un espace de Banach, J € C'(E,R), J'(u) : E — E'
(E' est le dual topologique de E), les dérivées au sens de Fréchet.

On dit que u € X est un point critique de I si I’(u) = 0, sinon u est un point régulier.
On dit que ¢ € R est une valeur critique de I s’il existe un point critique u de I tel
que I(u) = ¢, sinon c est dite valeur réguliere.

Définition 1.2.2. Soient X un espace de Banach et J : X — R une fonction de
classe C'. Si ¢ € R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c)
(P.S)c, si toute suite (u,), de X telle que

J (u,) = ¢ dans R,
J' (u,) - 0 dans X,

contient une sous-suite (uy, ), convergente.

Définition 1.2.3. Soit X un ensemble, la fonction J : X — R est dite bornée
inférieurement dans X, s'il existe une constante réelle m telle que : Vo € X, J(z) > m

Définition 1.2.4. Soit X un espace topologique. On dit qu'une fonction J : X — R
est semi continue inférieurement (en abrégé s.c.i) si pour tout A € R l'ensemble
|J <A :={ze€X:J(x) <A} est fermé.



1 Préliminaires

On peut énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.2.1 (Principe variationnel d’Ekeland [15]). Soient (X,d) un espace
métrique complet et J une fonction s.c.i de X dans R. On suppose que J est bornée
inférieurement et on pose ¢ = in)f(J(x). Alors pour tout € > 0, il existe u. tel que

xe

c<J(u) <c+e,
Vee X, v #u., J(x)—J(u:) +ed(x,u;) > 0.

Corollaire 1. Soient X un espace de Banach et J € C1(X,R). On suppose que la
fonction J est bornée inférieurement, alors il existe une suite {u,} C X telle que :

i) J(up) =c+o(l).
i) J' (un) — 0 dans H™'.
Si de plus {u,} vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c. Alors J atteint son

minimum c.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme du col [2]). Soient X un espace de Banach,
J € CY(X,R) une fonction qui vérifie la condition de Palais-Smale. On suppose que
J(0) =0 telle que

i) Il existe R >0 et a > 0 tels que si ||u]| = R, alors J(u) > a,
i) Il existe ug € X tel que ||ugl| > R et J(ug) < a. Alors J posséde une valeur
critique ¢ telle que ¢ > a, c’est-a-dire, si on pose

B:={h:[0,1] — X continue, h(0) =0et h(1) =up},

et
:= inf
¢ = infmax.J (h(1)),
alors ¢ est une valeur critique de J, et ¢ > a.
Théoréme 1.2.2 (Théoréme de Linking [2]). Soit E un espace de Banach avec
E=Y®X, oudimY < oco. Supposons que I € C* (E, R) une fonction qui satisfait :
i) Il existe p, a >0 tel que I |pp,nx> a
ii) Il existe e € 0B, N X et R > p tels que si Q) = (@BPHY) ®{re:0<r <R},
alors I |gg< 0.
Si I satisfait la condition de (PS). avec

¢ = infmaxT (h(u)),

ot
['={heC(Q, E): hlog=1id |so}

Alors ¢ est une valeur critique pour I et ¢ > a.

10



1.3 Multiplicateurs de Lagrange

Remarque 2. On remarque que si I |y < 0 et il existe e € 0B1 N X et T > p tels
que I(u) < 0 pour u € Y & Span{e} et ||ul]| > T', alors pour tout grand nombre T,
Q=0OBrnY)d{te:0<t<T} satisfait I [95o< 0

Théoréme 1.2.3 ([11]). Soient E un espace de Hilbert et I € C*(E,R) une fonction
qui vérifie les conditions suivantes :

1. I(u) = I(—u), 1(0) = 0.

2. 1l existe une constante c¢* > 0 tel que I satisfait la condition de (PS). pour tout
c €0, c¢*[.

3. Il existe deux sous espaces fermés V, W de E et trois constantes positives p, 6,
avec § < B < c* telles que

a) I(u) < B pour tout u € W.
b) I(u) > 6 pour toutuw € B,NV.
¢) codimV < +o0 et dim W > codim V.

Alors I admet au moins
dim W — codimV

pairs de points critiques avec des valeurs critiques dans |0, (.

1.3 Multiplicateurs de Lagrange

Définition 1.3.1. Soient X un espace de Banach, I € C'(X,R) et un ensemble de
contraintes de la forme

F:={veX:I(v)=0}
On suppose que pour tout v € F'; on a I'(v) # 0.

Si J € CY(X,R), on dit que ¢ € R est une valeur critique de J sur F §'il existe v € F,
et A € R tels que J(v) = cet J'(v) = AI'(v).

Le point v est un point critique de J sur F et le réel A est appelé multiplicateur de
Lagrange pour la valeur critique c.

De cette définition, on a le résultat suivant :

Proposition 1.3.1 ([28]). Sous les hypothéses et notations de la définition 1.3.1, on
suppose que vy € F est tel que J (vy) = ig}f;J(v). Alors il existe A € R tel que

J (vo) = AI' (vg) .
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1 Préliminaires

1.4 Méthodes directes

Définition 1.4.1. Soit (X, ||.||x) un espace de Banach réflexif et J: X — R

1) On dit que J est faiblement semi-continue inférieurement si pour toute suite
(un,) C X qui converge faiblement vers u € X on a J(u) < liminf J (u,).

2) On dit que J est coercive s'il existe a« > 0 et 5 € R telles que pour tout z € X
ona J(z) > alle]ly + 8.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.1 ([36]). Soient (X, ||.||) un espace de Banach réflexif, M un sous-
ensemble de X faiblement fermé et J : M — R U {oco} une fonction coercive et
faiblement semi continue inférieurement i.e :

i/ J(u) = oo quand ||u|| — oo, u € M.
it/ Pour tout w € M, toute suite (u,) dans M tels que u, — u faiblement dans X

on a
J(u) <liminf J (u,).

Alors J est bornée inférieurement sur M et atteint son infimum dans M.

Définition 1.4.2. On dit que u € H}(2) est une solution faible du probléme

—Au=f dans(
u=20 sur 0f2

pour f € H'(Q) (ot H () est le dual topologique de Hj()) si

/Q (VuVe — f)dz = 0 pour tout p € C5°(Q).

1.5 Notions de géométrie différentielle

1.5.1 Sous-variété

Définition 1.5.1. Soient N et d deux entiers naturels tels que N > d. On dit que
M C RY est une sous-variétré, de dimension d, si pour tout € M, il existe un voisinage
U de z dans R, un voisinage V de 0 dans RY et f: U — V un diffeomorphisme tel
que

FUUM) =Vn (R x {0}).

Définition 1.5.2. Soit M une sous-variété de dimension d et x € M. L’espace tangent
a M en z, noté T, M, est un ensemble de vecteurs tangents en x aux courbes contenues
dans M et passant par x.

12



1.5 Notions de géométrie différentielle

1.5.2 Courbure principale et moyenne

Définition 1.5.3. Soit M une sous-variété de dimension d. L’application de Gauss
est une application différentiable de M A valeurs dans la sphére unité S9.

Définition 1.5.4. La différentielle en x € M de 'application de Gauss, vue comme
un endomorphisme de T, M est applée I’endomorphisme de Weingarten.

Définition 1.5.5. On appelle courbure principale, les valeurs propres de I’endomor-
phisme de Weingarten.
La moyenne de la courbure principale est dite courbure moyenne.
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CHAPITRE 2

Résultats d’existence et de
multiplicité pour une
équation elliptique a poids
singulier

Ce chapitre est le développement de I'article [33]

2.1 Introdution

Dans ce chapitre, on étudie 'existence des solutions non triviales du probléme semili-
néaire suivant

(Py)

—Au — /,L# = Af(2)u+ |ul* u dans Q\ {0},
u=20 sur 052,

ott 2 est un domaine borné de RN (N > 3) avec 0 € 2, X et u sont des parametres positifs

2
telsque 0 < p < p = (%) , 1t est la meilleure constante de Hardy, 2* = ]\2%72 est
I'exposant critique de Sobolev et f est une fonction singuliere positive qu’on spécifiera

ultérieurement.

L’étude de ce type de problemes est motivée par ses diverses applications, par exemple,
il a été présenté comme un modele pour I’équation nonlinéaire de Schrodinger avec un
potentiel singulier. L’équation est de la forme suivante :
0 h? _

—ihS Ay 4V =P, (@) RV xR,
1 est 'unité imaginaire et h désigne la constante de Plank. Ce modele décrit la
condensation de Bose-Einstein [29, 30] ou la propagation de la lumiére dans des
matériaux optiques non linéaires [31].
L’intérét mathématique réside dans le fait que ces problemes sont doublement critiques
en raison de la présence de I'exposant critique et le potentiel de Hardy.
Si A <0 et Q est étoilé par rapport a l'origine, en utilisant 'identité de Pohozaev [35]
on montre que le probleme (P)) n’admet pas de solution.
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

Quand f = 1, le probleme (P,) a fait I'objet de plusieurs travaux, nous citons par
exemple [10, 13, 17, 26] et leur références.
Le point de départ pour étudier ce type de problémes est le travail de Jannelli [26]. Il a
prouvé les résultats suivants pour f =1 :

1. Si0 < pu < p—1,alors le probleme (P)) admet au moins une solution u €
H} () pour tout 0 < A\ < \{ out A}’ est la premiere valeur propre de l'opérateur
(—A — #) dans H} (Q).

2. Siji—1 < p < f1, alors le probléme (Py) admet au moins une solution u € H] ()
pour tout pu* < A < A ou

fQ ey 2’Y
)= min ‘— ety = Vi + Vi i
PEH Q) [0 le@)® 7.
||*Y
Ferrero et Gazzola [17] ont montré 1'existence de solutions pour A > A{'. Cao et Han
[10] ont complété les résultats obtenus dans [17].

Quand f est une fonction mesurable positive avec f # 1 , Nasri [32] a étendu les
résultats au cas ou f peut étre singuliere.

En suivant le méme raisonement de [10] et [17], nous établissons des résultats d’existence
et de multiplicité lorsque f est une fonction singuliere. Le cas résonant et non résonant
sont considérés.

2.2 Préliminaires et principaux résultats

Tout au long de ce chapitre, nous notons C, C', C,... des constantes positives; Br
est la boule centrée en 0 avec un rayon R; H} (2) désigne Pespace de Hilbert; H! est
le dual topologique de H} (Q); LP (Q) avec 1 < p < 400, désigne I'espace de Lebesgue
et |.|, est sa norme usuelle.

Pour 0 < p < f, on munit l'espace de Hilbert Hj () := H,, () du produit scalaire :

(u, v), = / (Vqu — uﬁé) dx, Vu,v € H, (),
Q T

on définit la norme

ol o= ( f, (19 G |) )/ Vu e H, (9)

Par I'inégalité de Hardy [22], on montre que cette derniere est équivalente & la norme
standard de H} (9).
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2.2 Préliminaires et principaux résultats

Soit
Fo = {f QR lim [of f(@) = 0 avee f € L% (2\ {0}) }

loc

Pour 0 < 8 < 2, on pose

Fo 5= {f€f2:30§/8<2tel que 0 < |1i|m0|x]ﬁf(x) <oo}.
xT|—

Dans ce qui suit, nous rappelons quelques résultats préliminaires :

Lemme 2.2.1 ([12]). Soit 0 < p < p, N€R, f € F.
Le probleme de valeurs propres

{—Ae - ,uﬁ = Af(z)e dans() (2.2.1)

e=0 sur OS2,

admet des solutions faibles non-triviales dans Hj (2), qui correspondent a X € o,(f) :=

(M)~ o
k=1
D<M (f) < M) < Foo
Si Q est CY1, alors toutes les solutions faibles du probléme (2.2.1) sont dans H () N

W2 (Q) pour tout 1 <r < ]\2%2

Lemme 2.2.2 ([12]). Soit f € Fs, alors Uinjection Hy () — L* (Q, fdx) est com-
pacte.

Lemme 2.2.3 ([12]). Soit 2 := Z(J]VV_;@, si f € Fap, alors Uinjection H} () —
L9(Q, fdx) est :

i) compacte pour tout 2 < q < 25.
i) continue pour tout 2 < q < 27.

Les exemples de fonctions f € F3 g peuvent étre :
1) Toute fonction bornée.

2) Dans un voisinage de 0, f s’écrit sous forme |z| ™7 pour tout 0 < g < 2.

3) f(z) = % dans un voisinage de 0.

Une question naturelle et intéressante : peut-on étendre I’étude quand f est une fonction
singuliere 7

La réponse est affirmative.

Nos principaux résultats sont les suivants :

Théoréme 2.2.1. Supposons que p € [O, i — (226)2} et X & o,(f). Alors le probléme

(Py) admet au moins une solution si :
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

i) N=3et1<p3<2.
i) N>4et0<p<2.

Théoréme 2.2.2. Supposons que i € ],D - (%)2, ﬂ[ et qu’il existe N, (f) € a,(f)
tel que X € (Ay, N (f)) avec Ay = N (f) — S, (jQ |x|’5N/2dx)_2/N. Alors le probléeme
(Py) admet vy paires de solutions non-tirviales si :
i) N=3etI<f<2
i) N=4et 2<f<2
i) N>5et0<p<2,

ol vy, désigne la multiplicité de N (f).

Théoreme 2.2.3. Supposons que u € [0, i — (%)2 (%)2 { Alors pour tout X > 0,
le probléme (Py) admet au moins une solution si :

i) N=3and I < <2

i) N=4and 3 <3 <2

i) N>5and 0< [ <2.

La fonctionnelle d’énergie associée au probleme (P)) ne satisfait pas la condition (P.S)
du fait que les injections H} () < L* (Q) et H} (Q) — L? (Q, 2|~ d:c) ne sont pas
compactes. Dans ce cas, les arguments standard de la théorie des points critiques ne
sont pas applicables. En appliquant le raisonnement de Brézis-Nirenberg [7] on prouve
que la fonctionnelle d’energie associée au probleme (P,) satisfait la condition (P.S),
pour un certain niveau de compacité c. En utilisant les techniques introduites dans
[10, 17] on établit la preuve de nos résultats.

2.3 Comportement asymptotique des fonctions propres

Fixons k € N et posons
i
H~ = span{ey, ey, ..., e}, HT = (H‘) )

Prenons m € N tel que By, C ) et définissons la fonction &, : { — R par

0 siz € Bym(0),
Em(z) = {mlz| —1 siz € Ay = Bam(0) \ Biym(0),
1 siz € Bajm(0).
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2.3 Comportement asymptotique des fonctions propres

Pour tout ¢ € {1, ..., k}, on pose e = &,e; et H = span{e]", eb*, ..., ef'}.
Pour tout € > 0, considérons les fonctions suivantes

: (2) = {“:“’”) —uz (L) siwe Bum(0)\ {0},

u
" 0 siz €0\ Bi/m(0).

Lemme 2.3.1. Pouru<peti#j(i,j=1,2,...,k), ona
i)

e’ —e; u—>0 quand m — o0,
i)
H H < M(F) + Cm~ AR (2.3.1)
‘(6?7 )L2(.f) ‘ < Om~ 2R (2.3.2)
(e, e, < Cm2vih, (2.3.3)
e iy S M+ Cm~ 2OV, (2.3.4)
iii) Pour A ={ue€ H,, : Hu o = 1}, on a

maXHuHM < N(f) + Om~2ViR,

u€EA

Pour démontrer ce lemme, on a besoin du résultat suivant :

Lemme 2.3.2. Soit e; (i € N) les solutions L? (Q, f) normalisées du probléme (2.2.1)
qui correspondent aux valeurs propres \;, alors

le;(2)| < Clz|™,  zeQ)\ {0}
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

Démonstration. Soit v(z) = \x|7/ e;(x), alors

—div (m—%’ Vv) = —div (m—%’ \% (|x|”’lei))
= —div (|x|_27/ (|x|7/Vei + e |z 2 x))
= —div (|a:\77/ Ve, ++e |x| 2 93)
= —div (]1:\_7/ Vei) — 7/div (el- ||~ 2 :c)

= — o] Aei 4+ |2 2 aVe; — + (div (]x|_37/_2 x) e

+ |72 xVeZ)

= o[ Aei =y (N 2|74 (= =22l el e
= o] A =Nz e+ 9 (Y +2) 2] 7 e
= — o[ Aey —y'N x| e+ (YN — ) 2| e
= —la| ™ Aey — pula|
= |x|_7, Aifei

€;

donc

(2.3.5)

—div (\x]_w V'U) =X\ |z fv dansQ)\ {0}
v=20 sur 02

otve C?*(Q\{0})nC? (Q \ {O}), on conclut que v € H} (Q, ]x\_h/).
En effet, en utilisant I'inégalité de Hardy, on obtient

2

/|:1c|_27/ Vo> de = /|x|_27,‘|x|7/Vei+7'|x|yl_2xe dx
Q

< 2/<|V61|—|—( ok |T>d

2 2
< W/(,Vei,z_ueZQ>dx
p—p Jo ||
"
o
B—

En multipliant (2.3.5) par une fonction test ¢ € H} (Q, |x|7w> et en intégrant par
parties, on trouve

/ 2|7 VoV da = )\f(f)/ fle|™ vods, Ve e H (Q, |x]_27/) . (2.3.6)
Q Q
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2.3 Comportement asymptotique des fonctions propres

Pour tout s,I > 1, on définit v, = min{|v|,l}. En choisissant ¢ = m)l2(s—1) €
H;} (Q, \x]_27> dans (2.3.6), on conclut que
/ 2|72 VoV (vv?(sfl)) dr = / 2|7 Vo <vl2(81)Vv +2(s—1)
Q Q
XUUZQ(S_I)_IVM)dx (2.3.7)

_ /Iw!’” Vo> v Ve +2(s — 1) (2.3.8)

></ 2|7 vV Vo Vo da

NS / Fle) ™ 0?0 Ve,

Comme v; < v, on a

/ |72 Vo2 oY dx+2(s—1)/ |72 07 |V da < )\i/ Fla| 2 020 V.
Q 0

Prenant @ = b = v < %32 et w = v~ " dans l'inégalité de (C-K-N) (1.1.1), et en

utilisant (2.3.7), on trouve
, 2/p , 2/p
/ 2|77 P 0 de / || "7 vf_lv‘p dx
Q Q
: 2
C(w/ ]:l:|_27 \Y4 Us’lv)‘ dx
Q
2C,.q <(s — 1)2/ 2|72 202 |V P da
Q
—l—/ ||~ UZQ(S_2)/2 |VU|2dx>
0
ZC’a’a((s - 1)2/ it UQUlQ(S_l) (Vo |* da
Q

+/Q ||~ e |Vv|2dx>

20, M) [ 1l D
Q

IN

IN

IA

IN

IN

alors

, 1/ps , 1/2s
</ || 777 va_ZUQda:> < (Cys)* </ flz|™> UZQS_QUQdm) (2.3.9)
Q Q

ot Gy = 20, N (f).

fi ok * N-p
On peut choisir s* > 0 tel que 1 < s* < =5
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

Définissons par la suite

J
5= 8" <§> j=0,1,2,... (2.3.10)
D’apres (2.3.9), on obtient
1/28j+1 / o 1/25]'
(/ ’x‘—pw Sj41—2 2d£l3‘> < (Cosj)1/2sj (/ f|x’—27 UIQSJ QUde)
Q
< -
Z_:% 0 /25 9 9 1/2s;
< I ([ Y ) (2310)
de (2.3.10), on conclut que
Sl=13 (2 <c
j=0"7 7=0
_—— 1Sy (/23 i) (2.3.12)
s =07 = (5 =  <c
j=0

Le choix de s* et le fait que 2 < 2s* < 2%, impliquent que

Jo £t e e = [ e

< (diam Q)(QS*_QW/ flei™ da
Q
< (diamQ)* =7 C/ fIVe]? dx
Q
< C (2.3.13)

D’apres (2.3.12), (2.3.13) et (2.3.11), on a

o

. t P
puisque S;41 2H° 4 60, on déduit que

f ) . ’ ) _ 1/28j+1
_ < (diam Q)P /21 || 7P 0P 2 d <C
L*55+1() Q ;

HleLw(Q) =C

O

Démonstration du lemme 2.3.1. Pour démontrer le premier point, il suffit de montrer
la convergence dans H} (2). A cet effet, on a

/ IV (e —e)[>de = /Q|6Z-V£m + (€ — 1) Ve,|* dz
= /Am IVEnl™ (&) dm—i—Z/Am V& (&n —1)e;Ve;dx
+ (&m — 1)° |Ves|* da.

B2/m

22



2.3 Comportement asymptotique des fonctions propres

On commence par montrer que [, IVEI () da — 0.
En effet, en utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient

/ IVER” (e5) dz = m2/ (e;)? dz < m? (e;)? da
Am Am

B2/m

(N-2)/N 2/N

< m? (/ |e;| 3N/ (N =2) dx) (/ dx)
- BQ/m B2/m

(N-2)/N 2 2
= m? (/ |ei|(2N/(N_2)) d:v) C < )

By m
(N-2)/N
= C (/ |ei|(2N/(N_2)) d:v)
B2/m

— 0 quand m — oo,

ceci découle de la continuitée absolue de l'intégrale.
D’une maniere similaire on prouve que [ A, Vém (&m — 1) e;Ve;dr — 0. En effet

‘/A Vi (§m — 1) eiVe; do

1/2* 1/2
/ lei|* dx) (/ Vel dx)
BQ/m B2/m

quand m — oo.

Montrons maintenant le second point, en effet, d’une part

m
7

I3 I3

)2
— Ve + eVenl: — [Ve? — Em—Del)
I (1e = Vel =
Q ||
— /Q < (gfn — 1) |Vei|2 + 26,,e,VEL Ve + e? |V§m|2

—uw> dz. (2.3.14)

]

D’autre part, en multipliant les termes de (2.2.1) par (£2, — 1) ¢; et en intégrant par
parties, on obtient

/Q ((éfn — 1) |Veil® + 26mei VEm Ve, — u(”:?”‘;'”) dx = N/(f) /Q f(&—1)elde.

(2.3.15)
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

En utilisant (2.3.15) et le fait que 0 < &, <1, (2.3.14) nous donne que

m
€;

<
I3

€

M+e?|V£ml2+A7(f)/f(§;_1) e2dy

)

2/m ,
< M(f)+Cm? PN gy
0

< M(f) + CmTVETE

qui implique (2.3.1).
Pour i # j, on a (e;, e;), = 0 et alors
(e, €' )y = /Q<V@z‘ Vei' —p [ dx
em

=k <(§mvei T €iV6n) (§nVe; +¢;VEn) — p yﬂ ) d

- /Q <§;Veiv6j e, VEVe; + EmeiVEnVe,;

+ | VEn|? eie; — ,ug ’;‘ 6]>d1:

-/ <(gzn_1) VeVe; + Ene;VEnVei + EneiVenVe;

2 -1 e
+ |Vl esej — MW) dx. (2.3.16)
T

En multipliant les termes de (2.2.1) par (£2, — 1)e; et en intégrant par parties, on
obtient

Jo (€2, = 1) VerVe, + 26,0, V6, Ve, — n 552 d

N Jo f (6 — 1) esej d, (2.3.17)

et de maniere similaire, on a

fQ ((égn - 1) VeiVej + 25m€iV§mV€j _ Mﬁfr;gej) dx

Ni(f) Jo £ (&6 — 1) eiejda. (2.3.18)

En additionnant terme a terme (2.3.17) et (2.3.18), on trouve

fQ ((57%1 - 1) Veivej + fmejvngei + fmeiV&nVQj — Mﬁ%rgji;j) dz

M) HH fo( — 1) ejejdz. (2.3.19)
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2.3 Comportement asymptotique des fonctions propres

En remplacant le deuxieme terme de (2.3.16) par sa valeur dans (2.3.17), on déduit que

e : M)+ X()
(e, e = [Vl eiey do+ S22 200 [ p (e

m

2 _ 1) eje; dx

Par le Lemme 2.3.2, on a

N+ X5 ()

m m 2
(e, e < /BQ/M(O)!VSmI ] les o + =2

></ 2 — 1) |eil lej| dx
ey (G 1) el b

2/m , 2/m ,

< Om? / PN g 4 C’/ PN =B gy
0 0

< COm WA 4 Oy 2BV

< COm 2VER,

D’ou l'inégaliré (2.3.3).
Démontrons I'estimation (2.3.2).

Notons que pour ¢ # j, [qe;e; = 0. Alors
e, e ) 2, = / f€ eie;dx
(e, &)z By (0) ’

2/m ,
C/ N2 =B
0
< Cm_2+/6_2‘/ﬂ_“.

IN

Aussi on a l'estimation (2.3.2).
On a

m
K3

2 2 2
_ 2 — / 1— 24
L2(Q,f) /BQ/m(o) feid BQ/m(O)f ( gm) i dx

> 1—/ fe?dx
B2/‘"L(0)
> 1 —Cm 2P 2Vimn,

Il reste a montrer le troisieme point. Soit u,, € H,, ’um 2 1, tel que
2 2
.= o320
k
alors il existe of", ay', ..., a;" tels que u, = > "€, donc
1=
2 d ma2 || m||? m_m/ m _m
HumH =Y (@) le|[ +2 Y af*af{el, e, (2.3.21)
R ’ 1<i<j<k
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

et

2
T2 o alael, el e (2.3.22)

1<i<j<k

1=

m
€;

2 Z (af")
i=1
De (2.3.3), il résulte qu'il existe mgy > 0 tel que pour tout m > myg, on a

1
- 2.3.23
< (23.23)

‘(ezm, ej') L2

De (2.3.4), (2.3.22) et (2.3.23), on déduit que pour tout m > my,

k
2
> S e e L 42 X oo [t e
i=1 1<i<j<k
k
_ 1 2
> Y (@) = Om B2 5 (@) + (o))
i=1 1<i<j<k
1 & ;
Z 52 (Oé:n)Q . Cm—2+ﬁ—2m’
qui implique que
la"| < C. (2.3.24)

En outre, de (2.3.3), (2.3.4), (2.3.22) et (2.3.24), on obtient

k
2
Lz Yy e +2 X laft|ap| [t e
i=1 1<i<j<k
k
> ;Z(am2_0m2+ﬁ2m

i=1
ce qui entraine

k
> (o) < 14 Cm~2Ho72Vis (2.3.25)
=1

donc de (2.3.1), (2.3.2), (2.3.21), (2.3.24) et (2.3.25), on conclut que pour m suffisament
grand, on a

k
m\2 —2/i— m m m _m
Ag(f)Z(O‘z )"+ Cm PEE 42 Z [e% ”%‘ H(ei ) €5 )12
i=1 1<i<j<k
)\;I:(f) + Om—Z\/ﬁ + Cm—2+5—2vﬂ—ﬂ

A (f) 4+ Cm=2Ver

IN

2
e
I

IN A

26



2.4 Caractérisation variationnelle

2.4 Caractérisation variationnelle

I1 est bien connu que les solutions du probleme (P)) sont les points critiques de la
fonctionnelle d’énergie associée a (Py) :

/|V|d . ﬂ ——/f|]dx——/|u| dr.  (2.4.1)

Soit ,
Jan IVl — u#) dz

llnN 9 2/2*
weH' RV} ([fon |u]?"dx)

S, =

D’apres [38], on sait que S, est atteint par la famille de fonctions

C.
(e2]al"/VF + ‘x,v/\/ﬁ)\/ﬁ

() =

avecC;:(%) y=Vpt+ViE—pety =vu— i

Lemme 2.4.1. Si 0 < p1 < 1, alors Jy satisfait la condition (P.S), pour ¢ < %Sﬁ/z.

Démonstration. On commence par montrer que pour 0 < p < f, alors toute suite
(un) C H, () qui satisfait

Uy A 2 1 2%
= /|Vun| dx—— d 2/qundx 2*/9% de —c  (2.4.2)

@ |z|”

et pour tout ¢ dans H,, (), vérifiant

n d *
(J (un), @) = /Vungpdx—u/ “ 90 ‘ )\/qungpd:v—/gui_Qungpdw

- (2.4.3)

est bornée dans H} (€2).

Raisonnons par l'absurde. Supposons que ||Vu,||, = co. Posons w,, = alors

Un
Vunlly”
|Vw,||, = 1. Donc il existe une sous suite notée w,, tel que

w, = w faiblement dans H, (),

w, —> w p.p dans €,

Wy, — W fortement dans L? (2, fdx),

Wy, —> W fortement dans L' (Q) pour 1 < ¢ < 2%,

lw,| < K (x,t)  pour K (.,t) € L' ().
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

En divisant (2.4.3) par ||Vu,||,, on obtient

o(1)
[V

[¥]l = o(1),
(2.4.4)

/(V’wnw ” ‘me) dz — /\un\Q*_2wnwda:—)\/wanwd:c—

comme . .
’wn‘z - wp = ‘w‘Q - wyp  p.p dans €;

lwal” P wny| < ClK(@)] € LH(Q).

En appliquant le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on trouve

2wt dr — / lw|* ?wipde  quand n — oo,
Q

sachant que

U, z- wnz/z dx = ||Vu,|; 22 wn 22 Wy dx,
Q

en passant a la limite dans (2.4.4), on obtient

/ lw|* 2wy da = 0,
Q

puisque ¥ € C§° () est arbitraire alors w(z) = 0 pour p.p = dans €.

D’une part, en divisant (2.4.2) par || Vu, |3, on trouve

1 1 . ¢
S Vuw, dx——/ —*/ widx——/ un2_2wid:r;—> =o(1).
> [ IV el =5 J,Fukde = o [l Su? o0

(2.4.5)

D’autre part, du fait que w,, = w faiblement dans H, (€2), on a

/fwidx%/fwgdx:O,
Q Q

par conséquent, en passant a la limite dans (2.4.5), on obtient

1

1 .
5 — 5 lim / ngi de = —lim | |u,|* 7w dx. (2.4.6)

n

De manieére similaire, en prenant 1) = w,, dans (2.4.4), on obtient

1 — lim M2w dr = lim / up > 2w d. (2.4.7)

n—oo Jo ’LL“ n—00

En multipliant (2.4.6) par 2* et en soustrayant le résultat de (2.4.7), nous obtenons

(2* — 1) = (2* — 1) lim MQw dx. (2.4.8)
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2.4 Caractérisation variationnelle

D’apres I'inégalité de Hardy, on a
lim 2w drx < M/ \Vw,|* dz =

n—00 ‘iL”

E= (e
2 2 m

ce qui est absurde car p < fi. Donc {u,} est bornée dans H, (£2).

7;\\’;

donc

Dong, il existe une sous suite notée (u,,) telle que

u, — u faiblement dans H, (2),
U, — u p.p dans €2,
u, — u fortement dans L* (€, f dx).

Posons v, := u,, — u, d’apreés le Lemme de Brézis-Lieb [6], on a
/|Vun|2dx - /\an|2dx + / IVl dz + o(1),
Q Q0 Q

U dy = [ Uidr+ [ Ldr+ o(1)
E @] qlzl
f\unﬁ* de = [ |va|* do+ / lul*" dz + o(1),
Q Q Q

et
(Jy(u),1) =0 pour tout ¢ € H, ().

Par suite, u est une solution de (P,). De plus, on a
Iy (vn) = ¢ — Jy(u), J} (vn) — 0 dans (H, ().

Comme (J} (u),u) = 0, il résulte que

JA(U):(1—>/ uf® dz > 0.

En utilisant le fait que v, — 0 fortement dans L? (Q, fdz) et

(J} (up) s up) = /Q <|Vun " |2u )daj—/ || da:—)\/ fuldr =0, (2.4.9)

on trouve
(190 = et e [ a
—/<'V“”’ ER ) dr = [ Juaf* do+o(1)
_/ <|W| L )dx—/|U| i + o(1)

(2.4.10)
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

Posons

/ <|an|2 — %vi) dx — b, / vn|* dz — b
Q || Q

Par définition de S,,, on obtient

N2/ "
S, (/ |vn|? dx) < / <]an - 2@2) dx
a a o

= / v, dx + 0(1), par (2.4.10).
Q

ainsi S,b%/%" < b. Si b0, alors b > 55/2 et

1 1 * A
Iy (u,) = 5/9 <|Vun|2— |5|2ufl> dx — ?/ﬂ|u"|2 dx — §/ﬂfuid$
1

1 .
_ (2—2*>/Q]un]2 dz + o(1)
= v [l de o [l de o)
= N Qvn T N Qu T+ o0

| - 11

ce qui contredit le fait que Jy (u,) — ¢ < %Siv/ 2 par conséquent b = 0.

On a
/ <]an|2 — %vi) dr > <1 — M) / Vo, |” de,
Q || u/)Jja

comme i < [, alors

/ |an|2 dr — 0, quand n — oo,
0
ainsi u,, — u fortement dans H, (). O

Lemme 2.4.2. Pour m suffisament grand et € suffisament petit, on a

i

e 12
/ <|VUfn| - u“ﬁi ) do < SN 4 CeNTPmAVEr, (2.4.11)
Q xT
i)
/ (us,)? o > SN/2 — CeN 2NV (N-2), (2.4.12)
Q

i)
o, cTE2B) | o2y, BR T g 1< fi— (M)Q
CoeN=2/2 Ing| — N2 81 j = [ — (27
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2.4 Caractérisation variationnelle

Démonstration. La preuve de i) et de 4i) est similaire a celle de [17]. On montre
uniquement le point 7).

On a

[\
=)

CoceW=22|Ine|  sip=p— (2

)
)

|
=y

) F () >

~ ‘

u:C
> ur 2dI—2/ € f —dx
Qf( ) Qf o (1\Y/VE NAANG
2 (%) + (%)
> [ f(u)?de
Q
e2Vi
—C | f N o - \/ﬁdx.
(e2lalr A+ o) 7 (2 (1) 4 (2)7)
On a
g2V B g2V
! 17 7 \/ﬁ - ! T — r \/j
(€2<$)7/\/ﬁ+(;>7/\/ﬁ> 62\/ﬁ<%>w (1—}-5_2(;)2\/# u/\/ﬁ) i
g2Vi
< ; W=
e ) A
< Vi,
et
dx 1/m rN=1=Bdy
f ! : =, i
1m (52’x|v’/ﬁ+ |g;|v/\/ﬁ) (g2rv’/\/ﬁ+m/\/ﬁ)
1/m rN=1=8y
- /0 avici\ VE
_ Vi
e2VhpY 1+< NG >
v/ =
N 7 N-1-8
_ S(N—ﬁ% M)‘/E—Q\/ﬁ/l/mE r T dr ]
0 ) 2vi—p\ VA
T (1—1—7 Vi >

VB
(N=B=WE o ~ l/mevi—p N-1-87]-
< € Ve-n 2V _—
0 ) AR
VT Vi

< Y28
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

Par conséquent

/ fus) de > / f(u)? do — Ce®Vimym= 248
0 Q
> / f () de — Ce?Vim P,
Q

Pour pu < — (2 B ) on retrouve le résultat voulu. [

Proposition 2.4.1. Supposons qu’il existe k € N* tel que N, (f) < X < N1 (f).
Alors :

i) Il existe p, a > 0 tels que Jy |op,nm+> a.

ii) Il existe R > p tel que Jy |ag:, < p(m) avec p(m) — 0 quand m — +00 ot
Q= (BrNH,) @ {ru, : 0<r<R}.

Démonstration. Pour v € H', on a
/ <|WI i |2u>dx > N (f /fu2dx (2.4.14)

En utilisant (2.4.14), les inégalités de Sobolev et Hardy, on obtient

O §<1 Ak:(f)>/<|v ’ _W >dx_21*/ﬂ

o) (g

Par conséquent, on peut choisir ||Vul|s = p suffisament petit et o > 0 tel que

Iz |oB,nm+ >

Pour tout v € H,, et d’apres des estimations du Lemme 2.3.1, on obtient :

Jy(u) < C’lm’ZVﬁ’“/quzdm——/u dx

< Coym™ - 21* |ul2
< Cam NVETE, (2.4.15)
Par conséquent
nll_rgoirelgét],\(u) = 0.
D’autre part, on a - -
T () < il = o T 2
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2.5 Preuve du Théoréme 2.2.1

alors Jy (rug,) est négatif si r = R et R est suffisamment grand.
Donc
Ja(u) < Cm™NVETE pour tout v € H, U {H,; ® Rufn} :

Comme Oglra<XRJ,\ (rug,) < 400, si v € H @ R"u , on peut écrire v = u + rut, avec

|supp (uS,) N supp(u)| = 0, alors pour R grand, on aura

I ags, < 0.

2.5 Preuve du Théoreme 2.2.1
_ (2_5)2
Lemme 2.5.1. Supposons que j € {O, i — (7) } Alors

1
Iy (tous)) < — SN2 pour ¢ suf fisamment petit.
m N TH

Démonstration. Supposons par ’absurde que pour tout € > 0, il existe . > 0 tel que
Iy (tous,) > SN/2 (2.5.1)

alors on affirme qu’il existe une sous-suite de (¢.) telle que t. — ty. Sinon on suppose
que t. — 400, alors J, (t.us,) = —oo quand € — 0, ce qui contredit (2.5.1), ainsi (¢.)
est bornée et il existe to > 0 tel que ¢, — t.

Si tp = 0 alors a 'aide des injections continues, on sait que [, fuS, dz et |us,
bornés, la méme chose pour ||us,||,.

On a

o sont

t? e 12 H (ufn)Q /\tQ
2 Vg\wmy dx_§/gz FE /f

ce qui est en contradiction avec (2.5.1). Donc t. — to > 0.
En utilisant (2.4.11) et (2.4.12) et soit € — 0, on a

o =5 [ e do= o),

2
;ntaufnu < oS 4 e L g N T

Y

"< _75111\//2 1 (tg* )Sliv/z+05 m2NVE—/(N=2)
-2 2%

En additionnant ces deux inégalités, on obtient

| teu

U m

1 N—-2,,.
<—SN/2 (t?—l— (t2—1))5ﬁ’/2+05N‘2

1
Sl 12 - ;< : —(#

2*
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

Du fait que max (x2 — 1= N2 — 1)) =0, on trouve
>

N
1 2 1 o 1
- _ té‘ <7 N2
Sl = 5 [ eus)” < 807+ ce

Estimons fQ (tous,)” pour pu < ji — (2 5)

Pour ¢ = 5T /7,, on peut prendre € assez petit, on aura alors
5\/;7/\//2—# < L
qm

Ainsi il existe C' > 0 tel que

82|x|v’/\/ﬁ+ |x|v/\/ﬁ < C’|x|7/‘/’7, Vx| > VAT

ta2>c¢1/qm—ﬂ * *1 2N—ld
[y = o f " (une) - i) oV
1/gm
> Eﬁ/wr (wi(r)) r™ " dr
1/gm
> C’C’2 r P2 N1y
f/w
> 002 _BH_ZV[L_“dT.
- eVi/y

On distingue alors deux cas :
)p<pi— (%5 )

O Vi 2(Vi/)(2-B-2Vih)

—
s
—~
N
IS
30
S
S8
8
Vv

> OeN-22(Vi/) (2--2vin)

/Q f(teus) de > CC? ffl e T
> Céz\/ﬁ In e2(Vil) |
Dot J, (tus,) < %547% pour p € {O, n— (2_25>2] O
Preuve du Théoréme 2.2.1. On a
inf max Jy (h (u)) < max.Jy (u). (2.5.2)
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2.6 Preuve du Théoréme 2.2.2

Pour la preuve du Théoreme 2.2.1, il suffit de montrer que

1
max Jy(u) < NSf/Z

u€eQs,

Supposons par l'absurde que

gelgz(t],\( u) > NSZX/Q vmeN, Ve>0.
Comme {v € Q% : Jy\(v) > 0} est un ensemble compact alors la borne superieure dans

(2.5.2) est atteinte ainsi, pour tout € > 0 il existe w. € H,, et t. > 0 tels que pour
Ve = we +touy,, on a .
— 1 aNy2
Iy (ve) == USG%%J,\(u) > NS“ ,
i.e
1
2

En utilisant la preuve du Lemme 2.5.1, on déduit que (t€> admet une sous-suite

Ve

A 1 * 1
Z— §/va€2d:r; — g/gvg dx > NSLV/z, Ve > 0. (2.5.3)

convergente, (wa) est bornée et
te = tg >0, w€—>w0€H;1.

Du Lemme 2.3.1 et le fait que A € ()\‘k‘(f), )\Zﬂ(f)), on obtient

Iy (we) = , 2/fw2dx——/w*dx
S Ak<f> oW P AF <
9 9 91l

Pour m assez grand. En utilisant (2.5.3) et en procédant de la méme manieére que celle
dans le Lemme 2.5.1, on obtient

J/\(UE) = JA(CUE> + JA<t5ufn) < J)\(taufn) < ]1[55/2

ce qui est absurde. O

2.6 Preuve du Théoréme 2.2.2
Soit
Ay =min{ N/ (f) € o : A < N/(f)},

on désigne par M ()\? (f )) I'espace propre qui correspond a A5 (f).
On pose

Mt = @ MN) e M= @ M),

M) 24 M) <A+
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

—2/N
Lemme 2.6.1. On suppose que A\ — X < S, (fﬂ |x|*5N/2dx> / , alors on a

1 N/2 _
By = sup Jy(u) < N()LF - >\) /Q\:v! N2 o Lgre

ueM— N a
De plus, il existe py > 0 et 0y € (O, B)\) tels que Jy(u) > Oy pour tout u € M avec

o, =

2
Démonstration. Pour tout u € M~ on a HuH < Ay [ fuldzx. Par le fait que M~ est
“w
un espace de dimension finie, en utilisant I'inégalité de Holder et sachant que

2t 1 A\
max <A - B 2*> = NA (B) pour tout A, B > 0,

on obtient

I(u) = ;A‘Vurdx—g/ﬂﬁ‘zdm—;/gfu
—/\>/qu2dx—21
;()ur—)\)/g\x]ﬁuzdx—;*/g

1 1
- -B42 _
< Qr?§8<<2<A )\x! t T )dx

IA

IN

Soit u € M, par I'inégalité HuHi > A\, o fuldr et HuHZ >

2*
5 = 5 k]
Ap— A 1 .
> max| — t? — 579 t?
20\ 2X4 S,/ 2%
N/2
_ i )\-i- —A / SN/2
N\ 2\, ’
(N—2)/4 N/2
Si on prend py) = <’\f\+)‘> SE/Q*> et 0, < ;(W‘) Slﬁv/z, alors on obtient

Ja(u) > 6y pour tout w € MT NIB,,. Il reste & montrer que 0, < (. En effet, comme
M*AM~=M(\;),ona MY N M~ N B, #@ et tout u€ M* N M~ N B, satisfait
I < Ja(u) < By = sup Jy(u). O]

ueM—
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2.7 Preuve du Théoréme 2.2.3

2.7 Preuve du Théoreme 2.2.3

2 2 N
Proposition 2.7.1. Soit p < i — (%) (#) . Alors pour tout A > 0, ¢ < %S,E .
Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il existe k tel que

Ne(f) S A< N4 (f). Soit Helgg(J)\ (u) = I\ (wp, +t5,us,) , ot w,, € H,_.

En utilisant le méme calcul que celui dans le deuxieme point de la Proposition 2.4.1,

on a )
Iy (W) < Cm NVE=H,

. . _N42 —
En choisissant ¢ = m~ N2 VA~ F

e \2
/<|Vu;|2—,u(um) )d:):SSIiV/Q%—C’m_Nm
Q

|z [?

[ ) i > S — ol N2
9]

/ f () de > Cm~ V(57

Q

B

Iy (W, + 5, us)
Iy (W) + Ix (15,u7,)
e \2 e \2
—NVi—np (tm) g2 _ (um> _ £\2
Cm —|—7/Q <]Vum\ i )\/Qf(um) dx

2 |2

IAN N IA

IA

IN
Q
3|
z
i
1
+
N
N
+
Q
3|
=
i
=
Q
3\
=
t
-

Notons que pour p < i — (%)2 (%)2, on a
(N +2) (%) <NV —p< NL;\/[L — et on déduit que

L onye _NVEE —v2)(52) _ L gy
¢ < SN2 Cm NI — Omy () < s,
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2 Résultats d’existence et de multiplicité pour une équation elliptique a poids singulier

Preuve du Théoréeme 2.2.3. J, satisfait les hyptheses du Théoreme de Linking. Alors

Jy admet une suite de (P.S), au niveau ¢ > inf J\(u), a 'aide du Lemme 2.4.1 et
u€dB,NHT

de la Proposition 2.7.1 on déduit que ¢ est une valeur critique pour .J, et u est une
solution non-triviale du probléme (Py). O
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CHAPITRE 3

Solutions multiples pour un
probleme semilinéaire avec
singularités au bord

Ce chapitre est le développement de I'article [34].

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie I'existence et la multipilicité des solutions non triviales du
probleme elliptique semilinéaire suivant :

|u|2*(s)72u

{—Au = >\|u“:c|*ﬁ2u + P dans Q,

(P)
u=20 sur 052,

olt Q est un domaine borné de RN, (N > 3) avec 0 € 9Q, X est un parametre positif,
0<f<21<q¢g<20<s<2et2(s) = 2=

v Lexposant critique de Hardy-
Sobolev.

Pour A = 0, I’étude du probleme revient a I’étude du probleme suivant :

|z|®

‘u‘2*(5)72u
—Au = dans €2,
u=>0 sur 052,

le probléme (Fy) est relatif a 'inégalité de Hardy-Sobolev

2%(s)
/ i dz < C’/ |Vu|? dz.
0 Q

]

La meilleure constante est définie comme suit :

_ Jo [Vul? de
ps(€2) :=  inf 2 (s) . \2/2°(s)’
u€Hy ()\{0} (fg Jul d:r;)

|z[*

e Lorsque 0 € 2, Ghoussoub et Yuan [21] ont montré que us(£2) n’est atteint que

si Q = R¥par les fonctions suivantes :
2-N)/(2—s
y5<3§') = (g(N _ 8)(n _ 2))(N—2)/2(2—S)) (5 + ‘x|275)( )/( ) ’

avec € > 0.
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

e Lorsque 0 € 012, la situation est différente. Le probleme (F) a été étudié en
premier par Egnell [14] sur le cone
I .= {x ERN: 2=10,0cXetr> 0} ou X est un domaine connexe sur la
spheére unité S¥ ! avec I # RV, Il a montré que le probleme (P,) admet au moins
une solution positive. Ghoussoub et Kang [18], Ghoussoub et Robert [19, 20] ont
généralisé les résultats précédents pour un domaine borné. Ils ont prouvé que
'existence de solutions est étroitement liée au signe de la courbure principale (ou
moyenne) de la frontiere du domaine au voisinage du point 0.
Les principaux résultats obtenus sont :

1) us () < s (Rf) = L.
2) ps est atteint pour N > 3 par les fonctions ¢ qui vérifient

C

()] < R

3) Soit Q un domaine suffisament régulier de RY, (N > 3). Si la courbure
moyenne de 092 au point 0 est négative alors u4(2) est atteint.

4) Si T() C RY pour une rotation T, alors 15(£2) n’est jamais atteint sauf si
Q) est un demi-espace.

Le cas ou 0 € Q) a fait I'objet de plusieurs travaux de recherches contrairement au cas
0 € 09). Vu le nombre de difficultés rencontrées. La perte de compacité liée a I'exposant
critique et la position de la singularité.

Une question naturelle se pose : peut-on avoir des résultats de multiplicité en introdui-
sant un terme concave ?
La réponse est affirmative.

La fonctionnelle d’énerige J) associée au probléme (Py) est définie dans H{ () par :

/IV * da ||;L||; /|u| (3.1.1)

On a Jy € C* (H}(Q),R). Les solutions de (Py) sont les points critiques de J).

On remarque que Jy n’est pas bornée inférieurement sur Hy(£2), mais elle 'est sur une
variété dite la variété de Nehari. Cette derniere est définie comme suit :

Ny = {u e HY(Q) ~ {0} : (J} (u) ,u) = 0}

u € N, si et seulement si

2*(s)
o~ | [ dv = [ vy 1.2
Jyvurde= [ afp (3.1.2)
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3.2 Préliminaires

Par conséquent, pour u € Ny, On obtient

2 11 Juf?
J :i/v% Y (= Y b 3.1.3
M) = 5y =gy Jo IVl <q 2*<s>> afap to G139
équivalent
11 11 Juf*" )
()= (=—~ /v 2z + (= — / dz. 3.1.4
0= (g o) fierrs (G- gg) | e 019
On pose
Ao = K 2 (9)(2-0)/2(2" (4)-2) Gu/2

(fQ ||x‘_5 q*dI)l/q* s

(Q_q)@*tl)/(?*(S)*?)
(2*(s)_q)(2*(s)—q)/(z*(s)—z) :

avec K = (2%(s) — 2)
Nos principaux résultats sont les suivants :

Théoréme 3.1.1. Supposons que 0 < B < 2. Alors pour tout A € (0; Ag), le probléme
(Py) admet au moins une solution dans H} (Q).

Théoreme 3.1.2. Supposons que N > 3, max{l, %—:’f} <q< NJ;?#, 0<pB<2et

la courbure moyenne de 0S) est négative au voisinage de 0. Alors il existe A > 0, tel
que pour tout X € (0; A), le probléme (Py) admet au moins deux solutions dans H} ().

Le chapitre est organisé comme suit : Dans la section 3.2, nous établissons quelques
résultats préliminaires nécessaires a la preuve de nos résultats. La section 3.3, concerne
la preuve du Théoreme 3.1.1. Quant a la section 3.4 est consacrée a la démonstration
du résultat de multiplicité.

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous établissons quelques résultats préliminaires. Commencgons par
les lemmes suivants :

Lemme 3.2.1. La fonctionnelle Jy est coércive et bornée inférieurement sur Ny.

Démonstration. Soit u € Ny, alors

Ja(u) = (; - 2*2)) [ 19ufdz = » G - 2)@) [ ;;‘:de
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

D’aprés I'inégalité de Holder, on obtient

|| B 1/q*
—=dr < \x| dz
Q |z|? Q

. q/2"
2 dx) ,

En utilisant la définition de la meilleure constante de Sobolev, on obtient

L\ /2" q/2
(/ 2 ) dr < §79/2 (/ |Vu]2dac> .
0 Q

Donc
1 1 1 1 .\
> 5= 50a e — A= - o~ (/ —Bqd>
Ia(u) > (2 2*(8)>/Q]Vu| T (q 2*(3)) Q|3[;| "
q/2
x §71/2 </Q|Vu|2d$)
> 0, N0,
e AV, \YED) a/(2—q)
e Coa 1= (3 = wi) (Jalel )™ s5702) 7 (i)™ o
Posons

Uy (u) = (J§ (u),u). (3.2.1)

Pour u € N,, on obtient

(W (u) ,u) = 2/ |Vu|2dx—2*(s)/ ™ )\/ [l o,
VT T o [ ol

2*(s)
= @—q) [ IVulde = (2'(s) = g

Jul

d 3.2.2
o Jof ® (3.2.2)

— (22 /|vuy dr — A (q — 2°( /leﬁ r. (3.2.3)

Il est naturel de répartir V) en trois sous ensembles qui correspondent aux maximums
locaux, minimums locaux et les points d’inflexions. On définit respectivement

T ={ueNy: (U (u),u) >0}, Ny ={ueN,: (¥ (u),u) <0}

et
V={uecN,: (¥ (u),u) =0}.

Lemme 3.2.2. Supposons que ug est un minimum local de Jy sur Ny. Alors siuy & NY,
on a J} (up) =0 dans H™.
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3.2 Préliminaires

Démonstration. Si ug est un minimum local de Jy sur N,, alors

Iy (up) = min Jy(u),

UGN,\

avec Ny = {u € H}(Q) {0} : ¥, (u) =0}.

Par la théorie des multiplicateurs de Lagrange, il existe p € R tel que J5 (ug) = W) (uo).
Par suite

(I3 (uo) s uo) = p1 (W) (uo) , o) - (3.2.4)

Puisque ug ¢ N, alors (¥ (ug) ,up) # 0, (3.2.4) implique que p = 0. Par conséquent

Maintenant, on affirme le lemme suivant :

Lemme 3.2.3. Pour tout A € (0,Ag), NY = 0.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde. Supposons que pour tout A > 0 on a NY # (.

Pour up € NY, on a

—27(s)\ [ Jul?
2y =\ (2 dz.
/Q|Vu\ v <2—2*(s) a |x|? !
En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient
—2* * 1/q" . /2"
/ Vul’de < A ¢=2'(s) </ “x|_6‘q da:) < 2 da:)
Q 2 —2%(s)

A\ q—2%(s s /a* . q/2
< SW( s )(/“y K dx) ([ 1vapar)™,

ol S est la meilleure constante de Sobolev pour injection de W,*(Q) dans
L¥ (Q) et ¢* = 5=

2*—q*

Par conséquent

(2-q)/2 A [(qg—2"(s /q
2 B
(rowrae) ™" < g (33768 (o)

et
1/(2—q)

()" sl ($53) (e
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

En utilisant (3.2.2), on trouve

92— 2%(s)
i /qudeg/ ° dx,
25(s) —q) Ja Q |zf

Sachant que

(/ dx) S/J;l/ [Vul*dz,
Q |z|® Q

il s’en suit

1/2 . i 2 g¢ 1/(2*(s)-2)
(fmspar) " zpermoa (7))
Q 2%(s) — q

(3.2.5) et (3.2.6), nous donne

N> i3 2*(5)(2-4)/2(2" (5)~2) Ga/2

(fQ ||J}|_B q*dx)l/q*
= AD7

9—q)(2=0)/(2" (5)-2) . .
(2*((S)_q))@*(5),@/(2*(5),2), d’ou la contradiction.

avec K = (2*(s) — 2)

D’apres le Lemme 3.2.3, on déduit que pour tout A € (0, Ag), Ny = Ny UN; .

Pour tout v € H}(2) \ {0}, posons

1/(2(9)-2)
(2—q) Jo [Vul*dz

w7

(2*(5) - Q) Jo EE dx

tm = tmas(0) 1=

(3.2.5)

(3.2.6)

Lemme 3.2.4. Supposons que A € (0,Ag) et u € H}(Q) {0}, alors il existe 0 < t~ <

tm < tT tels que, t7u € Ny, tTu e Ny et

+.\ — ) -\ —

I\ (t u) —ts;EJ,\ (tu) ; I\ (t u) _ogltllgftmj)‘ (tu) .

Démonstration. Posons
O(t) = Jy(tu), avec t € R,
alors
2 2*(s)—1 ‘U|2*(s) 1 |ul?
d'(t) = t/ |Vu|?de — ¥~ / ————dx — X7 | —duz.
Q o |z Q |z|P

44



3.2 Préliminaires

Prenons
]u ‘ 2%(s)

o(t) = 2 Q/ Vul2dz — 2 ) q/Q

alors ¢ est concave et atteint son maximum au point ¢,,.

9_g ]EVEE= 2 ¢
¢ (tm) - ol N 1-— PV
24(s) —4q 2(s) —4q
1/(27(s)~2)

(Jo |Vuf2dz)* )0
Jo W o
Q a?
1/(2*(s)—2)
(Jo |Vu|2dm>2*<5>‘q

w5\
Jo =

Comme / % dx > 0 et en utilisant 'hypothese A < Ay, on a nécessairement
Q

|z]*

K

A / o 4 < 6 (tn).
En effet, on a
Ay = “KM§*<s>(2q>/2(2*(s>2>5q/2
K (2°()-)/ (2" (5)-2)
| - [IVul3]
1/(2*(5)-2)
_ (Jo | Vul*da)” 7"
- * 1/q* s 2—q
(fQ “dx ) (fQ||$ ) (fQ |u‘i£) >
- ¢( m) ‘
(o)™ (70
Alors
. q/2" * 1/q*
otn) = ([ |uy2 das) </]|x|—ﬂ\q dr) " A

> Ao )\/
Hﬁ
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

Donc il existe t~ < t,, <t tels que @' (t7) =@’ (t7) =0et ¢'(t7) <0

(J,\ (tTu) = ts;EJA (tu)) et ¢ (t7) > (JA (t7u) = i%fth,\ (tu))

Montrons maintenant que ttu € Ny .

On a 2 (o)
_ *(g)— $ q
(1) [ IVatdz - (¢+)° ) g de:A/ e,
Q o |zl o |z|?

() [ 9o — (7O [y oy [

o |z° a |z]f

alors

En multipliant la derniére inégalité par ¢, on obtient

tul ttu)?
/yvﬁuﬁda: /' )\/( O g
\l’|5 o [z|°
Donc ttu € N,.
On a
¢'(th) <0,
Alors

2% (s

(2—q)(t+)1*q/ Vul?dz < (27(s) — q) (1) -0 1/ [ul” ™
0
En multipliant 'inégalité par (¢t )1+q7 on obtient

+
(2—q)/ \VttuPdz < (2*(s / Al u]

dou ttu € Ny .
En procédant de la méme maniére, on montre que t~u € N

Lemme 3.2.5. Posons

c=inf Jy(u); "= inf Jy(u); ¢ = inf Jy\ (u).

ueNy ueN; ueNy

Alors
i) Si A€ (0,Ag), onac<ct<O.
i) Si A€ (O, %A()), onac” >0.
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3.2 Préliminaires

Démonstration. Commengons par montrer le premier point.

Soit v € HL () P'unique solution de —Av = |z| 77, alors

v 2

D’apres le Lemme 3.2.4, il existe un unique t, := t~(v) > 0, tel que tov € Ny, par
conséquent, en utilisant (3.2.2), nous obtenons

tov[*®) 2—q
/'0 T 2 g
o |z| 2°(s) — ¢

En utilisant (3.1.4), on a

1 1 2—q
Aw) < (3-5) 1960+ 2LVl

2 — 1 1 _
_ _%fmq<2_2ﬂg>um|q@4. (3.2.7)

Par définition de ¢ et ¢*, on déduit que ¢ < ¢ < 0.

Passons a la démonstration du deuxiéme point. Soit u € Ny, de (3.2.2), on a

- I Vuli— 2(s) —q) [ T <
q 2 q Q |x|8
Par définition de us et S, on a
() 2/2%(s)
OV IVl e IV
Q |x|S s - S
donc
2 ¢ 1/(2%(s)-2) (o oo ()
et
2 ¢ (2—9)/(2*(s)-2) (o) 2l (o) .
(2*(5) - q) pF =22 )= ||y
Posons

2°(8) =4 1o 2 (s)2—q)/22"(s)-a)y [ L 1 =Pl
Cn KX ©e-02e@-ay (1 “
AT g (s s g 2°(s)) Suz

qui est strictement positive pour tout A < ZA,.
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

On a
1 1 |||a:|*ﬁ|| . 1 1
J > (= - Va2 — A\ |Vl | = —
@ 2 (5 g 190l - A v (-
/(2% (s)—2)
2 - q * q
Abﬂﬁ—q
ainsi, pour \ € (O; gAO), on ac” > 0. ]

Lemme 3.2.6. Supposons que X\ € (0,Ag) et u € Ny. Alors il existe ¢ > 0 et une
fonction différentiable & : B(0,e) C H}(Q) — R telles que :

£00) =1, {(w) (u—w) € Ny
et

|u|2 (8)=2y,

2 Jo VuVw — 2%(s) fo 5000 g f vt e
(2—@£ﬂVM”—(%)—®(bmﬁf)

(€'(0),w) = (3.2.8)

Démonstration. Soit u € Ny. Définissons la fonction F : R x H}(2) — R comme
suit :

Ft,w) = (Jy(t(u—w)),t(u—w
:t2/\V(u )P — g2t /'“_

[ (w—=w)?
- m/
!1’|B ’
alors F'(1,0) = 0.

oF .
—(t,w) = 2t/ IV (u—w) 2—2*(5)752 (-1

ot
/Iu— Atql/l leﬁ

[u]>" )

Donc 2E (1 0) = 2/ ]Vu] — e |2) — 2%(s) i q)\/ % = 0, par conséquent,
Q Q
on peut appliquer le Théoréme des fonctions implicites au point (1,0).

Donc il existe une boule B(0,¢) C H (), € > 0 et une fonction différentiable
¢:B(0,e) — R telles que £(0) =1

(92(1,0),v)

98(1,0)
2 Jo VuVv = 2%(s) Jq = |( |)s = — A Ja uq\;r@w
(2= ) Jo [Vul? = (2(s) — @) (Jo “557)

€0)v) = -
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3.2 Préliminaires

et

F(¢(w),w) =0 pour tout w € B(0,¢),
qui est équivalent a (J} ({(w) (u —w)),&(w) (v —w)) = 0 pour tout w € B(0,¢). Ainsi
E(w) (u—w) € B(0,e) C N,. O

En utilisant les mémes arguments du Lemme 3.2.6, on obtient :

Lemme 3.2.7. Supposons que X € (0,Aq) et u € Ny . Alors il existe € > 0 et une
fonction différentiable & : B(0,e) C Hg(Q2) — RY telles que :

£(0) = 1, {(w) (u—w) € Ny

et
|u\2 (s)=2q,

2 foy VuVuw — 2/(s) fo 200 g f w0t
(2= q) fo [Vul? — (2°(s) — q) (fQ Sy

Lemme 3.2.8. Pour tout A € (0, ), il existe une suite minimisante {u,} C N, telle
que :

i) Jy(un) = c+o(1).
i) J§ (up) — 0 dans H™.

(€'(0), w) = (3.2.9)

Démonstration. En appliquant le principe variationnel d’Ekeland pour le probleme de
minimisation lj\I}fJ » = ¢. On obtient I'existence d’une suite minimisante {u,} C N
possédant les propriétés suivantes :

1) Jy(up) <c+ =t

2) Jn(up) < Jy (w)—i—%HV(w—un)Hg, Yw € N.

Pour n suffisament grand et d’apres (3.2.7), on trouve

B 2—5 9 1 1 uld
G 2(N —s) /|Vun| A( *(s)) Q |z|?

= c+i <t qu 2= . (3.2.10)
Donc o ,
— a2
)\/ |x|5 - ( 0) (2*(5)361) le! ’BHH,N
alors

1/q
, (3.2.11)

* -8 2
||VU || > A2 (S)S‘I/2t8 2 —q H‘$| HH*l
2= 2N 2%(s) — q A,
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

En utilisant (3.2.10), les inégalités de Holder et de Sobolev, on obtient

|Vl < lASW (2(2N__S‘°’)> C _ TL)) o

Montrons que ||J} (up)|| -1 — 0 quand n — +o0.

1/(2-a)
J . (3.2.12)
q

En appliquant le Lemme 3.2.6, on a l'existence ¢, > 0 et 0 < § < ¢, tels que

En(ws) (u, — ws) € Ny avec &, : B(0,e,) —R" et ws = Hvdizng pour u € H}(Q) ~ {0}.

Définissons, 15 := &, (ws) (u, — ws).
Comme ns € N, et utilisons (i), on déduit

1
T 5) = ) = = |V (5 = )

par le Théoréme des accroissement finis, on obtient
1
(I3 (@) 115 = wa) + 0 (IV (5 = un)ll) 2 = IV (15 — )l -
Ainsi

(T () =)+ (6 a0g) = 1) (4 () e =) > = 9 (s = )
oIV (15— u)ll). (3213)

Comme ns = &, (ws) (u, — ws) € Ny et par (3.2.13), on a

—0 <J£ (n) HVZH2> + (6o (ws) = 1) (I} (un) — J3 (0s) , un — ws) > —i
X[V (s — un)lly + 0 (IV (15 — un)lly) -
Ainsi
, u IV (s —un)lly | oIV (ns — un)lly)
<JA (Un)yHuH> < 5 + 5
+(&@?4Nﬂw@—ﬂmy%—wy (3.2.14)
Comme
IV (05 — un)lly < 618n (ws)| + [§n (ws) — 1| [V,
et
i D =20y
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3.2 Préliminaires

Si on fait tendre 0 vers 0 dans (3.2.14) pour n fixé, alors par (3.2.11) et (3.2.12), on
conclut : o

193 ()l -1 < — (L+ (1€, (0)1))

pour une constante convenable C, qui nous ramene a montrer que |£/,(0)] est uniformé-
ment bornée en n.

Par (3.2.9) et les estimations (3.2.11) et (3.2.12), on obtient :
G
2*(3) Y

1€, (0)]] < -
(2 =) Jo [Vun|? = (2%(s) — @) Jo “pp—da

ou (] > 0 est une constante convenable. Par conséquent, il faut qu’on montre que
2% (s)
(2= ) Jo [Vunl* = (2°(5) — @) Jo 22" d

Supposons par I'absurde qu’il existe une suite {u,}, telle que

est bornée loin de zéro.

(2—q)/Q\Vun|2— (2(s) —q)/Q e = o(1), (3.2.15)

De plus, (3.2.15) et le fait que u,, € Ny donne

q 2"
)\/ el 4, /|Vun|2d:c—/ [un
o |z|® Q |z

2*(s) — Jun[*
= d 1). 2.1
>, /Q e+ o) (3.2.16)

En combinant (3.2.15), (3.2.11) et (3.2.12), on trouve une constante p > 0 tel que

dm > p pour n assez grand. (3.2.17)

Soit I : Ny — R donnée par

1/(27(s)=2)

2(27(s)—q) q

2% (5 2—q (¢} W

D’une part, en utilisant (3.2.16), on obtient
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

[ 1/(2*(s)-2)
V " 2(2 (S) q) ) .
D) = & |l A
[un |2 () q . |x|/3
Jo R dz
(@2 2 2% (s)—¢7 1/(27(5)=2)
< i e 33) 2%(s) — 2
- K PG _Zl)-2
] 2*(s)
un
X Q| |:|E|8 dl’—l—o(l)
- (3.2.18)
De Pautre, d’aprés (3.2.11), (3.2.12), (3.2.17) et le fait que A € (0, Ag), on a
[ 11/(2*(5)-2)
V n 2(2*(5)_q) nq
I)\ (un) = K H U HZ - |u |
Jun[>" ) 1 Q |z|?
fQ []® dZL’
[ 11/(2*(5)-2)
V|2 9=
> K [V L‘z() 2—q —AHvuanqu/z Hm,g
Un *(s .
2 Hvun”g KSQ*(S)@*Q)/Q(Z*(S)*Q) o )\qu/2 H‘x|*,3 ]
> )
> d07

pour un dy > 0 et n suffisament grand, ce qui est impossible.

On conclut que :

|75 (wn) || -1 — 0 quand n — +o0.

De la preuve du Lemme 3.2.8 on peut déduire le résultat suivant :

Il existe une suite minimisante {u, } C Ny telle que Jy(u,) = ¢~ + o(1) et J5(uy)

o(1).

3.3 Preuve du Théoreme 3.1.1

]

Maintenant, démontrons qu’il existe un minimum local de J sur Ny .
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3.3 Preuve du Théoreme 3.1.1

Proposition 3.3.1. Soit {u,} C N, une suite minimisante telle que :
i) Jx (un) = c+o(1), i) J} (u,) = 0 dans H™'.
Alors, pour tout X € (0,Ag), {u,} admet une sous suite qui converge fortement vers un

point wy dans H} (), de plus wo € Ny et Jy(wg) = c = c.

Démonstration. Soit {u,} C N, une suite satisfaisant i) et ). De (3.2.11) et (3.2.12), on
déduit que {u,} est bornée dans Hj (). D’apres le Théoréme des injections compactes
de Sobolev, il existe wy € H () et une sous suite {u,} telles que

u, — wy faiblement dans H; (1),

U, — wp fortement dans LY (Q, |x|_'8dx) , Vgell;2 et 0 < 5 < 2.
D’apres 'hypothese i), on a
Tim (4 (1) ) = (5 (o) ) =0, Vaw € HY(S),

i.e wy est une solution faible du probléme (Py), en particulier, wg € N,.

Commengons par montrer que u,, — wy fortement dans HJ (). Raisonnons par 1’ab-
surde. Supposons que ||Vuwy||, < liminf ||Vu,|,, alors

¢ < Ji(wp)

2—s 9 1 1 |wo |
- 75 de— )= — d
z(N—s)/QW“’O’ o <q 2*@)) o Jzp

< liminf J) (u,) = ¢,

il résulte que u,, — wy fortement dans H} () et Jy(wp) = c.

On a wy € N". En effet, supposons le contraire, d’aprés le Lemme 3.2.4, il exsite deux
nombres uniques t; et t§, tels que tywy € Ny et tfwy € Ny, en particulier, on a
ty < td = 1. Du fait que

J3 <t5w0> =0et ¥ (t5w0> >0,
il existe t; <t~ < t§ tel que Jy(towo) < Ja(t~wp), donc d’apres le Lemme 3.2.4, on

obtient
J,\(to_’wo) < J,\(t_wo) < J)\(tf{wo) = JA("LU()),

d’ou la contradiction.
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

3.4 Preuve du Théoreme 3.1.2

Dans cette partie, on montre 1’existence d’une seconde solution.
D’une maniere analogue que celle de la démonstration du Lemme 3.2.8, on montre que
pour A €]0, $A[, il existe une suite minimisante {u,} C Ny, telle que
i) Jx(u,) =c +o(1).
i) J§ (u,) — 0 dans H~1.
iii) {u,} est bornée dans H} ().
On pose
2—35
.. (N=5)/2=5) _ . \2/2~a)
¢ 2(N — s)'us whas

ou Uy 3,5 est la constante définie dans le Lemme 3.2.1.

Lemme 3.4.1. J, satisfait (P.S), pour ¢ € |—o0, ¢*[.

Démonstration. Soit {u,} C N, une suite minimisante. Comme {u,,} est bornée, alors

u, = w;  faiblement dans H} (9),

u, —w;  faiblement dans L2 () (Q, |z|~*dx) pour 0 < s < 2,

Uy — W p.p. dans (2,

Uy, — W fortement dans L2 (Q, |x|_5dm> pour 0 < 3 < 2 et pour tout 1 < g < 2,

Comme {u,, } converge faiblement vers w; dans H} (<), alors J5(w;) = 0, ce qui implique
que (J}(wy),w;) =0, d’on

2%(s) q
/ ] de = [ |V do | LI
o |z Q a |z|?

|1, |7 |w:|?
d :/ d 1.
A T o To]? x+o(1)

Posons v,, = u,, — wy, en appliquant le Lemme de Brézis-Lieb, on obtient

et

27 25 2
/Q\an] dx—/Q|Vun\ dx /Q\le\ dx + o(1), (3.4.1)

2(s) 2(s) 2°(s)
/’U"l dx:/|“" dr— [, (3.4.2)
Q |zl o |zl o |zf*

et comme Jy(u,) = c+ o(1) et J5(u,) = o(1), on obtient

1/ Vo, [2dz — — /’U"|2*(S)d:c—c—J(w)+o(1) (3.4.3)
2Jo' " 2%(s) Ja |x|® B AT ’ o
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3.4 Preuve du Théoréme 3.1.2

et
|2

|y, (s)
/Q|an|2dx—/Q mE dxr = o(1).

Donc, on peut affirmer que

2(s)
/ IV, |2dz — ¢, / o 0 0 (3.4.4)
Q Q

| z[*

En utilisant la définition de u,, on déduit que

*(s 2/2*(s)
/|V 200 > </|vn|2()d> s
Un| Tr = s X .

) Q |z

Par conséquent soit £ = 0 ou £ = p? (5)/(2"(5)=2),
Raisonnons par I’absurde, supposons que £ = pu2 (/2" ()=2) " qQ’apres (4.2.3) et (4.2.4),

on obtient . .
c> (2 — 2*(3)) O+ Jy(wy) > ¢,

ce qui est absurde. Donc £ = 0 et on conclut que u,, — w; fortement dans Hg (). O

On commence par montrer que

inf Jy(u) =c <c".
ueN,

Pour cela on a besoin de quelques notations.

Soit ¢ € H} (Rf ) la solution du probleme

lyl*

AP = [ T TR RY,
=0 sur ORY,

alors il existe une constante C' > 0 tel que |[¢(y)| < C (1 + |y|1_N) et |V(y)| <
C (1 + ]y|_N) (pour plus de détails voir [19]).

Dans un voisinage U de 0, 02 peut étre représentée par xy = ¢ (2') ou 2/ =
(x1,...,2n-1), #(0) =0, V'¢(0) =0, V' = (04, ...,0y_1) et la normale extérieure de
0 au point 0 est —exy = (0,0,...,—1). On définit

b(z) = (', 2y — ¢(a")).

Supposons que les courbures principales aq,...,ay_1 de 9€2 sont finies. Comme 0f)
est de classe C?, alors ¢ peut étre représentée comme suit

. 1N o I,
¢(x)—22a2xi+0(|x\>.
i=1
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

Pour r¢ > 0 assez petit, choisissons U et U deux voisinages de 0 tels que :

&)(U) = Bro(o)v (B(U) = Br0/2(0)7
OUNQ) = BH0), SUNQ) =B ,(0)

Définissons -
() = e V-D/2y, (‘D(“’)>
€
et -
1 i U
i:(2) = €(2)us () avec £ € C5° () et £(z) = {0 i i 0\ .

Proposition 3.4.1. Pour ¢ > 0 suffisamment petit, on a

i)

/Q|Vﬂa(x)|2dx = pto— K H(0)(1+0(1))e+ Ko H(0) (1+0(1)e+0 (&) . (3.4.5)

)
[ @y - ZOK g0y 4 o)+ 0 (2).

ono x| 24t

iii)

| ()| N2 N
/mU ulxlﬁ dx >0( F2q+N B>’

pour tout max{l, ]]\\; f} <qg< Nlﬁf,

avec H(0) : N i SNty est la courbure moyenne de Q0 au point 0,

_ QSMS/ Yy 'i'syNdy et Iy ::/ ‘an (y’,O)!2 |y/’2 dy.
|y| RN_I

Démonstration. La démonstration des points ) et i) sont dans [23].
Montrons 7ii)

Soit € QN U, en utilisant le changement de variables y = é(f), on obtient
r =0 (ey),
et
+
) € BTo/QE’

nU |x’6 ro/2e ‘(i)_ (5y)ﬁ
o q
_ e_Tq+N/+ ~¢ (y) de
Bry 2 @*1(53/)‘

o6

(3.4.6)

(3.4.7)



3.4 Preuve du Théoréme 3.1.2

Pour tout z € U, on a ®(x) = (z/, 2y — ¢ (z')) =y = (/, yn)

_ x/ — yl
Donc z = @’l(y) =, yn + ¢ (y)) car ’
YN :.%’N—E(-T,) = TN :yN+¢<y,>
et

oy = 2y3+(yw+¢(y/))2

= |y +y% +2yno (v) + (6 ()
= [yl +2yno (v) + ¢* (¥/).

2

Et on a

1 1
-1 (ey)|’ (\él(y)f)m

1
(Ieyl* +2eyne (ey) + ¢* (/)
1
/ / 2
jeyl? (1+ 2t 4 ¢2<ey>>ﬁ/

e2Jy|? e2lyl?

)6/2

Sachant que pour tout z € R, on a (1+ z)* =1+ ax + O (z?), on obtient

~ 1 1 <1 . 2un o (ey') N ¢2 (6y/)>—5/2
&1 (cy)| eyl ely|? £2[y|?

_ 1 [1_6 <2yN¢<ey'>+¢2 <sy'>>

el |2\ el T P
2y (') <ey'>>2

O .

i (( PRI )]

Comme ¢(y) ~ O(|yf|) et 229D | £EV)  O(e), on a

ely[? e2lyl?
) q _ q /
/ ~ ’us(l;@)| dr — 5—%#1\1/ Wﬁ(y)‘ﬁ (1_B?JN¢(§?J) +O(52)> dy
ant |z B . €71yl elyl
_ 2N 1/ [l B vWltvoley)
7By . Y17 sy WP

B yl?

ro/2e

o) [ dy]
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

@, ) [(y)|
/B+ ly|? dy_/M ly|? = /RN\B ly|® %

ro/2¢e ro/2e
[ W, gt
RN\ ro/2¢e ’y‘lB N RN\BT 0/2¢ ’y‘ﬁ
(1+ T)q(lfN) FN-1
d
~/7’()/25 T’B "
N-p
< —_C q(N—-1)—N+8 > )
< € pour ¢ > ——
Wlyne (ey) , - / L+ 1D Plylleyl® |
Bhpe 917 ~ B rie

IN

ro/2e (1 + T) q(1- )r3
2 0 FN-1
€ C/o v dr
< CdN=1)=N+f+1

|ﬂ€<x)’q N2 N-B
/QmU e de> 0= ).

pour tout max{l,]]\\[, f}<q< N— BH et 0 < B <2

On obtient donc

Lemme 3.4.2. Supposons que max{l ’8} <q< B“ ,0<B<2et HO) <

' N—1
Alors il existe A* > 0 tel que X € (0,A*), alors

sup J (ti.) < ¥,
>0

pour tout € > 0 assez petit. De plus, ¢~ < sup;q Jx (te).

Démonstration. On a

12 ) 12°(s) ‘@5‘2*(8) 14 |1 |9
Jy (ta. :f/ 02 — / s
() 2 Jo V| 2¢(s) Ja |x|® q Jo |z|?
2
< 5 [pe = KR H©O)(1 + 0(1))e + K2 HO)(1L + o(1)e + O (<?)]

t2*(s) ) 2*(3)K1
2%(s) 2t
xO (5_¥‘1+N_’3>
2%(s
,ustQ t (s) KI—KQ+O(1)t2+ K1+O(1)t2*(s)
2 2%(s) 2 20

-aio@”fﬁmﬂ+o@ﬂ

H(0)(1 4 o(1))e + O (52)1 - Atqq

IN

) H(0)e

S

= qi(t) + g2(t) H(0)e — )\t;O (5’¥Q+N*ﬁ) +0 (52) :

o8

]
0.



3.4 Preuve du Théoréme 3.1.2

La fonction g; admet un unique maximum
1 1 . .
M= (= - — | )26/ ()-2)
gl( ) <2 2*(S)>ILLS ’

Ol\l t* — lué/(Q*(S)_Q), et

. Ky +o(1 *(g)—
g (#%) = <22(>> 2O 5

Soit ¢ > 0 suffisamment petit. On affirme qu’il existe A* > 0 tel que
sup;sq Jx (tie) < ¢* pour tout A €]0, A*[. En effet

Soit r; > 0, tel que

L1\ reee- 2/(2-
- D@62 oy NV S0, A €]0,r].
(2 2*(5))“5 0 ’ 10,

En utilisant la définition de Jy et ., on obtient
N t? .12
sup Jy (tt.) < 5-/ |Vii.|*dx, pour tout t > 0, et A > 0,
t>0 Q

ce qui implique qu’il existe 5 > 0 tel que

sup Jy (tG.) < c¢*, pour tout A €]0,7][.
0<t<to

Soit € > 0 et supposons que H(0) < 0, alors on peut choisir 75 > 0, tel que

)9 —2
gz(t*)H(O)é‘—)\(q)O (5_NT‘1+N_ﬂ)+O (52) < —C,p NP9 pour tout A €]0, 7.

Par conséquent, si on prend A* = min{ry, 5}, alors pour A €]0, A*[ et € > 0, on a

sup Jy (ta.) < .
0

Montrons maintenant que ¢~ < sup;s Ji (tt.). Pour A € (0,A*), H(0) < 0,0 < <2

et max{l,%—:f}<q<%,ona

1 1 . .
N 26/ (6)-2) _ ¢ \2/C-0)
Stlzlg) /\( U£> <2 2*<8)> Hs 9,8, )

pour tout € > 0 assez petit.

¢ < Jy(tete) < sup Jy (ta.) < c*.
>0
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3 Solutions multiples pour un probléme semilinéaire avec singularités au bord

Proposition 3.4.2. Soit {u,} C N, une suite minimisante telle que :
a) Jy(u,) = ¢ .
) 1 ()l -1 — 0.

Alors, pour tout A € ]0,A[, avec A = min{ZAg, A*}, {u,} admet une sous-suite qui
converge fortement vers un point wy dans H}(Q), en plus wy € Ny et Jy(wy) =c™.

Démonstration. Soit {u,} C Ny une suite qui vérifie a) et b) de la Proposition 3.4.2,
d’apres (3.2.11) et (3.2.12), {u,} est bornée dans H}(Q). En utilisant les mémes
arguments que la démonstration de la Proposition 3.3.1, on montre que sous les
hypthéses du Lemme 3.4.2 et du Lemme 3.2.5, u,, — w; fortement dans H}(Q),
Jy (w1) = ¢ et que w; est aussi une solution du probleme (Py). O
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CHAPITRE 4

Sur un probléeme elliptique

contenant 1’exposant de
Hardy-Sobolev

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l'existence des solutions positives du probleme
semilinéaire suivant :

|z|® (Py)

—Au = AR T W92 qans
u=20 sur 0f2,

ot  est un domaine borné de R”, (N > 3) avec 0 € 92, A est un parametre positif,
0<8<2,0<s<2et2s) = 2(N ) est Pexposant critique de Hardy-Sobolev.

Pour 5 =0 et s = 0, on retrouve le célebre travail de Brézis et Nierenberg [7] qui a
constitué le point de départ a I’étude des problémes non compactes.

Pour 0 < s <2,ona:

e Si0 € Qet S =0, Ghoussoub et Yuan [21] ont montré que si N > 4, alors le
probleme (Py), admet au moins une solution positive pour tout 0 < A < A;, ou
A1 est la premiére valeur propre du (—A, H}()).

e Si0e€det f =0, ce probleme a été étudié par Ghoussoub et Kang [18], ils ont
montré que si N > 4 et la courbure principale de 02 est négative au voisinage

de 0, alors le probleme (P,) admet au moins une solution positive pour tout
0< A< A

Dans ce chapitre on va étudier le probleme (Py) pour A > 0. Pour cela on définit la
fonctionnelle d’énerige J) associée au probléme (P,), par

/|v ? de lel® g~ 1 /'“'2*(8)@; Vue HYQ). (4.1.1)
2 Jalxf? 2¢(s) Jo|xl* o

Jy € C1 (H}(Q),R). Les solutions de (Py) sont les points critiques de Jy.
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4 Sur un probléme elliptique contenant I’exposant de Hardy-Sobolev

Lemme 4.1.1 ([12]). Soit A € R, 0 < 5 < 2, alors le probléme de valeurs propres

(4.1.2)

—Ae = /\ﬁ dans €2
e=0 sur 0f),

admet des solutions faibles non triviales dans H} (), qui correspondent a X € o5 :=

<A£> 000 < N <\ <t 55 oo,
k=1

Théoréme 4.1.1. Soit 0 < B < 2 et 0 < X\ < A, alors le probléme (P\) admet au
moins une solution positive si ['une des conditions suivantes est satisfaite :

i) Si0<p <1 etla courbure moyenne au voisinage de 0 est négative,
i) 1< p<2.

4.2 Preuve du principal Théoréeme

Vérifions que Jy satisfait les conditions géométriques.

Lemme 4.2.1. Supposons que 0 < <2 et 0 < A< )\f. Alors
i) 1l exsite o, 6 > 0 tels que Jy (u) > a pour tout u € H}(Q) tel que ||Vulls = 9.
i) Jy (v) <0 pour tout v € H(Q) tel que ||Vulls > 6.

Démonstration. En utilisant I'inégalité de Hardy-Sobolev et le fait que 0 < A < /\f , on

obtient 2 (o)
1 A 2 1 lul” "

Hh(u)>=-(1—— /Vu dr — - / dx,
A 2( Af) o VU = SO o Jap

ou s est la meilleure constante de Hardy-Sobolev.

Alors pour un § > 0 suffisament petit, il existe un a > 0, tel que
Jy(u) > «, pour tout ||[Vully = 0.

Pour t > 0, on a

2 ) |u|2 £2%(s) |u|2*(8)
Iy (tu) = — / d —A/ ) — / dz,
(fu) =3 <Q|V“| T 02 PY) T 2 s) Ja

quand ¢ — +00, on a Jy (tu) — —oo. Donc il existe v € H} () tel que J (tv) < 0 pour
|Volls > 9. O

On montre que Jy satisfait la condition de (P.S), pour un certain niveau c.
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4.2 Preuve du principal Théoréme

Lemme 4.2.2. J, satisfait (P.S), pour tout ¢ < 2(?\/_—55) pN=9)/(2=9),

Démonstration. Soit {u,} C H}(Q2) une suite de Palais-Smale satisfaisant
i) Jy (un) = c+o(1), ii) J4 (u,) — 0 dans H~!, alors

u2*(8)
2y (1) — (T () s 10) = (1 - 2%) /Q| ||x|8 dr < 2c+ o(1).

Donc {u,} est bornée dans H{ (), par conséquent :

u, —~u  faiblement dans H} (Q),

u, —u  faiblement dans L?*®) (Q, |z|~*dx) pour 0 < s < 2,
Uy — U p.p dans 2,

U, — u  fortement dans L? (Q, |:E]‘Bd:v> pour 0 < (8 < 2,

on déduit alors que
(J5 (u),w) =0, Vw € Hy(S2),

i.e u est une solution faible du probléme (P)). Posons v, = u,, — u, alors par le Lemme
de Brézis-Lieb [6], on obtient

/|an|2dx :/\VunIQdm—/|Vu\2dx+o(1), (4.2.1)
Q Q Q
2*(s) 2*(s) 2* (s
[vn| . dx:/ [un [u (4.2.2)
Q |zl o |z)* o |z[*

et comme Jy(u,) = c+ o(1) et Ji(u,) = o(1), on obtient

|0, |2 (%)

1 2
— — = 1 4.2.
+ 2/Q|an| dx 5 dr = c+o(1), (4.2.3)

“(s) Ja  |zf°

et

2*(s)
/\anIde—/ [vn dz = o(1).
Q o |z

Donc, on peut affirmer que

2(s)
/ IV, |2dz — ¢, / o ™ s 0 (4.2.4)
Q Q

| z]?

En utilisant la définition de u,, on déduit que

(g 2/2%(s)
2 |Un|2 (=)
Vo, |“dx > ps dx ,
Q o |zl
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4 Sur un probléme elliptique contenant I’exposant de Hardy-Sobolev

donc £ > p, %2 () Par conséquent £ = 0 ou £ = p2"(5)/(2"(s)=2),
Supposons par I'absurde que £ = p2 (9)/2"()=2) "en passant & la limite dans (4.2.3), on

trouve
1 1
o= (55 h

et comme ¢ < (% — 2*1(S)> pN=5)/2=5) on a

J)\(U) < 0.

Du fait que u est une solution faible du probleme (Py), on obtient

1 1 v, |29
B >
3= (5= 5 | ez

ce qui est une contradiction. Donc ¢ = 0 et on conclut que u,, — u fortement dans
H(Q). ]

Soit ¢ € H} (M ) la solution du probleme

lyl*®

{—Aw = BT qans RY,
=0 sur ORY,

alors il existe une constante C' > 0 tel que |[¢(y)] < C (1 + |y|1’N) et [Vi(y)| <
C (1 + |y|*N) (pour plus de détails voir [19]).

Dans un voisinage U de 0, 02 peut étre représentée par xy = ¢ (z') ou 2/ =
(x1,...,xn-1), ¢(0) =0, V'¢(0) =0, V' = (01,...,0n-1) et la normale extérieure de
08 au point 0 est —ey = (0,0,...,—1). On définit

O(z) = (2", an — ¢ (1))

Supposons que les courbures principales aq, ..., ay_1 de 02 sont finies. Comme 0f2
est de classe C?, alors ¢ peut étre représentée comme suit

1N

—1
> aai+o (\x’ﬁ) :
=1

p(2') =

N |

Pour r¢ > 0 assez petit, choisissons U et U deux voisinages de 0 tels que :

CD(U) = Bro(0)7 é(ﬁ) = Br0/2(0)7
OUNQ) = BH0), SUNQ) =B ,(0)
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4.2 Preuve du principal Théoréme

Définissons

() = eV -D/2y (q)(@)

€

1 si:r;eU,

e(2) = E(2)us(x) avec € € C5° () et £(z) = {o size\U

Proposition 4.2.1. Pour € > 0 suffisamment petit, on a
i)
/Q|Vﬁa(x)|dx = 1= Ky H(0)(1+0(1)e+ Ko H(0)(140(1)e+0 () . (4.2.5)

i)

02" () (¢ *(s) K, ;
/me £|x’5()dx -2 (QJK H(0)(1+0(1))e + 0 (?) . (4.2.6)

i)
/mU li;({;) dr =0 (7). (4.2.7)

avec H(0) := ﬁ SNty est la coubure moyenne de S au point 0,

- ’ . 2 2
Koom 2 [ Sy o e [ oo (0 OF P

Démonstration. La démonstration des points i) et i) sont dans [23].
Montrons 7it).

(=1

(z)

Soit z € QN U, en utilisant le changement de variables y = —, on obtient
r =& (ey),
et
_l’_
ye Bm/?a’

A~ 2 —(N-2)
[¢) Bt B

no|x|8 F e ‘é—l(gy)‘
P2 (y
— 2/ . ( ) 5dy
B jae CID—I(gy)’
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4 Sur un probléme elliptique contenant I’exposant de Hardy-Sobolev

~ :U/ — y/
Donc z = @ 1(y) = (¢, yn + ¢ (¢/')) car ,
yv =y —e(@) = an =ynv + ¢ (V)

et

o) = 2y3+(yw+so(y’))2

= WP+ 3+ 2une () + (9 (1))
= |yl* +2unve (v) + 9> (¢) .

2

Et on a
1 1

(o)™
1

i
(leyl® + 2eynee (ey') + &2 ()

1
]€y|5 (1 + 2euveley) 4 @Q(Ey’)>5/2

e2lyl2 e2lyl2

Sachant que pour tout z € R, on a (1 +z)* =1+ az + O (2?), on obtient

—B/2

1 1 2yne () 92 (ey)\
B8 1 | |2 + 2 ‘2

[ (ey)| ey ely e2ly

1 B (2yne () | ¢ (ey)
ol Ry RSITE
ley] 2\ elyl eyl

2y () | &2 (ey)
*O(< P e2|y|2>)]'

Comme ¢(y') ~ O(|y/]) et 2aeE) 4 o) O(e), on a

elyl? e2yl?
a2() A (y) Byne (ey)
g, _ o LB @) ) g
oo o = 5o, 7 e TOE))
1 2 2 /
= ﬁig)dy_ fﬂ ) w(yfy‘z;g(&y)dy
€ Br0/2£ y € Br0/25 y
2
0@,
B . 1Y
2 2 2
/ w(g)dy: w(g)d _/ w(g)dy
B e 1Yl Y [yl RN\B .. Y]
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4.2 Preuve du principal Théoréme

2(1—N
[ CO) g, < [ (Lt
mN\B, WP Jeney Y
\ ro/2¢e y ro/2e y
1 2(1-N) _N-1
/ (L+7) ! dr
ro/2e Tﬁ

< —CeNTHP,

, )
/ wz(y)yw(ey)dy < / (L +1yD)* = Plylleyl® | 4
B B

|y[F+2 * A2

< s [MHOEDTI vy,
0

+
ro/2e

rB+2
f; (7EJV%#3*1'
On obtient donc ()
Ug 2—3
dz >0 (e ,
/in? o ( )

Lemme 4.2.3. Supposons que 0 < A < )\ 1, st l'une des conditions suivantes :
1) 0<p<1et HO0) <O,
2) 1< p<2.

est satisfaite, alors

1 1
Ty (tie) < [ 5 — (N=s5)/(2=5) . 0.

Démonstration. On a

2 2% (s) TGS 2
Iy (ti.) = t/|v ! )/Q’ ‘JU’ —)\2 [ 2o
< 2[ K1H(0)(1+o(1>>g+K2H<0)<1+o(1))a+o(g2)}
T (s) 2*(s) K, ) t?
e l1— (22 H(0)(1+0(1))e + O (e )] ~Ag
><O((€2 5)
fs o 10 Ky —Ky+o(l) 5 | Ki+o(l) 5 .
< <2t 2*(5>>+< 5 o =g >H(0)

Lo (=) +0(2)

= g1(t) + g2(t) H(0)e — )\t;() (7)) +0(e?).
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4 Sur un probléme elliptique contenant I’exposant de Hardy-Sobolev

La fonction g; admet un unique maximum

1 1
=== (N—=s)/(2—s)
91 ( ) (2 2*(8)) Mg )

pN-2)/C=9) 5

s

g2 (1) = <K2 20(1)>

On déduit alors que

11
Iy < (L (N—s)/(2-s)
Sup \ (te) (2 2*(S)>us

sous une des conditions suivantes :
1) 0<pg<1let H(0) <O,
2) 1< p<2.
O]

Preuve du Théoréme 4.1.1. En utilisant les Lemmes 4.2.2, 4.2.1 et 4.2.3, J, satisfait les
hypotheéses du Théoreme du Col. Alors ¢ est une valeur critique i.e il existe u € Hj ()
tel que Jy(u) = ¢ > 0 et Jy(u) = 0. Comme Jy(u) = Jy(|u|), alors le probleme (Py)
admet une solution positive. ]
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Perspectives

1) Etudier I'existence de solutions du probleme

2% (s)—2

—Au — pgE = “7'“ dans ©,
u=20 sur 052,

avec Q CRY, N >3,0€ 0Q et > 0.
2) Etendre les résultats du chapitre 2 pour 0 € 052.
3) Etudier le probléme du chapitre 4 pour A > )\f .

4) Etudier 1 ’existence de solutions pour les problemes de type

2% (s)—2

—Au — i = )x‘“fjc‘_;” + Ll P Y dans Q,
u=20 sur 012,

avec 2 < g <2*, 0< B <2et0e€ 0.
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Résumé
Dans cette these on s’interesse a I’étude d’existence et de multiplicité de solutions
pour une classe d’équations elliptiques non linéaire contenant des exposants critiques

et des poids singuliers sur un domaine borné avec les conditions au bord de Dirichlet.

Mots clés : Exposant critique de Sobolev, Condition de Palais Smale, Problemes
elliptiques non linéaire, Méthodes variationnelles, Poid singulier.

Abstract

In this thesis we are interested in the existence and multiplicity of solutions for a
class of nonlinear elliptic equations involving critical exponents and Singular weights
in a bounded domain under Dirichlet conditions.

Keywords : Critical Sobolev exponenent, Palais Smale condition, Nonlinear elliptic
problems, Variational methods, Singular weight.
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