La symétrisation de Schwarz et
quelques applications
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Notations

e RV est un espace Euclidien de dimension N.
e Siz,y € RNalors .y est le produit scalaire dans RY, c-a-d:

N
T = (T1, ... JIN)y €6 Y = (Y1yeevveeenne JYN), alors z.y = > x4y,

=1

=1

No\Z
OSiZEGRN,|LB|:(Z$?) .
e Si E C RY , alors |E|est la mesure de Lebesgue .

e Si E C RY alors E*est la boule de centre & l'origine telle que |E| = |E*|.

e B(z;7) est la boule dans RN de centre z et de rayon r.

N

e w, est le volume de la boule unité dans R tel que w, = % , avec I'(s)
2

N r

est la fonction Gamma usuelle.
e Si Q C RY est un domaine borné, alors 9 sa frantiére.
e Soit u:QcCcRY SR

e u" = max {u,0} est la partie positive de u.

e v~ = —min{u,0} est la partie négative de u.
0 ou \'’
e Vu est le gradiant de la fonction u:RY — R est —u, cee ) Vu.
81’1 8:CN
N 92y
e Au est le laplacien de la fonction w:RY — R c-a-d: Au= > ek div(Vu).
i=10%;

e u” est le réarrangement unidimensionnel de u .
e u* est la symétrie sphérique et le réarrangement décroissant de u .
o sup ess(u)=inf {M € R tel que u(x) < M p.p}.

e inf ess(u)=sup {M € R tel que u(z) > M p.p}.



Notation 4

o (0 <(_2> est ’espace des fonctions continues sur Q.

. ( > est I’espace des fonctions k fois continuement différentiables sur Q (k
N).
>

Q)= 0 C*(Q).

e D(Q) est l'espace des fonctions C'*° a support compact dans €.

L' (Q) =< f:Q — R intégrable tel que / |f ()] dx < 00

L? (Q) = {u: Q — Ry, u mesurable et |ulf € L' (Q)}, 1 <p < +o0

1/p

ll oy = / fu ()P da
Q

L>(Q) ={u: Q2 — Ry mesurable et 3 une constante c telle que |u(z)| <c¢ p.psur Q}.

[ull ooy = Inf{c; |u(z)| < c p.psur Q}.



Introduction générale

Ce mémoire est consacré a I’étude de la symétrisation de Schwarz et certaines de
ces applications.

La symétrisation de Schwarz est une méthode de modélisation de certains prob-
lemes de la physique, et aussi I'un des principaux outils dans I’étude des inégalités
isopérimétriques et les problémes de compacité.

Plusieurs types de symétrisation sont connues dans la littérature mathématique, on
peut citer la symétrisation de Steiner, la symétrisation de chapeau et la symétrisation
de Schwarz, que 'on va considérer dans ce mémoire.

La symétrisation de Schwarz est aussi connue comme le réarrangement décroissant
des fonctions & symétrie sphérique. Ce type de symétrisation consiste de passer d’une
fonction quelconque & une fonction radiale décroissante, tout en conservant la norme
dans les espaces LP, et en faisant décroitre la norme du gradient pour certaine classe
de fonctions admissibles, alors pour quelques problémes variationnels on peut utiliser
u*(ou u* est la symétrisation de Schwarz de la fonction ) au lieu de la fonction
générale u. Ces propriétés nous permettent de démontrer I’existence de solutions de
quelques équations elliptiques avec perte de compacité oti les méthodes classiques sont
difficiles & utiliser.

Les premiers résultats obtenus dans cette direction ont été prouvé par Polya-Szégo
en 1951. Puis complété par plusieurs mathématiciens comme Bandle en 1980, et
Mossino en 1984. Depuis lors, plusieurs nouveaux résultats ont été prouvés, et quelques
conjectures ont été résolues, particulierement celle liées au sujet des valeurs propres
des opérateurs différentiels partiels elliptiques.

Ce travail est donc divisé en trois chapitres organisés de la maniére suivante:

Le premier chapitre est consacré aux rappels des définitions et des théorémes fon-
damentaux basés surtout sur les critéres de convergence et quelques inégalités connues
comme l'inégalité de Sobolev. Les références principales pour ce chapitre sont [2, 8,
12,6].

Dans le deuxiéme chapitre on définit la notion de la symétrisation de Schwarz et les
principaux résultats du réarrangement, ensuite on parle d’un résultat trés important
de la symétrisation de Schwarz, c’est 'inégalité de Polya-Szégs. Pour plus de détails
le lecteur est renvoyé aux [11, 5, 9,7, 12,10].

Enfin, en chapitre trois on montre comment ces techniques on été appliquées .Pour
plus de détails le lecteur est renvoyé aux [12, 11, 10, 1, 3,7].



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 La convergence faible dans un Banach

Définition 1.1 Soit E un espace de Banach, E' son dual et (.,.) le produit de dualité
sur B' x E.

e On dit que la suite (z,) de E converge faiblement vers = € E si et seulement si :
(o, 2y) — (2, x),V2' € B, (1.1)

et on écrit:

x, — x faib. dans FE. (1.2)

e On dit que la suite (z/,) de E' converge faiblement  vers ’ € E' si et seulement
st :

(z),, ) — (2/,2),Vx € E, (1.3)

et on écrit:
z), — o' faib. ¥ dans E'. (1.4)

Théoréme 1.1 Soit E un espace de Banach, E' son dual. Soient (z,) et (x}) deux
suites de B et de E' respectivement.

e Soit x, — x faib. dans F, alors:

dk>0tq VneN:|z,|p <k (L5)
ey < lim inf o] ‘
e Soit z!, — 2’/ faib.x dans E’, alors:
3k >0 tq. Vo€ N: ||z |l < &
/|l < T inf ||| (1.6)
n—oo

e Siz, — z (fortement dans E), alors =, — x faib. dans E.
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e Six) — 2’ (fortement dans E’), alors x, — 2/ faib.x dans E'.
e Siz, — z faib. dans F et ), — 2’ (fortement dans E’), alors (z/,, x,) — (2, ).

Définition 1.2 Soit E un espace de Banach, soit E' son dual et soit E” son bidual,
i.e le dual de E' .

On a une injection canonique J : E — E" définie comme suit : soit v € E fixé,
Uapplication x’' — (2',z) de E' dans R constitue une forme linéaire continue sur E’
i.e un élément de E" noté Jx.On a donc (Jz, o) pup = (&', 2) pp , Yo € E,V2' € E'.

Définition 1.3 (Espace réflexif): Soit E un espace de Banach et soit J linjection
canonique de E dans E" . On dit que E est réflexif si J(E) = E".

Définition 1.4 (Espace séparable): On dit qu’un espace de Banach E est sépara-
ble s’il existe un ensemble au plus dénombrable et dense dans E.

Théoréme 1.2 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xy,) une suite bornée de
E, alors :

o il existe une sous suite (xy,) de (z,) et x € E tel.que.

T, =« faib. dans E. (1.7)

e Si chaque sous suite converge faiblement vers la méme limite x, alors:

Tn — x faib. dans E. (1.8)

1.2 Les espaces L?

Définition 1.5 Soit Q un ouvert de RV .
i) Pour p =1, on pose

LY (Q) = { f: Q — R intégrable telle que / |f (x)] dx < 400
Q
i) Soit 1 < p < 400. On pose
LP(Q) ={f: Q=R ; f mesurable et |f| € L' (Q)}

ey = If(w)\”dfv>1/p (1.9)

ot ||| 1p () €5t une norme sur LP(S).
141) pour p = +00, on pose

L>(Q) ={f:Q— R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f(x)| < C p.p sur Q}

et on note:

Dans ce cas on a:

[fll o (@) = inf{ C; [f(z)| < C p.p sur Q}. (1.10)

0t ||.|| oo () €5t une norme sur L>(€2).
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Remarque 1.1 (i) L’espace LP est un espace de Banach pour 1 < p < 400.

(ii) L’espace LP est un espace réflexif pourl < p < 4o0.

(iii) L’espace LP est un espace séparable pourl < p < 400, pour p = +oo l’espace LP
n’est réflexif ni séparable .

Remarque 1.2 a) Soit 1 < p < 4o00. On désigne par q l'exposant conjugué de p c-a-d
lyl=1
b) "Soit 1 < p < 4oo. Alors lespace dual de LP () est L4(S2).

On utilise souvent I'inégalité algébrique suivante:
Inégalité de Young: Soit a,b € R, on a

1 1
lab] < —[af” + — ||
p q
avec p et ¢ sont conjugés.
Comme application on a

Théoréme 1.3 (Inégalité de Hilder)
Soient f € LP(Q) et g € LI(Q) avec 1 <p < 4oo et 1 =1+ %. Alors

hS] \

(F9) € D) et [ (@), gDl dz < 7l - ol (1.11)

Plus généralement, on utilise souvent 1’inégalité suivante connue comme ’inégalité de
Holder généralisée

Lemme 1.1 (Inégalité de Holder généralisée) Soit Q € RN et 1 < p; < +o0
N1
pouri=1,...N et >, — =1, alors , pour f; € LPi (Q) avec i=1,..,N,

i=1Di

[ 5@ty @) < iy o UL

Preuve:
Le cas N =1 c’est I'inégalité de Holder usuelle.

Le cas N # 1: Soit pr =1;;et py > p;,Vi <N, alors

Py PN

/f1 (@) oo fy (@) de < || fro fN—lHLp’N 1N Lon

1

(2 — Il o = /(|f1\pN----\fN—1|pN dz)™

Y 7
PN PN

( [1ar dw) : ( JAE lda:)”‘l

— Hf]_HLpl(Q) ............ ”fNHLpN—l(Q) .

IN
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]
Une conséquence directe de I'inégalité de Holder, c’est I'inégalité d’interpolation suiv-
ante:

Lemme 1.2 ( Inégalité d’interpolation) Soient f € LP (2) N L1 () avec 1 <p <
q < +oo, alors f € L™ () pour tout p <r < q et l’on a:

e < 1A 11

0<a<l).

1.3 Quelques critéres de convergence

On regroupe ici les résultats qui permettront de manipuler les différentes notions de
convergence de suites dans les espaces LP (Q).

Théoréme 1.4 (Théoréme de la convergence monotone) Soit (fy),~; une suite
croissante de fonctions mesurables positives. On note

f(x) = lim f, (:C) =sup f, (l‘)

n—oo n>1

on a .

/ f(z)dz = lim [ f,(z)dx

Q Q

Lemme 1.3 (Lemme de Fatou) Soit (f,), une suite des fonctions mesurables pos-
itives, alors:

/ lim inf f,, (z)dz < lim inf/fn (z) dz
Q

n—o00
Q

Théoréme 1.5 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,),,
une suite de fonctions de L' () convergeant presque partout vers une fonction mesurable
f .On suppose qu’il existe g € L' (Q) telle que pour tout n >1 , on ait |f,| < g p.p
sur Q.Alors f € LY () et

Tim f = full, = 0

n—oo

Q Q

/f(x)dw— lim [ fu(z)dz

Lemme 1.4 (Brezis-Lieb) Soient 1 < p < +oo et (fy),une suite bornée de fonc-
tions de LP () convergeant p.p vers f € LP () et

LAIE = tim (112 = 1f = fall?)
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1.4 Espace de Sobolev

1.4.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 1.6 Soit Q C RY un ouvert et 1 < p < 400, on définit l’espace de Sobolev
WLP(Q) par

WiP(Q) = {u € LP(Q), tel que g“ € LP(Q)} :
Xg

Pour u € WHP (Q) on note gu

est muni de la norme

la dérivé partielle au sens faible. L’espace WP (Q)

7

N

lallns = Nl + 3 || 22
o

Wwlp Lp gt ox; Ip

ou parfois sa norme équivalente:

1/p
lullwroy = (Nl + 19l%,0)) " (si 1< p < +o0)

Définition 1.7 Soit 1 < p < 4o00. L’espace Wol’p(Q) est défini comme la fermeture
de C$°(Q) par rapport a la norme de WhP(Q).

WP (Q) = {u €L’ (Q) /Vue (IP ()N etu,, = o}

Proposition 1 (i) L’espace WP est un éspace de Banach pour 1 <p < +oo .
(ii) L’espace WP est un espace réfléxif pour 1 < p < +o0 .

(iii) L’espace WLP est un espace séparable pour 1 <p < 400 .

(iv) L’espace Wol’p(Q) est un espace de Banach séparable; il est de plus réflexif pour
1 <p<4o0o.

Remarque 1.3 Si€) est borné, la quantité [|[Vu| ppqrn) définit une norme sur Wol’p(Q),on
la note par ||uHW1,p(Q) , qui est équivalente a la norme |[uly1p(q) -(pour 1 < p < +00)
0

Remarque 1.4 Comme C} (RN) est dense dans WP (RN),on a Wol’p (RN) = Wb (RN),
par contre si 2 C RN on a
Wy () # WP (Q)

Théoréme 1.6 (Friedrichs) Soit u € WP (Q) avec 1 < p < +o0 , alors il eviste
une suite (up), de C°(RYN) telle que:

(1) up, —u dans LP ()

(2) Vuy,, — Vuy, dans LP(Q) pour tout w CC (.

Théoréme 1.7 (Rellich-Kondrachov) On suppose 2 borné de classe C*, on a:

1 1 1
St p < N alors Wl’p(Q)CLq(Q),qu[l,p*[ ol — = = — —

P p N
Si p= N alors WP (Q) C L?(),Vq € [1, +o0]
Si p> N alors W (Q) c C <(_2>

avec injections compactes .
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Remarque 1.5 L’injection compacte permet de passer de la convergence faible a la
convergence forte.

Remarque 1.6 Si q=p* WY (Q) C LY (Q) avec injection continue .

Théoréme 1.8 (Sobolev-Gagliardo-Niremberg) Soit1 < p < N, alors W'» (RN) -

* 1 1 1
LP (RN) ou p*est donné par :— = — — N et il exite une contante S = S(p, N) telle
p p
que

Slullper < [IVullpe Vu € WP (RN)
d .
Preuve: On pose D; = e Vi=1,..,.N
2

Le premier cas: p=1< N
Soit u € C! (RY) on a:

+oo +oo
()| = / Diu()da;| < / Diu(a)| da; ,Vi

On sait que

1
N-1

N +00
u(@)| 71 <[] | [ 1Diulda;
i=1 \ %

Intégrant sur RV et on utilise ’énégalité de Holder,on obtient:

IA
—
\':]
—

S|

=

jo

3

QL

8

/ () |57 da
RN

Foo N1 oy [ 4o N1
= / /( | D1u| dy H(/Diudfci dzi...dxy

N
RN-1 — 00 R ' —00
N

N-1

+oo
/ / |Dju| dz;dxy dxy..dx N
R —00

IA
—
+
_ 8
S
£
o
Ry

Donc:
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On sait que
N A N N 2 N
Val,..,aN:HaiS ~ (Zm) et <Zai> SNZ@%
i=1 i=1 i=1 i=1
Donc on obtient
Ny N\ N1 N
_N_ 1 1
u@| T de < | % > | Dl dx = — V| dz
—1 NN-1
RN =ipN N
_N_
N-1

1
< - / |Vu|dz
N~=T \J

ainssi pour Cy une constante qui dépend seulement de N on a

< Oy [[Vull g

el .

Le deuxiéme cas :pour p # 1 :
On applique l'inégalité précédente pour |u|” avec v > 0

-1
Il < ACx |lul ™ 19ul|
< 4Cn H|u|7_1HL IVulll,  ( d’aprés I'inégalité de Holder )
P
12+ L 1, On choisit 7 tel que 2 = (y— 1)p/, d =0 5
ou;—l—]?— , On choisit ~ tel que =5 = (v = 1) 7/, onc v = ~x—,- > 0.
Comme % =(y-1) p = NN—_’; = ¢, donc
—1
ullzo < vCN llullza Vull s
[ull e < ¥Cn [Vl p
avec v >0, et Oy = —4— > 0. Comme conclusion on obtient que Sy > 0. =

N7-T

1.5 Le lemme variationnel d’Ekeland

On sait que si J une fonction de classe C' bornée inférieurement , en général il n’est
pas vrai que pour toute suite minimisante (uy), la dérivée J'(uy) tend vers zéro.

Cependant on a le lemme suivant:

Soient (X, d) un espace métrique complet et J une fonction s.c.i de X dans R. On
suppose que J est bornée uniformement et on pose ¢ := in§( J (z) .Alors pour tout
xe

e > 0, il éxiste u, tel que :

c<J(u) <c+e,
Vo e X,z # ue, J (x) — J (ue) +ed(z,us) >0



Chapitre 2

Le réarrangement décroissant

Dans ce chapitre on va définir le réarrangement décroissant; ainsi que la symétrisation
de Schwarz comme étant un type particulier de réarrangement d’une fonction définit
dans un domaine Q C RY.

Donné une fonction réelle définit sur un tel domaine; on construit une fonction
dans la boule centrée a l'origine et a une mesure méme que 2. En particulier, on
souhaite que cette nouvelle fonction étre radiales et diminue radialement. Afin de
définir ceci, d’abord on construit le réarrangement unidimensionnel décroissant de la
fonction donnée.

2.1 Définitions et propriétés

Soit © € RY un ensemble mesurable borné, et soit u : Q — R une fonction mesurable.
Pour ¢t € R, 'ensemble {u > t} est définie par {u >t} = {z € Q/u(x) > t}.
Alors la fonction de distribution de w est donnée par p,(t) = [{u > t}|, cette
fonction est une fonction décroissante monotone de t. donc
i (t):{ 0 si t>sup ess(u)
“ | si ¢t <inf ess(u)

Alors p,,(t) a valeur dans l'intervalle [0, |€2]].

Définition 2.1 Soit Q C RN un domaine borné, et soit u : Q@ — R une fonction
mesurable. Alors le réarrangement (unidimensionnel) décroissant de u, notée par u?
est définie dans [0, |Q2|] par

u?(0) = supess(u)
{ u(s) =inf{t/u(t) < s} ,s>0 (2.1)

Remarque 2.1 u? est la fonction inverse de la fonction de distribution u,(t) de u.
Exemple 1 Soit Q = (—2,2) C R, on considére u : 2 — R

24y st —2<y< -1

B 1 si —1<y<0
uly) = l+y si 0<y<05
2—y si 05<Ly<2

(2.2)

13
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Alors il est facile de vérifier que
Si0< t<1:p,(t) ={y/2+y>tpU{y/2—y>1t} = {y/t+2<y<2-t} =
4 — 2t
Sil<t<15p,t)=Hy/l+y>t}u{y/2-y>t} = {y/t-1<y<2-t} =
3—2t
Donc
4—-2t si 0<t<1
p,(t)=4¢ 3—2t si 1<t<15
0 St t>1.5

4
y 3
2
1
0- I\' f f ——
0 1 2 3 4 5
X
Et on a par définition
u?(0) = supess(s)
w#(s) = inf {t/p, () < s},5 > 0.

Et on sait que la fonction u# est la fonction inverse de la fonction u, donc
Si0<t<1 Onaut(s)=inf{t/4—2t<s} doncs=p,(t)=4—2t=t=27%
puisque 0 < t <1 =2 < s < 4 donc u#(s) = 5%
Sil<t<1,5
u(s) =inf {t/3 -2t <s},s>0
onas=ypu,lt)=3-2t=>1t=23*
puisque1<t<1,5:>0<S<1d0ncu#(s):%
On conclut que

B3-s)/2 st 0<s<1

u#(s): 1 st 1<s5<2
(4—5)/2 si 2<s<4
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Proposition 2 Soit u : @ — R o Q C RN un domaine borné. Alors u¥ est une
fonction décroissante et continue o gauche

Preuve: (i) Soit s1 < so alors [{u > t}| < s1 = |{u > t}| < s, donc

{t/p,(t) < s1} C{t/p,(t) < s2} = inf{t/p,(t) < s2} <inf{t/p,(t) <s1}
= u™ (s3) < u” (s1)

Donc la fonction u*est décroissante.

o(ii) Soit s € (0,|Q|), par définition de u#,Ve > 0,3t tel que u” (s) <t < u¥ (s) +e
et f1,(t) < s.

Choisissons h > 0 tel que p,(t) < s —h < s, alors pour tout 0 < A’ < h , on a
py(t) < s —h' < s. Donc u”(s) < u”(s) +e. Alors on obtient que la fonction u# est
continue a gauche. m

Proposition 3 L’application u — u¥ est croissante c-a-d: siu < v ot u et v sont
des fonctions réelles dans Q) . Alors

u < o? (2.3)

Preuve: Puisque
{u>t} C{v>t} = [{u>t} < [{v>t}

donc,
Ho >t} <s= {u>t} <s

alors

{t/ {v >t} < s} C{t/ {u >t} <s} = inf {t/|[{u >t}| < s} <inf{t/|{v > t}| < s}
= u Sv#

|

Définition 2.2 Deux fonctions u et v & valeurs réelles (éventuellement, les domaines
de définition sont différents) sont équimesurables si elles ont la méme fonction de
répartition. (c-a-d p,,(t) = p,(t))

Les fonctions équimesurables sont réarrangements l'un de l’autre.
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On montre maintenant que u™ est un réarrangement de u .

Proposition 4 La fonction u: Q — R et u® :[0,|Q]] — R sont equimesurables i.e
pour tout t,

{u>t}] = Hu#>t}‘ (2.4)
Preuve: On a par définition, u* (s) = inf {t/p,(t) < s},s > 0, donc si
W (3) <t = (1) = |{u > 1}] < 5

et si
u(s) >t = p, (t) = {u >t} > s

— {s/ut(s) >t} C {s/|{u>1}] = s}
et puisque u#est décroissant, on a par définition

Hu# > t}‘ = Sup{s/u#(s) > t} < |{u >t} (2.5)

D’autre part, soit Hu# > t}} = s par la continuité & gauche et la décroissance de u#
on a u?(s)=t, alors par définition

Hu >t} <s

Donc

{u > t}| < Hu# zt}‘ (2.6)

En appliquant (2.5)et (2.6) pour ¢ + h au lieu de ¢, on obtient:
{w# > t+n}| < fuzt+ny < |{ut >t +n}|
En passant a la limite quand h — 0, on obtient:

Hu# >t}’ <Hu>t} < Hu# >tH

Donc
{u>t}] = Hu# >tH

Théoréme 2.1 Soit u: Q — R une fonction mesurable. Soit F': R — R une fonction
borélienne positive et mesurable alors:

1]
/F(u(x))da::/ F(u#(s))ds. (2.7)
Q 0
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Preuve: Soit F = [t,+o0],et F(§) = xp (§) ou xg est la fonction caractéristique
de FE. Alors on a :

{1 si ¢(€E

0 sinon

1 s wu@xeFr
sinon

donc /QF(U(m))dm — /QXE (u(z)) dz = /too ldz = [{u > t}|

on sait que u et u# sont equimesurables, alors

{u >t} = Hu# > t}‘ - /Om F(u* (s))ds
Donc
o)
/Q Fu(z))ds = /0 Pl (s))ds

Comme on peut exprimer une fonction F' positive mesurable comme limite d’une suite
de fonctions positives et croissantes {F, }, on obtient V n,

]
/Fn(u(x))da: :/ E,(u” (s))ds (2.8)
Q 0

= lim Fo(u(z))dr = lim “ Fy(u” (s))ds

n—-+o0o Q n—-+o00 0

on applique le théoréme de la convergence monotone, on obtient:

19]
im u(z))dxr = im u¥ (s))ds
[ dim Fuu@)de = [ 1w F# ()
19]
u\x Xr = U# S S
:»/QFu))d /0F< (5))d
| |

Corollaire 2.1 Soit F : R — R une fonction borélienne et soit u : 2 — R telle que
F(u) € L' (Q), alors F(u®) € L* ((0,|92])) et (2.8) est toujourst valide

Corollaire 2.2 Soit u € LP (Q) pour 1 < p < 400, alors u” € LP ((0,|9])) et

_ #H

= ||u
P H p,(0,/2)
Remarque 2.2 Le résultat reste vrai pour p = +00, puisque

{ u4(0) = supess(u)
us(19) = infess (u)

[

On démontre le résultat suivant comme conséquence du théoréme(2.1).

Lemme 2.1 Soit w:[0,l] — R une fonction décroissante, alors

u=u" pp (2.9)
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Preuve: On a u(s) >t = u,(t) > s, donc u(s) = inf {o/p,(0) < s} > t,
— inf {o/p,(0) < s} > u(s) = u® (s) > u(s) (2.10)

ePour tout s € [0,1] , soit s un point de continuité de u et puisque u est décroissante,
ona:
u(s) <t = p,(t) = {u> 1t} <s

= {u>u(s—h)}|<s—h<s

pour h > 0,par définition, u”(s) < u(s — h), quand h — 0, et par continuité de u en
s donc
u? (s) < u(s) (2.11)

alors d’aprés (2.10) et (2.11), on trouve
u?(s) = u(s)
n

Proposition 5 Soit ¥ : R — R une fonction croissante.
Soitu:Q —R, ou QCRYN est borné alors :

v (v*) = @ @)*. (2.12)
Preuve: Etape(1): Si v,w:[0,]] — R sont équimesurables et décroissantes alors

v=w p.p

car comme elles sont décroissantes, d’aprés le lemme précédent,

v:U#etw:w#p.p

et comme elles sont egimesurables, donc v# = w#.
Etape(2) : Notre résultat est vrai si on peut montrer que ¢ (u’) et ((u))* sont

toutes les deux équimesurables et décroissantes dans [0, |€2[].
En utilisant la définition du réarrangement et le fait que 1 est décroissante on a

Hw <u#) > t}) _ /Olm X{(u e} (s)ds = /Qx{w(u)>t}(x)dx (d’aprés 2.7)
= Ko (u) >t} = ‘{(1/1 (u))# > t}‘ = Hw <u#) > t}) (d’aprés 2.9)

donc

Corollaire 2.3 Pouru:Q — R, on a (ut)? = (u#)Jr
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Preuve: 1l suffit d’appliquer le résultat précédent avec 1(s) = s;. ®
Remarque 2.3 Soit v une fonction mesurable, alors si c € R, on a

(v+ )" =v™ +c. (2.13)
En général, pour deux fonctions non constantes v, w,

(v + w)* £ o? + w?. (2.14)

2.2 Quelques inégalités classiques

Proposition 6 Soit p=1 ou +oo , alors pour f,g € LP(Q)

[7# =% o0y <17 =9l (2.15)

p,(0,|Q]

Preuve: Pour p = +oo alors pour tout z € Q,on a
[f(@) = 9@ < If = gl
= —lf = 9llooo < f(@) —g(z) <[ =gl
= f(@) = If = 9lloco < 9(2) < fl2) +[If = 9l

par monotonicité de I'application du réarrangement (la proposition(2))et la remarque
précédente(2.13) on déduit que

FH() = If = gl < 97 (@) < fF(@) + 1f = 9l

|7# -

donc

< _
wosojay = M =g

Pour p=1
on pose h =max{f,g},et comme f<hetg<h,ona
f#gh#etg#gh#
donc
’f#_g#’ _ )f#_h#Jrh#_g#‘

IN

)f#_h#“‘h#_g#}:%#_f_g

alors on obtient

[Pt -t elas < [Tt e -t 0t @i = [ ehe - 1@ - g
0 0 1€

f+g+!f+g\)

— [ @ -g@lde  car(h=max{f.g) = T
€2

donc

f#—g#H <|f-g
| Losy 179l

Théoréme 2.2 Soit 1 < p < +oo, application u — u? est continue de LP (Q)
dans LP ((0,]9])) .
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Preuve: Si p=1ou p= 400 on a ce résultat d’aprés la proposition précédente.
Soit 1 < p < o0, soit u, — u dans LP, puisque €) est borné implique u, — u dans
L' (Q) donc ujf — u# dans L* ((0,]9])) par conséquent u#k — u? p.p.

|ut, = nellp 0 = lhull, = [

Puisque 'espace LP est reﬂex1f pour 1 < p < 400 donc il est uniformément convexe;
alors on conclut que

(0,92) (0,]92)

ufk — u? dans LP ((0,]Q]))

et
Vnk,u#k — u? dans LP ((0,]9]))

Comme la limite est indépendante de la sous-suite, donc la suite {uﬁé } converge vers
n
u™ dans LP ((0, |Q]))

u# — u# dans L? ((0,1€2]))

|
Remarque 2.4 L’application uw — u# n’est surjective ni injective dans lespace LP.

Nous avons vu dans la section précédente que le réarrangement préserve les intégrales
(prendre F'(t) =t en théoréme (2.1)).
Maintenant, nous considérons l'intégrale sur des sous-ensembles appropriés.

Proposition 7 Soit Q@ C RN un domaine borné, et soit u: Q) — R une fonction
intégrable . Soit E C Q un sous-ensemble mesurable donc .

|E|
/ u(x)dr < / u' (s)ds (2.16)
E 0
Uinégalité (2.16) est vraie ssi (u\E)# = U#\[0,|E|] DD

Preuve: Soit v=wu\g,si s€[0,|E]], et si {u>t} <s

alors
Ho>tH=Hu>t}NE|<s
{t/ {u >t} <sp c{t/{v>1t} <s}
donc

v (s) < u (s).

:>/ x)dz —/ v(z)dr = /0E| v (s)ds < /0E| u™ (s) ds. (2.17)

Ce qui prouve(2.16).De plus I'inégalité (2.17) est vraie ssi v# = u” p.p =
Dans ce qui suit on va utiliser les deux lemmes techniques suivants
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Lemme 2.2 Soit u:Q — R et soit t €R. on définit
E,={x € Q/u(x) >t} et F} ={z € Q/u(z) <t} = Q\E;
On définit b: R x Q — R par :

Xg, (x) sit>0
—XF, () sit <0

b(t, z) = {

et
() 1sixekE;
XE \* 0 st non
(@) = 1lstxeF;
XEAP) = 0 si non
Alors oo
u(x) —/ b(t,x)dt (2.18)
Preuve:
+o00 0 +o0
/ b(t, 2)dt = / xp, (@) do + / X (@) da
o o 0
Si u(z)>0:
“+o0 +o0 u(x)
/ b(t, z)dt = / Xg, (v)dx = / 1dt = u(x)
—o00 0 0
Si u(z) <0:
400 0 0
/ b(t, z)dt = / —Xr, (z)dx = —/ ldx = u(x)
—00 —00 u(x)
[ |

Lemme 2.3 Soient f,g:Q — R avec g est intégrable sur Q. Soit a < f < b < 4o0.
Alors

/Qf(:c)g(x)d:c = a/gg(a:)dx + /ab(/{f>t} g (x)dz)dt (2.19)

Preuve:  On suppose que a > 0, posant E; = {f > t}, d’aprés le lemme précédent
on a:
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et d’aprés le théoréme de Fubini on a

/Qf(x)g(m)dzn = / ()/ Xg, (© dtdm—// )X, (x) dedt
/Q f(@)g(x)de = / / 2)Xxp, () dtds + / / T)Xp, () dtdz
= /0 /Qg(x)dtdx—l—/a /Etg(x)dtd:c

_ a/gg(x)dﬁ/: (/{f>t}g(x)dx> dt
| ]

On va démonter le Théoréme de Hardy-Littlewood.
Théoréme 2.3 (Hardy-Littlewood) Soit f € LP () et g € L7(2), 1 < p,q¢ <
400, oa(%) + (%) =1, alors

2]
/ fl@)g(x)dx < #(s)g™ (s)ds (2.20)

0

Preuve: On suppose que f € L° N LP. Soient a et b deux nombres réeles, tels que
a < f <b, alors d’aprés le lemme précédent on a :

/Qf(:x)g(:n)dm = a/ﬂg(m)d:n—l—/b/f>t} g(z)dzdt

12| {f>t}]
< a/o g (s) ds—l—/a /0 g7 (s)dsdt.....(d’aprés (2.3))
o] b r[{1#>t}]
= a # (s) ds #(s)ds ‘aprés (2.
| et @as [ g (s)dsdt (daprés (2.4))

€2

=/ 7 (s)g™ (s)ds

Ou la dérniére égalité provient de (2.19). Si 1 < p < oo, le cas général peut étre
complété par un argument de densité puisque nous avons Papplication wu — u#est
continue de LP (2) dans LP((0,]2])). m

Nous avons vu que ’application de réarrangement est non-expansive entre les espaces
LP lorsque p=1,2 ou +4oo.

La démonstration est vraie pour tout 1 < p < +o00. Pour la démonstration, on utilise
les deux remarques suivantes.

Remarque 2.5 Soit ¢ : R — R wune fonction croissante. Soit f € LP(Q) et
¥ (g) € LY ou (l) + (é) =1,1<p,q <+o0. Donc on a :

[ o< 75 6w (o# ) as

0
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Remarque 2.6 (a)Soit u:Q — R, on a

#
(X{u>t}) - X{u# >t}
(0)Si u,v: Q — R, alors

dx > o d
| uxus @ o> [ (0 x gz (9

Théoréme 2.4 Soient f,g € LP(Q), ou 1 < p < oo, alors:

# - g <|If - 2.21
|7 =*|, oy <1~ 9lne (2:21)
Preuve: Posons J(t) = [t|” on définit:
0 s¢ t<0
J+(t)_{ t|P si t>0
(P si t<o0
I-(t) = { 0 s t>0

Ainsi que J = Jy + J_ | Jret J_ les deux fonctions sont convexes et différentiables,
alors

fz)
T4 (f(x) - gla)) = / IEAGERRL
g(z

et on a par définition :

. Jo si f()
n@-0={ 0w o 05,

donc

f(=) +00
/ Jh (f(:c)—t)dt:/ Jh (f(ac)—t)x{ggt} (x)dt avec f(z)>t
g

(z) —o0

D’apreés le théoréme de Fubini, il résulte:
+o0
L7 G@=g@)= [ [ 1@ =0 (2) dudt.es)
Et d’aprés (2.9) on a
Je] +oo (|9
/0 Jy (f#(s) - g#(s)> ds = /_OO /0 J, (f#(:):) - t) X{g# <t} (s) dsdt......(xx)

Et puisque J7T est convexe, on a J', est croissante, ainsi ,d’aprés (2.12), on obtient:

(4 (F@) =) () = T (## () — t)
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et d’aprés la remarque précédente, on déduit que :

[ 0@ ~0xzy ez [ I (770 ) xggecy ()

Alors, d’aprés (*)et (**), on déduit que

/Q Ji (f(@) = g(2) = /0 A (£#() = g%(s)) ds

La méme démonstration pour J- . =

2.3 Symétrisations de schwarz

Etant donné un sous-ensemble mesurable E C RY de mesure finie, on note par E*
tel que E* = B(0, R) est la boule ouverte centrée a l'origine et ayant la méme mesure
que E, ie |E*| = |E| = NwyRM.

Etant donné un vecteur z € RY, on note sa norme Euclidienne par |z|. Enfin , on
désigne par wy, le volume de la boule unité dans R noté par

ou I est la fonction Gamma , telle que :
+oo
(T (s) = / e 1dt, Re(s) > 0)
0

Définition 2.3  Soit Q C RY, un domaine borné. Soit u : Q — R une fonction
mesurable

Alors sa symértisation de Schwarz ,ou sa symétrisation sphérique est la fonction :

u* : Q0 — R est définie par :

u* (z) = u? (wN |x|N) ,x € QF

Observons que, si R est le rayon de 0, alors :

/*u*(m)dx = /Q*u# (wN\:r|N>da:
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2.3.1 Propriétés de la symétrisation

Nous pouvons traduire les résultats obtenus dans la section précédente pour le réarrange-
ment unidimensionnel décroissant pour obtenir les résultats correspondants pour la
symétrisation. En particulier, on déduit facilement les propriétés suivantes

e u* est la symétrique radiale décroissant .
e u,u# et u* sont équimesurables .

eSi F: R — R est une fonction borélienne de telle sorte que F > 0 or
F (u) € LP (), alors :

/*F(u*(x))d:n:/QF(u(:n))dx (55 %)

En particulier, v et u*ont la méme norme L et

/Qu(x)da: = /* u* (z) dx

ol u est intégrable dans (2.

e Si 1 : R — R est une fonction croissante, alors

(¢ ()" =9 (u).

e L’application u —— u* est une application non expansive de L? (2) dans LP (2*)
pour 1 < p < +o0.

e Si E C Q est un sous-ensemble, alors :

/Eu(:c)dx < /0|E u? (s)ds = / u* (z) dx

e [’égalité se produit ssi
(u\p)" = u"\p-

(Hardy-littlewood)

Si felr(Qet geLi(Q)on (B)+(2)=1

alors

12

/Qf(ff)g(x)dwé F7 () g% (s)ds = 0. [ (@) g™ (x) de (1.3.3)

0

On conclut cette section par le calculm de la symétrisation de Schwarz de la fonction
dans ’exemple suivant :
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Exemple 2.1 Soit Q = (-2,2) C R etu: Q — R définie comme dans [’éxemple
(2.2), alors Q* = (—2,2) est donnée par :

S—lz| si 0<|2/<05
u* (x) = 1 si 05<|z| <1 (2.22)
2—|z| si 1<z <2

On peut montrer que I'application f — f* est non-expancive de LP (]RN ) ,dans
Lp (RN ) .et que l'inégalité de Hardy-littlewood est concervée.

Théoréme 2.5 Soient f,g et h des fonctions boréliennes dans RN, elles tend vers
zéro a linfini, on définit :

1ty = [ | Faate - wht)dedy

alors:
I(f,g,h) <I(f* 9" h") (2.23)

Preuve:

I(f,g,h) = /RN /RN f(x)g(z — y)h(y)dzdy
< [ L ety = [ [ @ e—or ey

RN JRN
donc

1ham< [ @@= b,

2.4 Inégalité de Polya-Szégo
Dans cette section, on parle d’une inégalité trés importante dans la symétrisation de
Schwarz ; c’est I'inégalité de Polya-Szégo.

Théoréme 2.6 (Polya-Szégd) Soit 1 < p < +o0, soit Q@ C RN un domaine borné
et soit u € Wol’p (), alors:

/|Vu*]p dx §/|Vu|p dx (2.24)
o8 Q

en particuliér, u* € Wol’p (Y



2. Le réarrangement décroissant 27

Preuve: pour la preuve voir [11]. =

Remarque 2.7 Si u € Wol’p (Q) et w > 0, alors pour tout 0 < a < |9, on a
u € WP ((a,|Q|)) . En particulier, u? sera absolument continue dans tout intervalle
[a,|Q]], @ > 0, donc toute les singularités de u* sont concentrées en zéro.

Remarque 2.8 1-Soit1 < p < 400. Inégalité de Polya-Szégi est vrai dans WP (RN)

2- Le réarrangement est continue dans LP (]RN ) dans lui méme, par contre le réarrange-
ment n'est pas continue dans WP (RY) pour N > 2. [Almgren et Lieb (1989)] ont
prouvé que la continuité de ’application du réarrangement est limitée a une classe
des fonctions qui possédent une propriété qu’on appelle la Co-régularité de région.

Cependant,[Coron(1984)] a prouvé que ’application du réarrangement est continue de
WP (R) dans lui méme.

Pour p = +o00, on a le résultat suivant

Théoréme 2.7 Soit u > 0, nulle sur OS2 et u est Lipschitz continue avec la constante
de Lipschitz L. Alors u* est aussi Lipschitz continue avec la constante de Lipschitz
est inférieure ou égale a L.

Remarque 2.9 Nous concluons cette section en considérant un cas ou l’égalité de
Polya-Szégo est atteinte dans (2.24). Evidemment, si Q est une boule et si u est
symétrique, radiale et décroissante (aprés une translation d’origine au centre de cette
boule), u = u* nous avons l’égalité dans (2.24).

Est-ce-que l'inverse est vraie, c-a-d, si l’égalité dans (2.24) implique que Q est une
boule et si, aprés une translation de l'origine, u = u*. Cela en général n’est pas vrai .

Exemple 2.2 On considére 2 = (—2,2) C R et soit u une fonction comme dans
Vexemple (2.2). Sa symétrisation a été calculé dans l’exemple (2.22).Donc il est facile

de vérifier que
2 2

/ | (2)|? da = /

2
dr =3

!/
*

u ()

mais u # u*



Chapitre 3

Quelques applications

3.1 L’inégalité de Sobolev

Soit 1 < p < N, on sait que WP (]RN ) c LY (RN ) ou p* est I’exposant critique,donné
Np

par p* = 3£, et il existe une constante S = S(N, p) telle que S||ul o < [[Vul|fs
Yu e Whe (RY) .
Remarque 3.1 S est calculabe et égale o

Nopy (T(E)T (14N -2
p—l) r(¥+1)r(nN)

, oul<p<oo.

S:\/Terl)<

Et S= Nwi pour p = 1.
¢ On montre que la constante S est invariante par dilatation dans ’espace.

Soit A >0,si uwe W (RY) | on définit uy (z) = u (Az).

Par définition on a
[Vl 1

ueWlr(RN) |||

S —
onpose A\t =y =z =1 et dx= A~Ndy, on obtient

IVur @lge _ \—a-2+2) [IVullpe _ [Vullze
[[ux ()| Lo~ lull o Nlullpes

Pour que 'égalité antérieure soit valide, il faut que I’exposont de A soit nul. Comme

* _ PN
P —m,on aura

=t VoDl e IVe@l,
ueWlp(@®YN) [lu (Az)]| 1~ uewLr(RN) ||u (z)|| =

On conclut que la constante de Sobolev S est invariante par dilatation.

28
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e On montre que la constante S est invariante par changement de do-
maine.

Plus précisément on a
\Y
S — lnf ” U’HLP
wewdr ) (1wl po-

avec Q C RY un domaine borné.
e On suppose que €2y = B, et 9 = Bp, des boules centrées en 0 de rayon r et R
respectivement. Soit u € C§° (B;), pour x € Bg, on pose @ (z) = u(f{r), donc

S(Q) = inf Vel <R>_(1+IZ—}J’V*)HWHH
ueWy? () Hu(%T)HLP* aeWy P (Q2) r ”aHLP*

avec —1 — % +]% = 0. Donc S(£21) = S(Q2). Soit maintenant un domaine €
quelconque, on considére B, et Bp, des boules centré en 0 de rayon r et R avec
B, C Q C Bgr Donc S(Br) < S(Q) < S(B;) = S(Br). Donc on conclut que la

constante de Sobolev S ne dépend pas du domaine.

e On montre que la constante de Sobolev S n’est pas atteinte sur un
domaine borné

Par ’absurde, on suppose qu’il existe un domaine 2 et ug € WD1 P(Q) tels que S () =
IVuollpp
HUOHLP*

borné tel que Q2 & 24, on pose

= S(RY) (S est invariante par changement de domaine ). Soit €; un domaine

| Juo| dans Q
70 sur  Q1\ Q

donc - -
siay < 190l [Vuoler g o
lvoll or lluoll pox
Par l'invariance de S, on obtient
\Y%
S(Ql) — || UOHLP
[[voll Lox

Notant qu’on peut définir S de la maniére suivante :

S =5(Q) =inf ||u\|W01,p(Q) ,tel que /|v\p* dr =1
Q

Donc I'équation d’Euler associée peut s’écrire sous la forme

—Npvg = S(Ql)vg*i1 dans
vg =0 sur 0Qq,
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Mais d’aprés le principe de maximum on a
—Apvg > 0 dans Q1 et vy go, > 0 sur

donc vg > 0 sur €7 , contradiction avec la définition de vy € WO1 P(€1). Donc on
conclut que la constante S n’est pas atteinte dans un domaine borné. Par le méme
argument on peut voir que S n’est pas atteinte dans un domain €2 ; RY.

e On montre que la constante S est atteinte dans RY.
On va utiliser le lemme suivant

Lemme 3.1 Soit N >2 et 1< p< +oo, il éxiste une constante c(p, N) telle que ,
pour u € W:&Z (RY), on a

—(N-1)
u(@)] < elp, N) [z~ (IVull, + |l )

—(N-1)
deplus |x|~ 7 w(x) — 0 lorsque |x| — +o0. par ailleurs dans la classe d’équivalence
de u, il éxiste un représentant holdérien en déhors de l’origine.

Preuve: Comme u est radiale on a

00 +00 +oo
lulf = —p/ |u’||u|p1ds§p/s_(N_1) ’u'||u|p71 sV gs < pr~(V-1) / ‘u"\u|p715(N_1)ds
1 “+o0o 1 +0o0 +0o0
< p?“_(N—l)[]; / ‘u"pS(N_l)ds—F]? / |u|p (p—1) S(N_l)ds] SCT—(N—l)(/(}u/‘p+|u|p)s(N—1)dS)
Donc

_(N=1)
u(@)] < e(N.p) a7 full_
Pour voir que dans la classe d’équivalence de u € I/VT,1 C;Z (RN ) , il existe une fonction
continue en déhors de lorigine, en posant f(r) := u(x) si r = |z|, pour |z| > |y| > 0
on a

|| T

u(z) — u(y)] < / 17/(5)] ds < Il — 9]l ( / 1£/()|P ds)

|yl Yy

3=

PO
< Cllal =] 191”7 IVullye

ce qui montre que wu est holdérienne en dehors de l'origine. =
Comme consequence on a le resultat de compacité suivant

Théoréme 3.1 (W-Strauss) Soient N > 2 et 1 < p < N, alors pour p < q < p*,
Uinjection de W:&Z(]RN) dans LP (RN) est compacte.
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Preuve: Soit (uy), une suite bornée de VVT1 P(IRYN), donc uy, converge faiblement
vers u € WTll;d(RN). On pose v, = u, — u , il s’agit de montrer que |[v,||, tend vers
zéro. D’aprés le lemme précédent,désignant par C' diverse constantes indépendantes

de n, On a pour tout R >0

[ @i = [ @ o @ do= [ o @ o (@) x,, 1 (0

|z|>R |z|>R RN
< / sup [vn ()| X, -y (@) [0n (@) da = (sup [v,])*7 / [vn ()P da
BN |z|>R BN

—(N—-1)(¢—p) —(N—-1)(g—p)
p

< CR™ 7 " lvnllwis < CR

Donc pour R > 0 assez grand, on obtient ‘

Rellich-Kondrachov, l'injection de WP (|z| < R) dans L4((]z| < R)) est compacte car
g < p*. Fixons n, > 1 assez grand tel que pour n > n, on a ||”nHLq(|m|<R) < e. Donc
pour n >> ng, on a |[vp| ey < 2¢. D’oll le resultat. m

U”X(|$|ZRHL¢1 < e. d’aprés le théoreme de

e On montre que la constante S est atteinte dans R". Rappellons que
[ Vul|P dz

. RN

inf =

ueWbLr(RN) < *

[ 1ul” dw) ’

R

S =

On définit 1’éspace
D' (RY) ={ue e (RY) / /|Vupd:n <ec
RN

L’espace D7 (RY) est muni de la norme HuHle(RN)

= [ |VuPdz. Il est clair
]RN

que

S = inf RY

uEDl’P(RN) < * P
[ 1ul” iz
R

D’aprés I'inégalité de Polya-Szégt on a [ |Vu*[Pda < [ |Vulf dz, avec u* est
RN RN

la symetrisation de Schwarz de w. En utilisant les propriétés de la symétrisation

de Schwarz on a
/|u]p* dr = / lu*|P" da
RN RN

[ |Vu*|? dx [ |Vul? dz
S=  inf Y U T E— (3.1)

u*eDLP(IRN) ( . »  uweDLP(RY) . P
|u*|P dx) < |ul? dx)
! !

Donc
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Donc
[ IVu*|P da
N
S = inf R -
ureDLP(RN) » P*
[ 1wl da
R
Soit (vy),, une suite minimisante radiale, décroissante et positive. On suppose
que

/ (vn (2))P" dz =1 et /|wn ()P dz — S

RN
Donc la suite (v,),, est bornée dans DVP(IRY), alors il éxiste une sous-suite notée vy,
qui converge faiblement dans D' (IRN ), ie v, — v dans D'P (]RN ), donc v, — v p.p.
D’aprés le théoréme de Réllich-Kondrachov qui donne WP (Bg) C L4 (Bg) avec une
injection compacte,ott B est la boule de centre 0 et de rayon R assez grand et ¢ < p*

. Donc on a v, — v fortement dansL? (Bg).
D’aprés le lemme de Strauss

—(N-1)
P

IN

vn () C |z IVl

—  _(N-1
< Clz|” P car(||Vonl|, < ¢ par définition)

Donc (vy,) bornée uniformément dans RV\ {0}

*

_p
v| dzx # 0, on utilisant le lemme de Fatou , on a

e (I)-Siv, » v #0, donc [
RN

/ (5)1) dz < lim inf [ (vp)? dz =1

n—oo

RN RN
-\ P*
= (v) dr <1
RN
D’aprés la semi continuité inférieur des normes on a :
v < lim inf||v =5
H HDLP ~ m—oo H nHDl’p

On conclut que si v # 0

AP
Le premier cas : si [ (U(ZL‘)) dr =1
RN
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On a par définition

Sg/‘vz(pd:p (+)

Rn

et on a

/‘W]p dr < § ()

Rn

donc d’aprés (*)et (**) , on conclut que S est attainte et :
_p
S = / ‘Vv’ dz
R’i’l

— p*
Le deuxiéme cas: si0 < [ (v(x)) dr <1
RN
On a:

S = inf / |V, [P dx tel que / (vn ()P dz =1
RN RN

Et d’aprés le lemme variationnel d’Ekland:

—Npvp = TvE 20, +0(1)

On montre que I = S. On prend v, comme fonction test dans I’équation précé-
dente, on obtient

[ —Dpvpvpde = [ IU?L*_%,%CZ;E +o(l)=1 [ of dx + o (1)
RN RN RN
= I+o0(1) (car on a par hypothése [ of dz =1)
IRN
Passant a la limite quand n — +o0o on obtient S = [ |[Vu[Pdz = I. d’ou le
IRN
résultat

On fixe p € CZ° (RY) :
/ —Apvppdr = s / P Lodz +0(1)
RN RN

En passant a la limite quand n — oo , on obtient [ —Apvpdz =S [ P ~Lodz. Si
RN RN

/)va‘pdx:s/ (5@;))1’* dz
RN RN

@w=wvona
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par hypothése on a

donc "
. RfN‘W‘ dz - stN (a(x)) *dmp
(;;é{v (v (@) *dx>p | (RfN (v () *dm>p
_ 3 /(;(x))p* dz p* <S (car on a/ (a(x))p* dz < 1)
" o

une contradiction avec I'hypotheése.

_ —(N-p)
e (II)-Siv, — v = 0. On choisit une suite (wy,),, telleque w, (z) =R, * v, (%ﬂ),

donc

. =(H-p) z \\" Np
p — P — * =
/ (wp, () dx = / (Rn U (Rn>) dx avec p N

IRN
p*
= RHN/<vn (x)) dx
RN fin

On pose y = Riu on obtient

w2 [ (o (R)) de = BN [ o) Ry = [ a0 dy =1
s

BN BN

D’autre part on a

—(N—p)
/|an|pd1: = /'V(Rn g vn(Ri))
RN RN "

= B [ V)P B RYdy = [ 90w dy
RN RN

J (wn @) do =1

RN
[ [Vw,|Pdz — S
RN

p
dx

p N T
_ pN-p -+
d = R / ‘V(vn(Rn))
RN

Donc , on conclut que

On choisit un Rytel que [ (wy, (2))" do = 5.1l est clair que la suite (wy,),, est
B(0,1)
bornée dans RN\ {0} .
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D’aprés la premiére discussion, si w, — wg # 0, la constante S est atteinte. On
suppose que wg = 0, on a

1= [ = [ @ s [ @ e [ @) e

RN B(0,1) 1<|z|<R |z|>R

*

* _(N_l)
e Oncalcule [ (wy(z))! dz: Puisque w,(z) <clz|” 7 et w,(z) — 0 p.p,
1<|z|<R

donc d’aprés le théoréme de la convergence dominé on a [ (wy, (x))” “dz — 0 si

IRN
n — oo.
e Oncalcule [ (wy (x))? dz: on a:
|z|>R
( ) i ( )
« _ —(N—-1)p* _ —N(N-1
/ (wp ()P dz < ¢ / |lx| P ’ dx:ch/r s
|z|>R |z|>R R
— “vpatt quand R — 400
a+1
Alors :
1= / (wn (2))F dz = / (wn (2))P do+ / (wn (2))P do+ / (wn ()" dz
RN B(0,1) 1<|z|<R |z|>R

Passant a la limite, on obtient:

1= /(w (2))" dx = %
Rn

ce qui est impossible

Alors on conclut que S n’est pas atteinte si v =0 .
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3.2 Application (IT)

Fixons p < ¢ < p*,on considére le probléme de minimisation suivant
f lu (z)|P do + f |Vul? dx
Sq = inf Y 5

(o)

Le but de cette section est de démontrer que S, est atteinte.
1-On commence par démontrer que S, est positive.
Soit u € WhPp (]RN), on a

ull e < ||u|\Lp ||u||L1p %) d’aprés I'inégalité d’interpolation,avec 0 <6 <1
Donc 0)
0 (1-
o < [l [l
=

1 1 _ 1 1

luly < =llu HLP* + - HuHi(pl f)a (appliquons l'inégalité deYoung, 1 = — + =)
p p q

IN

S 1-6
Enwui f|| PO (pour § =

IN

1
p
s 1
e [IVul?, + ul?,]  (avec c= max (p,q)>

_ 1 IVullfy + Jullz

¢ lullZq
1 \V4 p p
O .1 2
ueWwtr(RN) € uewbr(RN) HU”Lq
Donc S, est positive
2- D’aprés le théoréme de Polya-Szégo on a ||[Vu*||;, < ||[Vull;,, et
| 1» = llull o, [[u*]| Lo = llullp+ (la symetrisation de Schwarz conserve les normes dans LY(IRY).)
donc
J |uPdz+ [ |Vul|Pdx [ |uPdz+ [ |Vul|Pdx
S, = inf Ll Y - < inf L i 5
ueW, P (IRN) a ueWwlr(RN) q
[ Jul? da [ luf? da
RN RN

et puisque (IR™)* = RY, alors

[ |uPdz + [ |VulPdx
S, = inf

u€WHP(RN)
[ [ul” da

RN

P
q
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Soit (vy,),, une suite minimisante ,décroissante radiale et positive , telle que [ (v, (z))? dz =
RN
let [ vhdz+ [ |Vou|Pdz — S, donc la suite (vy,), est bornée dans W? (RY),
RN RN
d’ou Dexistence de vy € WP (IRN) tel que v, — vy faiblement dans WP (IRN).
D’aprés le théoréme de Riellich-Kondrachov on a l'injection compacte de WP (Bg)
dans L7 (BpR),Vq < p* ou Bpg est la boule de centre 0 et de rayon R. Donc v, — vy
fortement dans L7 (Bpg).
1) Si vy # 0. D’aprés le lemme de Fatou ,on a :

/ (o (2))?dz < lim inf / (0 ()" dar = 1,

n—-+o0o
RN RN

par la semi continuité inférieure des normes, on a

200, gy < Iy ) = S
On conclut que si vg # 0
J (o0 (@) de <1
IRN
900,y < 54
(i)- Si [ (vo(z))?dz =1, on a par définition
RN
9 < 1901, o (32)
et
0 2 100y vy (33)
Donc d’aprés (3.2)et (3.3) on conclut que la constante Sy est atteinte et S, = HUOH?;VLP(RN) .

(ii)-Si 0< [ (vo(x))?dz <1, o0na
BN

S, = inf HU"H?;VLP(]RN) tel que / (vn ()% daz =1
RN

d’aprés le lemme variationnel d’Ekland , on a
— Ny + BT = M7t 4 o(1)

e Comme dans le cas de la constante de Sobolev (Application I), on peut démontrer
facilement que A = S; et que vg est une solution de I’équation d’ Euler associer, c.a.d,

p—1 q—1
—Apvg +vy = Ay .

En testant I’equation précédente par vg, on obtient
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Donc
[ |VuwolPdz + [ |volPdz Sy [ |vo|%dz -2
N N N
Sy < B L 5 =B = =5 / |vo|?dx < S, car / lvo|%dx < 1
T AT R P e

une contradiction avec la définition de vg. Donc [ |vp|?dx = 1 et on conclut que S,
IRN

est atteinte dans ce cas.

2)-Si vg = 0. D’aprés le lemme de Strauss on a

v(@) < elal ) ol

< ¢ |95|_(N’:p> (car (vp,),, est bornée dansW P (]RN)

Donc / (0 (2))7 di — / (0n ()7 dz + / (v (2))! dz,

RN Br RN\Bg

on sait que v, — vg = 0 fortement dans L7 (Bg), donc [ (v, (z))?dz — 0 quand

Br
n — 400
J— —_ N7
/ (v (2))?dz < ¢ / || ( Pp)qda:
RN\BR BN\BR
< cwpy / 7“7(%)%1\7_1(17” — CUN pati
- lae + 1]
RN\Bg

Sia+1<0,cadqg> %, on aura

/ (v (2))?dz — 0 quand R — +oo0.

RN\Bg

D’aprés la définition de v,

1= / (vn (x))?dx <0 impossible
IRN

Donc on conclut que la constante S, est atteinte.

Sip<g< %, fixons qq tel que % < qo < p*. D’aprés le calcul précédent on a

/ vlder — 0 quand R — +oc.

RN\Bg
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Utilisant 'inégalité d’intérpolation, on aura
HUTLHLQ (RN\BR) < ||UHHL1> (IRN\BR) HUTL’ LqO(RN\B ) avec 0 < 0 < 1.
Passant a la limite quand n — o0, il résulte que
lonll La(ri\ By — 0 PoOUr R — oc.

D’ou le résultat. Donc comme conclusion finale on aura que vy # 0 est la constante
Sy est atteinte.

Remarque 3.2 Il est clair que vy est une solution de ’équation d’FEuler associée, plus
précisément on obtient que vy est une solution positive radiale de [’équation

—Dpvp + 08t = Syl vg € WP (RV).

Remarque 3.3 Dans le cas ou q = p* le comportement de S, est singulier dans le
sens ou Sg n'est pas atteinte et l’equation d’Euler associée n'a pas de solution. Plus
précisément on a les propriétés suivantes de Sy

Affirmation I Montrons que S,« = S, oul S est la constante de Sobolev.
Rappelons que

f |u(z)|Pdx + f |Vu(z)|?P dz f |Vu(z)|? dz

S.= inf B RY et S = inf RY

P

ueWbLp(RN) p* uerwl’(IRN)
f u(z) " da J @)l
RN

. N —(N=p)
Soit p € C° (IR ),onposeg@u@):u P gp(£>,ona

p
dx

:
[Iven@lds= [ Ve@Pds [ fo,@] do= [ lo@] do
RN RN RN RN
) [iealracse [ o (2)] o
RN RN

Par défintion on sait que Sy« > S. D’autre part on a

[ en@)| de+ [ |V, ()| da
Sy < inf B By _

peCee(RN) ( I }@u(m) ) dx) =
RN

1 [ o) P de+ [ |Ve(x)? dz
< inf R R
= z

peCe(RY) ( | \¢(x)|p* dm) P
RN

p_-
E3
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Passant a la limite quand g — 0 , on trouve que

J IVo(@)|P dz
Sy < inf Sl =5 (3.4)

Pr T pecs(ry) O\
(f ()P dx)
N

R

Donc on a démontré que S, = .S, d’ou affirmation I.

Affirmation IT Montrons que la constante Sy« n’est jamais atteinte. Par I’absurde,
on suppose que la constante Sy« est atteinte. Donc il existe une solution positive vy
de I’équation d’Euler , c.a.d, vy vérifiant

—Apvo + qu = Spvg*fl
vg € WP (RY)
Soit la fonctionnelle d’énergie suivante

1 1 "
J(w) =2 / VolP dz + - / ofP dar — 2 / " da.
p p p
RN RN RN
Il est clair que vg est un point critique de J.
On pose f(A\) =J (vo (%)) avec A > 0, donc
x

1" () = (w0, J' (v (X))> et f' (1) = (vo, J' (vo (2))) = 0

car vg est un point critique.

Donc
/\Vvolpd:r—l—/wopdx:Sp/\volp*dx
RN RN RN
et
1 T\ |P 1 T\ |P S T\ |P”
JA = p/\WO(A)\ d“p/\“‘)(x)\ df”—pf/)“O(A)( de
RN RN RN

Par dérivation, on obtient

N — N NS x
) = P / |V ()P doe + — / vo ()| dow — —% / lvg ()P dx
! RN pJRN i RN
N — N —
- = P /\Vvo(x)\pd:c—i- / oo ()| dz | + / o0 ()7 dr — = b

Donc
F(1) =0 = / oo ()P daz = 0.
RN
Contradiction avec I’hypothése sur vg. D’ou I’affirmation II.



Conclusion

La symétrisation de Schwarz, consiste a effectuer des transformations fonctionnelles a
une fonction quelconque tout en préservant sa norme dans I'espace LP et en faisant
diminuer sa normes dans les espaces de Sobolev, afin d’obtenir une fonction radiale

décroissante.
Cette technique, permet de démontrer que certaines fonctionnelles définies dans

I’espace de Sobolev admettent leur minimum en des fonctions symétriques.
Cela a aussi permis de montrer que la constante de Sobolev n’est atteinte que dans

RV,

41
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