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Introduction

La théorie de Ginzburg-Landau fournit un modele trés utilisé dans ’étude des phénomeénes

de transition de phase qui apparaissent dans les supraconducteurs et les superfluides.

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés a décrire des résultats mathématiques sur le
modele bidimensionnel de Ginzburg-Landau dont voici I’énoncé:
Soient G' un domaine borné, régulier et simplement connexe de R?, u une fonction de G' & valeur
dans C et pour € > 0 fixé, on considére I’énergie du type Ginzburg-Landau suivante:
Bo(w) = [ (1Vu? + 316 ~ [uP)?).

G
ou p € L*°(G) une fonction non nécessairement réguliére et telle que

0<a<p(lzr)<pf<oo ppzxcEQd,

avec « et 8 sont des constantes positives.
Ce type de probléme a été proposé par J. Rubinstein [14] comme un modeéle de Ginzburg-
Landau avec un probléme de I'ancrage (pinning) des vortex, étudié par N. André et al. dans
[1].

Nous présentons ici ’étude de L. Lassoued et P. Mironescu [11], ils ont étudié le probléme
de minimisation de ’énergie de Ginzburg-Landau sous la contrainte

HY — {ue H'(G,C): ulog = g},

avec g : 0G — S! une fonction réguliére de classe C.
Ce modele est une généralisation d’un probléme traité par F. Béthuel et al. ([3], [4]), dans
lequel p est identiquement égal & 1 et GG est un domaine étoilé.

Pour p assez réguliére, N. André et I. Shafrir [2] ont proposé la substitution u = pv. L’étude

deviendra intéressante lorsque p n’est pas réguliére, d’ot I'intérét de ce mémoire.



La principale difficulté en réitérant ’approche faite dans [4], résulte du fait que l’estimation

S| (P —lul?)?<C; 0<e<],

G
ne soit pas valable lorsque p est différent de 1. En revanche, on obtiendra 'inégalité inverse

1 C.
L@ -lp)?= % 0<est,
G
pour les minimiseurs de F. dans H, ;.

Ainsi, la construction de mauvais disques n’est plus évidente. Pour surmonter cette difficulté,
L. Lassoued et P. Mironescu [11] ont remplacé la substitution u = pv par v, = u:\U: ou Ug est
un minimiseur de F. dans H 11 Cette substitution nous conduit & ’étude d’une énergie classique
(qui correspond a p = 1). En fait, on obtiendra les résultats de convergence pour u. par 'étude
de U, et v, séparément.

On s’intéresse au comportement asymptotique des minimiseurs qui dépend fortement du degré
topologique de la fonction g par rapport & G, que 'on notera par d. On étudiera cette analyse

asymptotique selon le cas d = 0 ou d # 0.

Ce mémoire est constitué quatre chapitres organisés comme suit:

Le chapitre 1 est consacré aux rappels de quelques notions. En premier lieu, nous rappelons
quelques définitions et propriétés sur le degré topologique qui joue un role primordial dans
I’étude asymptotique des minimiseurs. Ensuite, on présente ’essentiel des résultats sur les
espaces de Sobolev, ’énoncé de quelques théorémes qui seront utiles dans notre travail. Pour
plus, de détails le lecteur est renvoyé aux références [12], [10] et [7].

Le chapitre 2 est consacré a I’étude de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau E., en ’occurrence,
I’existence des minimiseurs de F. dans H, ; ainsi que quelques unes de leurs propriétés de ces
minimiseurs. Cette étude nous aidera également & prouver la convergence de ces minimiseurs
lorsque € — 0.

Le chapitre 3 est consacré a I'étude du comportement asymptotique des minimiseurs selon
les valeurs du degré de la donnée au bord.

Dans le dernier chapitre, on traite un probléme auxiliaire, on y étudie le comportement
asymptotique et on montre que les singularités, a savoir les vortex (en physique, on dit des
tourbillons) obtenues dans le chapitre précédent qui minimisent une énergie dite énergie renor-

malisée.



Notations

Par soucis de lisibilité, il est utile de définir dés & présent les termes et notations qui seront
utilisés par la suite. En premier lieu, on introduit les notations suivantes:

G: un domaine ouvert de R”, 0G: frontiére de G, G = G U 0G.

|Al: mesure (de Lebesgue) de ’ensemble A.

p-p: presque partout.

n 1/2
|z|= (E x?) , T € R".

i=1
Bpr (z0) := {z; |z — 9| < R}: boule ouverte, centrée en xg de rayon R.

On note par dist(X,Y), la distance entre X et Y (qui peuvent étre des points ou des

ensembles).
- . . ou ou\T
Vu: désigne le gradient de la fonction u : R” — R tel que Vu={ —,--- , — | .
ox1 oxy,
. . . . . Ou,;
divu: désigne la divergence d’un vecteur u de R™ tel que divu = ) o
=107
" 0%u
Aw: désigne le laplacien de la fonction u : R™ — R tel que Au= )" 92
i=10T;
olely n
D= ——F; la| = D _ay.
0% gy...0% x, o g:l ‘
gr 1= a—ﬁ: la dérivée de la fonction g par rapport a la tangente 7.

Soient a, b € R? avec a = (a1, as) et b = (b, bz), on définit le produit extérieur par

aANb=aiby — ashy.

Espaces fonctionnels:
C (G): espace des fonctions continues sur G.
C. (G): Tespace des fonctions continues a support compact dans G.

C* (G): I’espace des fonctions k fois continiment différentiables sur G (k € N).



Cck (é): I’espace des fonctions u de C* (G) telles que pour chaque multi-indice a; |a|< k,
I'application # € G +— D%u(x) se prolonge contintiment sur G.
9] _ k
C*(Q) —kQOC’ (G).
C (G) =C*(G)NCe (G) = D(G).
D'(Q2): Tespace des distributions.

CY(G) =<{u e CYG); sup [u(z) = uly)| < oo pavec 0 <a<l1.
z,yeG ‘x_y‘a

CE(G) = {u € CK(G); DPu € C¥(Q), ¥B; |B] < k}.

C&?(G) = 4qUu; sup M < o0, pour tout compact K C G ;.
z,ycK |z — y|*

loc loc

Par la suite, on notera:
L' (G) = { u: G — R intégrable telle que/ |u ()| dr < 400
G

Ll

1oe (G): Tespace des fonctions localement intégrables sur G.

L? (G) = {u: G — Ry; u mesurable et |u’ € L' (G)}, 1 < p < oo, muni de la norme:
1/p

full ey = | [l de
G

L>®(G) = {u: G — Ry mesurable et il existe C tel que |u(z)] < C p.p sur G}, dont la norme

est: [|ul| poo(y = inf {c; [u(z)| < c p.psur G}.
On désigne les espaces de Sobolev par:

= g1, -, 9n S e (G)7

gsﬁ:—/gigo Voe Cx(G) Vi=1,2
G G

WLP(G) = { ue LP (G) ' /

On note: = ¢;; © = 1,n (la dérivation est au sens des distributions).
T
H (G) =W (G) = {u € LQ(G);SU € L*(G), Vi = 1,n}, muni de la norme
T

1/2

Jullrs ) = oty = | [ (@) + [Vul@)) do

G
Cette norme est issue d’un produit scalaire noté (.,.)g1 et défini par:



(u,v) 1 = /Vu(a;).Vv(:z:) dx + /u(m)v(m) dx.
G G

HL (Q) = { u € H' (K); pour tout compact K C G}.

loc

H™(G) = {ue L*G); D*u € L*(G); « € N", |a| <m} ou m est un entier strictement
1/2

positif. On le munit de la norme: [Jul| gm gy = Z /|D0‘u|2dm

lo|<m G
Soient m > 2 un entier et soit 1 < p < co. On définit par récurrence:
ou _
W™P(G) := {u c Wm=Lr(Q); 3 e Wm=Lr(@), Vi = 1,n} .
Ti

Il revient au méme d’introduire:

WmP(G) .= {u € LP(G); D*u € LP(G), Va € N, |a| < m}, que 'on munit de la norme:
1/p

sy = | 3 [1D%upds

la|<m &

On pose: H™ (G) := W™2(G).

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note LP, H', H?, W12 au lieu de LP(G), H(G), H*(G),
Wh2(@Q).

Dans la suite, R? et C seront constamment identifiés et C' désigne toujours une constante

strictement positive, dont la valeur peut changer suivant les énoncés.



Chapitre 1

Préliminaire

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des définitions et résultats utilisés tout au
long de ce travail.

Dans ce qui suit nous allons étudier le relévement dans certains espaces de Sobolev qui sera
nécessaire dans la définition du degré topologique et la résolution de I’équation de Ginzburg-

Landau qui figure au chapitre 3.

1.1 Relévement des fonctions a valeurs sur le cercle S!

Soient G C R™ un ouvert et u : G — S une fonction mesurable. Un relévement de u est une
fonction mesurable ¢ : G — R telle que u(x) = ¢“(@)  pour presque tout z € G.
Une question naturelle est de savoir s’il existe un relevement ¢ qui préserve la régularité de la

fonction u. Par exemple, si G est simplement connexe et u est continue (resp. dans C*(G,R)).

Lemme 1.1 Soit G un ouvert borné, régulier et simplement connexe, alors

Siu € C(G,SY), il existe ¢ € C(G,R) tel que u = €%, avec unicité modulo 2.
Méme question dans les espaces de Sobolev.

Théoréme 1.1 (Béthuel et Zheng ) Soit G C R, n > 2, un ouvert borné, réqulier et sim-
plement connexe, alors

i) Sip> 2, pour tout u € WIP(G,SY), il existe un relévement ¢ € WHP(G,R) tel que u = €.



De plus, la fonction ¢ est unique, modulo 2.

ii) Si 1 < p < 2, alors il eviste u € WYP(G, SY) qui n’admet pas de relévement dans WP(G,R).

1.2 Degré topologique

1.2.1 Définitions

e Si g est une fonction continue, le degré topologique de g: est le nombre de rotations que
I'image de g fait autour de 0 quand on parcourt G une fois, tout en laissant G & gauche du
sens du parcours. On compte avec +/- les rotations en sens direct/horaire.

e Soit G C R? un ouvert borné, régulier et simplement connexe. Pour fixer les idées,
supposons G = Bj. Soit g : S' — S une fonction continue. On considére I'application
g : R — S! définie par §(t) = g(e"). Donc § est continue. Il existe une fonction continue
U : R — R telle que § = e'Y. On observe ensuite que

eV42T) = g (il+2m)) = g (it
=e¥® Vi eR,
alors, on a
U(t+2m)—W(t) € 2nZ VYt € R.
Comme ¥ est continue, il existe un unique entier k tel que, pour chaque t € R,
U(t+2m) — U(t) = 2km.
On pose par définition,

deg(g, S') = k.

Il est claire que le degré ne dépende pas du choix de ¥ puisque deux relévements différent

par une constante.

1.2.2 Exemples

1) Si g est une fonction constante, alors deg(g, 9G) = 0.
(Pimage de g ne bouge pas quand on parcourt dG)

2) Si G = Bj et g(z) = z, alors deg(g, 0G) = 1.

3) Si G = By et g(z) = 22, alors deg(g,0G) = 2.



1.2.3 Quelques propriétés du degré topologique

On commence par les propositions suivantes, qui nous utiles par la suite

Proposition 1 Si g, h € C(0G, SY), alors
deg(gh) = deg g + degh,
deg(g/h) = deg g — deg h.

Preuve: On va faire la démonstration dans le cas G = Bj.
On a
gleit) = ¥ of peit) = i),
Soit k = degg et | = degh, alors, par la définition du degré, on a
U (t+2m) —¥(t) = 2km
C(t+2m) —((t) = 2,
donc
(U + Q) (t+2m) — (U +Q)(t) = 2(k + 1),
et
(gh)(e't) = (THO)(®)
Il en résulte que
deg(gh) = k+ 1 = degg + degh.
L’autre égalité se montre de la méme fagon. Dans ce cas il suffit de montrer que

deg(1/h) = —degh. m

Proposition 2 Si g € C1(0G, S1), alors

2T
oG

1
degg:/gAgT- (1.1)

Preuve: Soit G = By, en paramétrant g par rapport a 'angle 6 € (0, 27), alors, on obtient
2m 2m

5 | 9N gr = 2171/9(9) A 99(0)do = 217T/ei‘1’(9) A L1ei¥O))dp
oG 0 0
27
= L (W) = IO ey, 50, m

0

10



On a utilisé le fait que

G0 4

w (€] = (cosW(h),sin¥(H)) A (—P'(0) sin ¥(), ¥ (6) cos ¥ (0))

= TU'(0)(cos® ¥,sin® &) = T'(4).

La formule (1.1) du degré coincide avec celle de I'indice utilisée en analyse complexe pour

une fonction g € C1(St, C\{0}):

. 1 (g _1 [ g
ind(g) = —,/Sl.

T 2rm 515_2” g

En effet, il suffit d’écrire g sous la forme polaire

9(0) = p(0)e™®); p(0) # 0.
Donc

g'(0) = (¢ + i p)e ).

Il en résulte que

1 ! 1 !
/ 2 = . |:/ L + Z/ (,0,:|
2im Jg1 g 2im | Jg1 p g1

= 5 logp(2m) ~10g p(0)] + 5 [p(2m) — p(0)]
1

= 5 lp(2m) —p(0)] = deg(g, 5*).

Dans le cas particulier ou |g|= 1, la formule précédente revient a

. 1 _
ind(g) = deg(9.06) = - | 7o-

Le résultat suivant donne une autre formule pour calculer le degré.

Lemme 1.2 Soient G un domaine borné, régqulier, g : 0G — S une application de classe C?

et u € C%(G,R?) telle que u = g sur OG. Alors

1
degg = /ux N uydzxdy. (1.2)
T
G

11



Preuve: Pour fixer les idées, supposons G = Bj. La preuve se fait en deux étapes
1°regtape: L’intégrale ne dépend pas de u
Plus précisément, si v, w € H'(G,R?) et v =w = g sur dG, alors

/vm N vydzdy = /wm N wydxdy.

G

G
En effet, soit f=v—w € H}(G,R?), alors, on a

/va;/\vy = /(f;r+w:c)/\(fy+wy)

G

G
= [rntyr fuenw+ [Genw,vns).
G

G G

Il suffit donc de vérifier que

/(fowarwafy)_o. (%)

G
En effet, en prenant dans cette intégrale w = f, on obtient

[tns) =0

G

/Ux/\vy:/wm/\wy.

G G
Par densité, il suffit de vérifier (x) pour f € C®°(G,R?) et w € C*°(G,R?). Dans ce cas, en

d’ou il résulte que

utilisant le fait que le produit extérieur soit anticommutatif et en appliquant la formule de

Green, on obtient

/(fm/\wy+wm/\fy)—/[(f/\wy)m+(wm/\f)y]
G

(f A wy)vs + / (wa A f)vy = 0,

oG

d—0 Q

puisque f = 0 sur 9G.
2tmegtape: Démonstration de lidentité (1.2) lorsque u € C°(G, R?).
En utilisant le résultat de 1’étape précédente, on peut supposer que u € C*®(G) et d’aprés la

formule de Green, on obtient

/ux A uydzdy = %/[(u N ty)z + (Ug Aw)y)
G G

12



= %/[(u AUy Vg + (Ugp A w)vy]
oG

= %/u A (UyVy — Ugly)

oG

= %/u A (UpTy + uyTy)
oG

—%/u/\uT

oG

—é/gAgT—ﬂdegg-

oG
On a utilisé ci-dessus les observations suivantes:

(i) u =g sur G, donc u, = u, sur 9G;

(ii) 74 = —vy et Ty = vy sur 0G. =

Proposition 3 On a deg(g,0G) = 0, si et seulement si, il existe n € H'/?(dG,R) telle que

g=e,

Preuve: Soit G = Bj. Supposons d’abord que deg(g,0G) = 0. Par définition, ¥ (¢ + 27) =
U(t) p.p sur R. Il en résulte que la fonction n(e®) = W(t) et satisfait g = ™. De plus, 1 ne
dépend pas du choix de t et n € HY/2(dG, R).
Réciproquement, soit 7 € H/2(0G, R) telle que g(e') = ¢ alors
(t) =n(et) e H'/?

et

U(t+2m) =¥(t) p.psurR.
Il en résulte que deg(g,0G) =0. =

Le théoréme suivant va formuler un résultat important du degré topologique

Théoréme 1.2 Soit G C R? un domaine borné, régulier et simplement conneze et g € HY/?(dG, SY),

alors

H (G, S5") # @ < deg(g,0G) = 0.

Preuve: Si deg(g,dG) = 0, alors d’aprés la proposition précédente, il existe n € H/2(0G,R)
telle que g = €. Soit ¢ € H'(G,R) telle que trp =7, donc u = €% € H!}(G, Sh.

13



Réciproquement, on suppose que Hgl(G, SY # @ et ue HY(G,SY) telle que u = g sur 9G.
Comme G est simplement connexe, alors, il existe ¢ € H'(G,R) telle que u = €. Ce qui
implique que g = €' ou ¢ = try et 1 € H/2(dG,R). Donc d’aprés la proposition précédente

le degré de g est nul. =

1.3 Inégalité du type (Gagliardo-Nirenberg

Les résultats suivant illustrent I'inégalités du type Gagliardo-Nirenberg qui interviendra dans

nos estimations

Théoréme 1.3 Soit G C R™ un ouvert borné et réqulier. Soient f : G — R une fonction de
classe C*(G) et 1 < p,q < +o0. Alors

1/2 1/2

IVl < Co IFINE - IAF Iz,

o L=1(l+1)

De plus, si f =0 sur 0G et 1 < g < +00, alors
2 2
IV £l < Co- 1A IS

Preuve: On va supposer par simplicité que f = 0 sur 0G et r < oo.

Par intégration par parties, on a

[1vsr = [1vsrvres
G G

- - / V(YL f / VALY
G G

— -2 [

G

c, / V2D L)
G

IN

14



On applique ensuite 'inégalité de Holder pour trois fonctions fi, f2 et f3 appartiennent respec-

tivement aux espaces LP1, LP?2 et LP3 ou % + p% + p% =1

/ Froods| < 1 fillgon 1 Fllzon 11 sl s
G

fi= |Vf[2 PL=
avec \ fo= |D*f| et P2 =(q
3= |f] p3 =p.

On observe que

1 1 1 ) o1 1/1 1
—+ —+—=1 siet seulementsi —=—-|-+-],
p1 P2 p3 o 2\p ¢

alors, on a

-2
IVAINL: < Co IV AL [ D2 F (| o - £l o -
En divisant les deux membres de linégalité par ||V f||7-, on obtient
IV A < Cr [ D2l - 1 £l

e Dans le cas ¢ = +o0: soit f € W23P(G)N L®(G) telle que f = 0 sur OG. Alors, par I'inégalité

de Holder, on obtient
/ DfPP = / DfPP Dy
G G
_ / D(Df).f
G
- (2 1) / DfPP2.(Df).f
G

< @p— 1) ||l / DfP2 | D2
G

< (2p = D) |1 fll g - 1D f| o - 1 DS

15



2p—2

T2p > On obtient

En divisant les deux membres de l'inégalité par ||Df||

IDfN 720 < CID?f| 1y - N1l oo

Soit maintenant, le lemme d’interpolation, qui est une variante de I'inégalité de Gagliardo-

Nirenberg.

Lemme 1.3 Soient G C R"™ un ouvert, borné et régulier et v € C*(G) telle que v =0 sur 0G.
Alors

1/2 1/2
V0] o0 < Co 0ll}2 - [ Av] 2.

Rappelons les résultats de Rellich-Kondrachov.

Théoréme 1.4 (Rellich-Kondrachov) On suppose G C R™ borné et de classe C*. On a
1. Sin <2 alors HY(G) —— C(Q).

compacte

2. Sin=2 alors H'(Q) e LP(@G), ¥p € [1,400].
compacte

3. Sin > 2 alors HY(G) e LP(G), Vp € 1, 2% ].
compacte

Théoréme 1.5 (Injections de Sobolev) Soit 0 < s < n/2, alors

1. Sis=mn/2 alors H*(R") — LIY(R"), VYq € [2,+00].

continue
2. 8i0<s<n/2 alors H*(R") < LYR"), Vqe€ [2, 2]
continue

On peut étendre les résultats du théoréme précédent au cas ot G est un ouvert assez régulier.

Corollaire 1.1 Lorsque G est un ouvert de classe C* (o € N, o > 1) avec I' = G borné ou

lorsque G = R, on a les injections suivantes

1.Sim>n/2+k, k€N, a>kalors H'(G) — CHG).

continue
2. Sim =n/2 alors H™(G) - LY(G), Yq € [2, 40|
3. 510<m<n/2 alors H"(G) — LI(@G), Vg € [2, 22 |.

On va appliquer plusieurs fois dans la suite le résultat suivant

16



Lemme 1.4 Soit ¥ € H'/?(0G,7Z), alors ¥ est constante p.p.

(Pour démontrer le lemme, on va utiliser plusieurs notions auxiliaires (voir [6]).

Lemme 1.5 (Quand on a une boule pas trop grande, centrée dans un fermé régulier, on a une

proportion minimale de la boule dans le fermé)

3C > 0, 79 > 0 fonctions de G tel que, ¥r €]0;70[, x € G, |B,(z) N G|> Cr2.

17



Chapitre 2

Energie du type Ginzburg-Landau

avec un terme de chevillage

2.1 Présentation du probléme

Soient G C R? un ouvert borné, régulier et simplement connexe et g : G — C une application
réguliere. Pour ¢ > 0 fixé et u € H'(G, C), on considére I'énergie du type Ginzburg-Landau
définie par

B =3 [ (IV0P + 507 - 14P2?). (2.1
G

ou p € L*®(G).
E. est bien définie pour I'application u € HY(G,C). En effet, u € H*(G,C) alors, par les
injections de Sobolev u € L*(G, C) et donc E. est bien définie.

On note par u. le minimiseur du probléme suivant

min E.(u), (2.2)

uEHg1

avec H) = {u e H(G,C); u=g sur G}.
On commence par montrer I’existence des minimiseurs de I’énergie de Ginzburg-Landau sur

1
Hy.
Lemme 2.1 Pour chaque € € RY, E. a au moins, un minimiseur u. dans Hgl.

18



Preuve: Soit (up)n, C H gl une suite minimisante i.e.

E.(uy,) — inf E.(u)=me..

n—oo uEH;

Alors, () est bornée dans H'. D’aprés le théoréme de compacité de Rellich-Kondrachov, on

a l'inclusion compacte H' C L*. Quitte & extraire une sous-suite, on peut donc supposer que

up — u. dans H',

u, — wu. dans L* et p.p.
En utilisant la continuité de Popérateur de trace de H'(G) dans H'/?(dG), il résulte que
Up|pe = Ue|y, dans HY2(0G).

Or, u, = g sur dG, pour chaque n. Donc u. = g sur 0G.

Ensuite, en utilisant

/(‘Un‘Z —P2)2 - /<|u5|2 —p2)2, lorsque n — oo.
G G

Par la semi continuité inférieure de la norme dans H', par rapport a la topologie faible

me S Eg(ug) S lim inf Es(un) = M,

n—0o0

il en résulte que u. est solution du probléeme (2.2). m

De plus, chaque solution u. de (2.2) vérifie I’équation d’Euler-Lagrange

—Au = Lu(p? — |[u?) dans G,
Zu(p® —[ul?) (2.3)

u=gq sur 0G.

En effet, pour v € C°(G,R?), une fonction test et ¢ € R, on définit ¢(t) = E.(ue + tv).

19



Alors ¢(0) < ¢(t), pour chaque ¢t € R, donc ¢’(0) = 0. Par contre, si ¢t # 0, on a

t 2
G

_1/ [Vue | n 1 (Juc* = p*)?
2 t 2e2 t
G

1
= /Vug.Vv + 82/(!%]2 —pHucv+0(t) sit— 0.
G G

o(t) — ¢(0) 1/ <\V(ue+tv)\2 +1(Ua+tv|2—p2)2>

- ¢ 2¢2 t

La condition ¢'(0) = 0 implique

3

1
/VUE.VU = Z/fua(|ug\2 —pP, Vv e CX(G,R?),
G G

ce qui est la forme faible de I’équation (2.3).

Soit maintenant, > une courbe réguliére, & lintérieure de G et w, € sont comme dans la

figure ci-dessous

Figure-1
On considére
1 sixz e
p(x) = .
py Ssix €w

avec 0 < pg < 1.

Pour simplifier, on suppose
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lg(x)| =1, Yz € 0G
ou le degré d = deg(g,0G) est bien défini.

2.2 Cas ou la donnée au bord est égale & un

Proposition 4 Il existe un minimiseur U. de E. dans H% tel que po < U, < 1.

Preuve: Soit u un minimiseur de E. dans H7, alors |u| € Hi et E-(|u|) = E.(u).
On a ainsi trouvé un minimiseur non négatif v = |u|. Soit
1 siv(x)>1
Ue(z) = ¢ wv(z) sipp<o(z) <1
po  si0<w(z)<po

La fonction U. € H{ et E.(U.) < E-(v). Donc U, est un minimiseur de E. dans H{. m

Soit le lemme de substitution suivant

Lemme 2.2 (de substitution) Soit u € H'(G,C) telle que |u|=1 sur G, alors

siv=u/U., on a

1 1
B(w) = B(U2) + 5 [V + 15 [U30 = PP
G G

Preuve: La fonction v € H' car pg < U, < 1. On remplace u par vU,, on obtient

1 1 1
E.(u) = 2/U§\Vu\2 + 2/\1)12 VU |? + /Ug.VUg.v.Vv + 452/@2 — [v|2U.2)?
G G G G

1 1 1
= E.(U.)+ 2/U€2V1}]2 — 2/(1 — [v]?) |VU.|? + Q/UE.VUa.V|v|2

G G G

b 10 = WU = 7~ U2,
G
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Donc

2
G G

1
b [ (L= RP)UR - U2~ oPU2),

U, vérifie I'équation

1
~AU. = 8—2U€(Jp2 ~U?) dansG.

On multiplie cette équation par (1 — |v|?)U. € Hg, on obtient

/AU (1— o) /U21—|v\

Par intégration par partie, on obtient

/|VU| (1—1|v?) /U VUV = 2/Ug(l— 0|*)(p® - U2).
G
Si on remplace le coté gauche de cette égalité dans I'expression (A), on aura

Bilu) = EU)+ 3 [UAVeP = o5 [U20 - o) o?

G G

b [ (1= RP)UZRGP — UB)+ U2(1 — o)
G

1 1
/U2|W|2 /(1 — [v]?) |VU.|? + Q/UE.VUE.VMQ

G

U?).

= (U4 [URVeP 4 o (U P,

G G

d’otl le lemme de substitution. m

Corollaire 2.1 Le minimiseur U, de E. dans Hl1 est unique et vérifie pg < U < 1.

Preuve: Soit u un minimiseur de F. dans H{. Alors

(A)



Posons u = U.v telle que |u| = 1 sur 0G. D’aprés le lemme de substitution et 1'égalité

précédente, on obtient

1 1
5 [UEveR + o [uta - PR =
G G

/|w2 0.

G

implique

Alors
v=C p.p dans G,

et le fait que v = 1 sur G implique v = 1 dans G. Alors U, = u, donc le minimiseur est unique.

Théoréme 2.1 On a, lorsque ¢ tend vers 0
(a) U — p p.p dans G.
(b) Us — p dans CLY(G\D), 0 < a < 1.
(c)llp— U€||LOO(K) < Oke?; K compact dans G\X.
(d) IVUe|l oo iy < Cre; K compact dans G\X.

Preuve: La démonstration est décomposée en deux étapes.
1%*¢gtape: On a E.(U.) < g, 0 <e <1, ou C est une constante indépendante de ¢.

Pour § > 0 assez petit, la fonction

d: {x € G; dist(z, %) < §} — R

— dist(z, ) six e
x +— d(z)=
—dist(z, X) sizxewUX
est réguliere.
Pour 0 < € < 6, on considére la fonction test
1 six e, dist(z,X) > ¢
u(zr) = %8(.%) + e si dist(z,X) < ¢
Po si x € w, dist(z, X) > e.
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Puisque u € H{, alors
E.(U.) < E.(u).
De plus F.(u) < g, 0<e<é.
En effet, soient
Qo = {z € Q; dist(z,X) > ¢},
Oy = {z; dist(z,X) < e},
Oy = {z € w; dist(z,X) > €},

alors

~ 1 - 1 ~
B@) = 5 [IVaP+ o [0 - Py

G

G
1 ~12 1 2 ~12\2
= 5| fivat+ o foF - @)
1

Q1
C 1
[a+afe
[ Q1

C
= %
C

c i

IN

(car || & 2¢).

Donc
1 C
462/(])2 - U22)2 < Ea(Ua) < g
G
— /(p2—U52)2§C€—>0 quand € — 0
G
— U.—p p.pdansG.
28megtape: Soit K un compact fixé, voisinage de ¥ dans G, alors

E.(U;,,G\K) <Cg, 0<e<l. (2.5)
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On doit prouver, par exemple que
E.(U.,w\K) < Ck.
Soit § > 0 tel que
K D {z; dist(z,X) <} :=Vj
et tel que d est une fonction réguliére dans Vj.

On utilise la formule de la co-aire, il s’en suit que pour une constante Cy appropriée,

)

2 2 I 2\2
/ /{]VUEI + om0~ U2) }ds i\ < CLE.(U., V), (2.6)
0

A

ou ¥y = {&; d(z) = —\}.

Par le théoréme de Fubini, pour 0 < € < %, il existe A = A; € (0, g) tel que

1 C

[{ivue+ eg-v22has< (2)
€ €

DI

Soit ve = Ue|x,. On considére la fonction u définie par
Ue(z) sizx € ou d(z) > -\
u(z) = Po sid(z) < -A—¢
Mvs (Pr(z)) + %po ailleurs,

Pr(z) désigne la projection sur ¥y. Elle est bien définie et uniformément réguliére.
Si § est assez petit, alors
E.(U.) = E.(U.,int X)) + E-(Us,ext Xy)

< E-(u,int Xy) + Ez(u, ext Xy).

Puisque
E.(U.,ext X)) = E-(u,ext Xy),
alors, on trouve que
E.(Ue,\K) < E-(Us int %)
< E-(u,int Xy) < C.
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En effet, on utilise (2.7) et on pose Q) = {z; d(z) > —\}, alors

E.(u,int X))

IN

Ee(u,)) = /

I
/ gd)\ =C.
I, €

On a choisi A = A. =e. I\ = {y;Pra(z) = y}, ou Pry:désigne la projection de z sur ¥ et C

1
/ {|VU€|2 + @(ﬁ — U52)2} ds | d\

'35
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une constante indépendante de €.

On fait le méme raisonement pour montrer que
Ec(Us, O\K) < Ck.
Soit K7 un compact dans G\X. Alors
E.(U,Ky) < E-(U.,,G\K)<Cg, 0<e<1

implique
1
252/(]92 —U.%)? < Ck.
Ki
Les assertions (b),(c) et (d) découle de 'inégalité (2.5) et a des résultats de [4], concernant

le cas ou la donnée au bord dépent de €. m

2.3 Quelques estimations générales

Cette fois, g n’est pas nécessairement égale & 1, mais elle sera fixée et réguliére. Soit u. = v Uk,

une solution de (2.3), alors v, satisfait

—div(U2.Vov,.) = g%Uf.vg(l —|ve?) dans G (2.8)
Ve =g sur 0G .
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En effet, on a

2
div(U2.Vv.) = Z 0 (2.9
¢ L~ Oz; \ € Oz

o2 ove 2. 9%,
- Z o0x; 83:Z 2; Ox;?

— 2U€.VUE.VU€ + U2 Av,,

et on a
—Au, = —A(v:Ue)
= —(Av.. U + 2V VU + v..AU)
= E%UE.Ug(p2 — |ve|?.U2).

On multiplie par U., on obtient

1
—(Av U2 +2U..VU.. Vv, + Uv..AU.) = ?%.Uf(ﬁ — |ve|2.U2).

En vertu de I’égalité (2.9), on obtient
—div(U2.Vv.) = 2ngz(p — |v:|2U2) + Uev.. AUL.

Puisque U, est solution de ’équation (2.3), alors

: 1 1
—div(U2V0) = U — [oPU2) - o U2 - U22)

1
= SuU(1 - o)

lorsque u; = g sur 9G et Uz = 1 sur G, donc v; = g sur 0G, d’ou I’équation (2.8).

Proposition 5 Si u. est une solution de l’équation d’Euler-Lagrange (2.3), alors
’us| <U.
Preuve: On a 1 — |v.|? satisfait I’équation

—div(U2.V(1 — |[v=[?) + ZUX o> (1 = |ve]?) = 2U2|Vve[* dans G,
1—|ve?2= 0 sur 0G.
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En effet, on a v. = g sur OG et |g| = 1 sur dG, donc 1 — |v.|? = 0 sur IG.

2
' ) (1 — |vel*)
B ) w2y = N9 (2 00— e)
div(U2.V(1 - |v.[2)) Z; B, (Ug. o;

= 2lv.|div (U2.Vv:) + 2U2.|Vu.|?.
Par (2.8), on obtient
Cdiv(U2 V(1 - [0.]?)) = —8320*;*.\@6\2(1 o) + 202 Vo 2
Comme dans [4] (proposition 2), via le principe du maximum, il résulte que
|ve(x)| < 1, pour tout = € G. (2.12)

e u. = v.U. implique |uc| = |v:|U: < U..

Preuve de (2.12): On a (1 — |v.|?) satisfait I’équation (2.11), alors

—div(U2.V(1 — Jve|?) + a(z)(1 — |ve|?) >0, dans G
1—|ve|> =0, sur 0G

2

avec a(r) = Z_:—2U€4.|vs|2 > 0 dans G. Donc par le principe du maximum, on conclut que

1 — |ve|> >0 dans G, ce qui implique que |v.(z)| <1,Vz €G. m

Proposition 6 Si u. est une solution de (2.3), alors

C

Vue| < 2, 0<e<1 (2.13)
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Preuve: On écrit u. = X. + w, ot X, est solution de

-AX,. = E%ue(p2 — |ue?) dans G
Xe = 0 sur G

et w est solution de
—Aw= 0 dans G,

w= g¢g surJdG.

D’aprés le lemme d’interpolation (lemme 1.3), on obtient

1/2 1/2
IVX e < CollXo|f2 IAX) 2
a1 1/2
< Cqg HXEHLOO 7“6(1’2 - ]u5]2)
g Loo
Ca 1/2 1/2 || 2 on1/2
< I Nl 17 = fuel
1/2
< (el oo + ol )
C
< —, si0<e<1.
E

C est une constante indépendante de . Alors
Vel oo = [VXe + V| oo
<¢+cC

< sil0<e<l m

— &

Corollaire 2.2 Soit u. = v.U. solution de (2.3), alors
C
|V"U5|§g, 0<e< .

Preuve: On a u. = v.U,, alors

1
V. = —(Vue —v-VUe)
Ue
1

DPo

IN

(Vue —v-VU,).

29
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implique

1
|Vve| < —(|Vue| + [ve||[VU])

IA
o |QF

, si0<e<l,

car |ve| < 1et VU] < g

En effet, Soit w. = U, — 1, alors

—Aw, = %(ws +1)(p? — U.2) dans G,
We = 0 sur 0G.

D’aprés 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, on obtient

Ve e < CGHwe||1/2 | Aw ||}/

1/2

IN

ZENU = U2 U2 | - U2}
C

3

IN

Donc [|[VUe| 10 = [|[Ve10e < €. m

Remarque 2.1 Comme conséquence de (2.13), on peut obtenir l’estimation suivante

1 C
S| =)= 0<e<t (2.15)
G

En effet, pour v € ¥ et € assez petit. Soit I, le segment {y; dist(y,X) <e, Pr(z) =z}, avec

Pr la projection de x sur Y. Alors, pour certaine constante ¢’ >0

1 c
/ /Eg(pZ_’U’e’ )2dy | do(x <3 (p* — u?)? (2.16)
b z G

Pour z € ¥ fixé, on a ou bien

||ue(z)] =1 >
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ou bien

1—po
Jue(e)] - ol > 2522

Si on pose par exemple ||us(z)| — 1| > 1;p07 alors ||us(y)| — 1| > 1741’0, pour y €extw, y € I, et

[us () — ue(y)] < ﬁ%-

Donec, il suffit de voir que

vyl < (52) &
Car

IN

Jue (2) = ue(y)] |z — y|sup [Vu|

IN

C
|z —yl—.
9

Ce qui imlique que ||uc(y)| — 1| > lf% sur un morceau de I, de taille €.

Dans les deuz cas, on trouve
1 "
2 212
3 [0 - aprz

Iy

ot ¢’ est une constante indépendente de . D’aprés (2.16),

1 1 1
Q/W—%W22,/ ;ﬂﬁwwW@(mm
1 C g

G b Iy

\%
|
3K
|
\

Une autre conséquence de (2.13) est donnée par le lemme suivant:

Lemme 2.3 Pour A >0, 3 = p(a, \) tel que

si0<e<let / (1 — |02 < p, alors |v.| > 1 dans By.(x) NG.

BQAE(:):)OG

Preuve: La preuve se fait par ’absurde avec une contradiction ad hoc de A et u. Supposons

qu'il existe zg € By ;) N G tel que |ve ()| < 1. On constate qu’avec I'estimation (2.14) et le
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théoréme des accroissements finis, on obtient
C
[ve(z) —ve(y)l < e —yl,  C=C(G,9).
Ainsi, pour tout x € G N By(zg) (p & déterminer),

1 C
(1= Jve)? = (1 = Joe))? > (5 - ;p)2,

désque p < & < 1. Donc, en prenant p = 5, on obtient (1 — [ve()]2)? > 1—16.

Par suite,
1 o

— 1—|ve]?)? > ,
g2 /GﬂBp(m)( [oel") (16C)*

avec o = (@) tel que |G N By(z)| > ap? V z € G.

On a (%) < 1. On note que B,(xg) C Baxe(x), puisque zg € B)..

. .. 1— N . .
Si on choisi A = % et u < ﬁ, on va ramener a une contradiction. m

2.4 Lien avec ’étude de Béthuel-Brézis-Hélein

F. Béthuel et al. ont étudié une énergie simplifiée
Je(u) = 3 [ (IVul? + Ve(u)
correspondant a p =1 et Vz(u) = %(1 — |ul?)2.

Leur but en réalité, était de traiter le probléme de minimisation

min / |Vu?, (Po)
G

ueH}(G,S1)

ou
H}(G,S") = {ue H'(G,C); Ju| = 1 p.p dans G et u = g sur dG}.

e Si on écrit u = €' avec ¢ € H!, alors le probléme (Pg) deviendrait
min{/ IVo|% ¢ € HY(G,R) tel que g = ' sur G}
G

qui est un probléme de Dirichlet classique pour lequel on sait qu’il y a unicité de la solution.

32



Pour que le probleéme (Py) ait bien un sens, il faut d’abord s’assurer que H, gl(G, SY # . Ici
interviennent des obstructions topologiques. Plus précisément, on verra que le degré topologique
de la donnée au bord joue un roéle fondamental dans cette étude (cet invariant topologique est lié
a des effets de vorticités comparables & ceux observés dans les supraconducteurs). La stratégie
est d’étudier le probléme approché suivant

min,e 1(G,c) Je(u),
et d’analyser le comportement limite des minimiseurs u. lorsque € — 0. Les auteurs se sont
alors, rendu compte que le comportement de ces minimiseurs dépendait fortement du degré d

de la fonction g. Dans le cas ol ce degré est nul, ils ont obtenu les résultats suivants

Théoréme 2.2 Soit u. un minimiseur de J. dans Hgl. Alors
Us — Uy dans HY(G,C),

Ue — U dans C*(G), Va < 1,

lue — usll e < Ce2,
[Vue — V|| joo < Ce.

Pour chaque ensemble compact K C G et chaque entier k > 1 on a
||7J,5 - U*HC’k(K) < Ck,K 62,

|V [?

H1_|u8|2 < Crx €

g2

CH(K)

Ow uy une application harmonique de G dans S' qui vaut g sur 0G.

Le cas d’une donnée au bord dépendante de ¢

A des fins techniques pour la suite de cette étude, on va s’intéresser a ce que devient le théoréme

précédent lorsque la donnée au bord n’est plus fixée et dépendant de €. On se voit forcé de ne
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pas considérer n’importe quelle famille (g.)c, ainsi on impose quatre hypothéses fondamentales

HgsHLoo(aG) <1, (H.1)
||95||H1(ag) <C, (H.2)
2\ 2
= (1-1g:1*) 2 <C, (H.3)
Jdg : G — C réguliére telle que g. — g sur G et deg(g,0G) = 0. (H.4)

Dans ce cas, F. Bethuel et al. ont trouvé les résultats suivants

Théoréme 2.3 Soit u. un minimiseur de J. dans Hgle, alors

Us — Us dans H'(G,C),

Us — Uy dans L>(G),

Ue — Us dans Cf (G), Vk,

1-— ]u5]2

5 — V> dans Cf.(G), Vk.

9

Dans le cas ot le degré d est non nul, le comportement asymptotique des minimiseurs u. est
radicalement différent, & cause de son degré d > 0, u. doit s’annuler d fois (avec multiplicité)
dans G, ou les zéros z; de u. sont des centres de mauvais disques.

e B). est appelé un mauvais disque si 6% fBM(|u€| —1)2 > po. Dans le cas contraire, on
parle de bon disque.

Ainsi, ils ont forcé artificiellement la présence de d vortex aq,as,...,aq pour lesquels
I’application u, a des singularités d’énergie infinie. Ce comportement provient du fait que
I’espace H, !}(G, S1) soit vide lorsque le degré de g est non nul.

(les vortex de taille 6> 0 d’une fonction u sont, lorsqu’ils sont bien définis, des points a;
affectés des degrés d;, tels que u ait un zéro dans B(a;,¢),|ul > 3 dans G\ U; B(a;,9), et
d; = deg(u,0B(ai,0)). 0 est de 'ordre de ¢ ou de €/, avec 0 < p < 1).

On peut, par ailleurs, préciser la convergence des minimiseurs vers u, et le comportement

de cette fonction
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Théoréme 2.4 Iis existent une sous suite e, — 0 et un nombre fini de points distincts ay, ...

€ G tels que

Us — Uy dans C*(K),

pour chaque entier k > 1 et pour chaque compact K C G \{a1,...,aq}. De plus,

ot ¢ est lunique solution (modulo 27) du probléme

Ap=0 surG,
uy =g sur 0G.

En particulier,

deg (u*a ai) = deg(“’*v 8B7‘(ai))7

pour T assez petit, et est égal a +1.

, Ad

Dans notre travail, on traite un véritable modeéle physique, la principale différence est que

les vortex sont concentrer & l'intérieure de w. Cependant, comme on 'explique dans la suite,

la substitution v. = u:\U; nous ameéne a 'étude d’une énergie F; trés semblable a I’énergie

« classique » J., ce qui nous a conduit a faire grand usage de ’analyse développée dans [3], et

poursuivie dans [4].
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Chapitre 3

Analyse asymptotique des

minimiseurs

Dans le cas des applications qui ont de I'intérét pour la physique, le parametre ¢ (qui dépend du
matériau et de la température) est extrémement petit. Il est donc naturel de faire une analyse
des phénomeénes qui interviennent lorsque ¢ — 0. On s’intéresse alors, au comportement asymp-
totique des minimiseurs: les points de vorticité, leur nombre et leur emplacement, I'influence

de la forme de G etc...

3.1 Etude des minimiseurs dans le cas ou le degré de la donnée

au bord est nul

Soit g : G — C, |g| = 1 est telle que d = deg(g, dG) = 0, alors g peut s’écrit comme g = ¥
ol ¢y : 0G — R une fonction réguliére.

Soit ¢, une solution de:
Ap, =0  dans G\X

200, _ Op, .
Pogor = oo dans X

Ve = o sur 0G,

ol v4+ et v_ sont des vecteurs normales extérieur et intérieur de w.

Soient u, = pe'P* et v, = €',

36



Théoréme 3.1 Si u. = v.U; est le minimiseur de E. dans Hgl, alors lorsque € — 0
(a) ue — ux p.p dans G;
(b) ue — uy dans O,{;f(é\z);

(c) lIp = luelll poo iy < Cke?, K compact dans G\X;

(d) ve — vy, dans C(G);
(¢) Befus) = £2)+ § [ Viou] 2+ o(); o

f(E) = Es(Us)a
F.(v) = E.(vU.)— f(e)

1 2 2
_ Q/UE Vol + 1
G G

1
UZ(1 = o] %)%

Preuve: La preuve se fait en deux étapes.

1°T¢étape: On a l'estimation suivante

FE(UE) < Fa(v*)

1
= Q/Uf]Vv*|2

G

1
= 5 [P Ivelt o).~ o

G
En effet, on a

E.(us) < E-(uy) car uy € H;(G,(C),

alors

EE(UEUE) < EE(U*UE);

ce qui implique que

F.(ve) < Fo(vy).

Comme v, = €%+, alors |v.| = 1 et F.(v,) = %/Ug |V, 2.

G
On a Vv, =1 Vp,e¥=, alors |Vu,| = |[Ve,|.
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Alors

1 1
Q/UErw*P: 2/p21w*12+o<1>, c 0.

G G
Cette derniére assertion découle du fait que pg < U, <1 et U; — p p.p quand € — 0.

Suivant a la stratégie de [3], proposition.1 et étape A.2, on conclut que
v. — v, dans H'(G) quand € — 0, (3.2)

|vs| — 1 uniformément dans G, quand & — 0. (3.3)

e Preuve de 3.2
D’aprés (3.1), on obtient

;/Ufrw < ;/p2v¢*\2+o<1>, —

G G
Puisque pg < U. <1, donc

4 [1ve1? < (#1902 + o),
ce qui implique que, v, est ?)ornée dans ggl(G, C). Il existe donc, v € HY(G,C) et g, — 0 tels
que ve, — v faiblement dans H'(G, C).
Comme

1 1
o [T e B2 < 5 / p? [V,|? + o(1), quand & — 0
G G

et po < U <1, alors

pé/(l — |ve] %)% < 262 /p2 |V, % +o0(1) |, quand € — 0,
G G

donc

lim [ (1—|v:]?)?=0.
e—0

G

Or, on a l'injection compacte H'(G) << L*(G), alors

lim [ (1= Jve]*)* = (1= Jo]*)* =0,
E—

G
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donc, |v| = 1 p.p dans G, ce qui implique que, v € H'(G, S'). De plus 'opérateur de trace

étant linéaire et continu, alors
9 = Veplog — Ve dans HY2(0G),

donc v € H, ;(G, S1). Passant a la semi continuité inférieure dans (3.1), on obtient

1 i 1
2/192’%1’2 < lim 2/U82|v6|2
G G
1
< 2/p2\Vv*!2
G
Par conséquent, il vient
[1vel? < [190?
G G

Par I'unicité de la solution du probléme

min Vol 2,
veHL(G,ST)
G
on déduit que, v = v,. De plus, la convergence faible v. — v, dans H' a lieu pour toute la suite

(en utilisant 'unicité de la limite) et pour la topologie forte dans H'. On a aussi la convergence

ve — v, dans HY(G).

En effet,
/Vv*|2 Slimiglf/|va|2
E—>
G G
snmsup/lws!2 s/\w*!?,
—0
: G G
donc

hr%/|w5|2 :/]Vv*|2. (A)
G G
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Or, on sait que v. — v, dans L?*(G) car H! << L? avec injection compacte, alors
i o] = [ Jon]2 (B)
e—0
G G

De (A) et (B), on conclut que
[vell g = lloxlln, quand e — 0.
Et la convergence faible de v. vers v, dans H! implique v. — v, dans H! (car H! est un espace

de Hilbert).

e Preuve de (3.3)

De (3.1), on a
;/Uf Ve |? + 4;2/U;*<1 el 2)? < 5/292 V. ?
G G G

et le fait que v. — v, dans H', entraine
1 212
S fa—p?? -0 ©
G

Soit kg € G et a = |v:(zg)|. D’aprés le corollaire 2.2 et le théoréme des accroissements finis,

on a
ve(@) — ve(z0)| < ¢ |z — o
<% Vae By(xo) NG,
alors
1—|ve(z)| >1—a— gp dans B,(zo) NG
et

(I—|oe(@))?>(1—a—%p)? car ép<l—a (1—a—<p>0).
Puisque
(1=lve(@)[?) 2 = (1 = u=(2)]) %,
on obtient (par (C))

/(\vg\ 2 1)2 =£20(1).

G
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Par suite
/ (1—]1)5]2)22 / <l—a—§p)2d:r::7rp2(1—a—§p)2.
(z0) Bp(zo)

On choisi p = % < 6, pour ¢ petit

20(1) > 7 <5<1_0‘))2 [1_a_ c <5(1—a)>]2 _ el —a)t

2c € 2c 16¢2

By

donc

(- <o(1) ie (1))’ < 5 / (lo-(@)] 2 - 12,
G

alors
|ve| — 1 uniformément dans G
et (d) s’en déduit.

Dans cette démonstration, on a utilisé I'inégalité

(A= pe@))' < 5 [ (1-10?)? vaeG
G

Il s’en suit que, pour € > 0 assez petit, v, peut s’écrire sous la forme
v, = p.e'¥e (3.4)

oun 1> p. = v > % sur G, car la fonction |ZZ| est réguliere pour € > 0 assez petit, il en

Ve
[ve]

résulte que peut étre relevée par une fonction réguliére ¢, telle que

v ; .
ﬁ = €'Y dans G (car G est simplement connexe).
Ve

Alors

m — eisos B U& = paeiws avec p&‘ - ’U(g’
€

et le fait que |v;| — 1 uniformément dans G, quand ¢ — 0, c’est a dire
Vo€ (0,1), Jeo / vl >1—0 si e <ep.
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. . _ 1 _ 1
Choisissons § = 5 donc p, = |vs| > 3.

Puisque v, vérifie

—div (U2V(1 — |ve| %)) + s%UE4 [ve| 2(1 — |ve|?) = 2U2 |Vve|?, dans G
1—|ve|2 =0, sur 0G

alors la fonction ¢, satisfait, immédiatement

div(U2p2Vp,.) =0, dans G
Y = Yo, sur 0G.

En effet, on a v satisfait (2.8) et v. = p.e'¥=, alors v. = g = %0 sur G

et
Y. =g, sur G

p. =1, sur JdG.

Or, on a

— div(U2V (p.c%))

—div (U2Vv.)
= —div [(U2Vp, +ip. U2V p,) €]
= [~ div (U2Vp,) —idiv (UZp.Vp.) — iUZVp. Vo, + p.UZ(V,)?] €
1 .
= Upee™ (1= p2).
On divise cette derniére égalité par e'¥<, puis on identifie les parties réelles et imaginaires, on

obtient
div (U2p.Ve.) + U2Vp Ve, = 0.

En multipliant cette équation par p,, on aura

div (U2p.V¢.) pe + UZp.Vp.V, =0
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i=1 =1
2 2
ap Oy 0 Op
= 2 o, < °3 €>+Z - o (Ufa;) =0
=1 =
2
0 Oy
= 2o ( 20z axj) = div(UZpZVip.) = 0,
=1

d’ou (3.5) est veérifié.
28megtape: ¢, — ¢, dans H(G) et C(G), quand € — 0

Soient 9 une extension réguliére de ¢, dans G et ¥, = ¢, — 9 € H}(G).

div (U2p2Vy,) = —div (U2p2VYy), dans G
Y, =0, sur 0G

(3.6)

le coté droit de (3.6) est de la forme

Oufr+0a2f2 avec |[fills) + 12l sy < € (3.7)

ou C est une constante indépendant de ¢, f1 = Ufpgg—i et fo = ngg%.

Alors

5\ 1/3 5\ /3
Oy 0y
_ 2 2 2 2
il + Mol = | [ 025 |+ | [ |o2ege
G G
1/3 1/3
[lad) (/1
< == T @
- 0x1 O0x9
G G

IN
a

car U. < 1let p, <1.
Puisque ip% < Ufpg < 1 pour ¢ petit (car pg < Uz < 1 et % < |ve| = p. < 1), il découle
du théoreme De Giorgi (voir[10])que, pour un certain o € (0, 1) indépendant de ¢, la famille

(lﬁg)e est bornée dans CO,a(@).
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Par conséquent, la famille(y, ). est aussi bornée (1. = ¢, —1)), de sorte qu’elle soit relativement
compacte dans C°(G), d’aprés le théoréme de Arzela-Ascoli.

Soit ¢ telle que, pour une certaine suite e, — 0, . — ©. (car (¢.)e est relativement
compacte dans C°(G). On peut extraire une sous-suite @, convergente vers une limite que
'on note par ¢). Alors v., — €¥ uniformément dans G.

Puisque v., — ¢+ dans H(G) (d’aprés I'étape 1), on a
" = ¢+ (par P'unicité de la limite).
Par continuité, ¢ — ¢, = const =0, ¢ = ¢, = p, dans 9G alors
¢. — ¢, uniformément dans G, quand ¢ — 0.

On a encore

voe~ s = paei(%*%) — 1 dans Hl(G),

alors

1V (e — @)l < HV(%G_W*)HLQ(G) — 0, lorsque € — 0.

L2(G)

Il en résulte que

Hv(%—: - (p*)H - 07 quand e — 0.

L2(G)

Puisque ¢, — ¢, = 0 sur G, on obtient
¢, — @, dans H'(G), quand ¢ — 0.

L’assertion (a), découle de (d) et le théoréme 2.1 (b), car u. = v-U; et us = pv,. Il reste a

prouver (b) et (c). Si par exemple K un compact dans €, alors
Vu |’ + — [ (1 %)? 3.8
Vel 4 g (1 el (3.5
K K

1
— /|Vv5|2U€2+2/U5VUE.vEVv5+/|vg|2|VU5]2+262 (1 — |v:] 2U2)%
K K

K K
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En utilisant (2.5) et (3.1), on trouve
/]Vug2 (1—|u€| 2)2 <const+/ 1 — |u| 2U%)2
Puisque, pour 0 < z,y < 1, I'inégalité
1 —ay| <2lz =1+ |y -1

est vraie, alors

(1= |ve 2U2)* < 8(1 — Jve| *)* +2(1 — UZ)*.

De (3.9) et (3.11), on obtient

1
J1vut?+ o fa- 22 <c.

K K

Et le fait que u. satisfasse dans (), ’équation de Ginzburg-Landau classique

1
~Au = —u(l ~ [u]),

nous permettra d’utiliser les méthodes décrites dans [4] pour obtenir (b) et (c).

Un calcul similaire a lieu si K est un compact de w. =

(3.10)

(3.11)

(3.12)

3.2 Analyse asymptotique des minimiseurs lorsque le degré de

la donnée au bord est non nul

Soient G un ouvert régulier, simplement connexe de R? et g : G — R?; |g| = 1, une fonction

réguliere de degré topologique d = deg(g,dG) # 0.

Pour les mémes raisons que précédemment (le cas d = 0), un minimiseur u. de FE. est bien

défini et vérifie 'équation d’Euler associée a la fonctionnelle E..

—Au = E%u(p2 —|ul?), dans G
U=y sur 0G.
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Avec le principe du maximum Destimation (2.10), i.e, |[uc[/fo(q) < Ue, est encore vraie.
De méme, le raisonnement fait pour obtenir (2.13) reste valable, alors [|Viue| poo(q) < % et
[V0ell oy < €

Dés maintenant, on va supposer d > 0. Le cas d < 0 s’obtient en passant a la fonc-
tion conjuguée, i.e, en considérant g qui vérifie, deg(g,0G) = —deg(g,dG), et en utilisant

H;(G,C) = Hy(G,C) et E-(w) = Ex(u).

Pour 0 < p < min{|a; — a;l,% # j;dist(a;, )}, on suppose

By(z) = {y; ly —=| < p},
Co(z) = A{y; ly—=|=p},
Ay p(x) = H{y; 0 <y -zl <p},

@ = {(a1, a9, ...,aq) € w5 a; # a; Vi # j}.

Si z = 0, ces ensembles seront désignés par B,, C,, Ay ,.
Le but de cette partie sera obtenir d’avantage d’informations sur les types de convergences

et sur la limite. On fixe toujours la suite (e,,), décroissante vers 0. Dans un premier temps, on

a le théoréme suivant.

Théoréme 3.2 Soient e, — 0 et ug,, = Ug, ve,, le minimiseur de E;, , alors il existe une sous-
suite (ep,,) et (a1, az2,...,aq) € @ tels que

(a) (ue,, ) converge p.p vers u, = pvs;

(b) v € Hypo(G\{a1, 0z, ..., aa}, SY);

(¢) Ve, — v* dans H. (G\{a1,az,...,aq}) et CP (G\{a1,a2,...,aq});

(d) v = (H 7% e on Wi G — R est une solution de

|z—aj]

div(p?’V(@+ ¥)) =0 dans G (3.13)
Vs =g sur 0G

d
et O(xz) = ) arg(x — ay),  # a;, alors que VO est bien définie.
j=1
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Avant de montrer ce théoréme on va présenter quelques estimations globales de I’énergie Fr.

Estimation de ’énergie F.

Théoréme 3.3 Sous les hypothése précédentes, on a
2 1
F.(ve) <mdpglog—+C, 0<e<1 (3.14)
€

et
1
62/(1 —|v?)?<C, 0<e<1. (3.15)
G

ou C =C(G,yg).

Preuve: e Preuve de (3.14)

Pour montrer 'estimation (3.14), on procéde comme [4]. L’idée est de construire une fonc-
tion test v € Hgl(G,R2) telle que F.(v) < mdpilog? + C. La construction se fait en trois
étapes:

Etape 1: On fait des trous dans w et on définit une nouvelle donnée au bord.

Soient by, ba,...,bq d points fixés dans w et 0 < py < min{|b; — bj|,i # j; dist(b;, X)}. On pose

d
Q. = G\ | By, (b;) tel que B, (b;) C G et By (b)) N By, (b) = @ Vi # j.
j=1
On considére Iapplication g : €, — S' définie par

_ g(z) sur 0G
g(@) =9
|:chbj~| sur 8Bp0 (b]) = CPO (b])

Etape 2: Par le fait que le degré topologique d’un produit soit égal & la somme des degrés

d
deg(§, 00.) = dea(9, 0G) — 3 des(§, Cp (b)) = 0,
‘7:
on a étendu ici la notion du degré topologique & un ouvert {2, non simplement connexe grace

A la formule

Alors, il existe une application ¥ : Q, — ST telle que ¥ = g sur 9.
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Etape 3: On construit alors, pour 0 < & < P05

v(x) six €
—b. i
v(z) = I;—bj\ six e Agp (b))
z—b;

six € Ba(bj).

On observe que v € Hgl(G, C), alors

Soit pour € > 0 et py > 0,

. 1 1
I<57p0) = i /UE‘VUQ"F 422 Uf(l— ”UP)Q :Fs(vs)y
vEH} (Bpy) €
By By,
ou h(z) = miﬁibj\ sur B, . Ainsi, par un changement de variable, on a

€ Po
I(Sap ) :I(ivl) 21(1)7)7
0 Po €
pour chaque ¢ > 0, soit I(t) = I(¢,1), donc I(t) = I(1,1/t) Vt > 0.
Afin de prouver I'¢galité I (g, py) = I(1,22), on va montrer que si v € H%: (B,,,C), F.(v) =

|z

Fi(v(e.)), avec la premiére énergie prise sur B, et la deuxiéme sur B
AE) =} [ vl + [ Uk - ey

By /e Byg /e
—} [ evke) P+ i [ Uk - o))

x| <2 || < 20

=y [ P+ [ U0 - be)P?
lyl<po lyI<po
_ ;/Ug\wm 4;2/U;*(1— [v[2)2

PO Bpg

= F.(v).

En remarquant que

po/e
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{v(e.);v € lel(BpO,C)} = {v;v € le(Bpo/g,(C)},
il suffit de passer au ” min” pour obtenir le résultat I(e,py) = I(1,22). En fait, on utilise le

changement y = %:c pour obtenir 'égalité I(1,20) = I(%, 1).m
Soit le lemme suivant

Lemme 3.1 L’application t — I(t) + mpglogt est croissante sur (0,00), c’est-a-dire, Vt; < to
I(t1) < mpglog(tz/tr) + I(ta)
En particulier,

I(t) < mpilog(1/t) + I(1), Vte (0,1].

Preuve: Soit vy un minimiseur de I(t2) et v; tel que

o (z) = va(x) si |z| < 1/to

[] si 1/t2<]x|<1/t1,

alors

I(tl):I(l,l/tl):mln %/UEIVU1|2—|—}1/U;L(1—|U1|2)2

Bty Bty
<t [ vAvep e+ [ Ui jupy
Bty Bty
2
:;/U3|VUQ\2+1 / UA(1 = Jos?)? + 1 / 2|V ()]
B4, B/, 1/ta<|z|<1/t1

< I(t2) + 3 / I

1/t2<|x|<1/t1

1/t 2x
on/df/de
1t; 0

= I(tg) —+ p%ﬂ' log(tg/tl).
On en déduit le résultat. m

Ce lemme se généralise facilement par translation & un disque de centre quelconque.
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Finalement, en 'appliquant & notre situation, avec t; = % <ty =1, on obtient

1 " d
Fw) < o)< [UAVIP+ 3 1)
o, =1
2 1
< ﬂdpologg+0,

ou C = 5/|V5|2 +dI(1) + drpilog p,.H
Qx

Preuve: ePreuve de (3.15)

D’une part, on a

IN

1 1
P2 2/\%42 + 1z 2/(1 — |ve|?)? F.(ve) (3.16)
19
G

G

IA

1
de% log z +C.

D’autre part, en utilisant la limite inférieure donnée par le théoréme V.2 [4], on obtient

Y

1 2 1 2\2 : 1 2 1 2\2

G G G G
1
> wdlog— — C,
£
Iinégalité (3.17) implique
1/;% 12+1/(1_ 0a]2)? > 1/(1— (0.2)? + wdlog * — C (3.18)
2 : 42 T 82 ‘ 5 ' '
G

G G

On combine (3.16) et (3.18), on obtient (3.15). m
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Construction des mauvais disques

Maintenant, on veut construire comme [4], chapitre IV, les mauvais disques. Puisque les ingré-
dients de la construction ont déja été mis en place (a savoir (2.14), (3.15), et le lemme 2.3), les
résultats finaux sont

1l existe une sous-suite (g,,) et Ao, p1o et il existe yF, v5, ...,yg dans G qui vérifient

1 _d
lve| > 5 dans G\ ‘Ul Boen, (yf), (3.19)

j:
‘y;c - ylk‘ > 8)\05nk7 .7 7é l; (320)

pour a; € G,i=1,2,...,d;
yh_k a; sij=1,..d; (3.21)
deg(ve, ey, (yf)) =1, pour j =1,2,...,d; (3.22)
1 212 :

- / (I —J|ve]®)* > pg >0, j=1,2,...,d. (3.23)

9
Nk BAOETLk (yf)mG

on suppose que les mauvais disques sont centrés aux zéros x’f , 1"2“, . xs de v., tels que

:L'f —a;, t=1,2,..,d.
Soit maintenant, la démonstration du théoréme 3.2.

Preuve: [du théoréme 3.2] Etape 1. On a
Si 0 <n < ny=min{|a; — aj|, i # j; dist(a;, 0G)}, alors

E,

Enk

1
(Ven, » Anmo (@) < ™8 logﬁ +C et F;, (v, G\ LZJ By, (a;)) < C. (3.24)

On va suivre la stratégie de [4], chapitre V. Les ingrédients sont (3.15), le théoréme 3.1, et

Pestimation de la borne inférieure.
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Etape 2.
Soit une sous-suites (en, ), alors (v, ) converge dans H} (G\{a1,a2,...,aq}) et CP (G\{a1,az,...,aq})
vers une certain v, € H} (G\{a1,aq, ...,aq}, S").
Comme dans [4], chapitre VI, on utilise (3.24), on obtient (b) et (c).

Etape 3. a; ¢ Q,i=1,2,...,d.

On raisonne par I'absurde. Si, par exemple, aq € €2, soit
1 = min{ng, dist(a1, %)},
pour 0 <7 < 1ny, 00 a

liminf F,, (v%k , Ay, (a1)) (3.25)

k—o0

_ S 1 2 2 1 4 2\2
= h]glogf 5 / UEnk |V'U5nk ’ + E / Ugnk (1 — ‘UEnk’ )

Nk

Amm(al) Amnl(al)
1
> liminf = / Vo, |2
k—oo 2 "k
An,m(al)
1
=5 [ wur
An,ny (a1)
T
1 ov_ |2
> = 1 ds|d
- 2/ / '87 ol
1 \Cpla1)
> Wlogm.

La derniére inégalité résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et du fait que n < p < 1y,

1 = deg(vs,Cplar)) = 5= / (ve A %UT* )ds

Cp(a1)
Maintenant, (3.25) contredit (3.24) pour 7 assez petit.

Etape 4. a; ¢ X,i=1,2,....d.
On suppose, par exemple, a; = a € X. Il existe 6y > 0 telle que, si n > 0 assez petit, By (a) N Q

contient un secteur S, de I'angle 0y, centré en a et de rayon n; voir figure 2
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Figure 2

L’idée est la méme que I’étape précédente. On fixe n; assez petit, alors, pour 0 < n < 7y,

on a
1
hm 1nf F., (v o, A, (@) > 5 (3.26)
An,nl(a)
Maintenant, si on écrit
rT—a .
Vg = H w ) ou ¥ € Hlloc(B’fll (a)\{a}7R>7
alors, si @ = arg(x — a), on obtient
/ PV, |? = / P2V (6 + )2 (3.27)

Anny (a) An,ny (a)

= / p* (V0> + |V¥|* 4 2V6.VT)

Anﬂu(“)

= / (P*|VOP + p*|V¥|* + 2(p” — pp) VO.VV)

An,m(a)
—p} P2 -2\’
= / ‘pV‘I’—G— Ove + [ p? - <°> |Vo)?
P D
nn1 (a)
> P22 — pB)| V6P + / PIV6P
Ay, n1 (a)\Snl 77,711 (a)ﬂS,]

> Clog(ny/n),
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pour C' > 27p3, une fois de plus. Cela contredit (3.24) si 7 est assez petit.

De I’étape 1,3 et 4, on conclut que les point a; € w, i1 =1,2,...,d.

Etape 5.
Si
d v —a; . .
ve = (1] _7{)61@, o ¥ € HL (G\{a1,as,...,aq}),
i o —ayl

alors ¥ est harmonique dans w et

v (o222 @) -0

a?—aj

On rappelle que, pour \ assez petit, on a ¥ = {x;d(x) = —A}. Pour \g > 0 fixé et petit,
par le théoréme de Fubini et (3.24), on trouve que pour chaque k, il y a A € (0, Ag/2) tel que

2 1 2\2
_ < .
/ZA}C {(IWE%I + 22, (1= v, 1)) p < C, (3.28)

ou C est indépendante de k. Maintenant, si by, est la restriction de p; 1u€nk a wy lintérieur de

2, alors by est un minimiseur de I'énergie "classique"

2
/|vu|2+p0 (1 - |uf?)? dans H: (w, R2). (3.29)
WE

’Ufnk |2Ak
On peut employer (3.29), comme [4], et dans ce cas, on a la convergence C’llo’? (w\{a1,a2,...,aq})

de ue,, (ou v, ) et on obtient

2
2e7,

1
/ <|VU€nk|2 + - (1- rvsnk|2>2> <C. (3.30)
ag

On peut maintenant, appliquer a l'intérieur de ¥, une variante du théoréme principal dans [1],
ot les données au bord ne sont plus fixées mais satisfont a (3.30), afin d’obtenir les propriétés

désirées de W. Par conséquent, on a comme dans [4], théoréme IX.1.
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Etape 6.

U vérifie, sur le compact dans G\{a1,az, ..., aq},
div(p®V (0 + ¥)) = 0. (3.31)
En effet, si pg > 0 est assez petit fixé, puis pour de grandes valeurs de k, on peut écrire
Ve, = ppe’ "% dans G\ | By, (ai), (3.32)
i
et Uy est une solution de
div(ppU2, V(0 +¥;)) =0 dans G\ U B, (). (3.33)

Puisque ve,, — v, dans H} (G\{a1,as,...,aq}), on peut également supposer que ¥y, — ¥ dans

Hl

loc*

Puisque p;, — 1 p.p, (3.31) est une conséquence de (3.33). m
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Chapitre 4

Une autre approche du probléme

L’approche qu’on va présenter s’applique au probléme

. 1 2 1 2\2
min - Vu|* 4+ — 1-— 4.1
ueHgll(G,(C) {2 /G‘ ul 42 G( [uf%) }’ (4.1)

ot g : G — C est la donnée au bord (pas nécessairement a valeur dans S') satisfaisant |g| > 0
sur 0G.

La quantité qui remplace f(e) est

ry : 1 2 1 2\2

_ 1 1 _ 42

f(e) weiB o {Q/GIW + 2 G(l |ul”) } (4.2)
u=|g| sur 0G

Soit U, est une solution de (4.1). On note que u € Hgl(G,(C) est une solution de (4.2) si et

seulement si v = u/U; est une solution de

min J.(v
veH}, (G,C) (),

ou

9 1 72 2 1 74 2\2
=L et () =2 [ U2|Vo|2+— [ U1 - [o]?)>.
i = e rw) =3 [ 02vel*+ g [ Ot
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4.1 Etude d’un probléme auxiliaire

Soient
1
0 < p < - min{min |a; — a;|; mindist(a;, ¥)},
2 i#j J
d

ol ¥ est une courbe réguliére a I'intérieure de G et Q, = G\ U B,(aj). Pour p comme ci-dessus,

j=1
soit u, le minimiseur de

1) = 5 [#19u, (4.3)
Qp
dans §, = {u € HY(Q,,5Y);u = g sur 8G, deg(u,Cy(a;)) =1, j =1,...,d}.
Comme dans [4], le théoréme 1.1, on peut prouver que le minimiseur de I est réalisé dans
§,- De plus,
I(u,) = mdp} logll) + W (a) + O(p?), lorsque p — 0. (4.4)

Les résultats suivants sont dans lesprit de [4], chapitre 1.

d
Proposition 7 Soient I (p) = inf,e¢ pr P*Vul?, ot Q, = G\UB,(a;) e
J
E={ue HY(Q,,8Y); u=g sur G, deg(u,Cy(a;)) =1, j =1,2, e d}

Alors
1 2 7Y (2 1
I(p)= 5/ P % (0 + 1%) |4+ O(p|logp|2), quand p — 0. (4.5)

Qp
d [z —q
o-ff (B,
j j

alors v € H'(,,5'), v = go sur 9G et deg(v,C,(a;j)) =0, j = 1,2,...,d. Il s’en suit que v peut

Preuve: Pour tout u € &, soit

étre écrit comme

v=e", (4.6)

pour un certain A € H'(2,, R) tel que A = 1, sur IG.
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Réciproquement, pour un tel A on a

d [ »—a
usz( ])Gf.
J

|z — aj

Par conséquent

inf / P’V (ei(e'M)) |2 (4.7)
AeH' (Q,,R) J,
A= sur 0G

N | —

1
—  inf / PV (0+N)
2 aer'(9,R) Jo,

A=1q sur 0G

De sorte que, les arguments standards de I(p) soient réalisés par une certaine fonction 1, qui

satisfait
div(p®’V (0 + 1)) =0 dans €,

Y =1, sur 01}, (4.8)
oY/ov =0 sur Cp(aj), 7 =1,2,...,d.

Soit maintenant 1 = 1710 —1. On a

2

_ 1 2 Y2 2 " 1/ 2 2
= 5 J P (o d0) P [ w05 d) g [ e

P

1) = + /Q PV 0+ ) 2 (4.9)

La deuxiéme quantité peut étre estimée par

< (/Q (/Q vn|2> . (4.10)

| 1v (94 30) 2 = O1og ), 0. (411)
2p

D=
[NIES

/Q p°V (9 + &0) -V

p p

1 (0+ o) |2>

Puisque,

on trouve que

1) =3 [ 719 (6 ) |2+0<|1ogp|%>(/ |Vn|2> o5 [ Ak @)

P P
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Maintenant, n satisfait

div(p?Vn) = 0 dans Q,,
n = 0 sur 0G, (4.13)
on/ov = 8&0/81/ sur Cp(aj), 7 =1,2,....d.

Il s’ensuit que n réalise

o . 1 2 2 d 81/)0
m = inf = piIVAIT = (4.14)
AEH(Q)) 2 Qp J JCplay) ay
A=0 sur 0G

11 est claire que, m < 0 (choisissons A = 0). Puisque 17Joest une fonction harmonique dans w, on

trouve que

IR %o, _ 1 | e (1.15)

v(aj) 8V
d 377)
-3 =2 ("7— ¢ n)
J JCp(ay) o Colay)

0.

IN

Puisque 81%0 /Ov est uniformément bornée sur C,(a;), on obtient

1
3 [ PP < Cuax [y f o (416)
Qp Cp(aj)

J

< const.p. max (/ |V772> .
J Ap,2p(ay)

La derniére estimation découle de I'inégalité de Poincaré. On obtient

| 1vaP =0, oo (4.17)

P

Si on substitut (4.17) dans (4.12), on conclut la preuve de la proposition 7. =
Proposition 8 Soit J(p) = infucp 5 pr p?|Vul?, on

Z— Q4

F = {u € H'(Q,;8Y); u=g sur 8G, 3a; € C, |oy| = 1, u(z) = aj| sur Cp(aj)} .

z — aj|
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Alors

1 ~
J(p) = 2/9 P’V (9 + wo) >+ O(pllog pl), quand p — 0.
P

Preuve: Comme précédemment, J(p) est réalisée par u = '@T%) on 1) satisfait

div(p*V (6 + ¢)) = 0 dans Q,,
(0 = Yo sur 0G,
Y, = ¢j— i 0r  sur Cylay), j =1,2,...,d,
=
f )81/ (E 9k+’(/1]> = 0 i=1,2,...4d.

Ici, les c¢; sont des constantes inconnues qui font partie du probleme. Soit 7 = 1710 —

satisfait )
div(p*Vn) = 0 dans Q,,
n = 0 sur 0G,
n = do—g+ X0 suwCyla), j =12 d,
=y
fc (aj 81/ = 0 ]: 1,2,...,d.

Une modification évidente du lemme 1.3 dans [4] rapporte

d
maxn —minn < (max 7 — max 77)
Qp Qp Z]: Cp(aj) Cp(aj)

= O(1), quand p — 0.

Maintenant, 7 réalise
1
inf / PV A2
AeH Q) 2 Jq,
A=n surdf2,

On considére la fonction test

M) = (2 _ I:c—paj|> 1 (pli ZJ|) z € A,9,(a;) pour un certain j,

0 ailleurs.

Puisque n = O(p) et dn/0t = O(1) sur Cy(a;), on trouve que

60

(4.18)
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1, alors 7

(4.20)

(4.21)
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1
3 [ A1k < [ VN =0 (123
Q, Q,
On réutilisant (4.12), on trouvera une expansion appropriée pour % pr PV (0 + @O)P.
Soit

ri(z) = |z —a;|, ¢ = 3 _logr;.
J

Puisque ¢ et 0 sont des conjugués harmoniques, alors on a

1 - 1 1 - 1 -
/ PPV (04 ¥)|* = / PVl + / P2 Vol® + / p*VO.V)y. (4.24)
2 Ja, 2 Ja, 2 Ja 2 Ja

P P

La derniére intégrale est

~ ~ 00 ~ 00 ~
P / V0.V, + / VoD, = 7t / ELOTRI Jo (4.25)
wN, Q b)) ov J JCu(ay) ov
00 ~ 00 ~
+ - . 25%

G J
quand p — 0
On a également
L[ o2 — PO vol+ L [ 1vee 4.2
3 J, IV = G IweP g [ vl (4.26)
Qp
1
= / logr] logr, — / logrj log r,
2 2 sk 0
v 75 9
—Z 0gr~10grk Z/ > —logr;logry.
2 5pov 2T Joaysiov
Puisque
O(p), sil#jetl#k,
0
/ E» logrjlogry, = 2w log p, sil=j=k, (4.27)
Cp(al) v

2W10g|al_ak‘+0(p2)a sil=j#Fk,
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on trouve que

J

- - 9 -
3 [ PIVORTE = 5 [ PIVEP - 0pd) [(8 gemd (029)

0 1 0
—i—/a (Z&_Iogrj)¢0+2/a Zalogrjlogrk

G j G j,k

1—pd 9] 5, 1
- > —logr;logry + mdpglog —
2 Jggpov 7 )

—pgm > log |a; — ax| + O(p?)
7k

1
= wdp? log; +W(a) + O(p?).

4.2 L’énergie renormalisée

La configuration {ai,as,...,aq} n’est pas arbitraire, mais minimise une énergie renormalisée
Wy(ai,ag, ..., aq) définie sur w® ot Pexpression exacte de W est donnée dans (4.28).

Suivant les arguments de [4], le théoréme 1.10, on conclut que le minimum de W est atteint
dans @ = {(a1, az, ..., aq) € w¥a; # a;,i # j}.
En effet, soit g € C*° (G, S1) une fonction fixée et réguliére telle que d = deg(g, dG) > 0. On

considére d points distincts et fixés a1, as, ...,aq € w. Pour z # a;, soit

Les 0; sont considérés en tant que fonctions analytiques & valeurs multiples. Localement 6;

peut étre défini comme fonction réguliére & valeur simple, et

i, — "%
|z — aj

Soit encore 0 = 6465+ ...+604. On note que e V0, sont a valeurs simples. Soit maintenant,

o —if |z — aj|
9o = ge —gl;[<z_aj>,

62



de sorte que go € C®(9G, S') et deg(go, 0G) = 0. Il suit qu’il y a une certaine 1, € C*(9G, R)

telle que gg = ge'¥o. On note par 1;0 la solution de

div(p’V(0 ++)) =0 dans G,

~ (4.29)
Vv =1y sur IG.

La définition est significative, puisque p est, & une constante prés, proche de a;, de sorte que
dans w, on ait 'équation At = 0. En fait, Ap = — div(p?V0) = 01 f1 +0afo avec fi, fo € L™,
alors que ¢ € C%(G), 0 < a < 1.

Soit

o) = min {; [ vt g [ 0 W)?} ,
ot g(x) = xz/|x| dans 0B,. Soit b n’importe quelle configuration dans w et p défini comme
ci-dessus, ceci nous donne une application ,:2, — S 1 qui est solution du probléme de minimi-
sation J(p).

D’autre part, I(g, p) est réalisée par certains u*”. Si on pose

() x € G\UB,(b),

u®P(x — b;) x € B,(b;),

on déduit comme dans [4], que
r., (ve, ) =Fe, (we, )= rdpd log;‘) +W(a) + dpil(en,, p) +o(1), quand k — oco.  (4.30)
Cette inégalité renverse I'inégalité suivante
F., (Ve ) > rdpd log; + W (a) + dpil(en,, p) + o(1), quand k — oo. (4.31)

Et pour poursuit le méme raisonement comme dans [4].

63



Annexe

L’unicité du minimiseur lorsque la donnée au bord est de degré
nul
Dans cette section, p est soit une fonction réguliére positive, ou elle est vérifie
1 sixzell

pz) =
po Six €Ew

ou 0 < py <l

Théoréme 4.1 On suppose que d = 0. Alors, il existe g > 0 dépendant de g tel que pour

€ < €9, le minimiseur de E. dans Hg1 soit unique.

Preuve: On suppose que u et v soient deux solutions du probléme de minimisation (1.1).
Alors, pour ¢ assez petit, on peut écrire u = pe® et v = nue'®, avec ¢ = @, dans G, ¢ = 0
sur G et n=p=1sur G (car si d =0, g = %0 tel que ¢, : G — R).

Le théoréme 5.1 est une conséquence directe du lemme m

Lemme 4.1 On a pour a >0

L[, 2 L [ o 9 2 1/2 a2 (P [Vl
> - - - - — o .
B.(v) 2 Bw) 4 [ 190245 [0 - o) IVol* 45 [0 -2 (4 - B2
G G G

Preuve: On écrit w = ne'?, donc v = w.w.
En réitérant le méme procédé que celui qui est dans le lemme de substitution, on obtient
L[ 2 1 4 22 2, 2
Ee(v) = Ec(u) + 5 [ P77 [Vul"+ 1= [ 07 (L =17)"+ [ p"0"VVe. (A.2)

2
G G G
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En effet,

E.(v) = E.(uw)

1 1 1
- 2/]u!Q\Vw\z—i-2/]w]2\Vu|2+/uVquw+4€2 (pz—\uIQ\wIQ)Q

G G G
1 1

= 2/p2\Vw\2+2/n2]Vu\2+/uVquw+ /p—pn
G G G G

1 1
— B+ 2//)2 V| ? + 2/(772 — 1) Va2 —i—/uVu.wVw
G

G G

1

1 [(p* = 720%) — (0 — ) ]
€
G
1 2 1 2
= FE.(u)+ 2/ |Vw|“ + /(77 —1)|Vul /uVu.wVw

G G G

+4%2 PP(1—n*) [2(* - p*) + 21— )]
G

Donc

1 1
B.(v) = EE(u)+2/p2|Vw|2—|—2/(772—1)|Vu|2+/uVu.wVw+
G G G

1 1
+53 p*(1—n%) (p* - p?) + 42/p“(l — %)
G G

On observe qu’en fonction de p et ¢, I’équation de Ginzburg-Landau devient
—Ap+p|Ve|? = %p(1—p?) dans G,

div (p2V<p) =0 dans G.
En effet, pour k =1,2, on a

_ 7 N}
Uz = P, €7 +ipePp,,

_ 1P . i e, 2 R 17-)
Uagay, = Py, 0 €7+ 20p,, €F 0y, — pe'¥ol, +ipe¥ oy, 4,

donc

Ay = e¥ (Ap +2i Vp.Vo —p|Ve|? + z'pAgo) = —e%pew(p2 —p?).
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On divise cette équation par e, on obtient
Ap+2 Vp.Vg — p|Vo|2 +ipAp = — = p(p? — p?
p+2iVp.Vo = p|Vel " +ipAp = ——p(p” — ).

FEn identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient
—Ap+p|Vel? = Zp(p* - p?)
et
2Vp.NVo + pAp = %div(p2V<,0) = 0.
Donc
div(p®Vy) = 0.
FEn multipliant la premiére équation par p (772 — 1) et en utilisant le fait que n = 1 sur 9G, on

obtient
I R Iy L SRt

G
= /WV p (" =1)) + /p Vel ® (" — 1)

= /IVpI2 n —1)+2/pr77V77+/p V| ? (n* — 1)
G

En remplagant dans (A.3), on obtient (A.2).
Ensuite, en multipliant la deuxiéme équation par ¢ € H&(G), on obtient

/p2ch.V¢ =0,

G
alors

[eiveve= [ (7~ 1) Vo5
G

G

—/pWﬁp (n*=1) Ve
G
Séa/p2!v¢|2+§a/p2(1n2)2|V<P|2-

G G
Dans la derniére assertion, on a utilisé I'inégalité élémentaire suivante
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Pour é > 0 fixé, on a I'inégalité suivante

1
ab < da® + Bb2 Va,b > 0,

avec a = p|Vo|, b=p(1—n%) Vpet § =%, donc

1 1
—/pQUQVwW > —Qa/pQ Vol ? - 204/’02(1 —n)* [Vl 2.

G G G

On remplace dans (A.2), on obtient 'estimation (A.1). m

Remarque 4.1 & L’unicité pour € assez petit dans le cas p réguliére, résulte de (A.1)et le fait
que ||[Vo| 1« < C, ot C une constante indépendant de € (voir [9]).

¢ Dans le cas discontinue, i.e p satisfait
1 sixzxef

p(z) = 0<po<l,
Py SITEW

on utilise 'estimation suivante, qui compléte la démonstration du théoréme.

Lemme 4.2 [ existe une constante C = C(G, g), telle que
HV<P”L<><>(G) < 0/54/5'

Preuve: On a
div(p?V) = 2pVpVo + p?Ap = 0,
donc

2
Ap = —;VpV(p dans G. (A.4)

Alors,

||A<PHL2(G) <c HVP”L2(G) : HV@HL?(G)
<OVl 2 -

c

&g

De plus, puisque E.(u) < %, on obtient

||VP||L2(G) < %7

car
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IVplZ2(c) < Be(w).

Cela implique
C
AP 2 < N (A.5)

D’autre part, par (A.4) et ||quL°°(G) < g, on trouve que

(A.6)

)

WA

AP foo ey <

car

IVu|? = |Vp|? + p? |V 2

et
C
PPVl * < [Vu* < 5.

De (A.5) et (A.6), on obtient
1AG] () < C/e2r=3)/p pour 2 < p < +o00.
En particulier, si p = g, on trouve que
1A@lls/2(q) < C/es.
De plus, puisque ¢ = ¢ est réguliére dans 9G, on obtient
HDQSOHLW(G) < C/e'?,

d’ou
IVl ooy < C/*P.
On sait dé¢ja que n =1 et ¢ = 0 sur OG. Et a partir de l'égalité E.(u) = E-(v), (A.1) devient

1 9 9 1 2, 9 2 1/ 2 2 C ,02
— — - < a - - ’
2/p V| = + 2/;) (" —e)[Vel™ <5 [pr(1 =) ae8/>  2€?

Z G

G
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Ce qui implique que

G

Q aq

IN

IN
N =
A Qb A
(3%
| =
!
3
N
9
™
2
(@

car p < 1.

Le membre de gauche de (A.7) est minoré par

o fa o (U ) v

G G
s (= pra )
16¢2
G
¢ :
< g [
G

Soit g9 > 0 fixé tel que

1 (1—po)*
g Es/g Oé > C.

0
Pour 0 < € < gp, on déduit de (A.8) que n =1 et ¢ = const sur G.

(A7)

Comme ¢ = 0 sur G, il résulte que ¢ = 0 sur G. Cela implique que v = v sur G, d’ou

I'unicité du minimiseur du probléme

min F.(u
ucH} E( )’

pour € petit. m

(P)

Dans ce paragraphe, on démontre ['unicité du minimiseur u. du probléme de minimisation

(P), pour ¢ grand.

Mais, I’étude de I'unicité de u. entre les deux valeur de €, reste encore un probléme ouvert.

A cet effet, (pour € grand), soit A\; = A;(—A) > 0, la premiere valeur propre de 'opérateur

(—A) dans H&(G). On se propose de monter que si € > 1/4/\1, alors u. est unique, comme le

montre la proposition suivante.
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Proposition 9 Supposons que deg(g,0G) = 0, pour € > 1/y/A1, alors E. admet un unique
minimiseur, tel que A\ = A\1(—A) > 0, est la premiére valeur propre de l'opérateur (—A) dans

Hg(G).

Preuve: Considérons € > 1/4/\1 et u. un minimiseur de E. dans H, ;. On remarque que
Hy(G,R?) = {uc} + Hj(G,R?).

Soit alors v € H{(G,R?), en multipliant la premiére ligne de 'é¢quation de Ginzburg-Landau

1
/V’LLEVU = 62/ugv(p2 — Jue| ?).
G G

par v, on obtient

Siv#0,0na

1 1
E.(ue +v) — Ec(u:) = 2/ |Vl 24 /V%Vv + 482/(2%1) + \v[2)2
G G G

1
o [ 20~ el e + o] 2
G
1 2 1 2 2 2 2\2
= 3 |Vl —&-4—62 [2]v] *(Jue| ? = p?) + (2ucv + 0] ?)?]
G G

Y]

1 2 1 2

- - >

5 [ 1907 = o [ 12 2 0
G G

1
> /\W\?—Al/w >0
G G

car € > \/% et (p? — |uc| %) < 1, alors
E.(uc +v) — E-(us) >0

donc wu. est un minimiseur local stricte. Il résulte que le probléeme (P) admet au plus une

solution, d’ot on déduit 'unicité du minimiseur de E. dans H, gl, pour € grand. ®m
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a constaté que la plupart des résultats de F. Béthuel et al. se généralise

a ’énergie de Ginzburg-Landau suivante
Bow) = [ (Vul? + g6~ [u)?),
G
sauf dans le calcul de I'estimation de I’énergie potentielle qui est

L - uP)?>¢ 0<e<.

2
. G . .
Dans leurs cas, ils ont trouvé I'estimation

Ll —|uP2<co<e<t,

Ainsi, lorsque la fonct?on p est différente de 1, la construction des mauvais disques utilisé dans
[3] n’est plus évidente.

L’idée utilisée dans ce mémoire est d’étudier le comportement asymptotique de minimiseur
ue sous la forme v.U.,0ou U est un minimiseurs de ’énergie E. dans la classe Hll(G, C) telle
que pg < U: <1 et v. soit un minimiseur de 1’énergie

F.(v) = / (U210 + LU~ [v]2)?) .

G
En fait, on obtient les résultats de convergence pour u. par I’étude de U, et v. séparément.
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