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Notations

FE espace de Banach.

Elespace dual de E.

(., ) gr.p crochet de dualitée de E' x E.

D(A) domaine de l'opérateurA.

R(A) I'image de l'opérateurA.

— convergence forte.

— convergence faible.

| B |=mes(B) : messure de Lebesgue de ’ensemble B.

2 : ensemble ouvert de R" .

I' =09 : frontiere de €.

C* () : Tespace des fonctions k fois continuement différentiables sur Q (k € N).
C*(Q) = onCk (Q).

D(Q) : lespace des fonctions C*° a support compact dans €.

L' (Q) = { f: Q — R intégrable tel que / |f (z)|dx < 400
Q

L} .(9) : Tespace des fonctions localement intégrables sur (2.

LP(Q)={f:Q—R f mesurable et |f|” € L' (Q)}, 1<p < oo
LP (R = f: Q—>R"t.q. mesurableet/f(x)|pdat<+oo , 1<p<+o0.
Q

1/p

avee | fllme = / f (@) de
Q

L>®(Q) ={f: Q — R mesurable et 3 une constante ¢ tel que |f (z)] < c¢ p.p sur Q}.

avee  |fllpe = it {e f (@) e ppsur Q).



H'(Q) = {f € L?(9), g;;f € L*(Q),Vi = 1,71} '
i 1/2
5 & [ Ov 2
avec  [[v]|i(q) = /(v V) ) = v o) |
Q = K3

H} () = {ve H (Q),7yv = v|yq = 0}, ou 7y, est Papplication trace.
Y : la période de réference définie par: YV = Z.1311](), ;[ avec [; >0 Vie{l,..,n}.
Y] : mesure de Y (mesure de Lebesgue).

: un vecteur de R".

u
H=1(Q) lespace dual de H{ ().

Hﬁ1 (Y)={f taq. f€HYY) et f est Y-périodique} .
Du = (%, %, ey 8‘971;) =grad u avec u(z) = u(z1,...,x,): @ — R,
divu : la divergence d’un vecteur u est divu = ) auz.

i=10T;

My (h) : La moyenne de la fonction h sur Y est notée par My (h) = Dl,'/h(y) dy.
Y

1 si z€A
0 si z¢A

xa(x) =



Introduction

L’homogénéisation est une méthode de modélisation de phénomeénes physiques ot I’hétérogénéité
est quasi présente. Cette hétérogénéité est répartie d’une fagon périodique. Elle est de taille
trés petite. Le modéle homogénéisé est justement obtenu en faisant tendre cette taille vers zéro.

Dans ce travail on s’est intéressé & ’homogénéisation d’une suite d’opérateurs non linéaires
monotones de type divergence qui agissent sur espace H.

L’introduction de la théorie de 'homogénéisation savére trés nécessaire quand le numérique
est devenu lourd ou pratiquement impossible. L’opérateur A'u = —div(a(Z-, Du)) & ho-
mogénéiser laisse supposer la stricte monotonie et la lipschitz-continuité de a qui est Y-périodique
ou Y est la période de référence et €,Y I'hétérogénéité en question(voir figure ci-dessous).Le
modele homogénéisé est aussi de type divergence. Il renferme I'opérateur b & la place de a,
qui est défini justement localement afin de mettre en évidence les propriétés physiques de
I’hétérogénéité. On montre aussi que b satisfait aussi la stricte monotonie comme a. Ceci nous
permet de prouver l'unicité de la solution du probléme homogénéisé. Un outil mathématique
trés important a été introduit pour mettre en évidence 'opérateur homogénéisé, c’est la com-
pacité par compensation. Un résultat de correcteur est introduit & la fin de ce travail pour

mieux expliquer le modéle limite.
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Ce mémoire est partagé en deux chapitres organisés de la maniére suivante :

Le chapitre I est essentiellement consacré & rappeler quelques notions de la convergence
faible dans les espaces de Banach, les définitions de la monotonie. Un théoréme sera abordé,
il permettera de déduire 'existence et 'unicité de la solution d’un probléme non linéaire sous
certaines consitions. Pour plus de détail le lecteur est renvoyé aux références [1, 2, 4, 5,8, 9,10].

Dans le chapitre II, intitulé "Homogénéisation des opérateurs monotones", on se donne
un probléme aux limites non linéaires, défini par un opérateur satisfaisant les conditions de
Lipshitz-continuité et de monotonie. Ces derniéres nous seront utiles pour montrer I’existence
et 'unicité de la solution de ce genre de problémes. En suite on essayera de trouver le probléme

homogénéisé associé. Pour plus de détail le lecteur est renvoyé aux références [3, 4, 6,7,8].



Chapitre 1

Préliminaires

Nous allons introduire des notions, des définitions et des théorémes qui nous seront utiles dans

notre mémoire.

1.1 La convergence faible dans un Banach

Définition 1.1 Soit E un espace de Banach, E' son dual et (.,.) le produit de dualité sur
E xE.

On dit que la suite (zp,) de E converge faiblement vers x € E  si et seulement si :

/7

(', 21) —hoioo (@, 2),V2 € E (1.1)

et on écrit :

Th —hoitoo T dans E. (1.2)

Théoréme 1.1 Soit E un espace de Banach, E' son dual. Soient (zp,)pet (x,)n deux suites de

E dans E’ respectivement.

Sizy, —pot0ox dans E, alors:

E|k>0tq. Vh e N: HthESk

< lim inf
Iz o< lminf | 2, g



Sizp —psi00x dans E, alors xp, —p 100 ¢ dans F.

Définition 1.2 (Espace réflexif): Soit un E espace de Banach, soit E son dual (muni de la
norme duale || f ||z= sup | (f,z) |).

el
el z<1
Soit E”son bidual (muni de la norme || g || .»= sup [(g,[) |).
fEE’
£l e <1

On a une injection canonique J : E — E” définie comme suit : Soit x € F fixé, application
f— (f,z) de E' dans R constitue une forme linéaire continue sur E’ ie.un élément de E"noté
Jz. On a donc

<Jm7f>E”E:<f,m>E/E V$€E7 vaEl'
Il est clair que J est linéaire et une isométrie ie. || Jz ||g»=|| « ||g pour tout = € E ;

Définition 1.3 En effet

| Ja |gv="sup | (Ja,f)|= sup |(f,z)|=] =g
feE’ feE’
I fllgr <1 £l g <1

Lorsque J est surjective on dit que E est réflexif.

Définition 1.4 (Espace séparable) : On dit qu’un espace de Banach E est séparable s’il

existe un ensemble au plus dénombrable qui est dense dans E.

1.2 Les espaces L”

Définition 1.5 Soit Q2 un ouvert de R".
i) Soit1 < p < +00.0n note par LP(;R™) I’ensemble des fonctions mesurables f : Q@ — R"

tel que :

1/p
1l = ( / If(w)lpdx> < fo. (1.4)

ot ||| Lp (g;rny €5t une norme sur LP(;R™).
it) Soit p = +00. On note par L*>(;R™) l'ensemble des fonctions mesurables f : Q — R"
tel que :

1l ey = i {a: |f(2)] < @ pp o € 0} < +o0. (L5)
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0l ||.|| oo (rny €St une norme sur L>(Q;R™).

i) LY (5 R™) = {f / f € LP(Y);R™) pour tout ensemble ouvert borné ' avec Q' C Q} .

loc

Remarque 1.1 a) Soit 1 < p < +o00. On désigne par q l’exposant conjugué de p cad : %—l—% =1.
b) Soit 1 < p < +o0. Alors l’espace dual de LP(Q;R™) est LI(2;R™).

Théoréme 1.2 (Inégalité de Holder)
Soient f € LP(Q;R™) et g € L1(Q;R™) avec 1 < p < +00.
Alors (f,g) € L*(;R™) et

Auﬂmyw»stwmmmR@wwmmﬁﬂ- (L6)

La convergence faible dans les espaces LP

La notion de convergence faible dans LP (2; R™) devient donc comme suit :
e Sil<p<+oo,alors f, =p—100 f dans LP (Q;R™) si :

[ @) g@)do i [F@)g@dn geLr@rY. @)
Q

Q

e Sip=+o0, alors f, ~nh—too f faib.x dans L™ (Q;R") si :

[ @9 @)ds =1 [10) g(@)dn vge L' @R (1.8)
Q

Q

avec (.,.) le produit scalaire dans R".

Théoréme 1.3 L’espace LP (;R™) est reflexif pour 1 < p < +o0. De plus L? (Q;R") est un

espace de Hilbert avec le produit scalaire définit par :
(. 9) ey = [ F(2).g (@) da. (19)
Q

1.3 Les espaces de Sobolev

Définition 1.6 Soit Q un ouvert de R™ et 1 < p < +oo. L’espace de Sobolev WLP(Q)

8



est définie par :
WP(Q) =u € LP(Q) : Du € LP(;R™) (1.10)

y — (Ou Ou u 5 ere g s SR
ot Du = (8371’ Bagr a%) représente la 1°7¢ dérivée au sens des distributions
de la fonction réelle u.

On définit dans cet espace la norme suivante :

HuHWl»P(Q) = ||U||LP(Q) + ||Du||LP(Q;]R") (1.11)

ou parfois sa norme équivalente :

1/p
lullwragay = (1) + 1Dulpgpe)  (sil <p < +o0). (1.12)

Définition 1.7 Soit 1 < p < +o0. L’espace Wol’p(ﬂ) est défini comme la fermeture de C3°(2)
par rapport & la norme de WhP(Q).
L’espace dual de Wol’p(Q) est noté par W—14(Q) avec % + % =1.

Remarque 1.2 Sip =2, l'espace W12(Q) est noté par HV*(Q) ou bien H' ().
Meéme chose pour Wol’p(Q); on le note par H3’2(Q) ou bien H} ().

Proposition 1.1 i) L’espace WP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < +o0.

ii) L’espace WIP(Q) est un espace réflexif pour 1 < p < +oo.

iii) L’espace WLP(Q) est un espace séparable pour 1 < p < +oc.

iv) L’espace Wol’p(Q) est un espace de Banach séparable; il est de plus réflexif pour 1 < p <
+00.

v) Les espaces HY(Q) et H}(2) sont des espaces de Hilbert munis du produit

scalaire suivant :
"/ Ou Ov
(u,v)Hl(Q) = (u,v)m(g) + ,Zl (8551" &U@'>L2(Q) (1.13)

Remarque 1.3 La quantité || Dul| ;,qgny définie une norme sur Wol’p(Q),on la note par ||u||W01,p(Q) ;

qui est équivalente a la norme ||ul[y1p ) - (pour 1 < p < +00).



1.4 Fonctions périodiques rapidement oscillantes

Nous introduisons une classe de fonctions périodiques oscillantes qui jouent un role essentiel

dans la théorie de I’homogénéisation.

Définition 1.8 Soit Y un intervalle de R™ définie par : Y = 10,11[ x ]0,l2[ X ... x ]0,1,] ou
li,1a,.. 1, sont des nombres positifs donnés. On désignera par'Y la période de référence. Soit f

une fonction définie p.p x € R™ . La fonction f est dite Y -périodique ssi :
flx+klie;)) = f(x) ppxeR” VkeZ, Vie{l,2,..,n}

ou {e;}] est une base canonique de R™.

Définition 1.9 Soit Q un ouvert borné de R™ et f € L'(). La valeur moyenne de f sur

est le nombre réel donné par : Mq(f) = ﬁ Jo F(y)dy

Théoréme 1.4 Soit 1 < p < +oo et f est Y-périodique dans LP(2).
Soit fo(z) = f(%) p.p z € R™.
e Sip< +ooalorson a:

fe —c_0 ’Y1|/Y‘f(y)dy dans LP(w)

pour tout sous ensemble w borné de R".

e Sip=+o0,alors f. =5 ﬁ [y f(y)dy  dansL>®(R™).

Preuve: Voir [10], (chapitre2, théoréme2.6). m

1.5 Extension des fonctions périodiques

Dans cette partie, on établira le prolongenment des fonctions périodiques. (Voir [4], page42).

Soit Y =10, 1[" le cube unité ouvert dans R™ et 1 < p < +o0.

10



Définition 1.10 W#l#’p(Y) est lespace des fonctions u € WHP(Y), tel que My (u) = 0, et qui

ont la méme trace sur les faces opposées de Y.
Remarque 1.4 Dans le cas ot p = 2, W;&J(Y)est noté par H#(Y)

Lemme 1.1 Soit u € W#p(Y). Alors u peut étre prolongé par périodicité en un élément de

WP (R™).

loc

Preuve: casp =2
Soit w un ouvert borné de R"

Soit u € H%& (Y), u™ son extension définie par:
u(z + klie;) =u(z) ppzeY , VeeZ, Vie{l,..n}
On pose

¥ = x+klie, 2 €Y, Cw
ou
8:1:i

= u? e L2w) et (=—)" € L} (w)

Montrons que

ou# ou  #

= ] 1,...
o= ()" Vie{ln)

Soit

peDw),supppC | J Y=L (1)
keK(w)

ot K(w) un sous ensemble fini de Z"et Y} sont disjoints deux a deux, Yy =Y + z(k), pour

Z(k) = (klll, knln) e R" ke Z".

On a
ou Jy
<8x,~ ) D'(w),D(w) = —/U#axidw
_ # 9P
= Z /u 8%da: (2)
kEK(UJ)Yk

11



En utilisant un changement de variable on obtient:

[t star = [uw gl -ty 3

Y, Y

Utilisant maintenant la formule de green :

[uwgiw—stndy = — [ Sooty—20)dy + [uwoty - 2(0ymids,
i Z v oy
- —/SZw(y—z(k))dy + / u(y)p(y — 2(k))nidS, (4)
Y FrUE-

Ou FZ-jE sont les faces de Y dans la direction x;.

/ u(y)e(y — z(k))nidS, = / [ w(y)p(y — 2(k)ly=1,dy1...dyi-1dyit1...dyn
FruF; 110,451

- [ u(y)p(y — 2(k))]y=ody1...dyi—1dyiy1...dyn

Considérons maintenant la cellule Yy adjacente & Yj, dans la direction de z; c’est & dire:

Yk/ =Y + Z(kﬁl)

Z(k/) = Z(k) =+ liei = (klll,...ki—lli—ly (kl + 1)li, ki+1li+17 ...knln

Faisant le méme calcul, on trouve

/ u(y)p(y — z(K'))ndS, = [u(y)e(y — 2(K")lyi=1,dy1...dyi—1dyit1-..dyn
FruF; 110,451

- [u(y)e(y — 2(k)lyi=ody1.. dyi-1dyis1...dyn

12



Notons que

oy —2(K")/yi=0 = (1 — kil1, .., yim1 — kic1lic1, — (ki + D)l yis1 — kig1livt, o Yn — knln)
= oy — 2(k))/y;=1,

De plus u estY —périodique, alors

- f [u(y)e(y — Z(k))]y¢=0dy1...dyi71dyi+1---dyn
]0
J#i

= I Tu)ely = 2(K)]ly=,dy1...dyi—1dyii1...dyn (5)
104!
VE

En remplagant (3) et (4) dans (2) on obtient:

out ou
<8xi790>D’(w),D(w) = > /mw(y—Z(lﬂ))dy
kEK(w)Y
ou  #
= [ eda
out ou  #
= ) 1,...
= ()" Vi€ (L)
Alors
u? € HY(w)
n

Lemme 1.2 Soit g € LY(Y,R") tel que

[/(g, Du)dy =0 Vv e W,P(Y).

Alors g peut étre prolongée par périodicité en un élément de L1(R™, R™) , qu’on note g tel que

—divg = 0 dans D'(R™).

Lemme 1.3 (lemme de compacité par compensation) Soit 1 < p < +o0.s0it (ug): une

suite qui converge faiblement vers u dans WYP(Y), et soit (g:)e une suite dans LI(2, R™)qui

13



converge faiblement vers g dans L1(Y,R™) quand € — 0. De plus (—divg.) converge fortement

vers (—divg) dans W=LP(Y). Alors

/Q (ge, Due)pdx —2 o /Q (g, Du)pdx Vo € C3°(Q).

Preuve: 1l suffit de voir que

/(gg,Dus)godx = (—divge, usp) — / ue(ge, Dp)dx Vo € C§°(9).
Q Q

1.6 Théoréme d’existence

Définition 1.11 Soit E un espace de Banach et E'son dual.
Soit A: D(A) C E — E' un opérateur.

1-On dit que A est monotone si
(Auy — Aug,uy —ug) >0 Vuj,uz € D(A)
2-On dit que A est strictement monotone si
Vui,ug € D(A) @ (Aup — Aug,u; —ug) =0 = ug = ua.
3-On dit que A est mazimal monotone si
Vz,y] € Ex E' tel que (y — Au,x —u) >0 Vu € D(A) =y = Ax.

4-On dit que A est hémicontinu si

A(u+ tv) =0 Au dans E' Yu € D(A)et v € E tel que u+tv € D(A) pour 0 <t < 1.

Théoréme 1.5 Soit E un espace de Banach réflexif et séparable et soit A : E — E'(i.e D(A) =

E) un opérateur ayant les propriétés:

14



(1) A est borné hémicontinu.
(2) A est monotone.
Alors A est maximal monotone. En plus, si A est coercif, i.e:

. (Auu)prg
(3) i e = oo

alors A est surjectif de E — E', i e pour f € E', il existe u € E tel que:

(4) A(u) = f
Preuve: 1) Soit wy,...wy,, ...une base de E ; on cherche uy, € [wi,...wy], vérifiant
(5) (A(um), w;) = (fyw;) 1<j<m.

Pour lexistence de u,,, en notant que

() (A(um), um) = (fsum) > (Aum)s um) — ¢ || um ||

car | (f,um) [<[| f el wm ||
= (f,um) < cll um [lp
= —(f,um) = —c|lum |lg

et donc d’aprés (3), (A(um), um) — ¢ || um |= 0 pour || um ||= p, p assez grand.
(i7) La fonction v — (A(v),v) est continue sur(wi, ...wp]

car les hypothéses (1) et (2) entrainent que A est continu de E — E'.

Par ailleurs (5) donne

(A(um), um) = (f, um) <[ f 2]l wm |

grace a (3) on a: a || um H2§ (A(um),um) < c | um ||
= a || um [|< (A(um), um) < c
= um < ¢

Comme A est borné, il en résulte que || A(um,) ||< .

15



2) On peut donc extraire une suite u, ( car E est réfliéxif) telle que

Uy — U dansE

(6)
A(up) = x  dans E'

Passant a la limite dans (5) (pour m = p,j fixé)on voit que

(X’wj): (fawj) Vj

et donc

(7) x=1r

Par ailleurs, d’aprés (5), (A(uu),uy) = (f,uy) — (f,u) et done, d’aprés (7):
®)  (Alu),up) = (x;w)
D’aprés (1) on a :
(Al + ko) — A(), 2) — (At +F0) = %, 2) =g 0
Et d’aprés (2)

0<clluy —ul®<| (A(uy + kv) — A(u + kv), uy — u)

Quand k — 0 on a

ce qui, joint a (7), montre le théoréme.

16



3) On part de

(10) (A(uy) — A(v),uy —v) >0 Yo € E

Utilisant (6) et (8) on peut passer a la limite dans (10), d’ou

(11) (x —A(v),u—v) >0 Vv € FE

Alors pour lexistence on prend v =u— Aw, A>0, wé€FE ; (11) donne

(x — A(u — \w),u — (u—Aw)) >0

— (x — A(u — Aw),\w) >0

= A (x — A(u — \w),w) >0

Donc

(x — A(u — \w),w) >0

En faisant X — 0 :
(x —A(u),w) >0 YweFE

D’ou (9). m

17



Chapitre 2

Homogénéisation des opérateurs

monotones

2.1 Position du probléme

Soit Q C R™ un ouvert borné et Y =10, 1[" le cube unité ouvert dans R™.

considérons 'opérateur non linéaire suivant :

Ay = —div(a(?,Du)) Vu € Hy(Q)
h

ou a(z,.) est Y —périodique satisfaisant les propriétés suivantes:

1/ a:R" x R" — R” telque: V¢ € R", a(,&) est Lebesgue mesurable et Y —périodique.
2/ La monotonie: (a(z,&;)— a(z,&5),& — &) > a | & — & |°p.p ¢ € R et V&, &, € R™.
3/ Lipshitz-continuité: | (a(x,&)— a(x, &) [<K B & — & [pp x € R™ et V€, & € R™
avec 0 < a < B < 400 .

4/ a(z,0) =0 p.pz € R™.

Remarque 2.1 Si a satisfait ces conditions, on dit que a € Ny.

Etant donné a € ¥ , alors pour tout réel positif 5, et f, € H ~1(2), considérons le probléme

suivant :

—dw(a(Z, Dup)) = fn dans Q

(2.1)
up € H& (Q)

18



Le probléme devient comme suit :

Trouver uy, € E = H}(Q) /| Aluy, = fp

(Al v) = /Q(a(Eh Duy,), Dv)dx (2.2)
et
(fnsv) /fhvdﬂ? (2.3)

Lemme 2.1 L’opérateur A" de E dans E' est hémicontinu, monotone et coercif.

Preuve: i/ Montrons d’abord que

Al e H1(Q) VYw € H (Q).

Soit w € H}(Q) :

| (AMw,v) | =] [o(al & Dw), Dv)dz |
< Jo | (a a,Dw),Dv) | do
< Jo la(2, Dw) || Do | da
< 1| Duw |2l Do |2
<Bllwlelvie

<8 vle Vo € Hy(Q)

d’ou

Alw e B'= H1(Q).

ii/ Montrons que AP est hémicontinu. Pour cela calculons la quantité suivante :
| (A" (u + kv) — Alu, z) 4 5l =l Jo(a( &, Du+ kDv) — a(Z, Du), Dz)dz | Vz € H}(Q)
<fQ\a ; Du+ kDv) — a(X, Du) || Dz | dx

SBfQ\Du—i—va—DuHDz\dm
< kB o | Dv || Dz [0 0

19



iii/ montrons que A" est monotone:

(Al — Ay, u — Vg g = / (a(i, Du) — a(i, Dv), Du — Dv)dx
’ Q &n €h
> a/|Du—Dv|2da:
Q
> 0 Yu,v € D(A)

De plus A" est strictement monotone car :
Yu,v € D(A") <Ahu—AhU,u—v>El p=0=u=nu.
iv/ Montrons que A" est coercif :

(Aruu) = /(a(:,Du),Du)dx Vue E
) Q h

> a/|Du| > dr=a | ul}
Q

Ah
lim Awwpp +00
|[ull g—+o00 | ulle

L'opérateur A" : H}(Q) — H~1(Q) est hémicontinu, monotone et coercif. En plus, H}(9)
est un espace de Banach séparable et réflexif. En appliquant le théoréme 1.5 on déduit que
R( A") = H1(Q) c’est a dire que A" est surjectif. Sachant que A" est injectif, alors le
probléme 2.1 admet une solution unique. m
2.2 Le Probléme homogénéisé

Théoréme 2.1 (voir [5], théoréme 5.3, page 20)

Soit a € Ry , et soit (5,), une suite de réels positifs qui tend vers zéro quand h — 4-o0.
Supposons que fr —p 100 f dans H-Y(Q).

Soit (up) la solution du probléme 2.1 alors

Uph —h—too Uy dans H&(Q) (2.4)
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a,(;, Duyp) — b(Dug) dans L(Q, R™). (2.5)
h

ol ug est 'unique solution du probléme homogénéisé :

—div(b(Dup)) = f dans Q

(2.6)

Ug € H&(Q)

ou 'opérateur b est définie comme suit :

b: R" - R"”
(2.7)
£ = b)) = [yaly,&+ Dut(y))dy
avec w® solution unique du probléme local suivant :

Sy (aly, & + Duwi(y)), Du(y))dy =0 Vo€ HL(Y) 2.8)

wt € Hy(Y)
Proposition 2.1 L’opérateur b satisfait les propriétés suivantes :

i/b est monotone.

ii/ Il existe une constante v > 0 tel que :

16(&1) —b(&) [Sv 161 =& | VE,6 € R™.
iii/b(0) = 0

Preuve: Soient £;,&, € R™, par définition de opérateur b, il existe wéi € H# (Y) pouri=1,2

tel que

Jy(aly, & + Duti(y)), Du(y))dy =0 Yo € Hy(Y)
b(&) = [y aly, & + Duwi(y))dy

i/ Montrons que b est monotone
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Soient £1,£ € R™ :

(b(&1) = b(&2). &1 — &) = ([yaly, & + Duw*i (y))dy — Jy-(a(y, & + Dw*2(y))dy, & — &)

a(y, & + Dwi(y)) — aly, & + Dw'2(y)), & — &))dy

= [y (a(y, & + Dwsi(y)) = (a(y, & + Dws2(y)), (& + Dwti(y)) — (& + Dwt2(y)))dy
— Jy(aly, & + Duti(y)) — a(y, & + Dw2(y)), Duwi(y))dy

+ [y (a(y, &1 + Dwi(y))dy — a(y, &5 + Dw'2(y)), Dw2(y))dy

>a [y | (& + Dwti(y)) — (& + Dw2(y)) |* dy

>0

= Jy( ) -
( ) -

11/ Soient 61762 € R™ .

|6(&1) —b(&s) 7 =] [y aly, &1 + Dwtr(y))dy — [y (aly, & + Duw2(y))dy |2
< (fy la(y,& + Dwi(y))dy — [y (a(y, & + Dw2(y)) | dy)?
< (B [y | & + Duwbi(y) — & + Dw2(y) | dy)?
< B (fy | & + Dw*i(y) — & + Dw2(y) | dy)
< B (fy (aly, & + D (y)) — aly, & + Duta(y)), (€, + Duwfi(y)) — (& + Due(y)))dy
< B (b(E)) — b(Ey). & — &)
< b)) —b(&) |1 & — & |

d’ou
2
| 6(&1) — b(&2) IS % |61 =8| V&,6eR”

iii/ b(0) =0 car a(z,0) =0 p.px e R" .

Maintenant on montre le théoréme 2.1:

Preuve: On va procéder comme suit:
Etapel :
D’aprés le lemme 2.1 et le théorémel.5 le probléme 2.1 admet une solution unique.

Etape2 :
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La formulation faible du probléme 2.1 est donnée par :

/(a(x, Duy), Dv)de = (fu,0)pp Yo € HY(Q).
Q  €h

FEn prenant v = wy, , on obtient :
a. || up HZE = an | Duy, > dz < fQ a(%,Duh),Duh)d:ﬂ = (fn,un)p.E
<II fa llell wn &
<cllunle

/

= up |[E< E =¢ (o ¢ ne dépend pas de h)

Posons

gh = a(%’ DUh)

| fh ”%Q(Q’Rn) = fQ | a(£7D“h> ’2 dx
= Jo | a(Z-, Dup) — a(Z-,0) 2 dx
2 2
< B H Uh ||H&(Q)

<c

Donc on peut extraire deux sous suites (up); et (£")5,, qu’on note encore par (uy)s et (%),

tels que :

Up —hotoo @ dans Hy (). (2.9)
"o € dans L2(Q,RM). (2.10)

avec 5 satisfaisant :
—div§ = f dans Q (au sens des distributions) (2.11)

Si nous montrons que é = b(Du) p.p z € R™ alors par unicité de la solution du probléme 2.6

nous concluons que @ = ug.

23



Etape3 :

Maintenent tout revient & montrer que :

¢ =b(Du) p.p ze€R"

Pour cela définissons une suite de fonctions w) € H(Q), ¢, Y -périodique comme suit : Pour
n € R", considérons la solution w € H71% (Y) du probleme 2.8.
Notons encore par w" son extensionY -périodique a tout R™, et d’aprés le lemme 1.1, nous

pouvons prouver que w" € H} (R") et que :
/ (a(z,n+ Dw"(x)), Dv(z))de =0  Yve C5(Q).  (voir lemmel.2) (2.12)

Soit:
wy = (n,z) + 6hw"(§) ppz€R"™ (2.13)
h

Dwj(z) =n+ Dw”(?) p.p z € R".
h

Puisque w" estY -périodique, alors

w"(%) —c, 0 My (w"). dans H(Q)
Donc
wZ($) —(n,x) = ehw”(g) —¢,—00. dans Hl(Q)
h

Car:

W) ey [ oty
D’ou le résultat suivant :

W —hotoo (m,z)  dans HY(Q) (2.14)
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Calculons maintenant la quantité suivante :

8w’7
o y)dy = Y)dyr)dy1dys...dyk—1dYg1..-dYn.
yk 0 1 )n 1 ayk

Le fait que w" € H#(Y) permet de déduire que :

1
ow"
T%(y)dyk = w"(y1,92--Yk—1, LYkt 1, s Yn) — W (Y192 Y1, 0, Ykt 15 -+ Yn) = 0.

0
ow"
y Oyk
Soit W € (L2(Q,R™))" c’est a dire ¥ = (¥q,...0,,) /¥, € L2(Q) pour 1 <k <n

. £ _ 31077 T . // _
/Q(Dw (€h ))dx = Z/ 85% 5h YUk (x)dx Z axk y)dy)Vy(x)dx = 0.

(y)dy =10 .

< Dw]—n = DwZ(i) —¢, 00 dans L*(Q,R") .

= Dw] —hi0on  dans L*(Q,R") .

Finalement, le fait que a(., )(ﬁ) estY -périodique, on déduit que :

/ o2, Dul(@)) = alont D (D)) = [ a(y,n+Duw(y))dy = bn)  dans LA(Q,R™).
Q €hn €h Y[ Jy

Puisque a est monotone on a :
[ (@ Do) = 0l Du(@), Dun(e) = Dua))p(o)ds 20 Vi € CF(@), > 0.
Posons
Un(w) = un(w) = w(e) —e, 0 8(z) — (1,2) = U(w)  dans H'(9).

Gh(z) = a(ih, Dun(x)) — a(—, Dw!(x)) —¢, -0 &(x) — b(n) = G(z). dans L*(Q,R").
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or
—div((g,Duh(x))) =fhn—e 0 f= —divé  dans HY(Q). (2.15)
h
et
—dw(a(gi, D () =0 —_ _, ~div(b(y)) dans H'(Q). (2.16)
h
(2.15) et (2.16) = —divGh(z) —h—oe —divG  dans H~H(Q) . (2.17)

En passant a la limite quand 5 — 0 et en appliquant le lemme de compacité par compen-

sation on a:

/Q(a(x7Duh($))—a(w,DwZ(x)),Uh(w)—DwZ(fv))w(x)dfc—>/Q(E(w)—b(n)yDﬁ(@“)-ﬂ)@(fﬂ)dw Vi € Cgo (2

€h €h

On a a monotone = (a(, Dup(z)) — a(L, Dwy(v)), up(z) — Dwjl(x)) > 0
= Jo(€(z) = b(n), Da(z) —n)p(z)de >0 Ve € C(R), ¢ 2 0.
On prend une suite (7,,,) dense dans R” tel que 7,, —=m—+o00 1

Donc

vin / E(@) — (i), D) — my)p(z)dz > 0, 9> 0.
Q

b continu = b(n,,,) —m—+oo b(N)
— (£(z) — b(n), Di(x) —n) >0 p.pz e QetVnyeR™
b maximal monotone = (b(&;) — b(&,),&; — &) =0
= (£(x) = b(n), Dia(z) — 1) =0
= n = Di(x).
Par conséquent:

§(x) = b(Du())

Proposition 2.2 L’opérateur b: R™ — R™ définie par 2.7 satisfait la propriété suivante :
(b(€1) —b(€a), &1 —&a) > | &1 — & [P V€, & € R™

26



Preuve: Soit ¢, € R"” pour i = 1.2.
Considérons (w%) € HI(Q)/wfj (x) = (&,x) + ehwgi(i).
D’aprés ce qui précede, on a
wg" oo (&,7) dans HY(Q)
Dulf —p o &  dans L2(,R")

a(Z, Dufi(a) =, o & fy aly,& + DS (y))dy = b(S;) Dans LA(Q,RY)
Puisque a est strictement monotone, on a : Yy € £5°(€2), ¢ > 0

/Q(CL(;L,thl (x))—a(%,Dw%(az)),thl(;c)—Dw%(x))cp(x)da: > a/Q | Dw;'(z)—Dw;?(z) |* p(z)dx

Quand € — 0 et aprés avoir appliqué le lemme de compacité par compensation, nous obtenons:

/Q(b(ﬁl)—b(&),él—fz)sO(fU)dm >a lim [ | Dwy!(z)-Dwy?(z) |* p(z)dz Yo € C5°(Q),¢ 2 0.

h—oo Jq

Posons :

Uy, (z) = (Dwj! (z) — Dwy?(z))p()

pour p € C§°()/ | |2: p. =V, € LQ(Q,R”).

En plus on a:
Uy (x) = (Dwy! (x) — Dwp? (2))p(2) —hoo ¥(z) = (& — &)p(2) dans L*(Q,R")

Maintenant il suffit d’utiliser le théorémel.l pour obtenir :

[0e) — b6 - @eite = a fim [ Do) - Dufp(e) P (it
> «alim inf / | Dwp* (x) — Dwff(x) 1 o(z)dx
h—oo Jq
2 04/9 | &1 & P pla)de

Il résulte que

(b(€1) = b(€2), &1 — E)p(w) > a & =&y |2 o(r) ppreR" >0
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d’ou

(b(€1) = b(£2), & — &) > a | & — & [P V&, & eR™

2.3 Correcteur

Dans la théorie de I’homogénéisation ont est souvent affronté a la convergence suivante:
Du, — Dug dans L2.
Améliorer cette convergence c’est la transformer en une convergence forte, pour cela on introduit
un opérateur qui ajuste la limite Dug & fin d’obtenir une convergence forte, cet opérateur

d’ajustement s’appel correcteur.

Théoréme 2.2 Supposons que les hypothéses du théoréme 2.1 soient vraies. Soit up, solution

du probléme 2.1 et ug solution du probléeme 2.6. Alors
Duy, = py(., M, Dug) + 7, avec r, — 0 dans L*(Q,R")
Pour tout e, > 0, la fonction py, : R™ x R™ — R" est définie par

pM%€%=§+DwW§Q

ou wt est lunique solution du probleéme 2.8. De plus Yo € L2(,R™) la fonction Mpyp :
R™ — R™: est définie par

1
Awmzzmmﬂﬁﬂmy
= h Yy

ol

Vi =en(i+Y) pouri € Z"
I, ={€Z":Y,CQ}

et x4 est la fonction caractéristique de l’ensemble A C R™.
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Conclusion

Deux notions importantes ont été introduite dans mon travail:
Compacité par compensation.

Correcteur.

Ces deux notions different du cas linéaire au cas non linéaire, elle interviennent dans beaucoup
d’applications et permettent de mieux connaitre les oscillations du gradient de uy, et la physique

derriére.
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