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Abstract : 

The fixed point principle plays a crucial role in the large domain of applications. It gives us the 

main  tool  for a more advanced study of different non  linear differential equations, particularly  for 

problems of existence and unicity. 

In this memory, we consider different applications of this principle and some ones of  its extensions 

and  generalizations which  are  implied  in  the  resolution of  equations of  the  form  0Ax x x  .  In 

particular, the fixed point theorem of Karsnosel’skii and the one for the concave operator. 
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Résumé : 

Le principe du point fixe  joue un rôle crucial dans  le domaine des applications.  Il  intervient 

dans  la  résolution  de  plusieurs  équations  différentielles  non  linéaires  en  particulier,  pour  les 

problèmes d’existence et d’unicité. 

Dans ce mémoire on aborde différentes applications de ce principe ainsi que quelques unes de ses 

extensions  et  généralisations  qui  s’impliquent  dans  la  résolution  des  équations  du  type : 

0Ax x x  .  En  particulier  le  théorème  du  point  fixe  de  Krasnosel’skii  et  celui  qui  concerne  les 

opérateurs concaves. 

Mots clé : Point fixe, contractions, opérateurs concaves. 
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Introduction générale 

 

Le principe de l’application contractante est l’un des rares théorèmes constructifs de l’analyse 
mathématique. 

Il constitue un outil de grande importance vue l’étendue de son champs d’applications à 
priori, dans l’étude des équations non linéaires qui jouent un rôle crucial aussi bien en 
mathématiques qu’en sciences appliquées. 

Le principe est le théorème du point fixe de Banach ou celui de Picard qui assure l’existence 
d’un unique point fixe pour une application contractante d’un espace métrique complet dans 
lui-même. Le point fixe est la limite d’un procédé itératif défini à partir d’une répétition 
d’image par cette application contractante d’un point initial arbitraire dans cet espace. 

Ce concept a été prouvé en premier lieu, par Banach en 1922 puis développé par plusieurs 
mathématiciens dont nous citons Brouwer et Schauder en 1930 ainsi que Krasnosel’skii en 
1955. 

Le théorème du point fixe de Schauder, qui est au fait, une extension de celui de Brouwer en 
dimension infinie est plus topologique que celui de Banach et affirme qu’une application 
continue sur un convexe compact admet un point fixe qui n’est pas nécessairement, unique. Il 
n’est donc pas nécessaire d’établir des estimées sur la fonction mais simplement sa continuité. 

Néanmoins, la mise en branle des méthodes variationnelles a focalisé ces dernières décennies, 
en majeur partie l’intérêt des mathématiciens au détriment des méthodes topologiques. En 
effet, ces méthodes variationnelles puisent leur efficacité dans leur orientation vers les 
applications. Leur atout majeur est le fait qu’ils fassent intervenir des fonctions généralisées et 
des espaces de Sobolev réflexifs qui constituent une chaine de liaison entre les solutions 
faibles et les solutions classiques. Cependant il y a des situations où les méthodes 
variationnelles s’avèrent laborieuses voire inopérantes. Et là encore, les méthodes 
topologiques seront de rigueur d’où leur importance fondamentale. 

Le théorème du point fixe de Krasnosel’skii appuie par ses grandes mesures le domaine très 
actif des applications. Il apporte des réponses aux problèmes d’existence et d’unicité des 
solutions pour des opérateurs non linéaires qui sont étroitement, liés aux équations 
différentielles non linéaires et équations intégrales qui ont fait l’objet d’études intensives ces 
dernières décennies. 

Beaucoup d’auteurs se sont aussi, intéressés aux problèmes d’existence et d’unicité des 
solutions positives pour l’équation d’opérateur du type 0x Ax x   dans un espace de Banach 

ordonné où A est un opérateur monotone. Les résultats concernant cette équation avec 
opérateur général  -concave sont encore peu nombreux d’où la nécessité de s’y attarder. 

L’approche que nous développons dans ce mémoire se base particulièrement, sur celle 
développée dans le livre intitulé « Fixed point theory and applications » de R.P.Agarwal,  
et al. 
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Ce travail est réparti en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré aux préliminaires. 
Dans le deuxième chapitre on trouve des définitions et propriétés de base concernant le 
principe de l’application contractante ainsi que quelques résultats fondamentaux. Le troisième 
chapitre s’étend aux applications du principe de l’application contractante. On se penche, 
particulièrement, sur les résultats d’existence pour les inégalités variationnelles définies par 
des formes bilinéaires sur un espace de Banach et dans lesquelles le principe de l’application 
contractante est applicable. 

Dans le quatrième chapitre, on étudie différentes extensions du principe de l’application 
contractante. A fortiori, pour les applications non expansives. On déduit les conditions pour 
lesquelles le principe reste applicable. Par suite, on exhibe quelques théorèmes techniques 
permettant de généraliser ce concept. On étudie aussi l’alternative de Leray-Schauder dont la 
preuve fait appel au principe du point fixe et dont dérive une multitude d’applications. Nous 
en étudierons quelques unes. Nous y abordons quelques applications où le théorème du point 
fixe du type Krasnosel’skii s’implique pour établir l’existence et l’unicité des solutions. Enfin 
on étudie le théorème du point fixe pour les opérateurs généraux  -concaves. 
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Chapitre I 

 

Préliminaires 

 

On commence par donner des définitions, ainsi que quelques résultats connus qui nous seront 
utiles dans la suite de notre travail. 

I.1 Définitions 

Soit E un espace de Banach réel. 

Un sous ensemble convexe P de E est dit un cône s’il satisfait : 

 et 0x P x P      

 et x P x P x       où   est l’élément nul de E. 

Posons  
o

/  est point intérieur de PP x P x  . 

P  est dit cône solide si 
o

P  est non vide. 

P  est dit cône normal s’il existe une constante 0N   telle que pour tout 

,  x y P x y x N y     . N est dite constante de normalité de P. On dit que E est 

partiellement ordonné par le cône P si : x y  si et seulement si y x P  . 

Si 1 2,x x E , l’ensemble    1 2 1 2, /x x x E x x x     est dit intervalle ordonné entre 1x  et 

2x . 

On dit qu’un opérateur :A E E  est croissant (décroissant) si   x y Ax Ay Ax Ay    . 

Pour tout ,x y E , la notation x y  montre qu’ils existent 0, 0    telles que 
x y x   .   est une relation d’équivalence. 

Soit donné h   (ie  et h h   ). On note par hP  l’ensemble : 

        / , 0 tels que hP x E x x x h x x h         . Il est clair que hP P . 

Soit D E , un opérateur :A D E  est dit compact si pour tout ensemble S borné dans D, 

 A S  est relativement compact. De plus A est dit complètement continu s’il est continu et 

compact. 

I.2 Résultat principal 

On étudie l’existence et l’unicité des solutions positives de l’équation 0x Ax x   (1) 

avec opérateur  -concave ou homogène. On suppose toujours, que E est un espace de 
Banach réel avec un ordre partiel introduit par le cône normal P  de E. on prend ,  h E h   . 
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hP  est défini comme précédemment. Le lemme suivant sera utile pour démontrer le résultat 

principal. 

Lemme 1 [36] 

Supposons que A satisfait les conditions suivantes : 
(H1) : h hA P P  est croissant dans hP . 

(H2) hx P   et  0,1t , il existe    0,1t   tel que :    tA tx t Ax . (A est dit général  

 -concave). 
Alors il existe 0 0, hu v P  tel que 0 0 0 0 0 0,  u v u Au Av v    . 

Soit l’hypothèse (H3) : il existe une constante 0l   telle que  0 ,x lh . 

Le théorème suivant, est le résultat principal de cette partie. 

Théorème 1 

Supposons que l’opérateur A  satisfait (H1), (H2), et (H3). Alors l’équation opérateur (1) 
admet une solution unique dans hP . 

Preuve 

hAx P  pour tout hx P  

Alors ils existent , 0    telles que h Ax h   . On obtient donc : 

 0h Ax x h lh l h        . Alors 0 ,h hAx x P x P    . 

Définissons un opérateur C par : 0 , hCx Ax x x P     

: h hC P P  est croissant. Donc, pour tout hx P  et  0,1t  on sait que 

           
0 0 0

t t tC tx A tx x t Ax x t Ax x t Cx          

Le lemme1 implique l’existence de 0 0, hu v P  tels que 0 0u v , 0 0 0 0u Cu Cv v    (*). 

Construisons, successivement, la suite : 

1 1, , 1, 2,n n n nu Cu v Cv n     . C étant croissant, on a : 1 0 0 1u Cu Cv v   . Et en général, 

on obtient , 1, 2,n nu v n    

On obtient de (*) et la monotonie de C : 0 1 1 0n nu u u v v v          (**). 

Soit  sup 0 /n n nt t u tv    Alors , 1, 2,n n nu t v n    

1 1, 1, 2,n n n n n nu u t v t v n       or on a 1 1 1, 1, 2,n n nu t v n      avec 

 1 1 1sup 0 /n n nt t u tv      donc  1n n n n
t t t    est croissante et puisque    0,1n n

t    

(ie bornée) elle est donc convergente. Supposons que *
nt t  alors * 1t  . Sinon *0 1t  . 

Si *0 1t  , on distingue deux cas :  
1. Il existe un entier N tel que *

Nt t . Dans ce cas, on sait que *
nt t  pour tout n N . 

Donc pour n N  on a : 

     * ** **
1 1

t t

n n n n nu Cu C t v t Cv t v
 

      
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on a *
1nt t   (car *

nt t  pour tout n N ) 

 *** *
1

t

nt t t t


     d’où la contradiction. 

2. Pour tout entier *,  nn t t . On obtient : 

 

     

   

* * *

* *

*
1 *

* *
* *

1* *
1 1*

n n

n
n n n n n

t t

t t tn n
n n

t tn
n n n

t
u Cu C t v C t v

t

t t
C t v t C v

t t

t
t v t t v

t

 


 



   
   
   



 

     
 

       
   

     

 

Par définition de nt ,  * 1*
1

t

n nt t t
 


    

. 

Quand n  , on aura :  *
* * *t

t t t


   d’où la contradiction donc lim 1n
n

t


 . 

Pour tout entier p  on a :  

   
 

0

0

1 1

1

n p n n n n n n n n n

n n p n n n

u u v u v t v t v t v

v v v u t v








         

     
 

Puisque P  est normal de constante N , on aura : 

  01 0 quand n p n nu u N t v n       (car 1n
n

t

 ) 

  01 0 quand n n p nv v N t v n      

Donc     et n nn n
u v  sont des suites de Cauchy dans E qui est complet. Alors ils existent 

* *,u v  tels que * * et n nu u v v   quand n   

D’après (**) on a : * *
n nu u v v    avec * *, hu v P  et  * *

01n n nv u v u t v        et donc 

 * *
01 0 quand nv u N t v n     . 

Donc * *u v . Soit * * *:x u v  , on obtient *
1 1n n n nu Cu Cx Cv v     . 

Quand n  , on aura * *x Cx , *x  est donc un point fixe de C dans hP . 

Dans ce qui suit, on va prouver que *x  est l’unique point fixe de C dans hP . 

Soit  *
1 sup 0 /t t x tx    x  étant un quelconque point fixe de C dans hP  

*
1 10  et t x t x    . On doit prouver que 1 1t  . 

Si 10 1t   alors :      1 1* * *
1 1 1

t tx Cx C t x t Cx t x     . Puisque  1

1 1
tt t  , ceci contredit la 

définition de 1t . Alors 1 1t  , et donc * *
1x t x x   et de façon similaire on prouve que 

* * ce qui implique que x x x x  . Donc C possède un point fixe *x  dans hP . On en déduit 

que l’équation (1) possède une solution unique dans hP . Et nous avons le corollaire et les 

théorèmes suivants : [36] 
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Corollaire 

Supposons que A satisfait (H1) et (H2) et 0 hx P . Alors l’équation (1) admet une solution 

unique dans hP . 

Théorème 2 

Soit : hA P P  un opérateur croissant, supposons (H3) satisfaite. Et pour  0,1t , il existe 

 0 1t   tel que       1 , , 0,1hA tx t t Ax x P t      alors l’équation (1) admet une 

solution unique dans hP . 

Théorème 3 

Soit P  un cône solide et 
o

0x P . Supposons que A satisfait : 

(H4) 
o o

:A P P  est croissant et homogène (ie  
o

pour tout  et 0A x Ax x P     ). 

(H5) A est complètement continu. 

(H6) il existe 
o

0v P  tel que 0 0 0Av v x   

Alors l’équation (1) possède une solution unique. 

On aborde les applications suivantes pour illustrer les résultats précédents : 

Application 1 

Soit  NE C   l’ensemble des fonctions bornées et continues sur N  muni de la norme 

 supx x t . E est un espace de Banach réel. L’ensemble  NP C
   l’ensemble des 

fonctions non négatives dans  NC   est un cône normal et solide dans  NC  . On note 

1h   et on considère l’équation intégrale :         0 ,x t x t K t s f x s ds  


 (1) 

 où 0 ,  : h hx P f P P   croissante et pour 0 1  , il existe  0 1    tel que 

      ,  hf x f x x P      (*). 

Conclusion 

Supposons : N NK      est continue et non négative. Alors l’équation (1) admet une 
solution unique dans hP . 

Preuve 

Il est claire que 0 00,x x h   . 

Définissons un opérateur A par :       ,
N

Ax t K t s f x s ds 


. 

Notons que  , 0K t s  , f  est croissante, on déduit que : : h hA P P  est croissant pour 

 0,1  et hx P   , on a d’après (*) : 

              
          

, ,

,

N N

N

A x t K t s f x s ds K t s f x s ds

K t s f x s ds Ax t

 

   

  

 

 

 

 


 


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Donc les hypothèses (H1) – (H2) et (H3) du théorème1 sont vérifiées et par conséquent, 
l’équation (1) admet une solution unique dans hP . 

Application 2 

Soit  0,1E C ,     / 0,  0,1P x E x t t     et    
1

0
,h t K t s ds  . On suppose que 

     , : 0,1 0,1K t s     est continue. 

Conclusion 

Soit      
o

0 0 et 1, 0,1 .x P x t h t t     Alors l’équation        
1

0 0
,x t x t K t s x s ds    (1) 

admet une solution unique dans 
o

P . 

Preuve 

Il est facile d’établir que     
o

/ 0, 0,1P x E x t t    . 

P  est un cône normal de constante égale à 1. 

Pour x E , définissons l’opérateur :      
1

0
,Ax t K t s x s ds   

Evidemment : 
o o

:A P P  est croissant.  ,K t s  est continu donc A est complètement 

continue. De plus         , , 0
N

A x t K t s x s ds Ax t A      


 est homogène. 

On a pour                
1

0 0 0 0 00
1 0,1 , 1v t t Av t x t K t s ds x t h t x t         . Alors 

0 0 0Av v x   (pour 0 1v  ). Donc toutes les conditions du théorème 3 sont vérifiées, 

l’équation (1) admet une solution unique dans 
o

P . 

I.3 Fonction de Green 

La résolution de certaines équations différentielles fait appel aux fonctions de Green. Dans 
cette partie on va voir comment intervient cette fonction dans la résolution d’une équation 
pour un opérateur du type Sturm-Liouville en dimension 1. 

Soit  ,a b  un intervalle fini,  : ,q a b    une fonction bornée et continue. On considère 

l’équation :           Lf x f x q x f x h x          (1) 

où h  est une fonction donnée supposée continue par morceau et  
2

2

d
L q x

dx
    (2) 

est l’opérateur différentiel du type Sturm-Liouville, avec les conditions aux limites suivantes : 

   1 1 0f a f a              (3) 

   2 2 0f b f b             (4) 

où ,i i   sont des constantes données. 

Dans le cas où 0i   on a des conditions de Neumann. 

Dans le cas où 0i   on a des conditions de Dirichlet. 
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La méthode de Green consiste à résoudre pour chaque y  fixé dans  ,a b  l’équation 

différentielle :      
2

2
,

d
q x G x y x y

dx


 
    
 

      (5) 

où la fonction de Green doit satisfaire les mêmes conditions aux limites en x a  et x b  que 
la solution f de (1). 

Si on arrive à déterminer G, la solution  f de (1) s’obtient : 

     ,
b

a
f x G x y h y dy           (6) 

  étant une distribution, l’équation (5) s’interprète dans un sens distributionnel par : 

 xL G x y  . 

Détermination de la fonction de Green 

Pour  ,y a b  fixé, on détermine  ,G x y  en tant que fonction de x par les conditions 

suivantes : 

Elle doit satisfaire l’équation différentielle 0xL G   sur    ,  et ,a y y b . 

Elle doit satisfaire les conditions aux limites (3) et (4) en  et x a x b  . 

Elle doit être continue au point x y . 

La dérivée doit avoir une discontinuité de 1  au point x y  ie la deuxième dérivée de G au 

point x y  est égale à  x y  . 

Désignons par ag  une solution de 0LG   qui satisfait la condition (3) et par bg  une solution 

de 0LG   qui satisfait la condition (4). et a bg g  sont déterminées à des coefficients 

multiplicatifs près. 

On suppose qu’on peut les choisir linéairement indépendantes sur  ,a b  ie 

0 0a bg g         ( ag  n’est pas proportionnelle à bg ). 

Alors pour y  fixé, ils existent des constantes et k  qu’on peut déterminer à partir des 
conditions iii) et iv) et qui peuvent dépendre de y  telles que : 

 
 
 

si 
,

si 

a

b

g x x y
G x y

kg x x y

  
  

On détermine  et k  à partir de iii) et iv) au point x y , on obtient  

   
   
   

si 1
,

si 

a b

a b

g x g y x y
G x y

W y g y g x x y

  
  

où          a b a bW y g y g y g y g y    est le Wronskien de ,  a bg g . 
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I.4 Quelques inégalités utiles 

Inégalité de Hölder 

Soit 1 p   , p  l’exposant conjugué de p  ie 
1 1

1
p p
 


. 

Soit  et p pf L g L    alors 1f g L   et 
p p

fg f g   

Inégalité de Young 

Soit 1 p    alors 
1 1

, 0, 0p pab a b a b
p p

     


. 

Inégalité de Poincaré 

   2 1
0

1

1
L H

u u
 

  pour tout  1
0u H   où 1  est la plus petite valeur propre de  . 

Inégalité de Cauchy-Schwarz 

Soient ,x y E  (  ,E   est un espace préhilbertien) alors :  |x y x y   où  |   est le 

produit scalaire dans E. 
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Chapitre II 

Résultats fondamentaux du principe de  
l’application contractante 

Ce chapitre est consacré à rappeler quelques concepts de base de l’application contractante, 
dont nous avons essentiellement besoin. On y trouve des définitions, des propriétés ainsi que 
les principaux théorèmes du principe de l’application contractante. 

II.1 Application contractante 

Soit  ,M d  un espace métrique complet et :T M M  une application. On dit que T  est 

Lipschitzienne de constante 0k   si :       , ,d T x T y kd x y  

Remarques 

 Une application Lipschitzienne est nécessairement, continue. 

 La composition de deux applications Lipschitziennes est une application Lipschitzienne. 

 Si T est une application Lipschitzienne, nT , la composition n fois de T  avec elle-même 
est aussi Lipschitzienne. 

 On dit que T est non expansive si 0 1k  . 

 On dit que T est une contraction si 0 1k  . Dans ce cas la constante de Lipschitz est 

dite constante de contraction. 

Le principe de l’application contractante 

Dans ce qui suit, on étudiera le principe de l’application contractante qui est dit aussi : 
principe du point fixe de Banach. Nous énonçons le théorème suivant qui est la base du 
principe du point fixe. 

Théorème1 

Soit  ,M d  un espace métrique complet et :T M M  une contraction de constante k. Alors 

T possède un unique point fixe x M . 

En plus si y M  est arbitrairement choisi, alors les itérations   0n n
x




 données par : 

 0 1,    ,   1n nx y x T x n  
 

possèdent la propriété lim nn
x x


  

Démonstration 

Soit y M  un point arbitraire. 

Considérons la suite   0n n
x




 donnée par :  0 1,    ,   1n nx y x T x n   . 

On doit prouver que  n n
x  est de Cauchy dans M. 
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Pour m n , on utilise l’inégalité triangulaire : 

       1 1 2 1, , , ,m n m m m m n nd x x d x x d x x d x x      
 

Puisque T est une contraction, on a :         1 1 1, , , , 1p p p p p pd x x d T x T x kd x x p      

En répétant cette inégalité on obtient :      1 1
0 1, ,m m n

m nd x x k k k d x x      

   0 1.   , , ,
1

m

m n

k
i e d x x d x x m n

k
 

  
On déduit que  n n

x  est de Cauchy dans M qui est complet, donc  n n
x  converge vers x dans 

M. 

Par ailleurs, puisque T est continue, on a :      1 1lim lim limn n n
n n n

x x T x T x T x   
     

Donc x est bien un point fixe de T. 

L’unicité de x : soient ,x z  deux points fixes de T. 

      , , ( , )d x z d T x T z kd x z 
 

Puisque 1k  , on doit avoir  , 0d x z x z    

Remarque  

Il se peut que T ne soit pas une contraction sur tout l’espace M mais juste au voisinage d’un 
point donné. Dans ce cas, on a le résultat suivant : 

Théorème 2 

Soit  ,M d  un espace métrique complet et : 

  , , ,   et 0B x M d x z z M       

Soit :T B M  telle que       , , ) ,  ,  et 1d T y T x kd y x x y B k     

On suppose, en plus que :     , 1d z T z k  . Alors T possède un unique point fixe x B . 

Démonstration 

Il n’est pas dit que T soit définie sur B  (la fermeture de B). 

La continuité uniforme de T nous permet de définir T par prolongement sur B  où T sera 
encore une contraction de même constante k . On aura pour x B  : 

            , , , 1d z T x d z T z d T z T x k k         

Et donc : :T B B , B  étant fermé dans un espace métrique complet, B  est un sous espace 
métrique complet et donc on peut appliquer le théorème 1. T possède un unique point fixe 

 x T x  dans B . Et par le calcul précédent, on a :     , ,d z x d z T x    d’où x B . 
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II.2 Quelques extensions 

Exemple 1 

Considérons  , 1M x x   muni de la métrique  , ,  pour tout ,d x y x y x y M   . 

Soit :T M M  telle que   1
,   0T x x x

x
  

          1 1 1
, ,

xy
d T x T y T x T y x y x y x y d x y

x y xy


             

donc       , ,d T x T y d x y  c'est-à-dire 1k   tel que 

      , , ,  ,d T x T y kd x y x y M   . 

On vérifie, aisément, que T ne possède aucun point fixe, en effet : 

  1 1
0T x x x x

x x
       ce qui est impossible. 

Le résultat suivant est dû à Eldelstein (voir [8] et [9]). 

Théorème 3 

Soit  ,M d  un espace métrique complet et :T M M  une application telle que : 

      , , , ,  et d T x T y d x y x y M x y     

Supposons qu’il existe z M  tel que les itérations   0n n
x




 données par  

 0 1,   ,   1n nx z x T x n    

possèdent une sous suite  
0jn

j
x




 convergente avec lim

jn
j

x y M


  . Alors y est un unique 

point fixe de T. 

Démonstration 

on peut écrire  0
n

nx T x  où nT T T   n fois. 

Supposons que T ne possède aucun point fixe dans M. alors la fonction : 

    
  

2

:

,

,

f M

d T x T x
x

d T x x

 


 

est bien définie car  T x x  et est continue. 

Puisque 
jj ny x  converge vers y, l’ensemble donné par :    j j

K y y   est compact. Son 

image par f est compacte. Par ailleurs on a : 

         
  

2, , ,  

,

f x d T x x d T x T x x M

d T x x

   


 

Donc   1,  f x x M    et puisque K est compact, il est existe 0 1k   tq   ,f x k x K    
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  

D’autre part, on a pour tout entier m  : 

          
1

1

0

, ,
m

m m i

i

d T z T z f T z d T z z






 
  
 
  (Ceci découle de la définition de f) 

Pour m nj  on a : 

           
1

0

, ,
nj

nj nj i

i

d T T z T z f T z d T z z




 
  
 


 

et puisque    1if T z k  , on obtient : 

     1j
j jd T y y k d T z z  

 

Comme j
j

y y

 ,    j

j
T y T y


  et 1 0j

j
k 


  (car 1k  ) 

Donc   , 0d T y y   d’où la contradiction avec l’hypothèse : T ne possède aucun point fixe. 

Remarque 

Il découle du résultat précédent une très importante conséquence qu’est : 

Théorème 4 

Soit  ,M d  un espace métrique complet et :T M M  une application telle que : 

      , , ,  ,  et d T x T y d x y x y M x y     

Supposons, en plus, que : :T M K  où K est un sous ensemble compact de M. Alors T 
possède un unique point fixe dans M. 

Démonstration 

Puisque K est compact, pour tout z M  la suite   n

n
T z  possède une sous suite 

convergente et donc on peut appliquer le théorème 3, et on a le résultat qu’on peut, aussi, 
obtenir par la façon suivante : 

On a par hypothèse la fonction   ,x d T x x  est continue sur K (compact), elle atteint son 

minimum au point y K  

Si  T y y  alors        2 , ,d T y T y d T y y . Ceci contredit le fait que   ,d T y y  soit 

une valeur minimum de la fonction sur K. 

Remarque 

Il y’a des cas où T est Lipschitzienne sans être une contraction. Cependant, une puissance de 
T,  nT T T T    n fois pour un certain n peut être une contraction. D’où le résultat 

suivant : (voir [32]) 

Théorème 5 

Soit  ,M d  un espace métrique complet et :T M M  une application telle que : 

      , , ,  ,m md T x T y kd x y x y M    pour un certain  1m   et 0 1k  . Alors T possède un 

unique point fixe. 
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Démonstration 

D’après le théorème 1 mT  possède un unique point fixe z M , 

         m m mT z z T z T T z T T z   
 

Donc  T z  est aussi un point fixe de mT  et puisqu’il est unique  T z z  donc z est un point 

fixe de T. 

Exemple 2 

Soit l’espace métrique M donné par :   ,M C a b . L’espace des fonctions continues à 

valeurs réelles définies sur l’intervalle  ,a b . M est un espace de Banach par rapport à la 

norme du max ie 
 

 
,

max ,
t a b

u u t u M


   

On définit : :T M M  par    
b

a
Tu t u s ds   alors : 

     T u T v b a u v    .  b a  est la meilleure constante de Lipschitz pour T. 

D’autre part, on a :          2 t s t

a a a
T u t u d ds t s u s ds       

et par induction :        11

1 !

t mm

a
T u t t s u s ds

m
 

   

Il s’en suit :      
!

m

m m b a
T u T v u v

m


    

mT  serait une contraction si 
 

1
!

m
b a

m


  

II.3. Dépendance continue aux paramètres 

C’est souvent le cas dans les applications qu’une contraction dépende d’autres variables 
(paramètres). 

Si cette dépendance est continue, alors le point fixe va dépendre continûment, de ces 
paramètres. Voici le résultat qui va le montrer. 

Théorème 6 

Soit  , p  un espace métrique et  ,M d  un espace métrique complet. :T M M   une 

famille de contractions de constante uniforme 1k   c'est-à-dire 

      , , , , , , ,d T x T y kd x y x y M        

Supposons, en plus, que pour tout x M , l’application  ,T x   est continue de   dans 

M. Alors pour tout   ,  ,T    possède un unique point fixe et l’application :  x   

est continue de   dans M.       est le point fixe de x T x x T   
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Démonstration 

Le principe de l’application contractante s’applique pour tout    donc l’application 

 x   est bien définie. 

La continuité : pour 1 2,   , on a : 

           
             
           

1 2 1 1 2 2

1 1 2 1 2 1 2 2

1 1 2 1 1 2

, , , ,

, , , , , ,

, , , ,

d x x d T x T x

d T x T x d T x T x

d T x T x kd x x

     

       

     



 

 
 

Alors :              1 2 1 1 2 11 , , , ,k d x x d T x T x        

T étant continue par rapport à  , on déduit la continuité de l’application  x   

II.4. Applications Lipschitziennes monotones 

Dans cette partie, on supposera M un espace de Hilbert sur   de norme  définie par le 

produit scalaire  ,   donné par :  2
, ,u u u u M   . Pour plus de détails, voir [27], [28]. 

Définition 

On dit que T est une application monotone si     , 0, ,T u T v u v u v M    Re
 
, où 

 cRe  est la partie réelle du nombre complexe c. 

Le résultat suivant assure l’existence d’un unique point fixe pour les applications dites 
perturbations Lipschitziennes monotones de l’identité sous l’hypothèse qu’elles soient des 
contractions. 

Théorème 7 

Soit M un espace de Hilbert et :T M M  une application monotone telle que pour un certain 
0  ,     , , .T u T v u v u v M      Alors pour tout M , l’équation  u T u    

possède une unique solution  u u   et l’application  u   est continue. 

Démonstration 

Si 1  , alors l’application  u T u   est une contraction et le résultat s’obtient du 

principe de l’application contractante. 

Si 1   : Notons que pour 0  , u est une solution de : 

   1u u T u       si et seulement si u est solution de  u T u   . 

Posons :      1T u u T u       . 

Usant des propriétés du produit scalaire, on obtient : 

           1T u T v u v T u T v        
 

             2 2 222 2 2 1 , 1T u T v u v T u T v u v u v               Re  
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Si 0 1   et puisque T est monotone, on aura :       2 222 2 1T u T v u v          

En choisissant 
2

1

1






, T  serait Lipschitzienne de constante k donnée par : 

2
2

2
1

1
k




 


 est donc T  serait une contraction, d’où le résultat. 

D’autre part : si u et v sont deux solutions de  u T u w   respectivement, pour 1w , 2w   

c'est-à-dire :    1 2 et u T u w v T v w     

        
        

22

22

2

1 2

2 ,

u T u v T v u v T u T v

u v T u T v u v T u T v

w w

      

      

 

Re

 

T étant monotone, on aura     22 2

1 2u v T u T v w w      d’où la continuité de 

l’application  u   
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Chapitre III 

Applications du principe de l’application contractante 

Dans cette partie, on discutera les résultats d’existence des solutions pour les inégalités 
variationnelles définies par des formes bilinéaires sur un espace de Banach.  

Le résultat le plus important est un résultat du type Lax-Milgram. Voir [17], [21]. 

III.1 Les formes bilinéaires symétriques 

Soit E un espace de Banach réel, réflexif dont la norme est   et une forme :a E E   

continue (ie   1,a u v c u v ) coercive (   2

2,a u v c u ) et symétrique (    , ,a u v a v u ), 

1 2,c c  des constantes positives. 

a  est aussi linéaire par rapport à chacune de ses variables séparément. 
*E  l’espace dual de E. Pour *b E , on note par ,b u  la valeur de la fonctionnelle linéaire et 

continue b au point u dans la dualité  * ,E E . La norme dans *E  est notée : 
*
 . 

On va introduire la notion de topologie faible. Pour plus de détails, consulter [26], [31] et 
[33]. 
Pour *b E  fixé, et K un ensemble faiblement fermé, on considère la fonctionnelle : 

   1
, ,

2
f u a u u b u           (1) 

Un calcul simple nous donne   22
*2

c
f u u b u  . 

 f u   quand u   donc f  est coercive et elle est bornée inférieurement sur E. Alors 

 inf
v K

f v


    

Choisissons une suite   1n n
u




 dans K minimisante telle que  nf u  . Puisque f est 

coercive,  n n
u  est bornée, et E est réflexif, alors  n n

u  possède une sous suite qui converge 

faiblement vers u. on notera encore cette sous suite  n n
u . 

nu  u (faiblement) *, , ,nh u h u h E     

Puisque K est faiblement fermé, u K . 

a  est bilinéaire et coercive (non négative) alors :        , , , ,n n n na u u a u u a u u a u u    

En effet on a :          , , , , , 0n n n n n na u u u u a u u a u u a u u a u u        (car a est 

coercive) 
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Donc        , , , ,n n n na u u a u u a u u a u u    et en passant à la limite inf on obtient : 

       

     

lim , lim , lim , ,

, , ,

n n n na u u a u u a u u a u u

a u u a u u a u u

  

  
 

   lim , ,n na u u a u u  (a est faiblement semi-continue inférieurement) donc : 

     

   

1
lim lim , ,

2
1

, ,
2

n n nf u f u a u u b u

a u u b u f u

   

  
 

alors    min
v K

f u f v


  

Supposons que K est aussi convexe il serait donc fermé puisque les ensembles convexes sont 
fermés si et seulement si ils sont faiblement fermés. 

Et donc pour tout v K  et 0 1t   on aura : 

    f u f u t v u    car (    , ,  convexe 1u K v K K tv t u u t v u K         ). 

Calculons     f u t v u f u    en utilisant les propriétés de a : 

   20 , , , , 0 1,ta u v u t b v u t a v u v u t v K         
 

En divisant par t et en faisant tendre t vers 0, on aura : 

Il existe u K  tel que    min
v K

f u f v


 (1) ou  , , ,  a u v u b v u v K      (2). 

Si *
1 2,b b E  sont donnés et 1 2,u u K  sont les solutions de (1) ou (2) alors, en posant : 

, 1, 2i iTb u i  , on a :  

 1 1 1 1, , ,a u v u b v u v K      et  2 2 2 2, , ,a u v u b v u v K      

En sommant, on obtient : 

 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2*
, ,c u u a u u u u b b u u b b u u         

 
D’après la coercivité de a et l’inégalité de Cauchy-Schwartz ( 2c  la constante de coercivité de 

a) et donc 1 2 1 2 1 2 *
2

1
u u Tb Tb b b

c
      (3) 

Alors (1) et (2) possèdent une solution unique pour tout *b E . Et on a le théorème suivant : 

Théorème 1 

Soit :a E E    une forme bilinéaire, symétrique coercive et continue et K un sous 
ensemble convexe et fermé de E. Alors pour tout *b E , l’inégalité variationnelle : 

 , ,a u v u b v u    (2), v K   possède une solution unique u K , et définit une 

application solution : 
*:T E K

b Tb u


  

qui est Lipschitzienne de constante 
2

1

c
. 

0 1,  t v K     


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Remarque 

D’après la discussion précédente, on constate que si a satisfait toutes les conditions du 
théorème 1 sauf la symétrie et si l’inégalité (2) possède une solution pour tout *b E , alors 
l’application solution T est bien définie et satisfait la condition de Lipschitz (3) ; et on a le 
résultat suivant : 

III.2 Les formes bilinéaires continues 

Soit :a E E    continue, coercive et bilinéaire, *b E  et K un convexe fermé de E. 
Problème : prouver l’existence de u K  vérifiant :  , , ,a u v u b v u v K     . 

Dans le cas où a est symétrique, le théorème 1 répond parfaitement à la question. 

On va voir que le théorème reste vrai pour les formes qui ne sont pas nécessairement, 
symétriques. Voir [17] et [21]. 

Unicité de la solution : usant des propriétés des formes bilinéaires, on conclut que pour 
*b E , le problème (2) admet au plus une solution. Et si *

1 2,b b E et 1 2,u u K  existent 

alors : 1 2 1 2 *
2

1
u u b b

c
    

Existence de la solution : posons 0ea a a   où       1
, : , ,

2ea u v a u v a v u   et 

      0

1
, : , ,

2
a u v a u v a v u  . ea  est une forme bilinéaire, continue, coercive et symétrique 

et 0a  est une forme bilinéaire et continue. 

Considérons la famille des problèmes :    0, , , , , 0 1ea u v u ta u v u b v u v K t          

Notons : 0t ea a ta   

Lemme 

Soit  0,t   tel que le problème : 

 , , ,  ta u v u b v u v K      possède une unique solution pour tout *b E  

Alors il existe une constante 0c   qui dépend uniquement des constantes de coercivité et de 
continuité de a telle que le problème  , , ,ta u v u b v u v K       (3) admet une unique 

solution pour tout *b E  et 0 c  . 

Preuve 

Pour , 0w K t  , considérons :    0, , ,ta u v u b v u a w v u      (4) . Posons pour w 

fixé dans K   *
0: ,wb b a w E    . Alors il existe un unique u Tw  qui est solution de (4) 

et : 
1 21 2 *

2

1
w wTw Tw b b

c
   . 

Par ailleurs on a : 

   
1 2 0 1 0 2* 1

1 1 2

sup , ,w w
u

b b a w u a w u

c w w






  

 
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Et donc : 1
1 2 1 2

2

c
Tw Tw w w

c
    

Et :T K K  est une contraction si 1

2

1
c

c
  . Alors il existe une unique solution de (3) si 

2

1

c

c
  . On peut donc choisir 2

12

c
c

c
  par exemple. 

On peut appliquer ce lemme pour 0t  ,  0 0car e t ea a a a ta    et puisque ea  est 

symétrique, on obtient :  , ,ta u v u d v u    v K   (5) possède une solution unique pour 

tout *d E  et 0 t c  . Et encore par lemme précédent, on déduit que (5) possède une 
solution unique pour 0 2t c   

En répétant le même raisonnement, on déduit que (5) possède une unique solution pour 
 0,t  . Et en particulier pour 1t   le problème (2) possède une solution unique. Et on aura 

donc le théorème suivant : 

Théorème 2 

Soit :a E E    une forme bilinéaire, coercive et continue et K un convexe fermé de E. 
Alors pour tout *b E  l’inégalité variationnelle :  , ,a u v u b v u v K      possède une 

unique solution. Et cette inégalité définit une application solution : 
*:T E K

b Tb u


   

qui est Lipschitzienne de constante 
2

1

c
 ( 2c  est la constante de coercivité de a). 

Usant de ce résultat, on peut immédiatement, trouver un résultat d’existence de solutions des 
inégalités variationnelles linéairement perturbées de la forme : 

   , , ,  a u v u F u v u v K      (6) 

Où *:F E E  est Lipschitzienne ie    1 2 1 2*
F u F u k u u    et nous avons le résultat 

suivant : 

Théorème 3 

Soient a, K et F définis comme précédemment. Alors l’inégalité variationnelle (6) possède 
une unique solution si 2k c  où k est la constante de Lipschitz de F et 2c  est la constante de 

coercivité de a. 

Preuve 

Il suit du théorème 2 que l’inégalité variationnelle (6) est équivalente au problème du point 
fixe   u T F u  puisque : :TF K K  K fermé convexe de E donc un espace métrique 

complet. On peut appliquer le principe de l’application contractante et le théorème 2. 

Alors pour tout 1 2,u u K           1 2 1 2 1 2*
2 2

1 k
T F u T F u F u F u u u

c c
      donc 

2
2

1
k

k c
c

  
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Pour illustrer ce qui a été énoncé, voici quelques exemples : 

III.3 Quelques applications  

Problème d’obstacle  

Soit   un domaine borné de N et  2E L  . Soit  x E   donnée et : 

    : ,  p.p sur K u E u x x   
. 

Vérifions les hypothèses du théorème 1 : 

K est-il convexe ? 

Soient 1 2,u u K  et  0,1  ,  1 21 ?u u K     

        
            

1 1 1

2 2 2

 p.p sur 1

 p.p sur 1 1 2

u K u x x u x x

u K u x x u x x

  

   

    

      
 

De (1) et (2), on obtient :        1 21  p.p sur u x u x x       donc K est convexe. 

K est fermé ? 

Soit  n n
u K  telle que nu u  dans  2L  , ?u K  

On a :      p.p sur nu x x n   , et  2 0n L
u u


   donc il existe une sous suite  

kn k
u  de 

nu  telle que      p.p sur 
kn

k
u x u x


  . Voir [6] .Et 

        p.p sur  lim p.p sur 
k kn n

k
u x x k u u x x 


        

Donc u K  ce qui implique que K est fermé. 

Soit :a E E    définie par :  , : ,a u v uvdx u v


   

 2
,u a u u  où   est la norme dans E 

a  est continue. En effet :  ,a u v uv dx u v


   

a  est coercive. En effet :   2
,a u u u  

a  est symétrique et bilinéaire (évident). 

Soit b E  (car     *2 2 *E L L E     ). Définissons :f E   telle que  

    21 1
: , , ,

2 2
f u a u u b u u b u   

 

Toutes les hypothèses du théorème 1 sont vérifiées donc : il existe un unique u K  
tel que :    min

v K
f u f v


  c'est-à-dire u est solution de l’inégalité variationnelle : 

    , , ,  donc 0,   (*)a u v u b v u v K u b v u dx v K


           admet une unique 

solution. 
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 max ,u b  vérifie (*) (pour le voir, il suffit de remplacer dans (*)), elle est donc solution 

unique. 

Problème à valeur sur le bord du second ordre 

Dans cette partie, on aborde une équation différentielle du second ordre à valeur sur le bord 
sur l’intervalle  0,  qu’on peut résoudre par la méthode décrite précédemment. On verra un 

exemple où la forme quadratique n’est pas symétrique. 
 Soit  1

0 0,E H   (la fermeture de l’espace  0 0,C   dans l’espace de Sobolev des 

fonctions  : 0,u     qui sont et leurs dérivées premières distributionnelles des 

fonctions carré-intégrables sur  0,  

la norme dans E est donnée par : 

  2 2

2 2 222

0 0
:

L L
u u dx u dx u u

 
       

soit a une forme quadratique donnée par : 

 
0 0 0

, ,a u v u v dx uv dx uvdx v E
  
          

 a est continue : en effet  

             2 2 2 2 2 2,
L L L L L L

a u v u v u v u v

c u v

     
    


 

 a est coercive : en effet   22 2

0 0 0 0
,a u u u uu u u uu

   
           

  22 2

0 0

1 1

2 2
uu u u u

 
       2 2 2  d'après l'inégalité de Young  a b ab   

donc   2 2 21 1
,

2 2
a u u u u u    

donc a est coercive et sa constante de coercivité c’est 
1

2
. 

 a bilinéaire. 

 a  est non symétrique. 

Notre convexe fermé et tout l’espace E. D’après le théorème 2, l’inégalité variationnelle 
 , , ,a u v u b v u v E      et  2 *0,b L E    admet une unique solution dans E. 

Et puisqu’il s’agit de tout l’espace E, l’équation  , , ,  a u v b v v E    admet une solution 

unique d’après le lemme de Lax-Milgram i.e il existe un unique u E  tel que : 

 
0 0 0 0

,a u v u v dx uv dx uvdx bvdx
   
           v E   (*) 

Puisque  0 0,C   est dense dans E, on peut interpréter (*) dans un sens distributionnel, on 

obtient : 
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     2
00 0

, 0,u v u v uv bv v C
            et donc : 2u u u b     

admet une unique solution u E  pour tout  2 0,b L  . 
2  et u u   sont respectivement la seconde et la première dérivée distributionnelles de u. 

Problème elliptique à valeurs sur le bord  

Soit   un ouvert borné de frontière régulière dans N . Soit    
, 1

N

ij i j
a L


   satisfaisant : 

2

0 0
,

, , , 0N
ij i j

i j

a c x c           constante. Où   est la norme dans N . 

Soit  1
0:E H   avec  1

0

2 2 2

H
u u u dx




   . C’est une norme équivalente à la norme 

dans 1H .  

Soit    
,

, : ij i j
i j

a u v a x u vdx A u vdx
 

        

où A est N N  matrice dont l’élément ij est ija  et , 1, ,iu i N    les dérivées partielles 

distributionnelles de u et   est le gradient distributionnel. 

Alors   1,a u v c u v , 
 1

,
max ij Li j

c a  
  

  2

0,a u u c u , 0c  est la constante d’ellipticité. 

Soit     *2 1
0b L H    . On obtient l’existence d’un unique  1

0u H   tel que 

     1
0,  a u v u b v u v H



       

et    1
0,  a u v bv v H



     admet aussi une solution unique d’après le lemme de Lax-

Milgram. 

Ceci est en particulier, vrai pour tout  0v C   (l’espace des fonctions test). 

On aura donc : l’équation différentielle partielle :  j ij ia u b     possède une unique 

solution  1
0u H   dans un sens distributionnel. Voir [6], [10], [12] et [20]. 

Cas particulier : si les ija  sont des constantes, on aura u b   possède, dans un sens 

distributionnel, une unique solution  1
0u H   pour tout  2b L   et 

2 2

1

1
u dx b dx

 

    

où 1  est la première valeur propre (la plus petite) de  . 

Pour plus de détails et plus d’exemples sur cette étude on peut consulter les références 
suivantes : [17] et [20]. 
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III.4 Equations semi linéaires elliptiques 

Dans ce qui suit, nous allons voir comment s’utilise le principe de l’application contractante 
pour déduire l’existence des solutions des problèmes de Dirichlet pour les E.D.P semi 
linéaires elliptiques. voir [16], [23] et [25] 

Problème à valeurs sur le bord 

Soit   un ouvert borné de frontière régulière dans N . : Nf       une fonction 
continue qui satisfait la condition de Lipschitz suivante : 

   1 1 2 2 1 1 2 2 1 2, , , ,f x u v f x u v L u u L v v          1 1 2 2,  , , , , , Nx u v x u v      (1). 

On suppose que    2,0,0f L    

On considère le problème à valeurs sur le bord suivant : (dans un sens distributionnel) 

   1
0, , ,   u f x u u u H      (P) 

Si  1u H   alors :     1 2, , ,0,0f x u u f x L u L u      

Par conséquent, on peut considérer f comme suit :    1 2:f H L   , f est continue à cause 

de la condition de Lipschitz (1). 

Notons T l’opérateur solution défini par : 

   
 

2 1
0:T L H

w T w u

  


          (2) 

Où u est solution de u w   et  1
0u H  . 

On multiplie par  1
0H   et on intègre, on aura :  1

0,u w H  
 

        

Pour u   et en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient : 

     1 2 2
0

2 2

H L L
u u wu w u

  
 

       

Et d’après l’inégalité de Poincaré on a (voir [10]) :  

     2 1
0

1
0

1

1
,

L H
u H u u

 
     où 1  est la plus petite valeur propre de u  dans 

 1
0H  . En remplaçant, on obtient : 

     1 2 1
0 0

2

1

1
H L H

u w u
  

      1 2
0

1

1
H L

u w
 

  

Le problème (P) est équivalent à trouver un point fixe dans  2L   de : 

    , ,w f T w T w             (3). 

Définissons l’opérateur :  
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   
      

2 2:

, ,

S L L

w S w f T w T w

  

  
         (4) 

S étant une application de  2L   dans  2L  ,  2L  étant un espace de Banach, il suffit de 

prouver que S est une contraction pour déduire qu’elle possède un unique point fixe 
 w S w . 

En effet, en utilisant la condition de Lipschitz (1) on aura : 

                 1 2 1 1 2 2 1 2S w x S w x L T w x T w x L T w x T w x        (5) 

Usant de l’inégalité triangulaire pour  2L 
  et en posant : 

     
     

     

1 2

1 1 2

2 1 2

,

et 

f S w x S w x

g L T w x T w x

h L T w x T w x

 

 

  

 

(5)        2 2 2 2L L L L
f g h f g h g h

   
         

En appliquant ce résultat, on aura : 

             2 2

1

222
1 1 2 1 1 2L L

g L T w x T w x L T w T w
 



 
    
 
  

et              2 2

1

222
2 1 2 2 1 2L L

h L T w x T w x L T w T w
 



 
      
 
  

(5)                  2 2 21 2 1 1 2 2 1 2L L L
S w S w L T w T w L T w T w

  
        

Par ailleurs, on a :     1 1 2 2,T w u T w u   

             

   

2 12 2
0

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1

1 2 1 2
11 1

1
 

1 1 1
 

L HL L

L L

T w T w u u T w w u u

w w w w



 

  

 

      

   
 

D’autre part, on a : 

             

         

         

2

2 22

2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2
1

,   

, ,

1
 

L

L LL

T w T w T w T w T w T w

u u T w T w w w T w T w

w w T w T w w w




 

      

      

    

 

       221 2 1 2

1

1
LL

T w T w w w
 

     

En remplaçant dans (5), on obtient : 
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       22

1 2
1 2 1 2

1 1
LL

L L
S w S w w w

  

 
     

 
       (6) 

S est une contraction si 1 2

1 1

1
L L

 
   

Et par conséquent, S possède un unique point fixe     , ,w f T w T w    et la solution u de 

notre problème (P) s’obtient en posant :  u T w  

Dans ce qui suit, nous allons tenter d’étendre les résultats précédents à un autre opérateur 
qu’est le bilaplacien. 

Soit le problème à valeurs sur le bord (au sens distributionnel) suivant : 

   
 

2

2
0

, , ,
:

   (ie 0 sur ) 

u f x u u u
p

u H u u

   
     

 

On impose la condition de Lipschitz suivante sur f  : 

   1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2, , , , , ,   (1)f x u v w f x u v w L u u L v v L w w      
 

   1 1 1 2 2 2, , , , , , , Nx u v w x u v w     
 

On suppose que    2,0,0,0f L    

Si  2
0u H  , on a 

   2 2
0

2 2

H L
u u

 
   

    1 2 3, , , ,0,0,0f x u u u f x L u L u L u         

Et donc, on peut considérer f comme : 

   2 2:f H L  
 

f est continue d’après la condition de Lipschitz (1). 

Soit T  l’opérateur solution donné par : 

   
 

2 2
0:T L H

w T w u

  


 

où  2
0u H   est solution de 2u w    

on multiplie par  2
0H    et on intègre on aura : 

2u w u w   
   

          on prend u  , on aura : 

     2 2 2
0

2 2

H L L
u u w u

  


    

Rappelons l’inégalité de Poincaré : 
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   2 2
0

1

1
L H

u u
 

 , pour tout  2
0u H  1  est la plus petite valeur propre de   dans 

 2
0H  . 

Donc 
     2 2

2 0
0

2

1

1
H

L H
u w u


 

 ,    2 2
0

1

1
H L

u w
 

   

Le problème (P) est équivalent à trouver un point fixe dans  2L   de : 

      , , ,w f T w T w T w            (2) 

On définit l’opérateur  

   
        

2 2:

, , ,

S L L

w S w f T w T w T w

  

   
  

La condition de Lipschitz (1) implique : 

                 
     

1 2 1 1 2 2 1 2

3 1 2

S w x S w x L T w x T w x L T w x T w x

L T w x T w x

     

  
 

Et comme précédemment, faisant usage de l’inégalité triangulaire de la norme dans  2L  , 

on aura : 

                 

     

2 2 2

2

1 2 1 1 2 2 1 2

3 1 2

L L L

L

S w S w L T w T w L T w T w

L T w T w

  



     

  
 

Par ailleurs, on a : 

             

 

2 22 2
0

2

1 2 1 2 1 2 1 2
1

1 22
1

1

1
 

L HL L

L

T w T w u u T w w u u

w w





  



      

 

 
donc :        221 2 1 22

1

1
LL

T w T w w w
 

    

             

         
        

     
   

       

 

2

2 2

2

2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2
1 2 1 2

2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2

1 22
1

,

,

,

,

,

  

  

L

L L

L

T w T w T w T w T w T w

T w T w T w T w

T w T w T w T w

u u T w T w

w w T w T w

w w T w T w

w w




 



      

    

   

   

  

  


 

 



Chapitre III Application du principe de l’application contractante 

29 
 

donc :        221 2 1 2
1

1
LL

T w T w w w
 

      

             

         
        

         

   

 

2

2 2

2 2
0

2

2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 22
1

2

1 23
1

,

,  

= ,

1

1

L

L L

H L

L

T w T w T w T w T w T w

T w T w T w T w

T w T w T w T w

u u T w T w

u u w w

w w







 

 



      

    

   

   

  

 

 

       221 2 1 2

1 1

1
LL

T w T w w w
  

   
 

En remplaçant on obtient : 

       22

31 2
1 2 1 22

1 11 1
LL

LL L
S w S w w w

   

 
      

 
 

Donc S est une contraction si 31 2
2

1 11 1

1
LL L

  
    et par conséquent S possède un unique 

point fixe  w S w  et la solution  2
0u H   de notre problème (P) s’obtient en posant 

 u T w . 
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Chapitre IV 

Extension et généralisation du principe de  
l’application contractante 

Dans cette partie, on étudie quelques extensions du principe de l’application contractante, à 
priori les applications non expansives. On y aborde aussi quelques outils et résultats de 
généralisations de ce principe, comme l’alternative de Leray-Schauder ainsi que différentes 
applications. 

IV.1 Extensions du principe de l’application contractante 

Il est inévitable que toute discussion sur les applications contractantes aboutisse sur le 
problème des applications non expansives. Ce pourquoi, la question qu’on se pose concernant 
le problème à valeurs sur le bord traité au chapitre précédent est : 

Que se passe-t-il si : 1 2

1 1

1  ?
L L

 
   

Revenons à l’inégalité (6) du chapitre III. En effet, on avait :  

               
 

 

2 2

2

1 2 1 1 2 2

1 2
1 2

1 1

, , , ,

 

L L

L

S w S w f T w T w f T w T w

L L
w w

 

 



      

 
    
   

Et si 1 2

1 1

1
L L

 
  , on aura :        221 2 1 2 LL

S w S w w w


       (7) 

S est alors non expansive. 

Ainsi la condition (7) n’est plus suffisante pour assurer l’existence d’un point fixe de S car S 
n’est plus une contraction. 

Avant d’aborder les éventuelles extensions du principe de l’application contractante aux 
applications non expansives, commençons par considérer le cas stricte ; c'est-à-dire 

         22

2
1 2 1 2 1 2 1 2, , ,

LL
S w S w w w w w L w w


      

 

Dans cette optique, Eldeistein a prouvé en rajoutant d’autres hypothèses l’existence et 
l’unicité du point fixe de S. 

Nous avons, en l’occurrence, les théorèmes 3 et 4 du chapitre II. Ainsi pour : 

      2
2, ,

L
M d L


   ,    2 2:S L L    vérifiant        221 2 1 2 LL

S w S w w w


    
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(on prend    2,
L

d u v u v


  ). S’il existe  2
0w L   tel que les itérations   1n n

w


 données 

par :  1 0 1,  , 2n nw w w S w n    

Possèdent une sous suite  
0jn

j
w




 convergente avec lim

jnj
w w


  alors S possède un unique 

point fixe w . 

ou alors, conformément au théorème 4 du chapitre II, il suffit de s’assurer que S est une 
application relativement compact, c'est-à-dire que S envoie  2L   dans un compact K de 

 2L   et on aura immédiatement l’existence et l’unicité du point fixe de S. 

IV.2 Applications non expansives 

On commence par donner le théorème de Schauder pour les applications non expansives. 
Cette approche est développée dans [13], [14] et [29]. 

Théorème 1 

Soit C un convexe fermé non vide de l’espace vectoriel normé E, :F C C  une application 

non expansive et  F C  est un compact de C. Alors F possède un point fixe. 

Démonstration 

Soit 0 ,  pour 2,3,x C n    définissons 0

1 1
: 1nF F x

n n
    
 

 

Puisque C est un convexe et 0x C  donc :nF C C  

nF  est une contraction ? 

        

      

0 0

1 1 1 1
, 1 , 1

1 1
1 , 1 ,

n nd F x F y d F x x F y x
n n n n

d F x F y d x y
n n

                         
         
     

1
1 1 nF

n
    est une contraction. 

D’après le principe de l’application contractante nF  possède un unique point fixe nx  dans C, 

c'est-à-dire     0

1 1
1n n n nx F x F x x

n n
     
 

 

Puisque  F C  est inclus dans un compact de C, il existe une sous suite 
jnx  et u C  tels 

que :    quand  
jnF x u j   

Alors     0

1 1
1  quand  

j j j jn n n n
j j

x F x F x x u j
n n

 
       

 
 et par l’unicité de la limite 

 u F u . 

Le plus important dans ce contexte, est le théorème suivant prouvé indépendamment par : 
Browder, Göhde et Kirk en 1965. 
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Théorème 2 [2] 

Soit C un sous ensemble fermé, borné convexe non vide de H un espace de Hilbert réel. Alors 
toute application non expansive :F C C  possède au moins un point fixe. 

IV.3 Généralisations du principe de l’application contractante 

A travers les cinquante dernières années, plusieurs auteurs ont donné des généralisations du 
principe de l’application contractante dont les preuves reposent essentiellement sur les 
résultats techniques suivants : (voir [7], [13] et [34]). 

Théorème 3 

Soit  ,X d  un espace métrique complet et :F X X  une application (non nécessairement 

continue). Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :  

(1) Pour tout 0  , il existe   0    tel que si     ,d x F x    alors 

    , ,F B x B x   où     , : , ,B x y X d x y     

Si pour un certainu X , on a : 

    1lim , 0n n

n
d F u F u


  (2) 

Alors la suite   nF u  converge vers un point fixe de F. 

Preuve 

Soit u définie comme dans (2) et soit  n
nu F u  

 n n
u  est une suite de Cauchy ? 

Soit 0   donné. Choisissons     comme dans la condition (1). On peut choisir N 

suffisamment grand tel que    1,n nd u u     pour tout n N . 

Puisque     ,N Nd u F u   , alors d’après la condition (1) on a :     , ,N NF B u B u   

   1donc ,N N NF u u B u    

et par induction    ,k
N N k NF u u B u    pour tout  0,1,k   

Alors      , , , 2  pour tout ,k l k N N ld u u d u u d u u k l N    . 

Donc  nu  est de Cauchy, comme  ,X d  est complet, alors il existe y X  tel que 

lim n
n

u y


  

Prouvons que y est un point fixe de F : 

Supposons le contraire, c'est-à-dire     , 0F y y d y F y     . 

On peut fixer un ,
3nu B y
   

 
 avec  1,

3n nd u u


   
 
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La condition (1) nous donne : , ,
3 3n nF B u B u
             

 et par conséquent   ,
3nF y B u
   

 
 

Ceci contredit le fait :  

       , , ,

2

3 3

n nd F y u d F y y d u y

 

 

  
 

et puisque   ,
3nF y B u
   

 
 on a   ,

3nd F y u


  d’où la contradiction. Donc y est un point 

fixe de F. 

Théorème 4 

Soit  ,X d  un espace métrique complet et        , ,d F x F y d x y  pour tout ,x y X  

où    : 0, 0,     est une fonction monotone non décroissante (non nécessairement 

continue) avec  lim 0n

n
t


  pour tout 0t   fixé. Alors F possède un unique point fixe 

u X  avec  lim n

n
F x u


  pour tout x X . 

Démonstration 

Supposons  t t  pour un certain 0t  . Alors     t t    et donc 

   2  et par induction nt t t t    pour tout n  ceci contredit le fait que  lim 0n

n
t


 . 

Alors  t t   pour tout 0t  . 

De plus, on a : 

        1, , ,n n nd F x F x d x F x x X     et donc     1lim , 0,n n

n
d F x F x x X


    

Soit 0  , choisissons           si     ,d x F x   . Alors pour tout  ,z B x   

on a : 

          
     
    

    

, , ,

, ,

,

d F z x d F z F x d F x x

d z x d F x x

d z x



  

    

 

 

 

  
 

Donc le théorème 3 garantit l’existence d’un point fixe u de F avec  lim ,n

n
F x u x X


    . 

Etudions l’unicité du point fixe de F : 

Supposons 1 2,u u  deux points fixes de F i.e :    1 1 2 2 et F u u F u u   

On a :          1 2 1 2 1 2, , ,d u u d F u F u d u u   contredit le fait que   , 0t t t    , donc 

 1 2 1 20d u u u u  
. 
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IV.4 Méthode de continuation des applications contractantes et non expansives 

Dans ce qui suit, on supposera que X est un espace de Banach. Nous présenterons une 
alternative non linéaire du type Leray-Schauder pour les contractions. Voir [11], [14], [19] et 
[24]. 

Théorème 1 [2] 

Soit U un ouvert de l’espace de Banach X, 0 U et :F U X  une contraction avec  F U  

borné. Alors on a l’alternative suivante : ou 
A1) F possède un point fixe dans U , ou 
A2) il existe  0,1   et u U  avec  u F u  

Il est naturel de se poser la question de pouvoir appliquer le théorème précédent aux 
applications non expansives. Le théorème suivant nous suggère : 

Théorème 2 [2] 

Soit U  un ouvert borné connexe de l’espace de Banach uniformément convexe X , avec 
0 U  et :F U X  une application non expansive. 

Alors on a l’alternative suivante : ou 
A1) F possède un point fixe dans U , ou 
A2) il existe  0,1   et u U  avec  u F u  

Application 

Pour illustrer la manière dont s’utilisent les résultats précédents, abordons le problème 
homogène du second ordre de Dirichlet suivant : 

     
   

, ,    pour ,
 

0

y f t y y t a b
P

y a y b

   
  

 

où   2: ,f a b     est continue. 

On associe au problème  P , la famille des problèmes suivants : 

     
   

, ,    pour ,
 

0

y f t y y t a b
P

y a y b

   
  

 Pour  0,1   

Définissons l’opérateur :    1 1: , ,F C a b C a b  par :         : , , ,
b

a
Fy t G t s f s y s y s ds   

où la fonction de Green  ,G t s  est donnée par : 

 

  

  

 ,       
,  

 ,       

t a b s
a t s b

b aG t s
s a b t

a s t b
b a

  
    

        

Les points fixes de F sont les solutions classiques de  P .  
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 Pour une certaine condition de Lipschitz locale imposée sur f, on utilise l’alternative 
du théorème 1 pour établir que F restreinte à l’adhérence d’un certain ouvert 

 1 ,U C a b  est contractante et donc possède un point fixe (qui est en fait, unique) 

dans U . 
A cet effet, supposons que f vérifie la condition de Lipschitz locale suivante : 

   
   

2
0 1

0 1

et deux constantes ,  tels que

 restreinte à ,  vérifie*

, , , ,

D k k

f a b D

f t y y f t z z k y z k y z

  



        



 

 La norme sur  1 ,C a b  est donnée par : 

 1 , 0 1C a b
f f f   où 

 
 

 
 0 1 0

, ,

sup  et sup
t a b t a b

f f t f f t f
 

     

 Définissons une norme du maximum modifiée sur  1 ,C a b  par : 

0 1 0 10 1 0 0
f k f k f k f k f     . 

C’est effectivement une norme équivalente à la précédente. En effet :

     0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1
, ,Min k k f f f k f k f Max k k f f       

   1 12 1, ,C a b C a b
c f f c f   où    1 0 1 2 0 1, , ,c Max k k c Min k k   

 Pour des fonctions y, z, dont les valeurs et les valeurs de leurs dérivées sont dans le 
domaine D où la fonction f est localement Lipschitzienne, on a : 

                2

, , , , ,
8

b

a

b a
Fy Fz t G t s f s y s y s f s z s z s ds y z


         

En effet, on a : 

    

 

0 1 0
,

,

b

a

b

a

Fy Fz t G t s k y z k y z ds

y z G t s ds

      

 




 

       

       

   

   

       

  

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2

,

2 2

2 2 2 2

2 2

2( )

b t b

a a t

t b

a t

t b

a t

s a b t t a b s
G t s ds ds ds

b a b a
b t t a

s a ds b s ds
b a b a

b t t as s
as bs

b a b a

b t t at a b t
at a b bt

b a b a

b t t a t a t b

b a b a
t a t b

b a

   
 

 
 

   
 

    
          

    
              

   
 

 
 




  

 

    
2

t a b t
a t t b

 
   
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 
 

 

     2

, ,
max , max

2 8

b

at a b t a b

b t t a b a
G t s ds

 

  
   

et donc     2

0 8

b a
Fy Fz t y z


    

Et pour les mêmes fonctions y, z, on a : 

   
0 2

b a
Fy Fz t y z

   . En effet : 

 

       
 

2 2

2 2 2 2

1 1
,

2 2

1 1

2 2 2

t b
b t b

ta a t
a t

s a b s s s
G t s ds ds ds as bs

b a b a b a b a

t a b t b t t a

b a b a b a

    
              

       
     

        

  
 

et 
 

 
 

   
 

2 2

, ,
max , max

2 2

b

at a b t a b

b t t a b a
G t s ds

b a 

   
 

  

et par conséquent, on a : 

 2

0 18 2

b a b a
Fy Fz k k y z

  
    

    

Cette inégalité et le théorème 1 nous permettent d’établir le principe d’existence et de 
l’unicité suivant : 

Théorème 3 

Soit   2: ,f a b     continue et vérifiant la condition de Lipschitz (*) dans un ensemble 

D avec des constantes 0 1,k k  telles que la condition : 

 2

0 1 1
8 2

b a b a
k k

 
   soit vérifiée.       (3.1) 

Supposons qu’il existe un ouvert borné  1 ,U C a b  avec 0 U  tel que 

    ,u U u t u t D    pour tout  ,t a b       (3.2). 

Et y résout  P


 pour tout  0,1 y U          (3.3). 

Alors le problème  P  admet une solution unique dans U . 

Démonstration 

La condition (3.1) affirme que F est une contraction, donc on peut appliquer le théorème 1. La 
condition (3.3) exclut l’alternative (A2) et donc (A1) a lieu ce qui prouve que F admet un 
unique point fixe dans U  (l’unicité vient de la contraction) et par conséquent  P  possède 

une solution unique dans U . 
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Remarque 

Dans différentes applications, on considère souvent des fonctions f qui ne dépendent pas de 
y  c'est-à-dire  ,f f t y . Le même raisonnement nous permet de voir l’opérateur F 

comme :    : , ,F C a b C a b .Ceci nous ramène à un cas du théorème 3 pour D    et où 

on abandonne tout ce qui se réfère à ,y z   dans la condition (*) et  ,U C a b . 

Exemple : Le problème à valeur sur le bord 

     
   

        0,1

0 1 0

y ty t e t

y y

    


   

Possède une solution de norme au plus égale à 1. Pour le voir, on applique le théorème 3 et la 

remarque précédente pour    , y tf t y e  . 

Le théorème des valeurs intermédiaires nous donne : 

 max ,1, 1 y zy zy z e e e y z e y z       
 

On prend :  1,1D   , et  
 

 0
0,1

0,1 , sup 1
t

U y C y y t


 
    
 

 

Alors 0

8 8

k e
     1b a   

Supposons que y résout : 
     
   

       0,1

0 1 0

y ty t e t

y y

    


 
 

Pour un certain  0,1  . Alors : 

     1

0
, y sy t G t s e ds    donc   0

1

8
y

y t e  pour  0,1t . 

Ce qui implique que 0

0

1

8
y

y e . Ceci exclut le cas 
0

1y   car il n’est pas possible que 1
8

e
 . 

Donc 
0

1y y U   . 

Le théorème 3 implique que le problème à valeur sur le bord précédent admet une unique 
solution de norme au plus égale à 1 dans U . 

VI.5 Approche numérique du théorème du point fixe  

Dans ce qui suit, on étudie une application du théorème du point fixe en faisant appel à une 
méthode itérative convergente. 
Soit : ,nf S n   ,   compact 

          1 2 1 2, , , , , ,n nx x x x S f x f x f x f x     

On impose les conditions suivantes sur S et f : 

S est un ensemble fermé de n . 

f est une application contractante sur S :  
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   0 1 tel que , ,x y S f x f y x y         ,    est une norme quelconque dans  n  

S est stable par f :  f S S  

Théorème 

Soit S une partie fermé de n , et f une application définie sur S et à valeur dans S, 
contractante sur S, telle que  x S f x S   . Alors 

f admet un unique point fixe *x  dans S. 

ce point fixe est calculable comme limite de la suite des approximations successives   0l l
x


 : 

 
0

1

 quelconque

,l l

x S

x f x l


     

pour tout indice *l , on a les inégalités de majoration d’erreur suivantes : 

*
1 0

*
1

1
1

1

l

l

l l l

x x x x

x x x x




 


   


   
 

 

Remarque 

Ce théorème reste vrai dans le cadre général d’un espace vectoriel quelconque (de dimension 
infinie) à condition qu’il soit complet pour la norme en question. 

Voici un exemple où est mis en œuvre le procédé itératif précédent : 

Exemple1 : calcul de la racine carrée d’un nombre positif 

Soit *c   un nombre positif. le théorème du point fixe précédent va nous permettre de 

développer une méthode de calcul de c  et justifier sa convergence. Pour *x   soit 

  1
:

2

c
f x x

x
   
 

. Calculons sa dérivée première :  
2

2 2

1 1

2 2 2

c x c
f x

x x

     et seconde : 

  3

c
f x

x
  . On déduit que f   s’annule au seul point c , que  f x  est négative sur 

0, c 
  , positive sur ] , )c  , avec décroissance de f  sur 0, c 

   puis croissance sur 

,c  . Par ailleurs on remarque que  c  est point fixe de f :   1

2

c
f c c c

c

    
 

. 

Sur : ,I c   la dérivée vérifie   1
0

2
f x   ; il en découle que f est  

contractante sur l’intervalle ,c   de constante 
1

2
  . En effet 1 2,x x I   on a 

       1 2 1 2f x f x x x f     avec  1 2,x x   selon le théorème des accroissements finis. 

D’où l’inégalité :    1 2 1 2 1 2

1
,

2
f x f x x x x x I     . 
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D’après le graphe de f on a l’inclusion  ]0, )f I  . On peut donc appliquer le théorème du 

point fixe sur l’intervalle fermé I : il existe un unique point fixe sur I pour f (c’est c ) qu’on 
peut déterminer par : 

 1

1
 quelconque , , 1

2l l l l
l

c
y I y f y y l

y

 
     

 
 

De plus pour 2l   on a l’inégalité 
   

1
2

2 1 2 1

0.5
0.5

1 0.5

l
l

ly c y y y y


    


. Par ailleurs si 

on prend 0x  quelconque dans ]0, )  alors les termes  1l lx f x   pour 0l   restent dans I et 

la suite   0l l
x


 converge vers c  d’après ce qui précède et l’inégalité de majoration d’erreur 

s’écrit alors, toujours pour 2l  , 2
2 10.5l

lx c x x   . Par exemple pour 2c   on a, en 

partant de 0 1x   : 

1

2

3

4

5

1.5

1.4166 . . .

1.414215686274 . . .

1.414213562374 . . .

1.414213562373 . . .

x

x

x

x

x





  

On constate que la convergence vers 2 1.4142135623731 . . .  est très rapide et on vérifie 
bien l’inégalité de majoration d’erreur donnée plus haut : 

13 3
5 2 12 10 0.5 0.01x x x   

. 
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Remarque 

La touche  d’une calculette utilise ce même procédé itératif convergeant pour déterminer 

la racine carrée d’un nombre positif quelque soit le point de départ dans * . 

IV.6 Théorème du point fixe de krasnosel’skii 

Dans le paragraphe suivant, nous aborderons le problème d’existence de point fixe concernant 
les applications de la forme T U C   où C  est continue et compact et U est une contraction. 
Le résultat principal est le théorème suivant : 

Théorème de krasnosel’skii [18] 

Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide de X fermé borné et convexe. 
U, C deux applications de D dans X telles que : 
U est une contraction (de constante k) 
C est compact et continue. 

, ,Ux Cy D x y D     
Alors il existe x D  tel que Ux Cx x  . 

Remarque 

Le théorème peut être formulé sous différentes façons et ses extensions consistent à remplacer 
la contraction par ses généralisées. Voir [18] et [30] 

Application 1 

On se propose d’étudier le problème à valeur sur le bord de Neumann suivant : 

   
   

2 , , ,  0<t<1

0 1 0

u m u f t u g t u

u u

   

  

       (1) 

où m est une constante positive. 
0   est un paramètre,      : 0,1 0, 0,f      et      : 0,1 0, ,g       sont 

continues. 

On va prouver l’existence d’une solution positive du problème (1) sous certaines hypothèses 
sur f et g  et pour un paramètre   suffisamment petit. L’approche est basée sur le théorème du 
point fixe de krasnosel’skii. On considère le problème dans l’espace de Banach  0,1E C  

muni de la norme :
 

 
0,1

sup
t

u u t


 . 

Soit  ,G t s  la fonction de Green pour le problème à valeur sur le bord de Neumann : 

   

2 0,  0<t<1

0 1 0

u m u

u u

  
   

         (2) 

Alors : 

 
   
   

1 ,     0 11
,

1 ,     0 1

s t s t
G t s

t s t s

 

  

    
     

où  1

2
m mm e e   ,    1

2
mt mtt e e    
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 t  est croissante sur  0,1  et    , , , 0 , 1 G s t G s s s t   . 

Nous énonçons les deux lemmes suivants qui nous seront utiles : (voir [30]) 

Lemme 1 

Soit  ,G t s  la fonction de Green associée au problème (2). 

Supposons que 
1

0
2

  , alors :    , , ,   1- ,   0 1G t s M G s s t s        où 

m m

m m

e e
M

e e

 










  

         0 0, 1 , ,         , , 0,1G t s C t t G t s t t s     

où 
 2

1

1
C


  

Lemme 2 

Soit       
1

0
0,1 , 0, ,  0y C y s ds     alors le problème à valeur sur le bord de 

Neumann :  

 
   

2 ,  0<t<1

0 1 0

m y t 

 

  


  
         (3) 

admet une solution unique   et il existe une constante yC  telle que : 

         1 1yC t t t C t t          avec  
1

0

1
yC y s ds


   

Remarque  

On déduit du lemme 2 que si  y t M  alors y M

M
C C


  . 

On impose les hypothèses suivantes : 
(H1)      ,f t u p t q u  où        : 0,1 0,  et : 0, 0,p q      sont continues. 

(H2)  , , 0 est une constante.g t u M M   

(H3)    
1

0
0 ,G s s p s ds    

(H4) 
 ,

lim
u

f t u

u
   uniformément sur tout sous intervalle compact de  0,1 . 

Soit       0,1 0,1 , 0,0 1C u u t t      ,     
1

0,1 , min
t

K u C u t M u 



  
   . 

On vérifie, aisément, que  0,1C  et K sont deux cônes de E. 

Soit  v t  la solution du problème à valeur sur le bord : 

   

2 ,  0<t<1

0 1 0

v m v M

v v

  
   

         (4) 

D’après le lemme (2)          1 1M

M
v t C t t t t   


    . 
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Posons :  
   

 
* ,   0

    0< 1
0         0

y t y t
y t t

y t

     
 

et        * *
, , , , ,  0 1F t u f t u v g t u v M t        . 

Considérons le problème à valeur sur le bord : 

 
   

2 , ,

0 1 0

u m u F t u

u u

  

  

         (5) 

Il n’est pas difficile de prouver que 0u u v   est une solution positive du problème (1) si et 

seulement si 0u  est une solution positive du problème (5), v est la solution du problème (4) et 

   0 ,   0 1u t v t t   . 

Définissons l’opérateur    : 0,1 0,1T C C
   par         1

0
, , ,T u t G t s F s u s ds   . 

Lemme 3 

Supposons que les hypothèse (H1)–(H3) sont vérifiées. Alors : :T K K   est complètement 

continu (ie continu et compact). 

Le théorème du point fixe de krasnosel’skii dans un cône va jouer un role important pour 
prouver le résultat cherché. 

Théorème 1 [18] 

Soit E un espace de Banach et K E  un cône. 1 2,   sont deux ouverts de E avec 

1 1 20  et    . 

Soit  2 1: \T K K     un opérateur complètement continu tel que : 

Tu u  pour tout 1u K  , et Tu u  pour tout 2u K   

Tu u  pour tout 2u K  , et Tu u  pour tout 1u K   

Alors T possède un point fixe dans  2 1\K    . 

On enchaine avec le résultat principal qu’est : 

Théorème 2 

Supposons que (H1)–(H4) sont satisfaites. Alors le problème (1) admet au moins une solution 

positive     2 0,1 0,1u C C   si      
11

00
0 max ,

r
q G s s p s ds


 



 

       où 

 
1

0
max 1 2 , ,

M
r M G s s ds

C
 

  
 

  

Démonstration 

D’après le lemme 3, T  est complètement continu. 

Soit   1 0,1 ,u C u r    . 
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Pour tout 1u K  ,  0,1t , on a : 

       

            
          

       

 

1

0

1 * *

0

1 1*

0 0

1 1

0 00

1

0

, , ,

, , ,

, 2 ,

max , 2 ,

1 2 ,

r

T u t G t s F s u s

G t s f s u s x s g s u s x s M ds

G t s p s q u s x s ds M G s s ds

q p s G s s ds M G s s ds

M G s s ds r u











 
 



          

    

 

   





 

 



 

Ce qui implique que T u u   pour 1u K  . Par ailleurs, choisissons N assez grand tel 

que :    
121

, 1
2

M NC G s s ds


 
  


  

D’après (H4), il existe une constante 0B   telle que : 

 ,f s u
N

u
  pour      , ,1 ,s u B      

Posons :   2 0,1 ,u C u R     où 
 2

2 2
max 2 , ,

M B
R r

C C  
    
  

 

Pour tout  2 ,  0,1u K s   , on a : 

               

     

   

 

1 1

1

1
       

2
1

0
2

M

M
u s v s u s C s s u s s s

M
u s C u s s

CR

u s u s

u s

   


 


      

  

 

 

 

Alors, 

          

 

1 1 1

2

1
min min min 1

2 2

 
2

s s s

C
u s v s u s u s s

CR
B

     
 

 

        
   

 
 

Donc pour tout  ,1t    ,  
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       

            
      

      

   

     

   

1

0

1 * *

0

1 *

1

1

1

12

, , ,

, , ,

, ,

,

,
2

, 1
2

1
,

2

T u t G t s F s u s

G t s f s u s v s g s u s v s M ds

G t s f s u s v s ds

M G s s N u s v s ds

u s
M G s s N ds

NC
M G s s u s s ds

M NC G s s u ds u









 



 



 



 











  

  













          

   

 



 

 














 

Ceci implique que T u u   pour tout 2u K  . En appliquant (B) du théorème 1, on 

déduit que T  possède un point fixe 0u  avec 0r u R  . Du lemme 1, on a : 

     
   

   

     

0 0 1

1

1

1

u t C u t t

Cr t t

C r M
t t

M

M
t t v t

 

 
  



 


 

 

 

  
 

Et            2
0 ,   0,1 0,1u t u t v t u t C C     est une solution positive du problème (1). 

Application 2 

On se propose d’étudier l’existence, la symétrie et l’unicité des solutions positives du 
problème suivant. Les résultats suivants figurent avec preuves dans [4]. 

     
   

2 ,   ,

0

p

p

Lu u m u u f x x a b
P

u a u b

     

  

 

où 1p  , 0,   0m a b     , f  est une fonction continue positive et symétrique sur  ,a b  

On considère l’espace de Banach   ,E C a b  muni de la norme 
0
  où 

    0
sup , ,u u x x a b   

La fonction de Green  ,G x y  pour l’opérateur L  avec les conditions de Neumann 

précédentes est une fonction positive continue sur    , ,a b a b . 

Le problème  pP  peut être considéré comme un problème du point fixe : 

         ,
b p

a
u x G x y u y f y dy Au x   
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Définissons : 

     min , ,   max , ,  

,  et  sont positives

f x a x b f x a x b l b a

l

 

 

       
 

Résultat d’existence 

La preuve de l’existence des solutions positives de  pP  est basée sur le théorème 1 de 

Krasnosel’skii qui apparait dans l’application 1. Il va nous assurer le résultat suivant : 

Théorème 1 

Supposons que f  est une fonction positive et continue sur  ,a b . Alors le problème  pP  

admet au moins une solution positive pour tout 0 et 1m p  . 

La symétrie des solutions positives 

On commence par donner le théorème suivant qui va affirmer que toute solution positive de 

 pP  est uniformément bornée. 

Théorème 2 

supposons que f  est continue et positive sur  ,a b . Alors il existe une constante mC  telle 

que   
1

2 1 2
: 1

p

m

m
C ml



 
  
 

 telle que toute solution positive de  pP  vérifie : 

   ,  ,mu x C x a b   . 

Cette constante mC  va intervenir pour prouver la symétrie des solutions positives. Et nous 

avons le théorème suivant : 

Théorème 3 

Supposons que f  est continue, positive et symétrique sur  ,a b  et le paramètre m  satisfait 

l’inégalité suivante :  
2

12 2 21 1
pm

p m l m



   . 

Alors toute solution positive de  pP  est symétrique. 

Résultat d’unicité de la solution positive 

Soit 1  la première valeur propre positive du problème suivant : 

 
   

    ,

0

u u x a b

u a u b

  

  

 

Théorème 4 

Pour les mêmes hypothèses sur f  et si le paramètre positif m  satisfait la relation suivante 

  12 2 2 2
1 1 0

p
m p m m l





     

Alors le problème  pP  admet une unique solution positive. 
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Remarque 

On a la caractérisation suivante de 1  si  ,I a b , 

         2 21
1 inf :  , 0 et  =1

I I

v x dx v H I v a v x dx
 

    
 
   

Au fait 
2

1 2l

   et elle est atteinte par la fonction 1v  :    1

2
cosv x x a

l l

   
 

. 

Exemple 

Pour le cas particulier :      2,     1 sin ,     , 0,p f x x a b      

Alors 11,   2,     et  1l       . 

D’après le théorème 4 ce problème admet une unique solution positive et symétrique si : 

2 4 24 3 1 0m m     ce qui implique que  0,0.354446m   . 

IV.7 Théorème du point fixe pour les opérateurs généraux  -concaves 

On se propose d’étudier l’existence et l’unicité des solutions pour les deux problèmes à 
valeurs sur le bord suivants : (voir [30],[35], [36]) 

 
        

   

2 , ,    0 1
 

0 1 0

u t m u t f t u t g t t
P

u u

       
  

 

où m est une constante positive,      : 0,1 0, 0,f      et    : 0,1 0,g  
 
sont continues. 

Soit E un espace de Banach réel, P un cône dans E et   l’élément nul de P. Soit donnée  
h  , on définit         / , 0  telles que hP x P x x E x h x x h         . 

Le théorème suivant est un théorème du point fixe pour des opérateurs généraux  
 -concaves (qu’on va définir). Il nous sera très utile pour établir l’existence et l’unicité des 
solutions pour  P  et  P . (Voir résultat principal dans préliminaires) 

Théorème 1 

Supposons que le cône P est normal et que A satisfait les conditions suivantes : 

(B1) : h hA P P  est croissant dans hP . 

(B2)   et 0,1hx P t   , il existe    0,1t   tel que    tA tx t Ax . A est alors dit 

opérateur général concave  . 
(B3) il existe une constante 0l   telle que  0 ,x lh  

Alors l’équation 0x Ax x   admet une solution unique dans hP . 

On applique le théorème 1 pour déduire l’existence et l’unicité des solutions positives pour 

 P  et  P  dans hP . On impose les hypothèses suivantes : 

(H1)  ,f t x  est croissante en x pour t fixé et 0g  . 
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(H2) Pour tout  0,1  et 0x   , il existe    ,1    tel que      , ,f t x f t x   , pour 

 0,1t . 

(H3) pour tout  0,1t ,  , 0f t a   où  1
2

4
m ma e e   . 

Dans ce qui suit  0,1E C  est l’espace de Banach dont la norme est : 
 

 
0,1

sup
t

u u t



 
et 

       0,1 / 0, 0,1P x C x t t     P est un cône normal de constante de normalité égale à 

1. 
Etudions le problème  P  : 

Soit  ,G t s  la fonction de Green pour le problème à valeur sur le bord : 

   
   

2 0,    0 1

0 1 0

u t m u t t

u u

    

    

Alors  
   
   

1 ,   0 11
,

1 ,   0 1

s t s t
G t s

t s t s

 

  

    
   

 

où      1 1
= et 

2 2
m m mt mtm e e t e e       

Le théorème suivant va affirmer que sous les hypothèses (H1)–(H3) les conditions(B1), (B2) et 
(B3) sont vérifiée. 

Théorème 2 

Sous les hypothèses (H1)–(H3) le problème  P  admet une solution positive unique *u  dans 

hP  où        1 ,  0,1h t t t t    . Et nous avons la remarque suivante qui est très 

importante : 

Remarque 1 

Soit  1

2
m mb m e e  . Alors il est facile de vérifier que     min , 0,1  a h t t  et 

    max , 0,1b h t t   ( a  donnée dans (H3)). 

Exemple 1 

Considérions le problème à valeur sur le bord : 

           
   

2 2ln 2    0<t<1
1

u 0 1 0

u t u t u t q t t

u

     

    

où      0,1 ,  : 0,1 0,q     continue. 

On doit vérifier les hypothèses (H1)–(H3) pour appliquer le théorème 2 et déduire que le 
problème (1) admet une unique solution positive dans hP . 

On a : 
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     

 

 

   

      
       

2

ln 2 ln 2

ln 2 ln 2

ln 2 ln 2

1 ln 2 1 ln 2

ln 2 ln 2 1 2 2 1

1 2 2 1

ln 2

,  et 

1 1 1 9 9
2 2 2

4 4 2 8 8

1 1 1 5 10
2

2 2 2 4 8

1

2
1

1
2

1
1 2 2

4
1 1

2 2 2
4 2

5

t t

t t

t t

t t

m

f t x x q t g t t

a e e a

b e e b

t e e

t e e

h t t t e e







 







  

  

 



  

          
 

        
 

 

  

     

     
 

    1 2 2 11
2 2 ,   0,1

8 4
t t t   

 

Pour t fixé, il est claire que  ,f t x  est croissante en x et 0g  . 

   9 9
, , 0

8 8
f t a f t q t


         
     

Posons    ,   0,1      

              , ,f t x x q t x q t x q t f t x
                 

Ainsi le théorème 2 est applicable et le problème  P  admet une unique solution positive 

dans hP . 

Etudions le problème  P  avec 0,
2

m
  

 
 : 

Soit  ,G t s  la fonction de Green pour le problème : 

   
   

2 0,  0<t<1

0 1 0

u t m u t

u u

  

    

Alors  
 
 

cos cos 1 ,     0 11
,

sin cos cos 1 ,     0 1

ms m t s t
G t s

m m mt m s t s

    
   

 

Le théorème suivant va assurer l’existence et l’unicité de la solution de P  dans hP . 
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Théorème 3 

Supposons que (H1) et (H2) sont satisfaites et  2, cos 0f t m   pour  0,1t . Alors le 

problème P  admet une unique solution positive dans hP  avec 

     cos 1 cos ,   0,1h t m t mt t    

Exemple 2 

Considérions le problème à valeur sur le bord : 

         

   

2 1
33 ,  0<t<1

2 3

0 1 0

u t u t u t q t t

u u

        
 

     

où    : 0,1 0,q    est continue. 

On a : 0,
3 2

m
    

 
 et      cos cos 1 ,  0,1

3 3
h t t t t

 
    

     
1

33, ,   f t x x q t g t t  
 

Pour t fixé, il est évident que  ,f t x  soit croissante pour 0x   et 0g   

 

 

1

3
2 2

1

3

, cos cos
3 3

1
0

4

f t q t

q t

        
   

    
   

Posons :    
1

3 ,   0,1      alors : 

       

     

1 11
3 33

1 1

3 3

,

,

f t x x q t x q t

x q t f t x

  

  

    

 
    

   

Toutes les conditions du théorème 3 sont vérifiées, par conséquent le problème 2 possède une 
unique solution positive dans hP . 
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