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Abstract :

The fixed point principle plays a crucial role in the large domain of applications. It gives us the
main tool for a more advanced study of different non linear differential equations, particularly for
problems of existence and unicity.

In this memory, we consider different applications of this principle and some ones of its extensions

and generalizations which are implied in the resolution of equations of the form AX+X, =X. In

particular, the fixed point theorem of Karsnosel’skii and the one for the concave operator.

Key words : Fixed point, contractions, concave operators.

Résumé :

Le principe du point fixe joue un réle crucial dans le domaine des applications. Il intervient
dans la résolution de plusieurs équations différentielles non linéaires en particulier, pour les
problémes d’existence et d’unicité.

Dans ce mémoire on aborde différentes applications de ce principe ainsi que quelques unes de ses
extensions et généralisations qui s’impliquent dans la résolution des équations du type:

AX+ X, = X. En particulier le théoréme du point fixe de Krasnosel’skii et celui qui concerne les

opé rateurs concaves.

Mots clé : Point fixe, contractions, opérateurs concaves.
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Introduction genérale

Le principe de I’application contractante est I’un des rares théoremes constructifs de I’analyse
mathématique.

Il constitue un outil de grande importance vue I’étendue de son champs d’applications a
priori, dans I’étude des équations non linéaires qui jouent un réle crucial aussi bien en
mathématiques qu’en sciences appliquées.

Le principe est le théoréeme du point fixe de Banach ou celui de Picard qui assure I’existence
d’un unique point fixe pour une application contractante d’un espace métrique complet dans
lui-méme. Le point fixe est la limite d’un procédé itératif défini a partir d’une répétition
d’image par cette application contractante d’un point initial arbitraire dans cet espace.

Ce concept a été prouvé en premier lieu, par Banach en 1922 puis développé par plusieurs
mathématiciens dont nous citons Brouwer et Schauder en 1930 ainsi que Krasnosel’skii en
1955.

Le théoreme du point fixe de Schauder, qui est au fait, une extension de celui de Brouwer en
dimension infinie est plus topologique que celui de Banach et affirme qu’une application
continue sur un convexe compact admet un point fixe qui n’est pas nécessairement, unique. Il
n’est donc pas nécessaire d’établir des estimées sur la fonction mais simplement sa continuiteé.

Néanmoins, la mise en branle des méthodes variationnelles a focalisé ces dernieres décennies,
en majeur partie I’intérét des mathématiciens au détriment des méthodes topologiques. En
effet, ces méthodes variationnelles puisent leur efficacité dans leur orientation vers les
applications. Leur atout majeur est le fait qu’ils fassent intervenir des fonctions généralisées et
des espaces de Sobolev réflexifs qui constituent une chaine de liaison entre les solutions
faibles et les solutions classiques. Cependant il y a des situations ou les méthodes
variationnelles s’averent laborieuses voire inopérantes. Et la encore, les méthodes
topologiques seront de rigueur d’ou leur importance fondamentale.

Le théoreme du point fixe de Krasnosel’skii appuie par ses grandes mesures le domaine tres
actif des applications. Il apporte des réponses aux problemes d’existence et d’unicité des
solutions pour des opérateurs non linéaires qui sont étroitement, liés aux equations
différentielles non linéaires et équations intégrales qui ont fait I’objet d’études intensives ces
derniéres décennies.

Beaucoup d’auteurs se sont aussi, intéresses aux problemes d’existence et d’unicité des
solutions positives pour I’équation d’opérateur du type x = AX+ x, dans un espace de Banach

ordonné ou A est un opérateur monotone. Les résultats concernant cette équation avec
operateur géneral « -concave sont encore peu nombreux d’ou la nécessité de s’y attarder.

L approche que nous développons dans ce mémoire se base particulierement, sur celle
développée dans le livre intitulé « Fixed point theory and applications » de R.P.Agarwal,
etal.



Introduction

Ce travail est réparti en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré aux préliminaires.
Dans le deuxieme chapitre on trouve des définitions et propriétés de base concernant le
principe de I’application contractante ainsi que quelques résultats fondamentaux. Le troisiéme
chapitre s’étend aux applications du principe de I’application contractante. On se penche,
particulierement, sur les résultats d’existence pour les inégalités variationnelles définies par
des formes bilinéaires sur un espace de Banach et dans lesquelles le principe de I’application
contractante est applicable.

Dans le quatrieme chapitre, on étudie différentes extensions du principe de I’application
contractante. A fortiori, pour les applications non expansives. On déduit les conditions pour
lesquelles le principe reste applicable. Par suite, on exhibe quelques théoréemes techniques
permettant de généraliser ce concept. On étudie aussi I’alternative de Leray-Schauder dont la
preuve fait appel au principe du point fixe et dont dérive une multitude d’applications. Nous
en étudierons quelques unes. Nous y abordons quelques applications ou le théoréme du point
fixe du type Krasnosel’skii s’ implique pour établir I’existence et I’unicité des solutions. Enfin
on étudie le théoreme du point fixe pour les opérateurs généraux « -concaves.



Chapitre |
Préliminaires

On commence par donner des définitions, ainsi que quelques résultats connus qui nous seront
utiles dans la suite de notre travail.

1.1 Définitions

Soit E un espace de Banach réel.

Un sous ensemble convexe P de E est dit un cone s’il satisfait :
xePetAl>20=AxeP

XxePet —xeP=x=6 ou @ est|’élément nul de E.

0
Posons P ={x e P/x est point intérieur de P} .
(o]
P est dit cone solide si P est non vide.

P est dit cone normal s’il existe une constante N >0 telle que pour tout
x,yeP @<x<y=|x|<N|y|. N estdite constante de normalité de P. On dit que E est

partiellement ordonné par le cobne P si: X<y si et seulementsi y—xeP.

Si x,x, € E, I'ensemble {x,x,} ={xeE/x <x<Xx,} est dit intervalle ordonné entre x, et
X2

On dit qu’un opérateur A:E — E est croissant (décroissant) si x<y = Ax< Ay (Ax> Ay).

Pour tout x,yeE , la notation x~y montre qu’ils existent 4>0,u>0 telles que
Ax<y < ux. ~ estune relation d’équivalence.
Soitdonné h> @ (ie h>8@ eth=§@). On note par P, I’ensemble :

P, ={xeE/3A(x),u(x)>0 tels que 2(x)h <x < u(x)h}. Il estclair que P, = P.

Soit D < E, un opérateur A:D — E est dit compact si pour tout ensemble S borné dans D,
A(S) est relativement compact. De plus A est dit completement continu s’il est continu et

compact.
1.2 Résultat principal

On étudie I’existence et I’unicité des solutions positives de I’équation x = Ax+ X, Q)

avec opérateur o -concave ou homogene. On suppose toujours, que E est un espace de
Banach réel avec un ordre partiel introduit par le cobne normal P de E. onprend he E, h> 4.
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P, est défini comme précédemment. Le lemme suivant sera utile pour démontrer le résultat
principal.
Lemme 1 [36]

Supposons que A satisfait les conditions suivantes :
(H1) A:PR, — P, estcroissant dans P,.

(Hz) VxeP, et te(0,1), il existe a(t)e(0,1) tel que: A(tx)zt"’(‘)Ax. (A est dit général
a -concave).
Alors il existe u,,v, € B, tel que u, <V,, U, < Au, < Ay, <V, .

Soit I’hypotheése (Hs) : il existe une constante | >0 telle que x, € [H,Ih] :

Le théoreme suivant, est le résultat principal de cette partie.

Théoréme 1

Supposons que I’opérateur A satisfait (Hi), (Hz), et (Hs). Alors I’équation opérateur (1)
admet une solution unique dans B, .

Preuve

Ax e B, pour tout x € P,

Alors ils existent A, z >0 telles que Ah < Ax < ¢h. On obtient donc :

AN < Ax+X, < ph+lh=(u+1)h. Alors Ax+x, R, Vxeh,.

Définissons un opérateur C par : Cx = Ax+X,, VX € P,

C:P,—>P, est croissant. Donc, pour tout xeP, et te(0,1) on sait que
C(tx) = A(tX) + X%, 2tV A+ x, > 10 (Ax+ %) > tCx

Le lemmel implique I’existence de u,,v, PR, tels que u,<v,, u, <Cu, <Cv,<v, (*).
Construisons, successivement, la suite :

u,=Cu, ,,v,=Cv,,,n=12,.... C étant croissant, on a: u, =Cu, <Cv, =v,. Et en général,
on obtient u, <v,,n=12,...

On obtient de (*) et la monotoniede C : u, <u,...<u, <...<v, <... <y, v, (*%).

Soit t, =sup{t>0/u, >tv,} Alors u, >tv,,n=12,...

nVns
>t v

n+1 n+1 n+l?

u,,u, >tv >2tv ,,n=L12._..0ronau n=12,... avec

nn+l?

>tv,,,} donct,, >t =(t,) estcroissante et puisque (t,) <[0,1]

n+l = n+l =

n+1

t., =sup{t>0/u
(ie bornée) elle est donc convergente. Supposons que t, —t" alors t" =1. Sinon 0<t" <1.

Si 0<t" <1, on distingue deux cas :
1. Il existe un entier N tel que t, =t". Dans ce cas, on sait que t. =t~ pour toutn> N .

Doncpour n>N ona:

Uy, =Cu, 2C(t'y, )2 oy =

n+1
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onat, =t (cart =t pourtout n>N)

ty, =t 2 ) ¢ d"ou la contradiction.

2. Pour tout entier n, t <t™. On obtient :

Par définition de t_, t >tn[t*a(t*)_1]

n' n+l =

Quand n— oo, onaura: t’ >t} 5t ¢"oi Ia contradiction donc limt, =1.

n—oo

Pour tout entier p ona:
f<u,., —U, <V, —u, <V, -t v, <(1-t,)v, <(1-t,)v,

n+p
O<V, —V,,, <V, —U, <(1-t,)v,

Puisque P est normal de constante N, on aura :
u

<N (1-t,)|V| = 0 quand n —> oo (car t, — 1)

n+p u,
nN—o0

V. —V

n n+p

<N (1-t,)|v| — 0 quand n — o
Donc (u, ), et (v,) sontdes suites de Cauchy dans E qui est complet. Alors ils existent
u’,v telsque u, —u etv. —v quand n - o

D’aprés (**)ona: u, <u <v <v, avec U,V eP et #<v —u <v,—u, <(1-t,)v, etdonc

V' —u*H <N (1-t,)|V,| > 0 quand n — oo.

Donc u =v .Soit X :=u =v ,onobtient u,,, =Cu, <Cx <Cv,=Vv,,.
Quand n— +o0, 0naura X =Cx", X  est donc un point fixe de C dans P, .
Dans ce qui suit, on va prouver que X est I’'unique point fixe de C dans P, .

Soit t=sup{t>0/X=tx} X étant un quelconque point fixe de C dans P,

0<t <ooetX>tx . On doit prouver que t, >1.

Si 0<t, <1 alors: X =Cx>C(tx")2t7")Cx" =t/™)x" . Puisque t/*) >t,, ceci contredit la
définition de t,. Alors t, >1, et donc X>tx >x et de fagon similaire on prouve que
X <X ce qui implique que X" =X . Donc C posséde un point fixe x dans P,. On en déduit
que I’équation (1) possede une solution unique dans P,. Et nous avons le corollaire et les
théorémes suivants : [36]
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Corollaire

Supposons que A satisfait (H1) et (Hy) et x, € B,. Alors I’équation (1) admet une solution
unique dans P,.

Théoréme 2

Soit A:P — P, un opérateur croissant, supposons (Hs) satisfaite. Et pour te(o,l), il existe
0<n(t)<1 tel que A(tx)=t(1+n(t))Ax,Vxe P, t(0,1) alors I"équation (1) admet une
solution unique dans B,.

Théoréme 3

Soit P un cone solide et x, € E’ . Supposons que A satisfait :

(Ha) A: P —> P est croissant et homogeéne (ie A(Ax)=AAx pour tout x Peti> 0).

(Hs) A est completement continu.

(He) il existe v, € P tel que Av, <V, —X,

Alors I’équation (1) posséde une solution unique.

On aborde les applications suivantes pour illustrer les résultats précédents :

Application 1

Soit E :Cﬁ(RN) I’ensemble des fonctions bornées et continues sur R" muni de la norme
x| =sup|x(t)|. E est un espace de Banach réel. L’ensemble P=C,(R") I’ensemble des
fonctions non négatives dans Cﬂ(RN) est un cone normal et solide dans Cﬂ(RN ) On note

h=1 et on considére I’équation intégrale : x(t) =, (t)+ [K (t,s) f (x(s))ds (1)
R

ol x,eP, f:P,— PR croissante et pour 0<A<1, il existe O<a(4)<1l tel que
f(Ax)2 AP 1 (x), vxePR, ().
Conclusion

Supposons K :RM xR" — R* est continue et non négative. Alors I’équation (1) admet une
solution unique dans R,.

Preuve

Il est claire que x, €[ 0, %[ h].
Définissons un opérateur A par : Ax(t)= I K(t,s)f(x(s))ds.
RN
Notons que K(t,s)>0, f est croissante, on déduit que: A:PR, — PR, est croissant pour
A€(0,1) etxeP,, onadaprés (*) :
A(Ax(t))= '[ K(t,s) f (Ax(s))ds> j K(t,s)A““ £ (x(s))ds
RN RN

> A% J' K(t,s) f(x(s))ds> A" Ax(t)

RN
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Donc les hypotheses (Hi) — (Hy) et (Hs) du théorémel sont vérifiées et par conséquent,
I’équation (1) admet une solution unique dans P,.

Application 2

Soit E=C[0,1], Pz{Xe E/x(t)>0, te[O,l]} et h(t):IOlK(t,s)ds. On suppose que
K (t,s):[0,1]x[0,1] - R" est continue.

Conclusion
Soit x, P et X, (t)+h(t)<Lte[0,1]. Alors I"équation Xx(t)=Xx, (t)+j:K(t,s)x(s)ds (1)

(o]
admet une solution unique dans P .
Preuve

Il est facile d’établir que P ={xe E/x(t)>0,te[0,1]}.
P est un cbne normal de constante égale a 1.

Pour x € E, définissons I’opérateur : Ax(t) = I:K (t,s)x(s)ds

0 0]

Evidemment: A:P — P est croissant. K(t,s) est continu donc A est complétement
continue. De plus A(Ax(t)) = J' K (t,s)Ax(s)ds =AAx(t), A >0=> A est homogeéne.

On a pour vo(t):1Vte(O,lH;Avo(t)+xo(t):I:K(t,s)ds+x0(t):h(t)+x0(t)£1. Alors

Av, <v,—X, (pour v,=1). Donc toutes les conditions du théoréeme 3 sont verifiées,

(o]
I’équation (1) admet une solution unique dans P .
1.3 Fonction de Green

La résolution de certaines équations différentielles fait appel aux fonctions de Green. Dans
cette partie on va voir comment intervient cette fonction dans la résolution d’une équation
pour un opérateur du type Sturm-Liouville en dimension 1.

Soit (a,b) un intervalle fini, q:(a,b) —> R une fonction bornée et continue. On considére

I’équation : (Lf )(x)=—f"(x)+q(x) f (x)=h(x) 1)

2
ou h est une fonction donnée supposee continue par morceau et L = —%+ q(x) 2

X
est I’opérateur différentiel du type Sturm-Liouville, avec les conditions aux limites suivantes :
o f(a)+pf'(a)=0 (3)
a,f(b)+p,1'(b)=0 (4)

ou «;, S sont des constantes données.
Dans le cas ou «; =0 on a des conditions de Neumann.

Dans le cas ou S =0 on a des conditions de Dirichlet.
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La méthode de Green consiste a résoudre pour chaque y fixé dans (a,b) I’équation

2

différentielle : |:—%+q(X)j|G(X, y)=5(x-y) (5)

ou la fonction de Green doit satisfaire les mémes conditions aux limitesen x=a et x=Db que
la solution f de (1).

Si on arrive a déterminer G, la solution fde (1) s’obtient :

b
f(x):LG(x,y)h(y)dy (6)
o étant une distribution, I’équation (5) s’interpréte dans un sens distributionnel par :
LG =5(x-y).
Détermination de la fonction de Green

Pour ye(a,b) fixé, on détermine G(x,y) en tant que fonction de x par les conditions
suivantes :

Elle doit satisfaire I’équation différentielle L,G =0 sur (a,y) et (y,b).

Elle doit satisfaire les conditions aux limites (3) et (4) en x=aetx=b.

Elle doit étre continue au point x =y .

La derivee doit avoir une discontinuité de —1 au point x =y ie la deuxieme dérivée de G au
point x =y estégalea —5(x—vy).

Désignons par g, une solution de LG =0 qui satisfait la condition (3) et par g, une solution
de LG =0 qui satisfait la condition (4). g, etg, sont déterminées a des coefficients
multiplicatifs pres.

On suppose qu’on peut les choisir linéairement indépendantes sur (a,b) ie
AQ9,+ 419, =0=A=pu=0 (g, n’est pas proportionnellea g,).

Alors pour y fixé, ils existent des constantes y etk qu’on peut déterminer a partir des
conditions iii) et iv) et qui peuvent dépendre de y telles que :

G(x,y) :{
On détermine y etk a partir de iii) et iv) au point x =y, on obtient

—_1{ga(><)gb(y) six<y
W(y) ga(Y)gb(X) Six>y

oUW (y)=0,(y)9:(y)—9.(y)9,(y) estle Wronskiende g,, g,.

79, () six<y
kg, (X) six>y

G(xy)=



Chapitre | Préliminaires

1.4 Quelques inégalités utiles
Inégalité de Holder

Soit 1< p<ow, p’ I’exposant conjugué de p ie %+i,:1.
Soit fel”etgel” alors f-gel’et j|fg|s||f||p||g||p,
Inégalité de Young

Soit 1< p <o alors abslap+i,bp',Va20,Vb20.

p p
Inégalité de Poincareé

||u||L2(Q) si”u”%(m pour tout u e Hg (Q) ol 4, est la plus petite valeur propre de —A.
JA

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient x,y € E ((E,||{|) est un espace préhilbertien) alors : ‘(xl y)‘£||x||||y|| ot (+]-) est le
produit scalaire dans E.

10



Chapitre 11

Résultats fondamentaux du principe de
I’application contractante

Ce chapitre est consacré a rappeler quelques concepts de base de I’application contractante,
dont nous avons essentiellement besoin. On y trouve des définitions, des propriétés ainsi que
les principaux théorémes du principe de I’application contractante.

11.1 Application contractante
Soit (M,d) un espace métrique complet et T:M — M une application. On dit que T est
Lipschitzienne de constante k >0 si: d (T (x),T(y))<kd(x,y)

Remarques
e Une application Lipschitzienne est nécessairement, continue.
e Lacomposition de deux applications Lipschitziennes est une application Lipschitzienne.
e Si T est une application Lipschitzienne, T", la composition n fois de T avec elle-méme

est aussi Lipschitzienne.
e Onditque T est non expansive si 0 <k <1.

e Ondit que T est une contraction si 0 <k <1. Dans ce cas la constante de Lipschitz est

dite constante de contraction.

Le principe de I’application contractante

Dans ce qui suit, on étudiera le principe de I’application contractante qui est dit aussi :
principe du point fixe de Banach. Nous énoncons le théoréme suivant qui est la base du
principe du point fixe.

Théorémel
Soit (M,d) un espace métrique complet et T:M — M une contraction de constante k. Alors

T possede un unique point fixe xe M .
En plussi yeM est arbitrairement choisi, alors les itérations {xn}:’=0 données par :

Xo =Y, X =T(X,;), n>1possedent la propriété limx, = x

n—oo
Démonstration

Soit y € M un point arbitraire.
Considérons la suite {x,} " donnéepar: x,=y, x,=T(x,,), n>1.
On doit prouver que (x, ) est de Cauchy dans M.

11
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Pour m<n, on utilise I’inégalité triangulaire :
d(X X )Sd(X X )+d(xm+l’xm+2)+“'+d(x X)

m?!“n m? "m+1 n-1'"n

Puisque T est une contraction, on a d(xp,xpﬂ):d(T(xpfl),T(xp))gkd(x X, ), p=1

p-1*p
En répétant cette inégalité on obtient : d (x,,,x,) < (k™ +k™ +---+k")d (x,, %)
m

ie d(xm,xn)glk kd(xo,xl),m<n

On déduit que (x, ), est de Cauchy dans M qui est complet, donc (x, ) converge vers x dans
M.

Par ailleurs, puisque T est continue, ona: x=limx, =limT (x,,)=T (Iim xn_l) =T(x)
n—oo

n—oo n—o

Donc x est bien un point fixe de T.
L’unicité de x : soient X,z deux points fixes de T.

d(x,z)=d(T(x).T(z))<kd(x,2)
Puisque k <1, on doit avoir d(x,z)=0=x=z

Remarque

Il se peut que T ne soit pas une contraction sur tout I’espace M mais juste au voisinage d’un
point donné. Dans ce cas, on a le résultat suivant :

Theéoréme 2

Soit (M,d) un espace métrique complet et :

B={xeM,d(x,z)<s, zeM ete>0}

Soit T:B—M telleque d (T (y),T(x))<kd(y.X)), Vx,yeBetk<1

On suppose, en plus que : d (z,T (z)) <e&(1-k). Alors T posséde un unique point fixe x e B.
Démonstration

Il n’est pas dit que T soit définie sur B (la fermeture de B).

La continuité uniforme de T nous permet de définir T par prolongement sur B ou T sera
encore une contraction de méme constante k . On aura pour xe B :

d(zT(x))<d(z,T(z))+d(T(2),T(x))<e(l-k)+ck=¢

Et donc: T:B — B, B étant fermé dans un espace métrique complet, B est un sous espace
métrique complet et donc on peut appliquer le théoreme 1. T possede un unique point fixe

x =T (x) dans B. Et par le calcul précédent, ona: d(z,x)=d(z,T(x))<e d’oll xeB.

12



Chapitre 1l généralités et résultats fondamentaux du principe de I’application contractante

11.2 Quelques extensions
Exemple 1

Considérons M = {x e R, x > 1} muni de la métrique d(x,y)=|x—y|, pour toutx,y e M .

Soit T:M — M telle que T(x):x+£, x#0

4 (T(%),T(y)) =T (x)-T (y)| = X+%—y_%‘=|x_y| Y2 eyl =a(xy)

donc d(T(x),T(y))<d(xy) cest-a-dire Ak <1 tel que
d(T(x),T(y))<kd(xy), VX, yeM.

On vérifie, aisément, que T ne posséde aucun point fixe, en effet :
T(x)=x= x+1: x:>1: 0 ce qui est impossible.
X X
Le résultat suivant est d a Eldelstein (voir [8] et [9]).
Théoréme 3

Soit (M,d) un espace métrique complet et T:M — M une application telle que:
d(T(x),T(y))<d(xy), VX, yeM etx=y

Supposons qu’il existe Zze M tel que les itérations {xn}:’=0 données par

X =2, X, =T(X,,), n>1

o0

possedent une sous suite {xn,} convergente avec lim X, =Y € M . Alors y est un unique

] j=0 joo

point fixe de T.
Démonstration
on peut écrire x, =T"(X,) o0 T" =T o---oT n fois.
Supposons que T ne possede aucun point fixe dans M. alors la fonction :
f:M—>R
d(T*(%).T(x)
d(T(x).x)

est bien définiecar T (x) # X et est continue.

X

Puisque y; = X, CONVerge Versy, I’ensemble donné par : K ={yj}j U {y} est compact. Son
image par f est compacte. Par ailleurs on a :
f (x)-d(T(x),x):d(Tz(x),T(x)), Vx e M

<d (T (x), x)

Donc f(x)<1, VxeM etpuisque K est compact, il estexiste 0<k <1tq f(x)<k,vxeK

13



Chapitre 1l généralités et résultats fondamentaux du principe de I’application contractante

D’autre part, on a pour tout entier me N :

d(Tm*l(z),Tm(z))z(

Pour m=nj ona:

m-1
f(T' (z))jd (T(z).z) (Ceci découle de la définition de f)

i=0

nj-1

o(r(r @) )-{ [T () aCr (.2
et puisque f (T'(z))<k <1, on obtient :

d(T(yj)—yj)gkj‘ld (T(z)-2)

— T(y) et k'™ — 0 (car k <1)

joo jow

Comme y; =y, T(y;)

Donc d (T (y). y) =0 d’ou la contradiction avec I’hypothese : T ne posséde aucun point fixe.

Remarque

Il découle du résultat précédent une trés importante conséquence qu’est :

Théoréme 4

Soit (M,d) un espace métrique complet et T:M —M une application telle que:
d(T(x),T(y))<d(xy), VXx,yeM etx=y

Supposons, en plus, que: T:M — K ou K est un sous ensemble compact de M. Alors T
posséde un unique point fixe dans M.

Démonstration

Puisque K est compact, pour tout zeM la suite {T”(z)}n posséde une sous suite

convergente et donc on peut appliquer le théoréeme 3, et on a le résultat qu’on peut, aussi,
obtenir par la fagon suivante :

On a par hypothese la fonction x+—d (T (x), x) est continue sur K (compact), elle atteint son
minimum au point y e K

Si T(y)=y alors d(T*(y),T(y))<d(T(y).y). Ceci contredit le fait que d (T (y),y) soit
une valeur minimum de la fonction sur K.

Remarque

Il y’a des cas ou T est Lipschitzienne sans étre une contraction. Cependant, une puissance de
T, (T")=TeTe--oT n fois pour un certain n peut étre une contraction. D’oll le résultat

suivant : (voir [32])

Théoreme 5

Soit (M, d) un espace métrique completet T :M — M une application telle que :

d (Tm (x),T" (y)) <kd(X,y), ¥X,y € M pour un certain m>1 et 0<k <1. Alors T posséde un

unigue point fixe.

14
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Démonstration

D’apres le théoréme 1 T™ posséde un unique point fixe ze M,
T"(2)=2=T(2)=T(T"(2))=T"(T(2))

Donc T (z) est aussi un point fixe de T™ et puisqu’il est unique T (z)=z donc z est un point

fixedeT.
Exemple 2

Soit I’espace métrique M donné par: M =C([a,b]). L’espace des fonctions continues a
valeurs réelles définies sur I’intervalle [a,b]. M est un espace de Banach par rapport a la

norme du max ie |ul|=max|u(t)|,ue M

teab]

On définit: T:M — M par Tu(t)zj:u(s)ds alors :

HT(u)— (v )H (b—a)|u-v|. (b—a) est la meilleure constante de Lipschitz pour T.

D’autre part,ona: T*( J'(J' dr)ds J' (t—s)u(s)ds
1 t m-1
et par induction : T"u(t) = (m-1) J'( —s) u(s)ds
. n (b-a)”
IIs’ensmt:HT (u)-T H_—”u i
o . (b-a)"
T™ serait une contraction si o <1

11.3. Dépendance continue aux parametres

C’est souvent le cas dans les applications qu’une contraction dépende d’autres variables
(parameétres).

Si cette dépendance est continue, alors le point fixe va dépendre continlment, de ces
parameétres. Voici le résultat qui va le montrer.

Théoreme 6

Soit (A, p) un espace métrique et (M, d ) un espace métrique complet. T:AxM — M une
famille de contractions de constante uniforme k <1 c'est-a-dire
d(T(4,x),T(4Yy))<kd(x,y).VX,yeM,VieA

Supposons, en plus, que pour tout x e M , I’application A>T (;L,x) est continue de A dans
M. Alors pour tout 2 € A, T(4,-) possede un unique point fixe et I’application : 1+ x(4)
est continue de A dans M. (x(&) =T (x(/i)) x est le point fixe de T)

15
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Démonstration

Le principe de I’application contractante s’applique pour tout 2 e A donc I’application
A+ x(A) est bien définie.

La continuite : pour 4,4, € A,ona:

d(x(4),x(4,))= ( (4 X(4)).T (A x(4£,)))
Sd(T(M %)) ( Ao X(2)).T (2:X(4,)))
<d (T (A4, %(4)).T (A %(4))) +kd (x(4). x(4,))

)<d(T (A x(4)).T (2, x(4)))

T étant continue par rapport a A, on déduit la continuité de I’application 1+ x(4)

Alors : (1-k)d (x(ﬂl),x(zz) <

11.4. Applications Lipschitziennes monotones

Dans cette partie, on supposera M un espace de Hilbert sur C de norme || définie par le
produit scalaire (-,-) donné par :||u||2 =(u,u),vVueM . Pour plus de détails, voir [27], [28].
Définition

On dit que T est une application monotone si Re(T (u)-T(v),u-v)=0,vu,veM , ol

Re(c) est la partie réelle du nombre complexe c.

Le résultat suivant assure I’existence d’un unique point fixe pour les applications dites
perturbations Lipschitziennes monotones de I’identité sous I’hypothese qu’elles soient des
contractions.

Théoréme 7

Soit M un espace de Hilbertet T : M — M une application monotone telle que pour un certain
B>0, [T (u)-T(v)|<BJu-v] Yu,veM. Alors pour tout @e M , I’équation u+T (u)=e

possede une unique solution u=u(w) et I"application > u(w) est continue.
Démonstration

Si f<1, alors I’application u Ha)—T(U) est une contraction et le résultat s’obtient du
principe de I’application contractante.

Si £ >1 : Notons que pour A4 =0, u est une solution de :
=(1-2)u—AT (u)+Ae si et seulement si u est solution de u+T (u)=w.
Posons: T, (u)=(1-2)u—AT (u)+Ae.
Usant des propriétés du produit scalaire, on obtient :
T, (u)=T, (V)= (1= 2)(u=v)=A(T (u)-T (v))

[T, (u) =T, (V)] <222 Ju—v[f ~2%Re(A (1= 2)(T (u) =T (v).u=v))+(1-2) Ju~vf
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Si 0< A <1 et puisque T est monotone, on aura : [T, (u)-T H (izﬂ +(1-1) )||u v[°

En choisissant ﬂzm, T, serait Lipschitzienne de constante k donnée par:
+

oot
B

1 <1 estdonc T, serait une contraction, d’ou le résultat.

D’autre part: si u et v sont deux solutions de u+T (u)=w respectivement, pour w,, W,
c'est-a-dire: u+T (u)=w, etv+T (v)=w,

Hu +T (u)-v-T (V)H2 = Hu —v—(T (u)-T (v))”2
=[u=v]" +2%e(T (u)-T (v),u —v)+[T (u)-T (V)H2
:”Wl_WZH2

T étant monotone, on aura ||u—v||2+HT(u)—T(v)H2s||wl—w2||2 d’o0 la continuité de

I’application @ u(w)
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Chapitre 111

Applications du principe de I’application contractante

Dans cette partie, on discutera les résultats d’existence des solutions pour les inégalités
variationnelles definies par des formes bilinéaires sur un espace de Banach.

Le résultat le plus important est un résultat du type Lax-Milgram. Voir [17], [21].

I11.1 Les formes bilinéaires symétriques

Soit E un espace de Banach réel, réflexif dont la norme est |{ et une forme a:ExE >R
continue (ie [a(u,v)|<c,[uf|v]) coercive (a(u,v)=c, Ju[*) et symétrique (a(u,v)=a(v,u)),
c,,C, des constantes positives.

a est aussi linéaire par rapport a chacune de ses variables séparément.
E” I’espace dual de E. Pour b € E”, on note par <b,u> la valeur de la fonctionnelle linéaire et

continue b au point u dans la dualité (E*, E). La norme dans E” est notée : M. -

On va introduire la notion de topologie faible. Pour plus de détails, consulter [26], [31] et
[33].
Pour be E™ fixé, et K un ensemble faiblement fermé, on considére la fonctionnelle :

f(u):%a(u,u)—<b,u> (1)
ul.

f (u) > o0 quand |u] — o donc f estcoercive et elle est bornée inférieurement sur E. Alors

%

Un calcul simple nous donne f (u)> %2||u||2 b

a=inf f (v)>-

veK

Choisissons une suite {u,}” dans K minimisante telle que f(u,)—> e« . Puisque f est
coercive, (u,) est bornée, et E est réflexif, alors (u,) possede une sous suite qui converge
faiblement vers u. on notera encore cette sous suite (u, ) .

u—=u (faiblement) < (h,u ) —(h,u),vhe E
Puisque K est faiblement fermé, u e K .

a est bilinéaire et coercive (non négative) alors : a(u,,u,)>a(u,,u)+a(u,u,)—a(u,u)

En effet on a: a(u,—-u,u,—u)=a(u,u,)-a(u,,u)-a(uu,)+a(u,u)>0 (car a est
coercive)
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Donc a(u,,u,)>a(u,,u)+a(u,u,)—a(u,u) eten passant a la limite inf on obtient :
lima(u,,u,)>lima(u,,u)+lima(u,u,)-a(u,u)
>a(u,u)+a(u,u)—a(u,u)

lima(u,,u,)>a(u,u) (aest faiblement semi-continue inférieurement) donc :

f(u)=a=limf (u,)==lima(u,,u,)-(b,u)

a(u,u)—(b,u)=f (u)

alors f (u)=min f(v)

veK
Supposons que K est aussi convexe il serait donc fermé puisque les ensembles convexes sont
fermés si et seulement si ils sont faiblement fermés.

N |-

N| -

Et donc pour tout ve K et 0<t<1 onaura:
f(u)<f(u+t(v—u))car(ueK,veK,K convexe = tv+(1-t)u=u-+t(v-u) eK).

Calculons f (u+t(v—u))- f(u) en utilisant les propriétés de a :
O<ta(u,v-u)-t(b,v—u)+ta(v-u,v-u), 0<t<l, wekK

En divisant par t et en faisant tendre t vers 0, on aura :

Il existe u e K tel que f(u):rpeiKn f(v)(1)ou a(u,v—u)=(b,v—u), VWweK (2).

Si b,b, e E” sont donnés et u,,u, € K sont les solutions de (1) ou (2) alors, en posant:
Th, =u,i=12,0na:

a(u,v-u)=(b,v-u,),wWeK et a(u,v-u,)= (b, v-u,),veK
En sommant, on obtient :

%

C, Ju, — | < a(u, —u,,u, —u,) < (b ~by,u, —u, ) <[b, ~ b, . Ju, —u, |

D’apres la coercivité de a et I’inégalité de Cauchy-Schwartz (c, la constante de coercivité de

. 3)

1
a) etdonc |u, —u, | =T, ~Th,|| < C—||b1 -b,
2

Alors (1) et (2) possédent une solution unique pour tout b € E”. Et on a le théoréme suivant :
Théoréme 1

Soit a:ExE — R une forme bilinéaire, symétrique coercive et continue et K un sous
ensemble convexe et fermé de E. Alors pour tout b e E”, I’inégalité variationnelle :
a(u,v—u)=(b,v-u) (2), YveK possede une solution unique ueK , et définit une
application solution :
T:E">K

b—>Th=u

. . . 1
qui est Lipschitzienne de constante —.
C2
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Remarque

D’apres la discussion précédente, on constate que si a satisfait toutes les conditions du

théoréme 1 sauf la symétrie et si I’inégalité (2) posséde une solution pour tout be E”, alors
I’application solution T est bien définie et satisfait la condition de Lipschitz (3) ; et on a le
résultat suivant :

111.2 Les formes bilinéaires continues

Soit a: ExE — R continue, coercive et bilinéaire, b e E” et K un convexe fermé de E.
Probléme : prouver I"existence de u e K vérifiant: a(u,v-u)>(b,v—u),vveK.
Dans le cas ou a est symétrigque, le théoreme 1 répond parfaitement a la question.

On va voir que le théoreme reste vrai pour les formes qui ne sont pas nécessairement,
symeétriques. Voir [17] et [21].

Unicité de la solution : usant des propriétés des formes bilinéaires, on conclut que pour
beE", le probléme (2) admet au plus une solution. Et si b,,b, € E"et u,,u, € K existent

*

alors : [, —u,| <2 [, b,
C2

Existence de la solution : posons a=a, +a, o a, (u,V) ::%(a(u,v)+a(v,u)) et

a,(u,v):= %(a(u,v)—a(v,u)) . a, est une forme bilinéaire, continue, coercive et symétrique
et a, est une forme bilinéaire et continue.

Considérons la famille des problémes : a, (u,v—u)+ta,(u,v-u)>(b,v-u),vweK,0<t<1
Notons : a, =a, +1a,

Lemme

Soit t €[0,) tel que le probleme :

a,(u,v—u)=(b,v—u), VveK possede une unique solution pour tout b e E”

Alors il existe une constante ¢ >0 qui dépend uniquement des constantes de coercivité et de
continuité de a telle que le probleme am(u,v—u)z(b,v—u),we K (3) admet une unique
solution pour tout be E" et 0<r<c.

Preuve

Pour we K,t>0, considérons: a, (u,v—u)=>(b,v—u)—ra,(w,v—u) (4) . Posons pour w
fixé dans K b, :=b—ra,(w,-) e E". Alors il existe un unique u=Tw qui est solution de (4)

%

et |[FW1—TWZ||séHbW1 b,

Par ailleurson a :
wal _bwz R ZSUpT‘ao (Wl’u)_ao (Wziu )‘

Jul=t

<7e, W, -w
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Et donc :|[Tw, —Tw, | < TE—1||W1 — W,
2

Et T:K — K est une contraction si r&<1. Alors il existe une unique solution de (3) si
CZ

<% on peut donc choisir ¢ = L2 par exemple.

C, 2¢,
On peut appliquer ce lemme pour t=0, a,=a,(cara =a,+ta,) et puisque a, est
symétrique, on obtient : a, (u,v—u)z{d,v—u) Vv e K (5) posséde une solution unique pour

tout deE et 0<t<c. Et encore par lemme précédent, on déduit que (5) posséde une
solution unique pour 0<t<2c

En répétant le méme raisonnement, on déduit que (5) possede une unique solution pour
te [0,oo). Et en particulier pour t =1 le probléme (2) posséde une solution unique. Et on aura

donc le théoreme suivant :
Théoréme 2

Soit a: ExE — R une forme bilinéaire, coercive et continue et K un convexe fermé de E.
Alors pour tout be E™ I’inégalité variationnelle : a(u,v—u)=>(b,v—u)vveK posséde une
unique solution. Et cette inégalité définit une application solution :
T:E'>K

b—>Th=u

qui est Lipschitzienne de constante L (c, est la constante de coercivité de a).
CZ

Usant de ce résultat, on peut immédiatement, trouver un résultat d’existence de solutions des
inégalités variationnelles linéairement perturbées de la forme :

a(u,v-u)=(F(u),v-u), vwweK (6)

Ou F:E—E" est Lipschitzienne ie |F (u,)—F (u,)|, <k|u,—u,| et nous avons le résultat
suivant :
Théoreme 3

Soient a, K et F définis comme précédemment. Alors I’inégalité variationnelle (6) possede
une unique solution si k <c, ou k est la constante de Lipschitz de F et c, est la constante de

coercivité de a.

Preuve

Il suit du théoréme 2 que I’inégalité variationnelle (6) est équivalente au probléme du point
fixe u :T(F(u)) puisque : TF:K — K K fermé convexe de E donc un espace métrique

complet. On peut appliquer le principe de I’application contractante et le théoreme 2.

1
Alors pour tout u,,u, € K HT(F(ul))—T(F(uz))ugaHF(ul)_F(uz)

< -y done
2

£<1:>k<c2
C2

21



Chapitre 111 Application du principe de I’application contractante

Pour illustrer ce qui a été énoncé, voici quelques exemples :
111.3 Quelques applications
Probléme d’obstacle

Soit €2 un domaine borné de R" et E = L*(Q2). Soit y (x) € E donnée et :

K:={ueE,u(x)2y(x) p.psurQ}

Vérifions les hypothéses du théoréme 1 :
K est-il convexe ?

Soient u,,u, e K et 2€[0,1], Au, +(1-4)u, eK?

u, e K=u,(x)>y(x) p.psur Q= Au,(x)> Ay (x)(1)

u, e K=u,(x)>y(x) p.psurQ=(1-14)u,(x)>(1-2)y(x)(2)

De (1) et (2), on obtient : Au, (x)+(1—2)u,(x)=y (x) p.p sur Q donc K est convexe.
K est fermé ?

Soit (u
Ona: u,(x)2y(x) p.psurQvn, et Ju, ~uf,, — 0 doncil existe une sous suite (u, ) de

), =K telleque u, —>u dans L*(Q), ueK?

n

u, telle que u, (x)k—> u(x) p.psur Q. Voir [6] .Et
u, (x)=w(x) p.psurQ vk = limu, = u(x)=y (x)p.psurQ
Donc u e K ce qui implique que K est ferme.
Soit a:ExE — R définie par : a(u,v):zjuvdx ={(u,v)
Q
||u||2 =a(u,u) ot |[{ estla norme dans E

a est continue. En effet : ‘a(u,v)‘ < _[|uv|dx <Jullivl
Q

a est coercive. En effet: a(u,u)=]u[’
a est symétrique et bilinéaire (évident).

Soit be E (car E=L*(Q)=(L° (Q))* = E”). Définissons f :E — R telle que

f(u):=5a(uu)~{b.u) =2l (b,u)

Toutes les hypothéses du théoreme 1 sont vérifiées donc: il existe un unique ueK
tel que: f(u)= min f (v) cest-a-dire u est solution de I’inégalité variationnelle :

a(u,v—u)z(b,v—u),VVEKdoncj(u—b)(v—u)deO,VVEK (*) admet une unique
Q

solution.
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u=max(y,b) vérifie (*) (pour le voir, il suffit de remplacer dans (*)), elle est donc solution
unique.

Probléme a valeur sur le bord du second ordre

Dans cette partie, on aborde une équation différentielle du second ordre a valeur sur le bord
sur I"intervalle (0,o0) qu’on peut résoudre par la méthode décrite précédemment. On verra un

exemple ou la forme quadratique n’est pas symétrique.

Soit E =H;(0,) (la fermeture de I’espace C; (0,0) dans I’espace de Sobolev des
fonctions u:(0,00) - R qui sont et leurs dérivées premieres distributionnelles des
fonctions carré-intégrables sur (0, oo)

la norme dans E est donnee par :

||u|| I u2dx+j dx—||u||

soit a une forme quadratique donnée par :
a(u,v)= J':u’v’dx +j: uv'dx+J': uvdx, Vv e E
a est continue : en effet
‘a(u’v)‘ = ||u’||L2(Q) ||V'||L2(Q) +||u||L2(Q) ||V'||L2(Q) +||u|||_2(9) ||V||L2(Q)
<cfu[v|
a est coercive : en effet a(u,u)= I:u’z +j: uu’+J.:u2 = ||u||2 +j: uu’
1, 2 T
j uu’ J. u+u”) = E||u|| (a®+b” 2 2ab daprés linégalité de Young)
2 2 1, 2
donc a(u,u)[uff - uf’ = u]
donc a est coercive et sa constante de coercivité c’est 1
a bilinéaire.

a est non symétrique.

Notre convexe fermé et tout I’espace E. D’aprés le théoreme 2, I’inégalité variationnelle
a(u,v-u)=(b,v-u),vveE et be L?(0,0)c E" admet une unique solution dans E.

Et puisqu’il s’agit de tout I’espace E, I’équation a(u,v):<b,v>, Vv e E admet une solution
unique d’apres le lemme de Lax-Milgram i.e il existe un unique u € E tel que :
a(u,v) :I:u’v’dx+J:uv'dx+'|.:uvdx :J:bvdx YeE (*)

Puisque C; (0,0) est dense dans E, on peut interpréter (*) dans un sens distributionnel, on
obtient :
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Chapitre 111 Application du principe de I’application contractante

—0%u(v)—au(v) +J? uv = I: bv, Vv eCy (0,%) etdonc: —0°u—du+u=b

admet une unique solution u e E pourtout b e L (0,).
0°u et du sont respectivement la seconde et la premiére dérivée distributionnelles de u.

Probleme elliptique a valeurs sur le bord

Soit ©Q un ouvert borné de frontiére réguliére dans R" . Soit {aij }iNj:l c L (Q) satisfaisant :

Saé >cE vEeRY, ¥xeQ,c, >0 constante. OU || est la norme dans R".
i

Soit E:=H(Q) avec u[’ :”“”2.43(9) =J‘|Vu|2 dx. C’est une norme équivalente a la norme

dans H®.

Soit a(u,v) ZIau X) 6;ud,vdx = _[AVqudx

Ll Q
ou A est NxN matrice dont I’élément ij est a; et du,i=1...,N les dérivées partielles
distributionnelles de u et V est le gradient distributionnel.

Alors ‘a(U,V)‘ <C ||u||||V||, G = i j

L*(Q)
|a(u,u)|=c,|Jul, ¢, est la constante d*ellipticité.

Soit beLz(Q)C(Hé(Q))* . On obtient I’existence d’un unique ueH;(Q) tel que
a(u,v—u)zjb(v—u)we Ho (Q)
Q

et a(u,v)=jbv Vv e H;(Q) admet aussi une solution unique d’aprés le lemme de Lax-

Milgram.

Ceci est en particulier, vrai pour tout ve C; (Q) (I’espace des fonctions test).

On aura donc: I’équation différentielle partielle : —Za (aua,u) b posséde une unique

solution u e Hy(€2) dans un sens distributionnel. Voir [6], [10], [12] et [20].
Cas particulier : si les a; sont des constantes, on aura —Au =b possede, dans un sens

distributionnel, une unique solution u e Hy () pour tout be L (Q) et [|Vu[* dx S%J'bzdx
Q Q

ou A, est la premiére valeur propre (la plus petite) de —A.

Pour plus de détails et plus d’exemples sur cette étude on peut consulter les références
suivantes : [17] et [20].
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I11.4 Equations semi linéaires elliptiques

Dans ce qui suit, nous allons voir comment s’utilise le principe de I’application contractante
pour déduire I’existence des solutions des problemes de Dirichlet pour les E.D.P semi
linéaires elliptiques. voir [16], [23] et [25]

Probleme a valeurs sur le bord

Soit Q un ouvert borné de frontiére réguliére dans R". f:QxRxR" — R une fonction
continue qui satisfait la condition de Lipschitz suivante :

(V)= F (U )| S L Juy =ty [+ L = v L V(XU ) (X, Uy, v, ) € QxRXRY (1),
On suppose que f (-,0,0) e L*(Q)

On considere le probléme a valeurs sur le bord suivant : (dans un sens distributionnel)

—Au=f(x,u,vVu), ueH;(Q) (P)

Si ueH'(Q) alors : | f(x,u,Vu)|<|f (x,0,0)}+ L ul+L, |Vl

Par conséquent, on peut considérer f comme suit: f : H*(Q)— L*(Q), f est continue & cause
de la condition de Lipschitz (1).

Notons T I’opérateur solution défini par :
T: LZ(Q)—> Hé(Q)

wi-T(w)=u

)
Ou u est solution de —Au=w et ue Hg(Q).
On multiplie par @ € H(Q) et on intégre, on aura : IVquo: IW(p,V(z)e Hi(Q)
Q Q

Pour u =g et en utilisant I’inégalité de Holder, on obtient :

”U |2-|(1J(Q) - _“VU|2 - J.WU < ”W”LZ(Q) ||u|||_2(9)
Q Q

Et d’apreés I’inégalité de Poincaré on a (voir [10]) :

1
ﬁ”u”Hé(Q)

H, (€2). En remplacant, on obtient :

VUeHé(Q),”u”LZ(Q)S ol A est la plus petite valeur propre de —Au dans

u

H3(Q) = ”U

1
HE(Q) = ﬁ”W”LZ(Q)
Le probleme (P) est équivalent & trouver un point fixe dans L°(Q) de:
w=f(,T(w),VT(w)) (3).

1
o) T e

Définissons I’opérateur :
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Chapitre 111 Application du principe de I’application contractante

S:LX(Q) > LX(Q)
wi S(w)=f (T (w),VT(w))

S étant une application de L*(Q) dans L*(Q), L*(€)étant un espace de Banach, il suffit de

prouver que S est une contraction pour déduire qu’elle possede un unigque point fixe
w=S(w).

(4)

En effet, en utilisant la condition de Lipschitz (1) on aura :

‘S (w, (x))-S (w, (x))‘ <L ‘T (w, (x))-T (w, (x))‘ +L, ‘VT (w, (x))=VT (w, (x))‘ (5)
Usant de I’inégalité triangulaire pour ||-||L2(Q) et en posant :

f =3 (w (x)) =S (w, (x)),

9= LT (4 (X)) =T (w; ()

eth=1L, ‘VT (W, (x))=VT (w, (x))‘

2o <19

(@)

En appliquant ce résultat, on aura :

ol | [ (40T (o O | =17 ()T )

(@)

et ] g, = [i L2 ‘VT (w, (%)= VT (w, (x))rj2 = L[|VT (w) - VT (w,)

(@)
(5) < [s(w)-S(w,) iy S LT (w) =T (w,) oy T L2 VT (w)-VT (w,) o)
Par ailleurs, ona: (T (w,)=u,, T(w,)=u,)
1
HT (Wl) =T (WZ) 2@ ”ul - Q) — HT (Wl h WZ) 2(0) < ﬁ”ul ~ Ul
1
STT <z||W1—Wz ()

D’autre part, on a:

HVT (Wl)_VT (Wz)

:<VT( )= VT (W,), VT (W)= VT (w,))
Wl)_T (W2)> = <W1 _Wz’T (Wl)_T (W2)>

W) =T (w,)

(o)
T
(

< ”Wl —W, ||L2(Q) HT

<2, w,|f
)~ g I TRl

HVT (w,)—VT (w,)

1
12(Q) < ﬁ”wl B W2||L2(Q)

En remplacant dans (5), on obtient :
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HS (W) =S (w,)

L L
12(Q) < [Z-'_ \/ZJ”Wl _W2||L2(Q) (6)
L L

JA

Et par conséquent, S posséde un unique point fixe w= f (-,T (w), VT (w)) et la solution u de

S est une contraction si — <1

notre probleme (P) s’obtient en posant : u =T (w)

Dans ce qui suit, nous allons tenter d’étendre les résultats précédents a un autre opérateur
gu’est le bilaplacien.

Soit le probléme a valeurs sur le bord (au sens distributionnel) suivant :

(p): A%u = f (x,u,Vu,Au)
lueHF(Q) (ieu=Vu=0suroQ)

On impose la condition de Lipschitz suivante sur f :
(U Ve W ) = F (XU, VW, )| < Ly Juy = U |+ Ly vy =y Ly [y —wy| (D)
V(X Uy, Vi, W ), (X, Uy, Wy, Wy ) € QxR RY xR

On suppose que f (-,0,0,0) e L*(Q)

2
HE ()

2
(@)

SiueH;(Q),onalu

=[]
‘ f (x,u,Vu,Au)‘ < ‘ f (x,0,0,0)‘+ L, |u]+ L, [Vul+ L, [Aul
Et donc, on peut considérer f comme :

fiH*(Q) > L*(Q)

f est continue d’aprés la condition de Lipschitz (1).
Soit T I’opérateur solution donné par :

T:%(Q) > H; (Q)
Wi T(w)=u
oll ue HZ (Q) estsolution de A’u=w
on multiplie par ¢ € H7 (Q) et on intégre on aura :

IAZU¢=IW¢:> IAuA¢ =jW¢ on prend u=¢, on aura :
Q Q Q Q

u

L*(Q) ”u

2Hg(Q) = I|Au|2 < ”W L2(Q)
Q

Rappelons I’inégalité de Poincaré :
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Jull: si”u wiey POUT tout ue HZ (Q) 4 est la plus petite valeur propre de —A dans
Hq (Q).

1 1
Do uf! ol ol 1o <

Le probléme (P) est équivalent a trouver un point fixe dans L (Q) de:
w=f(,T(w),VT(w),AT (w)) (2)
On définit I’opérateur
S:L(Q)—> L (Q)
wis S(w)=f(-T(w),VT (w),AT (w))
La condition de Lipschitz (1) implique :
‘S (W, (x)) =S (w, (X))‘ <L ‘T (W (%)) =T (w, (X))‘ +L, ‘VT (W ()= VT (w, (X))‘
+L, ‘AT (w, (x))—AT (w, (x))‘

Et comme précédemment, faisant usage de I’inégalité triangulaire de la norme dans LZ(Q),
onaura:

HS (Wl)_s (Wz)

ety S LT ) =T (W) g+ L VT () VT (w)
+lg HAT (Wl)_AT (Wz)

L*(@)

(@)

Par ailleurs, on a :

T (w)~T (w,) :

<=

12(9) A ”ul _u2||H§(Q)

C@) ”ul _u2||L2(Q) - HT (Wl h WZ)

<2~
- 112 1 2 LZ(Q)

1
donc : [T (w)-T (w,) : < |w, —Wz||Lz(Q)

A

(@

2

IAT (w;) - AT (w,)

(@)
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Chapitre 111 Application du principe de I’application contractante

donc : AT (w,)-AT (w,)

Q) — L*(Q)

o =(VT (W) VT (w
< (T (w)-T (T

HVT (w,)—

< (T (W ( wy) =T (w. 2))>
sHA HT (wz)
s%nul—uz v~ w
PE HE(Q) 12(0)
1
< E”Wl _W2||i2(9)
1
HVT (Wl) Al (Wz) 1%(Q) < mnwl _W2||L2(Q)

En remplacant on obtient :

HS (Wl)_S (Wz)

L,
12(Q) ~ (ﬂl ,31\/7 ﬂJ”W 2||L2(Q)
L L

. . L ) X .
Donc S est une contraction si —+ j_+—<1 et par conséquent S posséde un unique

point fixe w=S(w) et la solution ue H;(Q) de notre probléme (P) s’obtient en posant

u=T(w).
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Chapitre IV

Extension et généralisation du principe de
I’application contractante

Dans cette partie, on étudie quelques extensions du principe de I’application contractante, a
priori les applications non expansives. On y aborde aussi quelques outils et résultats de
généralisations de ce principe, comme |’alternative de Leray-Schauder ainsi que différentes
applications.

V.1 Extensions du principe de I’application contractante

Il est inévitable que toute discussion sur les applications contractantes aboutisse sur le
probléme des applications non expansives. Ce pourquoi, la question qu’on se pose concernant
le probléme a valeurs sur le bord traité au chapitre précédent est :

Lob o,
A

Revenons a I’inégalité (6) du chapitre I11. En effet, on avait :

Que se passe-t-il si :

IS (w,) =S (w, Q):Hf(-,T(wl),VT(wl))—f(-,T(Wz),VT(WZ)) .
L L
[ -l
Et si %jui:l, onaura: S (w)-S(w,) Co §||W1—w2||L2(Q) 7)

VA

S est alors non expansive.

Ainsi la condition (7) n’est plus suffisante pour assurer I’existence d’un point fixe de S car S
n’est plus une contraction.

Avant d’aborder les éventuelles extensions du principe de I’application contractante aux
applications non expansives, commencons par considérer le cas stricte; c'est-a-dire

IS (W) =S (W) ..o,y <[4 W 2 WG W € L (Q), W 2 W

()
Dans cette optique, Eldeistein a prouvé en rajoutant d’autres hypotheses I’existence et
I’unicité du point fixe de S.

Nous avons, en I’occurrence, les théoremes 3 et 4 du chapitre Il. Ainsi pour:
(M) =(L(Q) Hgq ) S:L2(Q) = L2 () vérifiant S (w,) =S ()] 0, <[4 =Wl

2
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Chapitre IV Extension et généralisation du principe de I’application contractante

(on prend d (u,v)=|u—v

2(a))- S'il existe wy € L* (Q) tel que les itérations {w}  données

par: w, =W, W, =S(w,,),n>2

Possedent une sous suite {wnj} convergente avec lim w, =W alors S posséde un unique
jZO J—>o©

point fixe w.

ou alors, conformément au théoreme 4 du chapitre I, il suffit de s’assurer que S est une
application relativement compact, c'est-a-dire que S envoie LZ(Q) dans un compact K de

L2 (Q) et on aura immédiatement I’existence et I’unicité du point fixe de S.

IVV.2 Applications non expansives

On commence par donner le theoreme de Schauder pour les applications non expansives.
Cette approche est développée dans [13], [14] et [29].

Théoréme 1
Soit C un convexe fermé non vide de I’espace vectoriel normé E, F :C — C une application
non expansive et F (C) est un compact de C. Alors F possede un point fixe.

Démonstration

Soit x, € C, pour n=2,3,... définissons F, = (1—% F +£x0
n n
Puisque C est un convexe et x, € C donc F,:C —»C

F. est une contraction ?

d(ﬁ(x»Fn<y>>=d[([1—%)F<X>+%Xo}[(1‘%jF<y)+%X°D
:(1—£jd(F(x),F(y))ﬁ(l—%jd(x’ Y)

1 i
1-=<1=F, est une contraction.
n

D’apres le principe de I’application contractante F posséde un unique point fixe x, dans C,
c'est-a-dire x, = F (x,) :(1—1J F (Xn)+£Xo
n n

Puisque F(C) est inclus dans un compact de C, il existe une sous suite X, etueC tels
que : F(xnj)—>u quand j —

Alors x, =F, (xnv)zil—iJF(xn_%ixo —u quand j—oo et par I'unicité de la limite
i i i n. i n.
J

J
u=F(u).
Le plus important dans ce contexte, est le théoréme suivant prouvé indépendamment par :
Browder, Gohde et Kirk en 1965.
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Théoreme 2 [2]

Soit C un sous ensemble fermé, borné convexe non vide de H un espace de Hilbert réel. Alors
toute application non expansive F :C — C possede au moins un point fixe.

IV.3 Généralisations du principe de I’application contractante

A travers les cinquante derniéres années, plusieurs auteurs ont donné des généralisations du
principe de I’application contractante dont les preuves reposent essentiellement sur les
résultats techniques suivants : (voir [7], [13] et [34]).

Théoréme 3

Soit (X,d) un espace métrique complet et F: X — X une application (non nécessairement
continue). Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) Pour tout >0 , il existe &(&)>0 tel que si d(xF(x))<s(e) alors
F(B(x£))=B(x.¢) ot B(x,g)={yeX,d(x,y)<¢]
Si pour un certainue X ,ona:

limd (F"(u),F"™ (u))=0 (2)

Alors la suite {F"(u)} converge vers un point fixe de F.

Preuve

Soit u définie comme dans (2) et soit u, = F" (u)

(u,). estune suite de Cauchy ?

Soit £>0 donné. Choisissons 5(5) comme dans la condition (1). On peut choisir N
suffisamment grand tel que d(u,,u,,,) <& (&) pour tout n> N .

Puisque d (uy,F (uy))<dJ(&), alors d’aprés la condition (1) ona: F(B(uy, &))< B(uy,¢)
donc F (uy ) =uy,; € B(uy,¢)

et par induction F*(uy)=uy,, € B(uy,&) pour tout k €{0,1,...}

Alors d (u,,u,)<d (u,,uy)+d(uy,u)<2e pour toutk,1>N .

Donc {un} est de Cauchy, comme (X,d) est complet, alors il existe ye X tel que

limu, =y

n—oo

Prouvons que y est un point fixe de F :

Supposons le contraire, c'est-a-dire F(y)=y=d (y, F( y)) =y>0.

On peut fixer un u, € B(y,%} avec d (u,,u,,,)< 5(%}
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La condition (1) nous donne : F (B(un,%n - B(un,%] et par conséquent F(y)e B[un,gj
Ceci contredit le fait :
d(F(y),u,)=d(F(y).y)-d(u,y)

Yy _2y
>y—L="t
’7373
et puisque F(y)e B(un,%) onad (F (y),un) <% d’ou la contradiction. Donc y est un point
fixe de F.
Théoréme 4

Soit (X,d) un espace métrique complet et d (F(x),F(y))<g(d(x,y)) pour tout X,y X
ou ¢:[0,+oo[—>[0,+oo[ est une fonction monotone non décroissante (non nécessairement

continue) avec limg"(t)=0 pour tout t>0 fixé. Alors F posséde un unique point fixe

ue X avec limF"(x)=u pourtout xe X .

n—oo

Démonstration

Supposons t <¢(t) pour un certain t>0. Alors ¢(t)£¢(¢(t)) et donc
t<¢?(t) et par induction t <¢" (t) pour tout ne N ceci contredit le fait que limg¢" (t)=0.

Alors ¢(t) <t pour tout t > 0.

De plus, ona:
d(F"(x),F™(x))<¢" (d(x, F(X))),VXE X etdonc limd (F"(x),F™(x))=0,vxe X

n—oo

Soit £>0, choisissons &(&)=e—¢(¢) si d(x,F(x))<5(e). Alors pour tout zeB(x,é)
ona:

Donc le théoréme 3 garantit I’existence d’un point fixe u de F avec limF"(x)=u,vxe X .

n—o

Etudions I’unicité du point fixe de F :

Supposons u,,u, deux points fixes de Fi.e: F(u)=u, etF(u,)=u,

ona:d(u,u,)=d(F(u),F(u,))<¢(d(u,u,)) contredit le fait que 4(t)<t,vt>0, donc
d(uu,)=0=u,=u,
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IVV.4 Méthode de continuation des applications contractantes et non expansives

Dans ce qui suit, on supposera que X est un espace de Banach. Nous présenterons une
alternative non linéaire du type Leray-Schauder pour les contractions. Voir [11], [14], [19] et
[24].

Théoreme 1 [2]
Soit U un ouvert de I’espace de Banach X, 0eU et F:U — X une contraction avec F(U)

borné. Alors on a I’alternative suivante : ou
A1) F posséde un point fixe dans U , ou
A2) il existe 1(0,1) et uedU avec u=AF (u)

Il est naturel de se poser la question de pouvoir appliquer le théoréme précédent aux
applications non expansives. Le théoreme suivant nous suggere :
Théoréme 2 [2]

Soit U un ouvert borné connexe de I’espace de Banach uniformément convexe X , avec
0cU et F:U — X une application non expansive.

Alors on a I’alternative suivante : ou

A1) F posséde un point fixe dans U , ou

A2) il existe 1(0,1) et uedU avec u=AF (u)
Application

Pour illustrer la maniere dont s’utilisent les résultats précédents, abordons le probleme
homogene du second ordre de Dirichlet suivant :

y'=f(t,y,y") pourte[a,b]
) et

ou f:[a,b]xR* —R estcontinue.

On associe au probleme (P), la famille des problémes suivants :

"= AE (LY tefab
(P), {y (Ly.y) pourtelab] oo e o)

y(2)=y(b)=0
Définissons I’opérateur : F:C'[a,b] - C"[a,b] par: Fy(t):z.[;G(t,s)f(s,y(s),y’(s))ds

ou la fonction de Green G(t,s) est donnée par :

~(t-a)(b-s) as<t<s<b
b-a
—(s—a)(b-t)

b-a

G(ts)=
,  a<s<t<b

Les points fixes de F sont les solutions classiques de (P) :
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Extension et généralisation du principe de I’application contractante

(Fy-
En effet,ona:

(Fy-

Pour une certaine condition de Lipschitz locale imposée sur f, on utilise I’alternative
du théoréeme 1 pour établir que F restreinte a I’adhérence d’un certain ouvert

U gCl[a,b] est contractante et donc possede un point fixe (qui est en fait, unique)

dans U .

A cet effet, supposons que f vérifie la condition de Lipschitz locale suivante :

3D < R? et deux constantes k,, k, tels que
(*)q f restreinte a [a,b]x D vérifie

‘f (ty,y)-f (t,z,z’)‘gk0|y—z|+kl|y'_z'|

La norme sur C*[a,b] est donnée par :

(=171,
Définissons une norme du maximum modifiée sur C [a,b] par :
[£1= ol Flo+ kel fl =ko [T,
C’est effectivement une norme équivalente a la précédente. En effet :
Min (Ko, k) (| Fl, +] 1) <[ =Ko | £, + k] 1, < Max(ko, k) (| £, +] F],)
Col| Flesgasy <ITI< Ll ooy 00 € = Max (ko ki) €, = Min(ks k)

Pour des fonctions y, z, dont les valeurs et les valeurs de leurs dérivées sont dans le
domaine D ou la fonction f est localement Lipschitzienne, on a :

(b-a)

[l =11l 1L 00 ], = s £ (1) et |1 -

ly—7]

Fz)(t) = I:G(t,s)[f (s,¥(s).y'(s))— f(s.2(s), z’(s))]ds <

Fz)(t)| < I:G(t,s)[ko|y—z|+k1|y—z|0]ds‘

s||y—z||jb‘G(t,s)‘ds

35



Chapitre IV Extension et généralisation du principe de I’application contractante

(t.s) dsgmax( t)(t-a) _(b- a)

Ie[a,b] 8

b
max
te[a,b] Ja

2
et donc |(Fy—Fz)(t)], < (b- ) ly-z|
Et pour les mémes fonctionsy, z, ona:

‘( Fy - Fz)' (t)0

(R [t 4]
1 {ﬁ—af}+ 1 [@—If}:(b—oz+@—af

< b_Ta”y— z||. En effet :

b-a| 2 b-a| 2 2(b—a)

(1) ds < max 0=8) +(t=2) _b-a
et 2(b-a) 2

b
et max
te[a,b] Ja

et par conséquent, on a :
b-a)’  b-a
|Fy—Fﬂ£{%( 22 My_4

Cette inégalité et le théoreme 1 nous permettent d’établir le principe d’existence et de
I’unicité suivant :

Théoréme 3

Soit f :[a,b]x]Ri2 — R continue et vérifiant la condition de Lipschitz (*) dans un ensemble
D avec des constantes k,, k, telles que la condition :

2
. O _Sa) +k 222 1 soit viérifiée. 3.1)
Supposons qu’il existe un ouvert borné U c Cl[a,b] avec 0eU tel que
ueU = (u(t),u'(t))e D pourtout tea,b] (3.2).
Ety résout (P), pour tout 2 €(0,1)=y¢aU (3.3).

Alors le probléme (P) admet une solution unique dans U .

Démonstration

La condition (3.1) affirme que F est une contraction, donc on peut appliquer le théoréme 1. La
condition (3.3) exclut I’alternative (A2) et donc (Al) a lieu ce qui prouve que F admet un

unique point fixe dans U (I’unicité vient de la contraction) et par conséquent (P) possede

une solution unique dans U .
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Remarque

Dans différentes applications, on considere souvent des fonctions f qui ne dépendent pas de
y' Clest-a-dire f=f(t,y). Le méme raisonnement nous permet de voir I’opérateur F

comme : F:C[a,b]— C[a,b].Ceci nous ramene & un cas du théoréme 3 pour D = R et ou
on abandonne tout ce qui se référe a y',z" dans la condition (*) et U < C[a,b].

Exemple : Le probleme & valeur sur le bord
{y”(t) -V te[0]]
y(0)=y(1)=0

Posséde une solution de norme au plus égale a 1. Pour le voir, on applique le théoréme 3 et la
remarque précédente pour f (t,y)= —',

Le théoréme des valeurs intermédiaires nous donne :

ly|<i|z|<1=e? —ef|<e™ V¥ |y—z|<e]y-7|

On prend : D =[-1,1], et U = {y eC[0,1],]yl, =t3l[épl)]‘y(t)‘ <1}

Alors ﬁ:E (b—a=1)
8 8

y'(t)=-20""  te[0,]
¥(0)=y(1)=0

Pour un certain 1 (0,1). Alors :

Supposons que Y résout : {

y(t):—/IJ.:G(t,s)ey(s)ds donc \y(t)\s%e“ pour t €[0,1].

I¥ly

Ce qui implique que |y|0 s%e . Ceci exclut le cas |y|0 =1 car il n’est pas possible que 1£§.

Donc |y|, #1= y¢oU .

Le théoréme 3 implique que le probleme & valeur sur le bord précédent admet une unique
solution de norme au plus égale a 1 dans U .
V1.5 Approche numérique du théoreme du point fixe

Dans ce qui suit, on étudie une application du théoréme du point fixe en faisant appel a une
méthode itérative convergente.

Soit f:S—>K",neN K compact
X(X %%, ) €S £ (x)=(1,(x), f,(x),.... f, (X))

On impose les conditions suivantes sur Set f:

S est un ensemble fermé de K" .
f est une application contractante sur S :
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J0<o<itelque vx,yeS,|f(x)-f(y)|<ox-y
Seststable parf: f(S)cS

| est une norme quelconque dans K"

’

Théoréme

Soit S une partie fermé de K", et f une application définie sur S et a valeur dans S,

contractante sur S, telle que x€S — f(x)eS . Alors

f admet un unique point fixe x” dans S.

ce point fixe est calculable comme limite de la suite des approximations successives (, )IZO :
X, € S quelconque

{XM =f(x),leN

pour tout indice leN" , on a les inégalités de majoration d’erreur suivantes :
q_ 0
% =X < =% -x
e
* 1
x == =5 % =l

Remarque

Ce théoreme reste vrai dans le cadre général d’un espace vectoriel quelconque (de dimension
infinie) a condition qu’il soit complet pour la norme en question.

Voici un exemple ou est mis en ceuvre le procéde itératif précédent :
Exemplel : calcul de la racine carrée d’un nombre positif
Soit ce R™ un nombre positif. le théoréme du point fixe précédent va nous permettre de

développer une méthode de calcul de Je et justifier sa convergence. Pour xeR™ soit

1 1 ¢ 1x-c

f(x)== x+<|. Calculons sa dérivée premiére : f’(x) ——— et seconde :
2 X

2 28 2 X
f”(x)=%. On déduit que f’ s’annule au seul point Je, que f’(x) est négative sur

X
}O,\/E[, positive sur Jv/c,) , avec décroissance de f sur }O\/E} puis croissance sur
[Gor)

Par ailleurs on remarque que +/c est point fixe de f: f (\/E) =%(ﬁ+%j=ﬁ.
C

Sur I:=[\/E,oo) la dérivée vérifie 0<f'(x)<= ; il en découle que f est

N |-~

contractante sur I’intervalle [\/Eoo) de constante 9:% . En effet vx,x,el on a
(%)= (%) =|(x,—x,) f'(£)| avec &e]x,x,[ selon le théoréme des accroissements finis.

D’ou I'inégalité : | f (x,) - f (xz)‘s%|x1—x2|Vx1,x2 el.
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Y=z
~
&~
~
~
e
y = flz)
T y==z/2
- -
# -
PV :
ol & P - —
- - r
To \fE T Iq r

D’apres le graphe de f on a I’inclusion f (]0,oo)) c | . On peut donc appliquer le théoréeme du

point fixe sur I’intervalle fermé 1 : il existe un unique point fixe sur I pour f (c’est v/c ) qu’on
peut déterminer par :

y, quelconque €l,y,,, = f(yl):%(yI +£),I >1
Yi
(0.5)"

De plus pour 1>2 on a Iinégalité ‘yl —\/E‘ £m|y2 ~y|=(0.5)"|y, - vi| . Par ailleurs si

on prend x, quelconque dans ]0,0) alors les termes X, = f(x,) pour |1 >0 restent dans | et
la suite (x, )IZO converge vers /c d’aprés ce qui précéde et I’inégalité de majoration d’erreur
s’écrit alors, toujours pour | >2, ‘x, —\/3‘30.5'*2|x2 —x|. Par exemple pour c=2 on a, en
partant de x, =1 :

X, =15

X, =1.4166 . ..

X, =1.414215686274 . . .

X, =1.414213562374 . . .
Xs =1.414213562373 . . .

On constate que la convergence vers V2 =1.4142135623731 . . . est trés rapide et on vérifie
bien I’inégalité de majoration d’erreur donnée plus haut :

[ -2 =107 <0.5°|x, - x| = 0.01
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Remarque

La touche v/ d’une calculette utilise ce méme procédé itératif convergeant pour déterminer
la racine carrée d’un nombre positif quelque soit le point de départ dans R™.

IVV.6 Théoreme du point fixe de krasnosel’skKii

Dans le paragraphe suivant, nous aborderons le probléme d’existence de point fixe concernant
les applications de laforme T =U +C ou C est continue et compact et U est une contraction.
Le résultat principal est le théoreme suivant :

Théoreme de krasnosel’skii [18]

Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide de X fermé borné et convexe.
U, C deux applications de D dans X telles que :

U est une contraction (de constante k)

C est compact et continue.

Ux+CyeD,Vx,yeD
Alors il existe xe D tel que Ux+Cx =X.

Remarque

Le théoréme peut étre formulé sous différentes fagons et ses extensions consistent a remplacer
la contraction par ses généralisées. Voir [18] et [30]

Application 1

On se propose d’étudier le probléme a valeur sur le bord de Neumann suivant :
—u"+m?u=Af(t,u)+g(tu), O<t<l o
u'(0)=u'(1)=0

ou m est une constante positive.
A>0 est un paramétre, f:(0,1)x[0,00)—[0,:0) et g:(0,1)x[0,00) —(—o0,0) sont
continues.

On va prouver I’existence d’une solution positive du probléme (1) sous certaines hypothéses
sur fet g et pour un paraméetre A suffisamment petit. L’approche est basée sur le théoréme du

point fixe de krasnosel’skii. On considére le probléeme dans I’espace de Banach E :C[O,l]

muni de la norme :|u]|= sup |u(t)|.
(0]

Soit G(t,s) la fonction de Green pour le probléme & valeur sur le bord de Neumann :

—u"+m?u =0, O<t<l 2
u'(0)=u'(1)=0
Alors :
S 1-t), 0<s<t<1
Gts)=t o(s)p(1-t)
plo(t)p(l-s), 0<t<s<l
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¢(t) est croissante sur [0,1] et G(s,t)<G(s,s), 0<s,t<1 .
Nous énoncons les deux lemmes suivants qui nous seront utiles : (voir [30])

Lemme 1

Soit G(t,s) lafonction de Green associée au probléme (2).

Supposons  que 0<0<% , alors: G(t,5)>M,G(s,s), 6<t<1-0, 0<s<1 ol

mé -mé

e
€

G(t,s)>Co(t)p(1-1)G(t,,5),  t,t;,s€[01]

+€e
+e

m m

ouC=
9 (1)

Lemme 2

Soit yeC((0,1),[0,0)), O<.[Oly(s)ds<oo alors le probléme a valeur sur le bord de

Neumann :
—0"+m’w= y(t), O<t<1 @)
@'(0)=w'(1)=0
admet une solution unique ® et il existe une constante C, 6 telle que:
11
Cllo|e(t)e(l-t)<aw(t)<C,p(t)p(1-t) avec C, =;IO y(s)ds
Remarque
On déduit du lemme 2 que si y(t)=M alors C, =C,, :M.
0
On impose les hypotheses suivantes :
(Hy) f(t,u)<p(t)q(u) ot p:(0,1)—>[0,+00) etq:[0,+w0)—[0,+x) sont continues.
(H2) |g(t,u)|<M, M >0 est une constante.
(H3) 0< I:G(s, s)p(s)ds <+
(Hs) IimL’u) =+o0 uniformément sur tout sous intervalle compact de [0,1].
u—oo u
soit ¢ [0.4] ={ue[01],u(t)>0,0<t<1}, K={ueC [01], min u(t)>M,|ul} .
On vérifie, aisément, que C*[0,1] et K sont deux cones de E.
Soit v(t) la solution du probléme & valeur sur le bord :
—~V"+m?v =M, 0<t<l @
V'(0)=Vv'(1)=0

D’aprés le lemme (2) v(t) <C,p(t)p(1-t)= %(o(t)go(l—t) :
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y(t), y(t)=0

O<t<1
0 yt)<o

Posons : [y(t)] :{

et F(A,t,u)=Af (t,[u—v]*)+g(t,[u—v]*)+M, o<t<1.
Considérons le probleme a valeur sur le bord :
—u"+m’u=F(4,tu)
, , (®)
u'(0)=u'(1)=0

Il n’est pas difficile de prouver que u =u, —v est une solution positive du probleme (1) si et
seulement si u, est une solution positive du probleme (5), v est la solution du probleme (4) et

U, (t)>v(t), 0<t<l,
Définissons I’opérateur T, :C*[0,1] - C*[0,1] par (T,u)(t) =j:G(t,s) F(4.s,u(s))ds.

Lemme 3

Supposons que les hypothése (Hi)—(Hs) sont veérifiees. Alors:T, : K — K est complétement
continu (ie continu et compact).

Le théoréme du point fixe de krasnosel’skii dans un céne va jouer un role important pour
prouver le résultat cherché.

Théoreme 1 [18]
Soit E un espace de Banach et K < E un cone. Q,,Q, sont deux ouverts de E avec
0€Q) et alc Q,.

Soit T: K m(Q_Z\Ql) —» K un opérateur complétement continu tel que :
Tuf| <]|ul| pour tout u e K no,, et [Tul|>|u]| pour tout u e K noQ,
Tu]| <]|ul| pour tout u e K NaQ,, et |Tu||=>|u| pour tout ue K noQ,
Alors T posséde un point fixe dans K n(Q,1Q,).

On enchaine avec le résultat principal qu’est :
Théoreme 2
Supposons que (H1)—(H4) sont satisfaites. Alors le probléme (1) admet au moins une solution

positive u & (C*(0,1)NC [0,1]) si 0< A< [maxq(r)le(s,s) p(s)ds}1 ol

0<z<r 0

r= max{1+2M J.:G (s,s)ds,%}

Démonstration

D’aprés le lemme 3, T, est complétement continu.
Soit O, ={ueC[0,1],Juf <r}.
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Pour tout ue K noQ,, te[0,1], ona:

t)=[G(ts F()L,s,u( ))

)
:I:G(t,s) lf —x ( ]) ( Ju(s) ])+M)d
sj:G(t,s) p(s ([u (s) ])ds+2MIG 5,5)ds
</1£r<11a<>r<q( I (s.s) ds+2MIG (s,s)ds
<1+2MJ'G (s,s)ds<r=|u

Ce qui implique que |T,u < |u|| pour ue K noQ, . Par ailleurs, choisissons N assez grand tel
) 1 1-6

que : EngNcwz(a)L G(s,s)ds>1

D’aprés (Ha), il existe une constante B >0 telle que :

@> N pour (s,u)e[6,1-6]x[B, )

Posons : Q, ={ueC[0,1],|uf| <R} ot R:max{Zr,ZM 2B }

£C'Co’(6)
Pour tout u e KNoQ,, s€[0,1],ona:
u(s)—v(s)zu(s)—CMgo(s)(p(l—s)zu(s)—%q)(s)(p(l—s)

M

2u(s)——C||u||go p(1-5s)
ZU(S)—%U(S)
Z%U(s)zo
Alors,
min, (u(s)=v(s)) = min Zu(s)> min =Jufo(s)o(1-s)
> =20 (0)28

Donc pour tout te[6,1-6],

43



Chapitre IV Extension et généralisation du principe de I’application contractante

I F(s.u(s))

- ( f(s.[u(s)-v(s)] )+ o(s[u(s)-v(s)] ) +M}es
> [ "6 (ts) At (s.[u(s)-v(s)] ) s

> M I G(s,s)N(u(s)-v(s))ds

z/uvlgj; G(s,s)N%ds

- NC
> M, [, HG(s,s)T||u||go(s)go(1—s)ds

Z%AMHNCgoZ (0)]76 (s,5)ul ds = ]

Ceci implique que |[T,uf|>|u]| pour tout ue K noQ,. En appliquant (B) du théoréme 1, on
déduit que T, posséde un point fixe u, avec r <|u,|<R.Dulemme 1, 0ona:
t)2Clugo(t)p(1-1)
>Cro(t)p(1-t)
Cor M

ZV—(p(t)(p(l—t)
22 (t)p(1-)=v(t)

Et u(t)=u,(t)-v(t), u(t)eC[0,1]nC?(0,1) est une solution positive du probléme (1).

Application 2

On se propose d’étudier I’existence, la symétrie et I'unicité des solutions positives du
probléme suivant. Les résultats suivants figurent avec preuves dans [4].

(Pp){Lu =—u"+m’u=[ul’ f(x), xe]ab|
u'(a)=0=u'(b)

ou p>1, m>0, 0<a<b<x, f estune fonction continue positive et symétrique sur [a, b]
On considére I'espace de Banach E=C([a,b]) muni de la norme |,
lull, = sup{‘u (x)‘ xe(a, b]}

La fonction de Green G(x, y) pour I’opérateur L avec les conditions de Neumann
précédentes est une fonction positive continue sur [a,b]x[a,b].

Le probléeme (Pp) peut étre considéré comme un probleme du point fixe :

u(x)=[/6(xV)u(y) f (v)dy=Au(x)
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Définissons :
a=min{f(x),a<x<b}, g=max{f(x),a<x<b}, I=b-a
a, f et | sont positives

Résultat d’existence

p
Krasnosel’skii qui apparait dans I’application 1. Il va nous assurer le résultat suivant :

La preuve de Iexistence des solutions positives de (P,) est basée sur le théoréme 1 de

Théoréme 1

Supposons que f est une fonction positive et continue sur [a,b]. Alors le probleme (Pp)
admet au moins une solution positive pour tout m>0etp >1.

La symétrie des solutions positives

On commence par donner le théoréme suivant qui va affirmer que toute solution positive de
(P,) est uniformément bornée.

Théoreme 2
supposons que f est continue et positive sur [a,b]. Alors il existe une constante C_ telle
2

que Cm::(m—jpl(l+(ml)2) telle que toute solution positive de (Pp) veérifie :
(04

u(x)<C,, vxelab].

Cette constante C_, va intervenir pour prouver la symétrie des solutions positives. Et nous
avons le théoréme suivant :

Théoréme 3
Supposons que f est continue, positive et symétrique sur [a,b] et le parametre m satisfait
PSR TP . m* 2p2\P? 2
I’inégalité suivante : pﬂ—(1+ml ) <l+m-.
(04
Alors toute solution positive de (Pp) est symétrique.

Résultat d’unicité de la solution positive

Soit 4, la premiére valeur propre positive du probleme suivant :

—u"=Au xelab[
u'(a)=u’(b)=0

Théoreme 4

Pour les mémes hypotheses sur f et si le paramétre positif m satisfait la relation suivante

A +m?— p£m2(1+ mzlz)p_l >0
04
Alors le probléme (P,) admet une unique solution positive.
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Remarque

On a la caractérisation suivante de 4, si | =[a,b],

A, =inf {J‘(v’(x))2 dx: ve H'(1),v'(a)=0 et II(v(x))2 dx :1}

2
: . . 2
Au fait 4, =7|Z—2 et elle est atteinte par la fonction v, : v, (x)= ‘/T cos(%(x—a)j.

Exemple

Pour le cas particulier : p=2, f(x)=1+sinx, (ab)=(0,x)

Alors a=1, =2, |=x et 1, =1.

D’apreés le théoréme 4 ce probleme admet une unique solution positive et symétrique si :
4z’m*+3m?-1<0 ce qui implique que m € ]0,0.354446.. [ .

V.7 Théoréme du point fixe pour les opérateurs genéraux « -concaves

On se propose d’etudier I’existence et I’unicité des solutions pour les deux problémes a
valeurs sur le bord suivants : (voir [30],[35], [36])

{iu”(t)+m2u(t): f(tu(t))+g(t), O<t<l
u’(0)=u'(1)=0

—_
o
-+

ol m est une constante positive, f :[0,1]x[0,00)—[0,) et g:[0,1] —[0,0) sont continues.

Soit E un espace de Banach réel, P un cone dans E et € I’élément nul de P. Soit donnée
h>@, ondéfinit B, ={xeP/31(x),1(x)> OE telles que A(x)h<x< z(x)h}.

Le théoréme suivant est un théoréme du point fixe pour des opérateurs généraux
a -concaves (qu’on va définir). 1l nous sera tres utile pour établir I’existence et I’unicité des

solutions pour (P.) et (P,). (Voir résultat principal dans préliminaires)
Théoréme 1

Supposons que le cdne P est normal et que A satisfait les conditions suivantes :

(B1) A:P, — P, estcroissant dans P, .

(B2) VxeP ette(0,1), il existe «(t)e(0,1) tel que A(x)>t““Ax . A est alors dit
opérateur général « —concave .

(Bs) il existe une constante 1> 0 telle que x, [6,1h]

Alors I’équation x = Ax + x, admet une solution unique dans P, .

On applique le théoréme 1 pour déduire I’existence et I’unicité des solutions positives pour
(P) et (P.) dans P,. On impose les hypothéses suivantes :

(Hy) f(t,x) estcroissante en x pour t fixé et g = 0.
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(H2) Pour tout  €(0,1) et x>0, il existe ¢(y)e(r,1] tel que f(t,7x)=¢(y)f(t,x), pour
te[O,l].

(Hs) pour tout t €[0,1], f(t,a)>0 ol a=%(e“‘ +e " +2).
Dans ce qui suit E=C[0,1] est I’espace de Banach dont la norme est: |uf = sup‘u(t)‘ et
[0.]

P= {x eC([0,1])/x(t)=0,te [0,1]} P est un cone normal de constante de normalité égale a

1.
Etudions le probléme (P.) :

Soit G (t, s) la fonction de Green pour le probléme a valeur sur le bord :
—u"(t)+m?u(t)=0, O<t<1
u'(0)=u’'(1)=0

1 {W(S)w(l—t), 0<s<t<l

Alors G(t,s)=—
(t:5) ply(t)y(l-s), 0<t<s<l

o p=Lnfer +)-sty(() Lo o)

Le théoréme suivant va affirmer que sous les hypotheses (H1)—(Hs) les conditions(B,), (B>) et
(B3) sont vérifiée.
Théoréme 2

Sous les hypothéses (H;)—(H3) le probléme (P_) admet une solution positive unique u™ dans
P, ou h(t)=y(t)y(1-t), te[0,1] . Et nous avons la remarque suivante qui est trés
importante :

Remarque 1
Soit b:%m(e”‘+em). Alors il est facile de vérifier que a:min{h(t),te[o,l]} et
b=max{h(t),te[0,1]} (a donnée dans (Hs)).

Exemple 1

Considérions le probleme a valeur sur le bord :

B —u"(t)+(In 2)2 u(t)=u’(t)+q(t)+t* 0<t<l
u'(0)=u'(1)=0

ol Se(0,1), q:[0,1] - [0,0) continue.

On doit vérifier les hypothéses (Hi)—(Hs) pour appliquer le théoreme 2 et déduire que le
probléme (1) admet une unique solution positive dans P,.

Ona:
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=In2
f(t,x)=x"+q(t) etg(t)=t

a:l(e'”z+e"”2+2):1[2+1+2j:g:>a=g
4 4 2 8 8

bzl(e'“ere"“z)z1 2+t =§:b=E
2 2 2) 4 8

1

l//(t) — E(etlnz +e—t|n2)

Ll aom2 | aome
W(l—t)_E(e +e )
h(t)zy/(t)l//(l t) 2—1( In2+e—ln2+21—2t+22t—1)

= 1(2+1+ 25 4 22“1j
4 2

5 1
84@”+ﬂﬁ te[0,1]

Pour t fixé, il est claire que f (t,x) est croissante en x etg = 0.

o iig{3)

Posons ¢(y)=7", B<(0,1)
f(tyx)=(rx)" +a(t)="x" +a(t)2 7" (x" +a(t)) 2o () f (t.x)

Ainsi le théoreme 2 est applicable et le probléme (Pﬁ) admet une unique solution positive
dans P,.

Etudions le probléme (P, ) avec m e(O,%} ;

Soit G(t,s) la fonction de Green pour le probléme :

o

{u”(t) +m?u(t)=0, 0<t<l

u'(0)=u'(1)=

Alors G(t,s)=

1 [cosmscosm(1-t),
msinm

0 <
cosmtcosm(l-s), 0<t<s<1

Le théoreme suivant va assurer I’existence et I’unicité de la solution de P, dans P,.
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Chapitre IV Extension et généralisation du principe de I’application contractante

Théoréme 3

Supposons que (H;) et (H,) sont satisfaites et f (t,cos2 m) >0 pour te [0,1]. Alors le

probléme P, admet une unique solution positive dans P, avec
h(t)=cosm(1-t)cosmt, te[0,1]

Exemple 2

Considérions le probléme a valeur sur le bord :
2 1
2043 v = ) a (), o
u’(0)=u’(1)=0
ol q:[0,1] —[0,+e) est continue.
Ona: m:%e(o,%j et h(t):cos%tcos%(l—t), te[0,1]

1

f(t,x)=x3+q(t), g(t)=t°

Pour t fixé, il est évident que f(t,x) soit croissante pour x>0 et g =0

1
f (t, cos’ %) = (cos2 %)3 +q(t)

1
13
=|— t)>0
(4j Hal)>
1
Posons :¢(7)=7%, »<(0,1) alors:
1 1 1

f(trx)=(yx)s +q(t)=3%® ++q(t)

> y;[xg ++q(t)Jz o(7) f (LX)

Toutes les conditions du théoreme 3 sont vérifiées, par conséquent le probleme 2 possede une

unique solution positive dans B, .
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