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Chapitre 3 Procédure numérique 2010

PROCEDURE NUMERIQUE

I11-1- traitement numérique des équations de transport :

I1 apparait que toutes les équations de transport, s’écrivent sous la méme forme :
a — —
5t (P@) +V(p@V —vy) =S, (1IL. 1)

OU ¢ est la propriété transportée, p la densité massique, V la vitesse de transport,
Uy le coefficient de diffusion, et Se le terme source d’énergie. 11 faut donc s’attacher a

I’intégration numérique de cette équation.
I11-1-1- Principe de la méthode des volumes finis :

Le domaine d’étude est tout d’abord découpé en un ensemble de cellules ou volumes
de controle, ne se recouvrant pas et entourant chaque nceud du réseau. L’€quation aux
dérivées partielles est ensuite intégrée sur chaque volume de contrble, et des
hypothéses sur les variations de ¢, entre les nceuds du réseau sont formulées pour
permettre 1’évolution des intégrales désirées. Le résultat est une équation discréte ou

entrent en jeu, les valeurs de ¢, sur un ensemble de nceuds du réseau.

L’interprétation physique de I’équation discréte obtenue est immédiate : elle exprime
a I’échelle du volume de contrdle, le principe de conservation de ¢, exprimé a

I’échelle d’un volume infinitésimal par I’équation (I11.1).

Cette interprétation constitue la caractéristique est la plus attrayante de la méthode.
En effet la conservation de la masse, de la quantité de mouvement ou de 1’énergie, est
exactement satisfaite pour n’importe quel groupe de cellules, et évidemment sur le
domaine entier, quelque soit le nombre des nceuds du réseau. Une question se pose :
faut- il donner une signification aux relations utilisées, représentant les variations inter
nodales, ou bien doivent-elles étre considérées comme étant de simples auxiliaires de

calcul, intervenant uniquement lors de I’évaluation des intégrales nécessaires ?
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Cela dépend du point de vue que 1’on adopte a propos de la solution. Soit, on se place
dans le cadre des méthodes a éléments finis et la solution est constituée par une
fonction, soit on se place dans le cadre des méthodes aux différences finis ou seules
les valeurs aux nceuds du réseau. Nous nous placons dans le second cas et de ce fait,
une fois 1’équation discréte établie, I’hypothése sur le profil peut étre totalement
oubliée. En conséquence, nous disposons d’une liberté totale concernant le choix des
profils nécessaires au calcul des bilans macroscopiques, apporte une généralité
beaucoup plus grande que la méthode aux éléments finis ou différences finies en ce
qui concerne la résolution d’écoulement complexe. En effet, la prise en compte
d’obstacles dans 1’écoulement, et la modélisation de ceux —ci par les volumes
partiellement obstrués s’en trouve facilitée. Enfin la généralisation aux autres
systemes de coordonnées cylindriques ou sphériques, ne pose aucun probleme

particulier.
I11-1-2- Discreétisation par la méthode des volumes finis :

Effectuons I’intégration temporelle sur le volume de controle de 1’équation générale
de transport. Les interfaces (i+1/2) et (i-1/2), seront toujours situées a mi- chemin de
nceuds (i, i+1) et (i, i-1).cela ne restreint pas le calcul au cas des réseaux

uniformes.

Volume de contrdle

° o g
i-1 ' i+1

On désigne par 7; le volume de contrdle, par Az, les aires de Iinterface (i+1/2) et

par o; la surface entourant le volume ;.
L’intégration de I’équation (I1I.1), s’écrit alors :

t+6t t+8t t+6t

a = ol —
f fa (p(P)dTidt + f f[V (p(DV - V¢VCI))] drtidt = f f Sq)d‘fidt (111 2)
t Tj t T t 1
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Désignons par Y;,Y, et Y3 les trois termes de I’équation (III.2), et calculons ces
termes. Pour le calcul du termeY; , on suppose que la valeur de p® au nceud

est constante a ’intérieur du volume t;, moyennant cette hypothése Y; devient :

t+6t

d
Y, = j = (pondt = =[(p); - (G, (1I1.3)

ou (pd)i'représente la valeur de (p®) au point i et a I’instant t+8t, tandis que (p®)?
représente la valeur de (p®) ou point i mais a I’instant t. Le calcul de Y,s’amorce en

transformant I'intégrale du volume en intégrale de surface, on a ainsi :

t+6t

Y2 = [ oy J (POV — v,V $)5;dt (111 4)
(Considérons maintenant le cas mono dimensionnelle, on obtient : (I11.5)

t+8t

5¢ 8

Y, = f [ f (p(I)VX—VCbg).  doydt — j (p(l)VX—V(bS—X). oy ] dt(IIL5)
t TAi+l l+§ TAi_l 1_?

2 2

Et supposons ensuite que les valeurs :

(pVy —vo22) |, et (pdV, — v, %)i_l
2

1+E

Sont constantes sur les interfaces d’aireA; ;1 pet A;_q /2, Y, s’€crit alors :

t+6t t+6t
5P 5P
Y, = f Ais1)2 (pCDVX - g>i+% dt — f Ais1)2 (pd)VX — Ve &)i_l dt (11 6)
t t

Le réseau ne variant pas en fonction du temps, les quantités A;,; ,et A;_; », peuvent

étre sorties des intégrales temporelles, d’ou :

t+8t

] S [
V= A L (p0V — Vo o) I -

LdeA Ly, [T (oY, — vo S—)i_ldt (11L.7)
2 2

i+
L’intégration de Yzest immédiate et conduit a :
Y; = S°t;6t (111. 8)

ou S? représente la valeur de S au point i et a I’instant t.
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Pour récapituler, apres intégration des différents termes nous avons :

t+6t
oLy
WD) = O]+ Ay [ (oW —va) | dt
i+o
t 2
_Ai—1/2 ftt+8t (pdDVX — Ve Z;j:) 1 dt = SIOTISt (HI 9)

i—3

Il faut maintenant faire une hypothése sur la variation en fonction du temps des termes

(pdDVX — Vg %j)i% , )
[11.10
(pdDVX — Ve %j)i_%
Pour pouvoir effectuer I’intégration temporelle, plusieurs hypotheses sont possibles,
et de fagon générale exprimons I’intégrale ftt+8t Y(t)dt sous la forme :
t+6t

f Y(O)dt = [a¥" + (1 — a)Y°]6t (1L 11)

t

Y désigne le terme (pCDVX — Vo %:) et a un nombre variant entre 0 et 1.

a = 0 conduit a un schéma explicite, tandis que @ = 1 mene a un schéma totalement
. .. / . . 1 ors
implicite. Le schéma de Crank-Nicholson est lui obtenu avec a = 5 Nous utilisons
le cas @ = 0. L’équation générale s’écrit alors :

5\ °
.[(p®)! — (p®)?] + Ai% (pCIDVX —v ) ) 5t
i+o

® 5x
2

t+6t s\ Y
A [ (pdVe —va ) Bt = SPmise (IIL 12)
2
Les termes :
50\° 50\ °
(mg)i% et (chg)i_% (11.13)
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. Toutes les équations de transport des particules chargées ou des neutres définies

précédemment obéissent a la méme forme générique :
Elles s’expriment facilement par :

o] o]
Piy 1 +P; )

Vg, (T (B2 (IIL. 14)

Xj—Xj—1

Restent les quantités (p®Vy)iyq, qu’il faut expliciter en fonction des quantités

connues localisées aux nceuds du réseau. La encore, plusieurs choix sont possibles,

donnant naissance aux schémas centrés et “upwind”(S.V.Patankar)[8].

En ce qui concerne les valeurs inconnues

1
(PPVs1/2 = 5 [(PPVILs = (PO ] (IIL. 15)

Les valeurs inconnues (p®V,)! s’expriment ainsi en fonction des valeurs a I’instant t

de la fagon suivante :

1 O° — P°
T (p®)! = 1i(p®)} + Ai_1/2 {5 [(PPV)T + (PPVi)1 | —Va,_y ), <X11_—X1111>} — A1
1 o, — @
1 1
+ S [PPVILL + (PPV)T 1=V, ), <X—_>} (111.16)
i+1 — Xj

Schéma explicité : a0 = 0

Le fait de poser a« = 0, consiste a postuler que la variable y conserve la valeur Y°
durant tout I’intervalle de temps &t, et prend brutalement la valeur Y™ a I’instant t+ 6t.
Ce point de vue amene a I’expression précédemment calculée. Il ressort clairement
que la valeur inconnue (p®)", s’obtient directement en fonction des grandeurs
connues a l’instant t, d’ou la dénomination d’explicite, d’un tel schéma. On peut
montrer facilement, sot a partir de I’analyse de Fourier, soit a partir d’augments
physiques simples, que les valeurs de 6t et 5x, ne sont pas indépendantes et doivent

vérifier la relation de la stabilité de la forme :

[V(st /5%)| < 3 (II.17)
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En effet I’équation donnant (p®)™, ne tient compte que décharges entre les cellules i,
(i+1) et (i-1). La variation de (p®) ne peut étre causée par des flux provenant des
cellules autre que (i+1) ou (i-1).

Schéma implicite : o = 0

Sia#0, 1 n’est pas difficile de se rendre compte que, (p®)™ ne s’exprime plus
seulement en fonction des grandeurs connues a I’instant t, mais des fonction des

grandeurs connues a I’instant t+ &t.

Dans le cas a = 1,0n obtient le schéma totalement implicite, exigeant la résolution
d’un systéme d’équations linéaires dont les inconnues sont les valeurs (p®)", i

variant de 1 a n, si le réseau comporte n noeuds dans la direction considérée.

L’équation générale d’un tel systéme s’écrit alors :

(PP = T (pP) +Ai_§{§ [(pOVOT + (pPVILy 1= vo (—‘bi"“bi"—l)}

-5 Xi—Xj—1

n

1 n n in+1 — q)i 0
-8t Ai% {E [(p@V )} — (p@V)! ] Vq)i_%( p—— )} St+SP 6t (I11.18)

L’équation précédente relie ®f etdP, o et d;, donc la résolution du systeme

s’effectue a chaque pas temporel, grace a I’inversion d’une matrice tri diagonale.

11-1-3- Procédure de ” Time-Splitting ” (J.P.Boris. D.L.Book 1973)[6] :

La procédure de ” Time-Splitting s’effectue par une succession d’intégrations
mono — dimensionnelles, dans chacune des directions de I’espace et du temps.
Plagons-nous par exemple en coordonnées cylindriques et supposons I’existence
d’une symétrie de révolution autour de I’axe z. Si on désigne par G une grandeur que
nous voulons faire évoluer, qui ne dépend donc spatialement que des variables r et z,

I’évolution de G est alors séparée en deux évolutions indépendantes :

e L’une suivant r (radiale), s’effectuant en deux étapes de durée &t/2 chacune.

e lautre suivant z (axiale), s’effectuant aussi en deux étapes de durée 6t/2

chacune.
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Si on note par O(6t) I'opérateur d’évolution durant &t, O, (8t) I'opérateur d’évolution
durant deux fois 6t/2 dans la direction r a z constant et 0,(6t) 'opérateur

d’évolution durant aussi deux fois 8t/2 dans la direction z a r constant, nous aurons :
(6t) = 0,.(6t)®0,(6t) = 0,(6t)®0,.(8t) (I11. 19)

0,(6t) = 0.(6t/2)®0.(6t/2)
(111. 20)
0,(86t) = 0,(6t/2) ® 0,(6t/2)

Si Gzi’j)désigne I’ensemble des valeurs de la grandeur G sur le a I’instant t, on obtient

les valeurs szgt de la fagon suivante :

t
Gij > >

0, (8¢/2)

0,(8t/2)

0.(8t/2)

v
v
+6¢,/2 i+ &2
GEi.EZ.D_nstﬂntE tjl Gl:l.:cnngtante tjl
o(6t)
0,(8t/2)
0.(8t/2) v
v 0,(8t/2) .
o+ G2 +5
t+ 5t _ > Gn:i.j:cnnstante} > GFLJ_.t
(i=constante tj}
avec :
GLHot les valeurs intermédiaires obtenues la direction radiale a z constant et

(i,j =constante )
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GLot les valeurs intermédiaires obtenues suivant la direction axiale a r

(i=constante t,j)

constant.

I11-2- Les techniques de correction de flux de transport (F.C.T) :

I11-2-1-Introduction :
Il est bien connu que le schéma centré ne produit des résultats physiquement
acceptables que si le nombre de Peclet local, rapport de I’intensité de la convection
sur I’intensité de la diffusion, est en valeur absolue inférieur a 2 (S.V.Patankar)
[6].En particulier, prés des “forts gradient”, on constate la présence d’oscillations
totalement dépourvues de signification physique, détruisant ainsi la positivité de la
solution. Si on adopte le point de vue I’analyse de Fourier, le schéma est dispersif,
c’est-a-dire que I’harmonique k se propage avec une vitesse qui n’est pas
indépendant de son rang.
Nous nous proposons de remédier a cette situation a 1’aide de la technique de
correction de flux de transport (F.C.T.) développée par J.P.Boris et D.L.Book(1973)
[4] [5]. au Nanal Research Laboratory.
I11-2-1-principe de la technique FCT :
Le principe de base de la F.C.T. réside dans I’application, au profil issu du schéma
de transport dispersif, une diffusion corrective localisée uniquement dans les
régions ou des oscillations ont tendance a se produire. Il apparait ainsi, que la
F.C.T. est une technique et non pas un algorithme de transport particulier. La qualité
du profil résultant réside donc, dans les propriétés du couple (algorithme de
transport, technique F.C.T.).
La F.C.T.atteint son objectif en deux étapes. La premiére étape applique a tout le
profil une diffusion, dont I'intensité¢ suffisante pour “gommer “les oscillations
superposées au signal physique. La forme originale du signal en est donc évidement
altérée, et il est nécessaire de procéder a sa restauration, c’est le but de la seconde
étape appelée “anti-diffusion®.
Notons par, Q" 1’opération de transport effectuée par I’algorithme directement issu
des équations de conservation discrétisées , Q9 I’opération de diffusion et ,Q? celle
d’anti-diffusion. Un traitement “ F.C.T. “ classique fait passer I’ensemble des valeurs
Fo

i
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a I’ensemble des valeurs F?, de la fagon suivante :

nt nd ne
F}—— (Ff} — . {F} | {F"} (11.21)
Si I’on avait choisit le schéma “upwind® au lieu du schéma centré, pour exprimer les
valeurs aux interfaces en fonction des valeurs nceuds, 1’algorithme du transport aurait
alors fourni un profil dépourvu d’oscillations parasites, mais présentant une diffusion
numérique artificielle (D.L.Book,J.P .Boris et K.Hain).
Il est dans ce cas possible de traiter un tel profil par F.C.T. , uniquement en appliquant

I’anti-diffusion. La séquence d’opérations s’€crit alors :

4

n® 11.22
F}— (F*— ) N
111-2-2- Le transport diffusif :
Le transport de grandeur F au point i s’écrit :
Ff = F0 - (F0 + Fi0+1)£?+% + (FY + F?_l)s?_% + 50 (111.23)

Ou : F? est la valeur de F au point i a I’instant t, F¢ est la valeur de F au point i
apres transport (I’exposant t signifie valeur obtenue aprés transport), sf/z un

coefficient défini par ;
8iOJ_rl/z = (V) + Vi) (8t/8%) (1. 24)

VY : Est la valeur de la vitesse au point i a I'instant t, et V;%la valeur de la vitesse

au point i+1 et I’instant t+&t. La définition de la grandeur F au point i s’écrit :

Fl=F) +£%,, -, (1IL. 25)
ou les flux bruts de diffusion sont donnés par les expressions suivantes :
fiqm/z =V. 1.0 _q0
i+5 (Fip1—F;)
0 2em (111 26)

- =V 1
=172 = Vid (1-#0.)
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Ou :Vii% est le coefficient de diffusion (explicité plus loin) et dépendant du rapport

Nous définissons encore les quantités e*, []; et [];_;par :

+_1 st
et =21V (5) (11 27)
€
to 8 111.28
[1; Gt ( )
[l =1+ (11 29)

Finalement la solution que nous obtenons aprés transport + diffusion est de la

forme :

Fitd = 4[1_[i+]2 fiqu/z - 4[1_[i_]2fio—1/2 + H1+ (Fio - Si%) - Il (Fio - Si_%)
Une telle diffusion est appliquée en tout point sans distinction. L’étape suivante

consiste a annuler cette diffusion la ou elle n’est par nécessaire.

111-2-3- Anti- diffusion :

Notons qu’il existe plusieurs fagons d’effectuer I’anti-diffusion, une parmi elles est

donné par la formule suivante :

£ =W, 1 t
i+1/2 i+7 (Fiyq—F;)

0 —
iz = W L et )

{1 : est coefficient d’anti-diffusion
-2

Une telle anti - diffusion est appelée « Phoenical »car elle compense exactement la
diffusion quand la vitesse s’annule et permet donc de retrouver la grandeur intacte, tel
le Phénix qui renait de ses cendres. La vitesse s’annule et permet donc de retrouver la
grandeur intacte. C’est le role du « flux limiter » qui réalise cela dans le respect de la

regle suivante :

ff1/, = sgn.max {O, min {sgnSF_tdl, |1 /2], sgn. SFFig} (111.32)
1—7 1 7

Avec :
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1
Isgn| =1 , signe(f')=signe|f’, + — (8Ff,; — 8F)) (111.33)
1+7 1+§ 8
f1+% = ui+%(Fit+1 — Fp)

I11. 34
f o= o (FE— 8FL ) (I.34)
2 2

et

L’anti-diffusion ne doit ni créer de nouveaux extremums, ni accentuer les extrémes
déja existants. La formulation précédente ponctuelle, se transforme sous ’effet de la
diffusion en un plateau de trois points, sur lequel 1’anti-diffusion ne peut agir, c’est le
phénoméne de « Clipping ». Finalement, la nouvelle valeur de la grandeur F calculée

au point, I’instant t+t + 6t s’obtient par la relation :
FP =F9 — £, + 154, (1I1. 35)

Les coefficients de diffusion v;;,,,° et d’anti-diffusion p, 1° peuvent étre ajustés
-2

suivant les particularités du probléme étudié et le but recherché.

1
Proposent :{ o (111. 36)
6

Nous noterons que, de la formation adoptée, a toutes les étapes décrites ci-dessus,
toute quantité soustraite (respectivement ajoutée) au point i+1, de sorte que la

méthode reste conservative.

D’autre part, la formation précédente qui prévoit que la cellule n’échange qu’avec

les cellules contigués soit i-1, de sorte que la vitesse de transport V Le pas spatial 6X
et le pas temporel 5t Vvérifient en tout pont et a chaque instant la relation de stabilité
de:

Vax/a)] <5 (111. 37)

[11-3-Etude de I’algorithme SHAST2D :

SHAST2D (Sharp and Smooth Transport Algoritm) est un algorithme numérique
proposé par un groupe d’auteurs D.L.Book, J.P.Boris, et K Hain (1978) [5].

permettant de résoudre pour deux dimensions spatiales I’ensemble d’équations

suivantes :
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{Z—f +V. (pV) =0
2 (pV) +V.(pV.V) =5y (111 38)

ow = o
StV (w.v) =5,

N

On remarque que chacune des équations peut se mettre sous la forme générale

suivante :
aF — —>
S+ V. (FV) =S (1I1. 39)

ou F représente la quantité transportée (densité, quantité de mouvement ou énergie
totale). V est la vitesse totale de transport que Pon détaillera par la suite et S le
module (au sens mathématique) du terme source, soit de vitesse Sy, soit de I’énergie
Se, et W= %P +%pV2 I’énergie totale du systéme (thermique et cinétique, P la
pression du gaz). On note par SHASTR {F,V, S, 8r, 6t} la procédure de transport
dans la direction r (radiale), et par SHASTZ{F,V,S,8z, 6t} la procédure de
transport dans la direction z (axiale). Nous appliquerons aux deux procédures la
technique F.C.T. Dans deux cas, on obtient les valeurs de {F{*9t} a Iinstant t+6t, &
partir des valeurs {F{} connues a I’instant t. Les quantités de départ sont notées

p%, VO, SO WO, représentant respectivement densité de masse, vitesse de transport,

terme source et énergie. Les grandeurs a calculer sont notées p", V", S",W".
le transport s’effectue sur un réseau, ayant 6 comme pas spatial dans la direction

radiale, et 6z dans la direction axiale, et se deroule en quatre étapes que nous allons
détailler plus loin.
—1°Teétape :

On suppose connaitre les valeurs initiales de la densité de masse, de la quantité de
mouvement et de ’énergie, puis on calcul leurs nouvelles valeurs apres transport, on
détermine d’abord la vitesse de transport et la pression. L’évolution s’effectuera de

I’instant t & I’instant t + 6/2.
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(pV,)°
pO
2
PO =2 [W? = 0.5p°(V)? = 0.5p°(V)?]

(o (V)°

vy 0 V) =

St
phr = SHASTR{pO,VP, S, &r, —}
2 (A1)

A

8t
(pv )M = SHASTR{(er)O, V9,89, 6r, 7}

ot
(pvh = SHASTR{(va)O, V0,0, 5, 7}

St
\ whr = SHASTR{WO, V9,89, 6r, ?}

Le transport suivant la direction r durant un demi cycle 6/2. Le transport se déroule a
vitesse constante V? et les valeurs obtenues a la fin de ce demi-cycle vont comme
valeurs initiales pour le transport suivant. Notons que la vitesse V2 n’intervient que

dans le calcul de I’énergie cinétique.
—2¢me étape :

a I’aide des valeurs obtenues au cours de la premiére étape, on continue le calcul des
nouvelles valeurs de la densité, de la quantité de mouvement et 1’énergie, mais de

I’instant  t+ 8t /2, al’instant t + §t.

(yne = VO™ Ly (V)™
ro = phr vz T phr
2
Phr — § [Whr _ 0.5phr (Vrhr)z _ 0.5phr (Vzhr)Z]
{ Pr = SHASTR{p®, VI* S, &r, 5t } (42)

(pv)" = SHASTR{(pv,)?, V", Shr, 6r, &t }
(pv,)" = SHASTR{(pv,)°, VI, 0, 8r, &t }
L W™ = SHASTR{W?, V", S, &r, &t }

Les valeurs obtenues constituent le résultat de 1’évolution radiale durant t + ot .

L’étape suivante consiste a faire évoluer le gaz dans la direction z

—3¢me étape :
Les valeurs P" (densité massique), (pV,)" et (pV.)" (quantité de mouvement) et

WT (énergie), obtenues précédemment vont servir comme valeurs initiales pour le
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transport axial. L’évolution de t+ &t sera faite de la méme fagon, c’est-a-dire a vitesse
constante durant chaque demi-cycle, ainsi que les termes sources qui seront pris

également constants durant le passage de t a t+ 6t .

r V) V)"
vzr=(p r) ;vrr=(p r)
p p

2
P =2 [W" - 0507 (V)? — 0.507(V})?]

. 5t
phz — SHASTZ{pr,V;,s;,SZ, ?}
(A3)

A

5t
(pv,)"* = SHASTZ {(pvr)r, V!, 0,6z, ?}

8t
(pv,)h? = SHASTZ{(pVZ)r,VZr,S§,62 = }

) 5t
| W = SHASTz{wr,v;,s;,az,7 }

—4°me étape :

avec les mémes remarques que précédemment le transport s’effectuera a vitesse

constante.
th — (pvz)hz th (pVZ)hZ
Z phz > 'r phz
2
th — § [th _ 0.5phz (Vrhz)z _ 0.5phz (VZhZ)Z]
{ P = SHASTZ{p", V}*,Sh* &z, 6t ) (44)

(pv,)" = SHASTZ{(pv,)",V}*,0, 5z, 8t}
(pv,)" = SHASTZ{(pv,)", V}*, Skr, 8z, 8t }
\ W" = SHASTZ {W", V%, sh*, &z, 6t }

Les valeurs P" (densité massique), (pV,)" et (pV.)" (quantité de mouvement) et

W™ (énergie), obtenues durant ce dernier demi-cycle sont les valeurs recherchées.

111-4- Mise en ceuvre du code :

I11-4-1-Résolution dans ’approximation “Time-Splitting* :

Les équations (I111.14, 111.15 et 111.18) obtenues dans le chapitre 111, dans le cadre du

formalisme de la dynamique de gaz de neutres, sont traitées par I’algorithme

SHAST2D FCT.
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I11-4-1-1-Transport radial :

( ap +——( pV) =0

a (pVy) + ;a (rpViVp) = (SV),
= (pV,) + = (rpV,V,) = 0
(ZW +1 2 GWV,) = (SE),

(111 40)

ou les quantités p, (pV,) et W représentent respectivement la densité de masse, la
quantité de mouvement et d’énergie totale des neutres. (SV), est le terme source de

vitesse et(SE),le terme source d’énergie, que ’on va expliciter :
P 19 G
P12 (e

y- Lo
rr r yAVA

(SV), = -
N (111. 41)

K(T 6 a
(SE)r = f]rE +— ( ) ar (ra_r) —;E{F(P + Trr)Vr} - a_Z(Terr)

ou P=NKT est la pression du gaz, /,.la composante radiale de la densité de courant
T,, et Ty SONt les différentes composantes du tenseur viscosité de courant ont été tirées
de I’'ouvrage de R.B.Brid,, WEStewart, ENLight foot (1960) :

v, 2
T = —1(T) (2 —_——= d1VV>

or 3
av, aV,
=— r [11. 42
1T n(m ( 62) ( )
avr 2 .
L Teo = —(T) (2 T3 )
111-4-1-2-Transport axial :
(dp O
FT™ (pV) =0
0 0
—(pV)+—(pVV)= 0
< (I11.43)

(pV)+ (pVV) (SV),

\ aw + & (WVZ) = (SE)Z

ol les quantités p(pV,) et W représentent respectivement la densité de masse, la

quantité de mouvement et 1’énergie totale des neutres.

49



Chapitre 3 Procédure numérique 2010

(SV), est le terme source de vitesse et (SE), représente le terme source d’énergie,

que I’on va expliciter :

I{( P 10 (re) d

_____ Trz) = 37 Trzz
4' dz ror o 0z ) s (111 44)
k (SE)Z - f]zE + K(T)< ) _E{(P +TZZ)VZ}_;a(rTrZVZ)

ou J, etE, sont les composantes axiale de la densité de courant et du champ

électrique t,,et t,,sont les différentes composantes du tenseur viscosité

= —(T) (zaVZ 2 di V)
Trzz - T] a 3 v

av, 6Vr>

(111. 45)
- —n(T)( or 0z

111-4-1-3- Calcul des termes sources sur ’axe :

Compte tenu de I'utilisation des coordonnées cylindriques a cause la symétrie de
révolution autour de I’axe de la décharge, on doit avoir toujours V, =0 sur I’axe. Ceci

implique de transport de certains termes sur 1’axe.

e transport radial :

Pour la quantit¢ de mouvement, (pV.) est nulle sur I’axe, donc on a

immédiatement (SV) e = 0 . Pour le transport de 1’énergie, nous avons
If,JE|, = 0 et on doit calculer la limite des autres termes quand r— 0 (les

calculs sont détaillés dans I’annexe).

2 9v,av,
(SE)raxe = ) - } (111. 46)

dz Or

%n(T){(aa\if

e transport axial

On doit également prendre la limite lorsque r— 0 de I’ensemble des termes de

(SV), et (SE),.on obtient les valeur suivantes:

(SE)uae = IRJEL + KD 25 = (pV,) 2 n(T){ Lt (aa";)2 e a"} (111.47)
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Le terme (SV),.4e S €écrit :

4 0%V,

p
(SV)Zaxe = _E
Il nous reste a définir la zone d’étude et la construction du réseau, puis ensuite, valider
le code numérique et donner la précision des calculs effectués.
L’injection peut étre décomposée en deux réparties ainsi dans 1'une et l’autre

direction, axiale et radiale.
111-4-2-Définition du domaine d’étude :

Nous supposons D’existence de la symétrie de révolution autour de I'axe de la

décharge, le cadre de résolution se schématise alors de la fagon suivante :

D7 D4
Domaine
d’énergie
-— —
L6 Plan D8

D1

Figure (111.1) : définition du domaine d’étude
Définition du réseau :

Les différents parametres représentés sur la figure I11.1. sont définis comme suite : le

réseau est défini par I’ensemble des couples de nceuds (i, j), ou i correspond a la
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position du nceud sur l’axe radial et j a sa position sur l'axe z
Le couple (0.1) correspond a l’origine des axes (point D;). Le couple (0,2)
correspond a la surface du plan.

Ar=ri q — 1 est la distance entre deux nceuds sur 1’axe r.
Az=7;,1 —z; estladistance entre deux nceuds sur ’axe z

La zone d’étude est déterminée par I’ensemble des points (Dq, D,, D3, Dy, Ds). On
complétera par symétric 1’analyse dans le domaine ( D4, Dy, Dg, D7, Dg).
Les limites (D4, Ds) et (D3, D4) peuvent se déplacer librement et indépendamment
I’'une de I’autre, respectivement dans la direction radiale ou la direction axiale en

fonction de la vitesse des neutres calculée sur ces limites.

Pour cela, si on note par Ny, la valeur de i repérant la limite (D4,Ds), on doit
comparer a chaque itération, la vitesse radiale obtenue sur cette verticale, a une valeur
fixe choisie et définie au début de programme . On procéde de la méme maniere pour
la limite horizontale. Si la vitesse calculée est égale ou supérieure a cette vitesse, la
limite du domaine de calcul est repoussée. On limite ainsi au maximum, les erreurs
pouvant étre introduites par des limites de calcul qui ne correspondent pas aux limites
physiques, tout en économisant un temps de calcul important. L’énergie injectée
occupe le volume délimité par ’ensemble des points (M;, D,, M), et sera stable
durant toute I’étude de la décharge, seule la distribution changera en fonction du cas
¢tudié. La pointe est définie par ’ensemble des points (D,, Dg, Ly, L3, D3). Enfin, les
limites du domaine d’étude sont définies par les points (Ly4, Ls) pour la paroi latérale,

et par (L, L,) pour la paroi supérieure.

I11-5-Probléme des conditions sur I’axe, le plan, les parois :
111-5-1-sur P’axe :

La composante radiale de la vitesse doit toujours étre nulle, ainsi que les gradients de
toutes les grandeurs (densité, température et pression) calculées dans la direction

radiale. Ceci se traduit par les relations suivantes :
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(V.0zD=0 ; =V (0zt)=0

4%T(0, 2,t) =0 (111. 49)
|

| =NO,zD=0; =P,z =0

I11-5-2-sur le plan :
on distingue deux cas :
En-dessous du plan, la température reste constante T,=300 K tandis que toutes les

autres grandeurs sont nulles.

V.(r,r,) =0 ; V,(r1,t)=0
T(r,1,t) = T, (I11.50)
N(r,1,t) =0 ; P(r,1,t) =0

e A la surface du plan, la vitesse axiale est nulle (V, = 0), tandis que la
vitesse radiale (V,) dépendra de la vitesse totale, calculée au nceud voisin
correspondant, c’est-a-dire V.(i,j = 1) = V.(i,j = 2),ou (1< i < 200). Les
autres grandeurs (la densité, et la temperature) sont calculées par

extrapolation. On obtient les relations suivantes :

T(r,2,t) = 2T(r,3,t) — T(r,4,t)
N(r,2,t) = 2N(r,3,t) — N(r,4,t) (111.51)
P(r,2,t) = 2P(r,3,t) — P(r,4,t)

I11-5-3-sur la pointe :

on distingue trois cas :

e A [lintérieur de la pointe, on garde les mémes conditions que celles, que I’on

a choisies en dessous du plan, a savoir :

V.(r,z,t) =0 ; V,(r,z,t) =0
T(r,z,t) = Ty; (1. 52)
N(r,z,t) =0 ; P(rzt)=0

e Sur la pointe (cote oblique D,D3), les valeurs sont calculées de la méme fagon

que sur le plan :
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T(rl,z,t) = 2T(r—2z,t) — T(r—3,z1t)
N(rl,z,t) = 2N(r— 2,z,t) — N(r — 3,z,t) (I11.53)
P(rl,z,t) = 2P(r — 2,z,t) — P(r — 3,2,t)

e Sur la pointe (coté latéral D;L5), les valeurs sont calculées de la méme fagon

que précedemment

T(rl,z,t) = 2T(r+ 2,z,t) — T(rl + 3,2,t)
N(rl,z,t) = 2N(Ir+ 2,z,t) — N(rl + 3,z,t) (111.54)
P(rl,z,t) = 2P(Ir+ 2,z,t) — P(r1 + 3,2, t)

I11-5-4-sur les parois :
Les parois constituent la limite de notre domaine, on grade les mémes valeurs que

celles prises sous la surface du plan ou de la pointe.

(

er(r, Zp,t) =V.(rp,z,t) =0 s V(.2 t) =V (r, Zp,t) =0

| T(r,zp,t) = T(tp,2,t) = Ty (111.55)
kN(r, Zp,t) = N(rp,z,t) =0 : P(rp,z,t) = P(r, zp,t) =0

I11-6-conclusion :
ayant défini la procédure numerique et conditions initiales et aux limites, nous

passons maintenant a la résolution des ces équations.
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