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RESUME : Dans ce mémoire, on considere quelgues modeles mathématiques pour
des populations structurées en age. On introduit le systeme classique de Lotka-
McKendrick et son analyse par I’équation de renouvellement. On prouve I’existence
des solutions de I’équation de McKendrick dans le sens distributionnel et on
étudie le cas d’un modele de la propagation d’une épidémie dans une population
structurée en age.

Mots clefs: Populations structurées en age, équation de McKendrick, équation de
renouvellement, propagation de I’épidémie.
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ABSTRACT :

In this paper, we consider some mathematical models for age structured
populations. We introduce the classical of Lotka-McKendrick system and its analysis
by the renewal equation . We prove the existence of solutions of the McKendrick
equation in the distributional sense and we study the case of an epidemic

model spread for an age structured population.

Key words : Structured populations age, McKendrick equation, renewal equation,

spread of an epidemic
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Introduction

L’objet de ce mémoire est de présenter quelques modeles mathématiques pour des
populations structurées en age, ces modeles sont en général décrits par des équations
différentielles et des équations aux dérivées partielles.

Les modeles mathématiques des populations intégrant la structure par age ou d’autres
structures d’individus aux propriétées variées ont une grande histoire. les premiers
modeles des populations structurées en age sont réalisés grace a Sharpe et Lotka [40]
et McKendrick [36] qui ont établit une approche par les équations aux dérivées par-
tielles afin de modéliser I’évolution d’une population structurée en age.

La premiere étape lors de la modélisation d’une population est de considérer certaines
variables significatives qui permettent de diviser la population en des sous groupes
homogenes internes , afin de décrire la dynamique comme l'intéraction de ces sous
groupes, gouvernés par des mécanismes qui dépendent de ces variables.

L’age est 'un des parametres naturels les plus importants structurant la population.
En fait, beaucoup de variables internes, a 1’échelle du seul individu, sont strictement
en fonction de ’age parce que des ages différents signifient des reproductions et des
capacités de survie différentes , et aussi, des comportements différents. En effet, si pen-
dant longtemps l'intérét pour la structure d’age a été limité a la démographie, de nos
jours il joue un role fondamental dans des domaines comme 1’écologie, I’épidémiologie,
la croissance des cellules... etc [8].

Parmi tous les modeles de population, le plus simple est celui de TR Malthus [31] qui
a écrit un célebre traité sur la croissance de la population humaine, prédisant qu’elle
serait exponentielle dans le temps avec toutes les conséquences catastrophiques que

I’'on puisse imaginer.



Pour présenter ce modele nous considérons une population homogene simple ; ¢’est-a-
dire, nous supposons que tous les individus de la population sont identiques de sorte
que la seule variable que nous avons a traiter soit le nombre d’individus présenté
comme une fonction du temps P(t) (taille de la population totale).

En outre, nous supposons que la population vit isolée dans un habitat invariant, sans
limite de ressources. Ainsi, la population est soumise aux taux constants de fertilité
et de mortalité que nous appelons respectivement (5 et p (leur différence « = 8 — p
est généralement appelé le parametre malthusien de la population ) et la croissance

est donnée par ’équation suivante :

d
S P(t) = BP(t) — pP(t) = aP(t).
Ainsi
P(t) = P(0)e™.
Dans le modele de Malthus, la fonction densité de population ne tient pas compte
des ages des individus, les taux de fertilité et de mortalité non plus. D’ou I'introduction
du modele linéaire de Lotka-McKendrick qui est un modele linéaire de base et qui

prend en considération la variable age voir [45],[25]. Il est constitué par le systeme

suivant :
( Ip(a,t)  Ip(a,t)
= - .D. > >
Ot + da ,u(a)p(aat)a b.p a = O, t> 0,
—+00
p(0,1) = Ba)p(a,t)da, ¢ >0,
0

\ p<a70> = pO(a)7 a> 0.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres.
Apres I'introduction, nous trouverons, au chapitre 1, un rappel de quelques résultats

que nous utiliserons dans la suite du mémoire.

Dans le chapitre 2, on considere une population simple vivant isolée dans un habi-

tat invariable, tous ces individus étant parfaitement égaux sauf pour leurs ages [26].
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On suppose qu’il n’y a aucune différence de sexe, la fertilité et la mortalité sont des
parametres intrinseques de la croissance de la population, indépendant du temps et
de la taille de la population, elles dépendent de ’age seulement. Pour la description
d’une telle population, on introduit le systeme classique de Lotka-McKendrick et son

analyse par 1’équation de renouvellement.

Dans le chapitre 3, on donne un exemple du cas démographique [34], 'objectif est de
trouver les solutions de 1’équation de Mckendrick dans le sens distributionnel faible,
pour calculer exactement des exemples spécifiques et pour obtenir une partie de leurs

propriétés.

Le chapitre 4 est consacré au cas d’un modele de la propagation d’une épidémie
dans une population structurée en age, en prenant soin de la structure par age de
la population [26]. L’importance de considérer I’age des individus dans un modele
épidémique, vient du fait que pour de nombreuses maladies le taux d’infection varie

considérablement avec ’age.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles pour la suite

de ce mémoire.

1.1 Intégrales impropres

Définition 1.1. [27]Soit (a,b)(a < b) un intervalle (ouvert, fermé ou semi-ouvert).
Une fonction f : (a,b) — R sera dite localement intégrable sur (a,b), si elle est
Riemann-intégrable sur tout sous intervalle compact [a, 5] C (a,b). On écrira dans
ce cas f € R(a,b).

Définition 1.2. [27] Soit f € R([a,b[). Si la limite lim / f(t)dt existe, on dit que

r—b—

f est intégrable (au sens généralisé) sur |a,b| et l'on pose

/ ’ Fdt = tim | Fe.

z—b~ J,

b
Dans ce cas, on dit aussi que [intégrale généralisée ou l'intégrale impropre / f(t)dt
a
b
existe ou est convergente. Si lintégrale / f(t)dt n’est pas convergente, c’est a dire si
a

T b
lim / f(t)dt n'existe pas, on dira que l'intégrale impropre / f(t)dt est divergente.

r—b—



Théoréme 1.1. [27] L’ensemble R([a,b]) est un espace vectoriel, l'application f —

b
/ f(t)dt est une forme linéaire sur R([a,b]). Autrement dit, si les intégrales im-

b b b
propres/ f(t)dt,/ g(t)dt sont convergentes, alorsVa, 3 € R l’mtégmle/ (af(t)+

Bg(t))dt est encore Zonvergente et l'on a
b b b
[ @ty sgeyit=a [ s+ s [ g

b
Théoreme 1.2. [27] Soit f € R([a,b]), f > 0. Pour que l'intégrale / f(t)dt soit

convergente, il faut et il suffit que la fonction u — F(x) = / f(t)dt soit majorée,
autrement dit si ‘

aM > 0,Vx € [a,b[: {/:f(t)dt < M] :

1.2 Transformées de Laplace

1.2.1 Définitions et propriétés de la transformée de Laplace

Soit f € L}, (R, R) et A € C. Alors f admet une transformée de la Laplace en A, si

loc

I'intégrale impropre

o= | T e (o) (L1)

0
existe.

Remarque 1.1. Par ailleurs, f admet une transformée de Laplace absolument en A,
si Uintégrale (1.1) est absolument convergente.

Il est facile de voir que si f admet une transformée de Laplace (respectivement une
transformée de Laplace absolument) en Xy, alors elle est admet une transformée de
Laplace (respectivement une transformée de Laplace absolument) en tout X\ tel que

RA > RAo, f est définie sur une partie de l’espace C.

Ainsi nous pouvons définir I’abscisse de convergence

o = inf{\g € R/f admet une transforme de Laplace en \}.
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Ainsi (1.1) définie une fonction complexe dans le demi-plan S, = {\/RA > 0}, cette
fonction se révele étre analytique dans .S,.

Ainsi la fonction analytique f()), définie par (1.1) sur S, est appelée la transformée
de Laplace de f.

La transformée de Laplace, grace a ses propriétés, est un outil utile pour traiter les

équations différentielles et intégrales.

Théoréme 1.3. [26] Soit f € L (R, R) admet une transformée de Laplace en

loc

Ao > 0 et on considere

t
F(t) = / f(s)ds, pour t > 0.
0
Alors F(t) admet une transformée de Laplace absolue pour R\ > X\g et

F(\) = @ pour RA > A.

Théoréme 1.4. [26] Soit [ est absolument continue . Si f' admet une transformée

de Laplace en \g > 0, alors f admet une transformée de Laplace pour RA > Xy et

~

FO)=AFA) = f(07)  pour RA > Ao,

Théoréme 1.5. [26] Soient f et g € L} (R, ,R) tels que f admet une transformée

loc

de Laplace en A\g > 0 et g admet une transformée de Laplace absolue en Ao > 0. Alors

(f*g)(t):/otf(t—s)g(s)ds pour t >0

—

admet une transformée de Laplace pour R\ > Ao et (f % g)(t) = F(N)G(\) pour R >
o, (f * g est le produit de convolution de [ et g).

Théoréme 1.6. [26] Soit f € L} (R.,R) a variation bornée et admettant une trans-

formée de Laplace absolue pour R\ > o, alors nous avons

fOF) 1 et
=5 /U_m F(N)dA (1.2)
f(t+) ;— f(t_) _ 2Lm /Ui:::o eAtf()\)d)\ pour t > 0 (13)

8



o+i00 N
/ MFN)AA=0  pourt<0 (1.4)
1C% MOUS aVons ,

o+100 T
/ g(A)d\ = lim g(o +is)ds.

T—+o0 _T

—100

Théoréme 1.7. [26] Soient fi et fo € L, (R, R) tels que fl()\) = fg()\) pour R

loc

suffisamment grand; alors

fi(t) = fa(t) p. p. sur Ry

Théoréme 1.8. [26] Soit f € L} (R,,R) admet une transformée de Laplace avec

loc

[’abscisse de convergence o, alors pour tout € > 0

im W &A) —0 (1.5)
IA| = 400
RAX>0+¢

Si, en plus [ est absolument transformable pour RA > oq, alors

lim  f(\) =0. (1.6)
|A| — +o0
R Z (o)

Théoréme 1.9. [26] Soit F(\) vérifiant les conditions suivantes,

F(\) est analytique dans le demi — plan S) (1.7)
lim  F(\) =0. (1.8)
|A| = 400
RA >0
+oo
/ |F(z 4 1y)|dy < 400 pour tout x > o. (1.9)
alors la fonction f(t) définie par
1 g+00 \
t)=— F(o)dA. 1.10
=50 [ P (1.10)

est absolument Laplace transformable et on a

fA) =F(\) pour R\ > o.



1.2.2 Comportement asymptotique de la fonction d’origine

L’utilisation de la formule d’inversion complexe fournit une représentation de la fonc-

tion originale qui permet d’étudier son comportement asymptotique a 'infini.

Théoréme 1.10. [16] Soit f € L} (R, ,R) admet une transformée de Laplace pour

loc

RA > 0. 51 f a un pole isolé en \g avec la série de Laurent suivante

+oo
F) =D Gir =)' (1.11)
et il existe o1 < R\ tel que
lim f) =o0. (1.12)
Al = +o0
o <RA<o

Alors il existe § < R\ tel que :

m ti—l 1 d+ioco .
— Aot g il At ) 1.1
flt)y=e ;c G o /MOO M F(N)dA (1.13)

L’équation (1.13) détermine le comportement asymptotique de f pourvu qu’on puisse

déterminer le comportement de 'intégrale dans (1.13)

Remarque 1.2. [16] mais ’hypothése suivante

+oo
/ 176 + iy)|dy < +oo. (1.14)
suffit d’avoir
d+ioco .
Jim e~ ot / M F(N)d = 0. (1.15)
=T d—ico

Une application du théoreme précédent peut fournir un développement asymptotique

de la fonction originale.
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1.3 Les Résidus

Soit f(z) une fonction analytique et uniforme a l'intérieur d’'un cercle C' et sur C,
excepté au point z = a centre de C. Alors f(z) possede un développement en série de

laurent dans le voisinage de z = a, donné par

o0

f(z) = n:Z_OO an(z—a)" = a0+a1(z—&)+a2(z—a)2+_..+Za:1a+ (za—_2a)2 +... (1.16)
ou
1
ay = — Ldz n=0,%+1,+2, .. (1.17)
270 Jo (2 — a)ntt
Dans le cas particulier n = —1 nous avons d’apres (1.17)

/Cf(z)dz = 2mia_,. (1.18)

On peut obtenir formellement (1.18) a partir de (1.16) par intégration terme a terme

en utilisant les résultats suivants.

/ dz _ 2mi p=1
c(z—a)p 0 p#1

L’ intégrale de (1.18) s’exprimant & 1’aide du seul coefficient a_; de (1.16), on appelle
a_1 le résidu de f(z) en z = a.

Calcul des Résidus :

Pour obtenir le résidu d’une fonction f(z) en z = a, on peut écrire d’apres (1.16) le
développement de f(z) en série de laurent dans le voisinage de z = a. En fait, dans

le cas ol z = a est un pole d’ordre k, il existe une formule simple qui donne a_;

1 dkfl

a-y = lim MW((Z —a)* f(2)). (1.19)

Si k =1 (pole simple) le résultat est particulierement simple,

a1 =lim(z —a)f(z)

z—a

qui est un cas particulier de (1.19) avec k =1

11



1.3.1 Le théoreme des résidus

Soit f(z) une fonction uniforme et analytique a 'intérieur d’une courbe fermé simple
C et sur C, sauf en des singularités a, b, c,... intérieurs a C' pour lesquelles les résidus
de f(z) sont a_q,b_1, c_1,....(voir[37]).

Alors le théoreme des résidus établit que
/ f(2)dz =2mi(a_y + b1 +c_1+...) (1.20)
c

c’est a dire l'intégrale de f(z) le long de C' est égale a 27 fois la somme des résidus
de f(z) en les singularités contenues dans C. Notons que (1.20) est une généralisation
de (1.18).

1.4 Equations Intégrales de Volterra

Ce paragraphe est consacrée a présenter quelques résultats de la théorie des équations
intégrales de Volterra et a introduire, sous une forme plus complete, les méthodes
utilisées dans ce mémoire.

On considere le systeme de convolution linéaire de Volterra

t
u(t) = / K(t— s)u(s)ds + f(2) (1.21)

0
ou u(t) et f(t) sont des n-vecteurs, tandis que K (t) est une matrice n x n. On suppose
K € L'([0,00); LIR™)),  f € L'([0,00);R") (1.22)

Nous allons présenter un traitement général du probleme basée sur 1'utilisation des

équations résolvantes

R(t) = —K(t) + /t K(t — s)R(s)ds (1.23)

R(t) = —K(t) + /t R(t — s)K(s)ds (1.24)

En fait,en considérant ces équations on a

12



Théoréme 1.11. [21] Soit K satisfait (1.22) ,alors il existe un unique R € L}, ([0, 00); L(R™))
satisfaisant (1.23)-(1.24)et tel que pour tout f satisfaisant (1.22)

u(t) = F(t) - /0 R(t — 5)f(s)ds (1.25)

est l'unique solution de (1.21)

Le principal intérét de ce théoreme, outre l'existence et I'unicité d’'une solution de
(1.22) , est la formule de représentation (1.25) qui donne cette solution par rapport a
la fonction f et permet d’obtenir des propriétés de la solution en liaison avec ceux de
f. A cet égard, une situation particuliere se produit lorsque le noyau de la resolvante

R est intégrable sur I’ ensemble de la demi-droite [0, 00) ; en fait, nous avons

Proposition 1.1. [21] Soit
R € L'([0,00); L(R™)) (1.26)
alors, si f € Cp([0,00);R™) on a
|u@) |< A+ | R flle VE>0 (1.27)
si en plus limy_, 1 f(t) =0 alors

lim u(t) =0 (1.28)

t——+o0

ot Cp([0,00); R") = {f € Cp([0,00); R") tel que || fllooc = sUPsepo,o0) [/ (E)] < 400}

La proposition précédente est en fait un résultat de stabilité pour la solution triviale
u = 0 de (1.21) ( correspondant a la fonction triviale f = 0), selon la définition

suivante

Définition 1.3. [21] La solution triviale de (1.21) est dite stable si Ve > 0 il existe
0 > 0 tel que
st ||fllee <0 alors |julle < e (1.29)

Elle est asymptotiquement stable si elle est stable et

st lim f(t) =0 alors lim wu(t) =0. (1.30)

t——+00 t——+00

13



Cette définition, qui est relatif au cas continue, est le concept de stabilité dont nous

avons besoin et que nous allons 1’étendre au cas non linéaire

Théoreme 1.12. [21] La solution triviale de (1.21) est stable si et seulement si

R € L'([0,00); L(R"))

Preuve :

On donne la preuve pour le cas scalaire, puisque ’extension au cas général est trivial.
On note d’abord que, par (1.27) , la condition (1.26) implique la stabilité. Ensuite on
suppose que la stabilité existe et on prouve (1.26).

A cet effet, par définition, soit 0 tel que pour f € Cg([0,00);R) et ||fllec < 0 la
solution wu(t) de (1.21) satisfait [Ju(t)| < 1.

Alors pour tout f € Cp([0,00);R) on pose g(t) (t) De sorte que, depuis

~ 1l

(R* N1 = 1)~ 1= g3y — (R ) (131)

et le terme entre crochets est la solution de (1.21) avec g , on conclut

@en] < (145) 1l (1.32)

Maintenant,on suppose que par Contradiction (1.26) n’est pas satisfaite et soit ¢,,

telle que
tn

lim ¢, = 400, / | R(s) | ds >n
0

n—oo

Ensuite on définit

¢n = sign(R(t, —s)), Vs € [0,1,]

de sorte que

/tn Rty — s)pn(s)ds >n | ¢p(s) |[< 1 p.p. dans [0,t,]
0

Alors, pour tout n fixé on considere la suite (¢ (s));. des fonctions continues sur [0, ¢,,]

tel que
] ¢fl(s) <1, ¢fl(tn) =0, klim ¢fl(s) = ¢n(s) p.p. dans [0,t,]
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et on choisit k tel que

/ " Rty — s)é (s)ds > n (1.33)

Enfin, on pose
() = { gbﬁ(t) pour t € [0,t,]

0 pour t>t,
on a f, € Cp([0,00);R), | fulew < 1et, par (1.32),

(g0 < (145)

ce qui contredit (1.33). En conséquence de ce théoréme et de la Proposition , nous

avons aussi

Corollaire 1.1. [21]/La solution triviale de (1.21) est stable si et seulement si elle est

asymptotiquement stable.

1.4.1 Le théoreme de Paley-Wiener

Dans ce qui précede nous avons vu que dans le but d’étudier la stabilité asymptotique
de (1.21), nous sommes amenés a considérer les conditions sur le noyau K de sorte que
(1.26) soit satisfaite : Nous présentons ici un résultat classique qui est généralement,
connue comme le théoreme de Paley-Wiener et qui est I’outil de base pour I'étude de

la stabilité des équations intégrales. A cet égard,

K(\) = /OOO MK (t)dt

désigne la transformée de Laplace de K qui, par (1.22), existe absolument pour A >

0; alors on a

Théoreme 1.13. [21] la condition suivante
det(I — K(A\)) #0 pour RX>0 (1.34)
est nécessaire et suffisante pour que (1.26) soit satisfaite.
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Preuve :

On démontre le théoreme dans le cas d’un scalaire, idem pour le cas général (a noter
que dans le cas scalaire les deux équations (1.23)-(1.24) coincident). On démontre
d’abord que (1.34) est nécessaire. En fait, (1.26) implique que R admet une trans-

formée de Laplace absolue pour *A > 0 et, par ailleurs, a partir de (1.23) nous avons
R(A) — KRN =—K()\), RA>0

ce qui donne
(I—KM\)I—-RWN)=1I, R >0

de sorte que (1.34) doit étre satisfaite.
Pour prouver que la condition (1.34) est suffisante, on démontre d’abord que R admet
une transformée de Laplace absolume pour R\ suffisamment grand. En fait,soit A

suffisamment grand afin que

a:/‘eM|K@|ﬁ<L
0

alors, a partir de (1.23)

ATaMyK@|ﬁ < w+/ /‘H(W—QHR(Hdwt

/ e | R(s) |/ AE=9) | K(t — ) | dtds

a+a/ e | R(s) | ds
0

IN

IN

et

r a
/ e | R(s) | ds <
0 L -

ce qui implique que R admet une transformée de Laplace absolue pour A suffisam-

a

ment grand . On note également que par (1.23) on a aussi
RO = KA\)(KW\) —I)"" pour R\ suffisamment grand (1.35)

On a maintenant besoin d’un résultat fondamental de la théorie de la transformation

de Fourier, notant par f*(z) la transformée de Fourier de f € L'(R)
+oo

ff(x) = /_ e " f(t)dt, x€R

(o)

on rappelle
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Remarque 1.3. [21] Soit F(z) une fonction analytique dans l'ouvert connere A 3 0
et tel que F(0) = 0. Soit f € L'(R) tel que f*(x) € A pour x € R. Alors il eriste
g € LY(R) tel que

g (x) =F(f*(x)) Vzek (1.36)

Alors on appelle K 'extension de K en posant f((t) = 0 pour ¢t < 0; aussi, par (1.34)

on a

K*(z)=K(izx) 1 VzeR
de sorte que, puisque F(z) est analytique dans C' — {1}, il existe g € L*(R) tel que
g"(z) = K(iz)(K(iz) = I)™"  zeR. (1.37)
Maintenant, on considere les deux fonctions

0
p1(z) = / e *tg(t)dt dans le demi — plan R\ <0

~

$a(2) = K(z(K(z)—1)""— / e Pg(t)dt dans le demi — plan R\ >0
0

Ce sont des fonctions analytiques dans leurs domaines respectifs, d’ailleurs elles sa-

tisfont

o1(ix) = ¢oiz) ze€R
o(z) = é1(z) pour RA<O
o(z) = ¢o(2) pour RA<O

Maintenant, ¢ est borné parce que ¢; et ¢ le sont, par conséquent, elle est constante

et, puisque lim, . o ¢(z) =0,¢(z) =0 V z € C. Cela donne

~

G\ = KN EN) =D pour RA>0

1.5 Quelques définitions et propriétés sur les es-

paces fonctionnels

Définition 1.4. Soit p € R avec 1 < p < 00, un ouvert de RY, on pose
LP(Q) ={f:Q— R: f mesurable et |f|F € L'(Q)}.
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On note

1fller = { / |f<x>|pdx} "

L) ={f:Q— R: f mesurable et 3 une constante C telle que |f(z)| < C p. p sur Q}.

Définition 1.5. On pose

On note

1z = mf{C, | f(x)| < C p. p sur Q}.

Théoreme 1.14. (Inégalité de Holder)[2].
Soient f € LP et g € L7 avec 1 < p < oco. Alors, f,g € L' et

/ 1l < 11 llrllgllze

Notation : Soit 1 < p < co. On désigne par g 'exposant conjugué de p. C’est a dire
Lol

p q

Théoréme 1.15. (Tonelli)[2].

Soient Oy C RN, Qy, € RN, des ouverts et soit F' : Q; x Qo — R une fonction

mesurable. On suppose que

|F(z,y)|dy < 0o pour presque tout x € ).
Qo

et que

/ de | |F(z,y)|dy < oo.
o Qo

Alors, F € L' (1 x Q).

Théoréme 1.16. (Fubini)[2].
On suppose que F € L'(Qy x Q). Alors pour presque tout x € Q,

F(z,y) € Ly () et / F(x,y)dy € LL().
Q2
De méme, pour presque tout y € ()s,

F(z,y) € LL(Qy) et / F(x,y)dx € L;(Qg).

Q1
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De plus on a :

/dx/ F(z,y)dy = /dy/ F(r,y)dz
Q1 Qo Qo 931
= // F(z,y)dzdy.
leﬂg

Notation : On désigne par C.(Q2) I'espace des fonctions continues sur 2 a support

compact, c’est a dire
Ce(Q)={feC(Q), f(x) =0Vz € Q\K, K C Q est un compact}.

Théoréme 1.17. (Ascoli)[2].
Soit K un espace métrique compact et soit H un sous ensemble borné de C(K). On

suppose que H est uniformément équicontinue c’est a dire
Ve > 0,36 > 0 tel que d(z1,x2) <6 = |f(x1) — f(z2)| <e VfeH.
Alors, H est relativement compact dans C(K).

Notation :
1. On pose (¢nf)(x) = f(x + h) (translation de f par h).

2. Soit Q C RY ouvert, on dit qu'un ouvert w est fortement inclus dans € et on

écrit w C 2 siw C Q et si W est compact.

Lemme 1.1. /2] Soit G € LY(RY) avec 1 < q < oo Alors, }Lin%”SOhG -Gl =0.

1.5.1 Les espaces de Sobolev W™P?

Définition 1.6. [2/ Soit Q un ouvert de RY. Pour m € N et 1 < p < oo, l’espace
de Sobolev, noté WP () est constitué des fonctions de LP(§) dont les dérivées par-

tielles jusqu’a 'ordre m , au sens des distributions, s’identifient a des fonctions de
LP(Q).

N
Pour ces dérivées, on pose o = (o, ., ., ., ay), |a] = g «; et on utilise la notion :
i=1
ol

D% =
aalxl. .. 80‘1\’33]\/

(1.38)
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La définition précédente donc,
WP ={ue LP(Q)/VNa e NV, |a| <m: D*uwe LP(Q)}.
Théoréme 1.18. [2] L’espace WP () muni de la norme

lallwns = > I1D%l|Ls

0<|ar|<m

est une espace de Banach.
Remarque 1.4. [2] L'espace W'? = {u € LP(Q) /N € NV, |a| < 1:4/ € LP(Q)} ..

Remarque 1.5. [2] Lorsque Q = RY, on peut en utilisant les transformations de

Fourier £ — 1(€) des fonctions u de L*(RY), donner la définition équivalente :
W = H(RY) = {u e L*RY)/ € — (1+[eP)"/2(e) € L*RM)}.

Définition 1.7. [2] L’espace W' est défini par la fermeture de l'espace C°(S).

Définition 1.8. [2] Soit 1 < p < oo ; WyP(Q) désigne la fermeture de CH(Q) dans

Wi(Q).

On note
HY(Q) = Wy (9).

1 . . . .
L’espace Wy'* muni de la norme induite par WP est un espace de Banach ; il est H}

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H', si 1 < p < oo.

Remarque 1.6. [2] Soit 1 < p < oo; W,P(Q) désigne la fermeture de C1(Q) dans
Whr(Q).

On note
HY(Q) = Wy?(9).

1, , S
L’espace Wy? muni de la norme induite par WP est un espace de Banach.
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Définition 1.9. Espace dual de W," [2]

On désigne par W=19(Q) (Q un ouvert de RN ) Uespace dual de Wy (Q) (avec 1 <

p < o0) et par H1(Q) Uespace dual de H} (2. On a les inclusions :
HycL*cH!

avec injections continues et denses.

Remarque 1.7. [2] Si Q est borné, on a

Wol’p C L2 Cc W= pour tout 1 < p < oo,

avec injections continues (et denses pour 1 < p).

Si ) n’est pas borné on a seulement
Wy € L* € W= pour tout 1 < p < 2

avec injections continues (et denses si 1 <p < 2).

1.6 Quelques modeles mathématiques en dynamique

des populations

Commencons tout d’abord par rappeler certaines définitions de termes employés
dans le domaine de la modélisation de croissance de population.
Le mot population désigne un ensemble d’organismes ou d’individus, souvent d’une
meéme espece, occupant une région déterminée et ayant tous ensemble certaines fonc-
tions. La taille d'une population est mesurée par une grandeur appelée densité de
population, qui est le nombre d’'individus par unité d’espace (et de temps).
L’espace est supposé homogene, c’est a dire que la population est uniformément
répartie dans I’environnement qu’elle occupe.
Plusieurs facteurs peuvent intervenir dans la variation de la densité d’une population,
nous considererons deux de ces facteurs :
e la natalité qui fait croitre le nombre des individus.

e la mortalité qui fait décroitre le nombre des individus.
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Il y a aussi la migration qui peut entrainer la variation de la densité. D’autres facteurs

importants peuvent étre pris en considération tels que : L’age, le sexe,...etc

1.6.1 Modeéle de malthus

Dans ce modele, on suppose que les individus se comportent comme s’ils étaient
isolés et équivalents, et que I'accroissement de la population est proportionnel a 1'ef-
fectif de la population et a la longueur de l'intervalle de temps mesuré selon une
échelle discrete ou continue.

La croissance, d’aprés Malthus [31], est simplement liée aux taux de mortalité et
de natalité. Il se base sur une loi mentionnant que les déces et les naissances sont
proportionnels a la population. De plus, il considere que le milieu n’influence pas la
croissance, c’est-a-dire qu’il n’est pas limitant. On suppose donc que dans le milieu
ou les facteurs limitants ( tels que la guerre ou la famine) la population suivra une
croissance qui tend vers I'infini. Ce modele est idéal lorsque le but premier consiste a
évaluer le potentiel d’augmentation d’une espece dans les conditions idéales. Ce qui

se traduit par I’équation différentielle suivante :

P'(t) = aP(t), (1.39)

ou P’(t) désigne la dérivée de P(t) par rapport a la variable t.

a s’appelle taux de croissance intrinseque de la population.

Modele discret :

On considere que la variable temps est décrite d’'une maniere discrete a pas constant.
Par exemple, on peut prendre comme unité : le jour, le mois, I'an... etc.

Soit n € N, notons par P, le nombre d’individus a l'instant n, d'une population P
donnée, (P, > 0). Soit (3 le coefficient de fertilité, défini comme étant le nombre
de naissances par unité de temps et par individu et soit p le taux de mortalité qui
désigne le nombre de décés par unité de temps et par unité de population. Alors on

peut écrire :

Pn—&—l:Pn_’_ﬁPn_MPn <~ Pn—&-l_Pn:(ﬁ_ﬂ)Pn‘ (140)
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Nous avons donc une relation entre le nombre des individus a l'instant n + 1 et celui
des individus a l'instant n.

De (1.40) on a 14+ 5 — p > 0. Plus exactement : u < 4+ 1, ce qui traduit le fait qu’il
ne peut mourir plus d’individus qu’il n’y en a effectivement.

Si on pose r =14 8 — u, r s’appelle le taux de croissance net et peut dépendre de
plusieurs facteurs.

G et p dépendent du nombre d’individus de la population P a U'instant n, ie 8 = G(P,)
et u = u(P,), alors on a

P =1+ 8(P) — u(Pn)) Py =1r(P) Py
Par itération, on aura :

P..1 = r(P,)P,

Pn+2 = T(Pn—i—l)Pn—l—l - T(Pn+l)T(Pn)Pn
n+1

= 7(Po1)r(Py)..r(Po)Py = H'r’

e Sir(P,) > a; > 1 alors

Poi1 = 7(P)r(Poy)..r(Po) Py > o' Py, ¥n € N,

et on déduit que lim,,_, . P, = +00, ( explosion de la population).
e Sir(P,) < as <1 alors

Poi1 = 7(P)r(Po1)..7(Po) Py < ay ™ Py, ¥n € N,

et on déduit que lim,,_., ., P, =0, ( extinction de la population).
Modele continu :
La variable temps est notée ¢ et appartient a l'espace RT = [0, +oo.
Soit P(t) la population totale a l'instant ¢, Soit [ le coefficient de fertilité, défini
comme étant le nombre de naissances par unité de temps et par individu et soit u
le taux de mortalité qui désigne le nombre de décés par unité de temps et par unité
de population. Si At désigne la longueur d’un intervalle de temps court [¢,t + At],
le nombre de naissance est approximativement GAtP(¢). On suppose aussi que le
nombre des morts dans le méme intervalle de temps est approximativement uAtP(t),

donc on a :

P(t+ At) — P(t) = (8 — p) P(t)At,
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En divisant par At on a

P(t+ AAt])f — P (B —p)P(t),

sous ’hypothese que At prend des valeurs arbitrairement petites, la fonction P(t) est

dérivable, et en prenant a = [ — p, il en découle I'equation différentielle ordinaire

suivante :

P'(t) = aP(t), (1.41)

ou P’(t) désigne la dérivée de P(t) par rapport a la varaible t.
a s’appelle taux de croissance intrinseque de la population. Dans ce cas « est constant
et I"équation (1.41) est dite modele de Malthus [45]

L’équation différentielle (1.41) a une infinité de solutions données par
P(t) = Pyet=t0), (1.42)
ou Py est la taille de la population a l'instant g, ie P(ty) = Fp.

Si a>0 = limy o P(t) =400, ( explosion de la population),
St a<0 = limy_ie P(t) =0, ( extinction de la population),
Si a=0 = limy,  P(t) = Fy( I’évolution de la population est stationnaire

pour n’importe quelle condition initiale).

Le modele de malthus est irréaliste sur une longue période, méme s’il décrit correcte-

ment certaines épisodes de la croissance d’organismes ou ou de populations.

1.6.2 Modele de Verhulst

Ce modele a été présenté par le mathématicien Verhulst en (1838)[45], pour
modéliser la croissance d’une population en présence de facteurs limitant (ie la crois-
sance de la population se stabilise au cours du temps).

C’est un modele de croissance proposé, en réponse au modele de Malthus qui supposait
un taux de croissement constant sans frein conduisant a une croissance exponentielle
de la population.

Le modele de Verhulst suppose que le taux de natalité et le taux de mortalité sont
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des fonctions affines respectivement décroissante et croissante de la taille de la popu-
lation.

Autrement dit, plus la taille de la population augmente, plus son taux de natalité
diminue et son taux de mortalité augmente.

Ce modele conduit, en temps continu, a une fonction logistique et en temps discret a
une suite logistique.

Si on appelle par :

e P la taille de population .

e ((P) le taux de fertilité.

e 1(P) le taux de mortalité.

La taille de la population suit I’équation différentielle suivante :
pop q

P'(t) = P(t)(B(P) — p(P)). (1.43)

si u et 3 sont des fonctions affines respectivement croissante et décroissante, alors

a = [ — p est une fonction affine décroissante.
a(P) =a; —asP.
, Avec «j une constante de signe quelconque et as une constante positive.

D’ou I'équation :
P'(t) = P(t)(a; — aaP(1)). (1.44)

051
En posant k = — on aura,
0%

P'(t) = a, P(t) (1 - %) . (1.45)

Résolution en temps continu D’ou

P(0)k
PO P =P - e 140

ay s’appelle constante de croissance intrinseque, k est la capacité de charge dans le

cas ou a1 > 0 .
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Chapitre 2

Modeles Mathématiques pour des

populations structurées en age

Dans les modeles de Malthus et Verhulst, la fonction densité de population ne
tient pas compte des ages des individus, les taux de fertilité et de mortalité non plus.
Alors que dans une population donnée, les différentes classes d’ages ne contribuent
pas de fagon identique a la reproduction de nouveaux individus, et la mortalité n’est
pas en général constante par rapport a ’age.

Le modéle linéaire de Lotka-McKendrick est un modele linéaire de base qui
prend en considération la variable age, c’est la conséquence de certains travaux, voir
[45],[25].

Définissons d’abord la fonction densité p(a,t) par rapport a I'age (a > 0 : 'age, t : le

temps), ou bien ce qu’on appelle encore la distribution d’age d’une population :

nombre d’individus d’ages compris entre a et a + ¢ au temps ¢

p(a,t) = lim 8

a2
Si0 < a; < asg, alors / p(a, t)da représente le nombre d’individus qui a Uinstant ¢
ay

+oo
ont un age compris entre a; et ay et P(t) = / p(a,t)da est la population totale a
0

anr
I'instant ¢ (ou bien P(t) = / p(a,t)da, ap; étant 'age maximum).
0
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On appellera t — p(0,t) le taux de naissances ou fonction de naissances, il faut noter
que p(0,t) ne représente pas un nombre d’individus mais encore une densité.
Les naissances (age=0) sont supposées obtenues par :

+o0

p(O,t) = . ﬁ(a)p(a,t)da.

e 3 = f(a) : ceeflicient ou taux de fertilité a I’age a , c’est le nombre moyen de
naissances provenant d’un individu d’age a.
o 1 = u(a) : coefficient ou taux de mortalité a I’age a , c’est le nombre moyen de
décés a I’age a par unité de population de méme age.
Si un individu a un age a a l'instant ¢, il aura un age a + h a l'instant ¢ + h et la

variation du nombre d’individus d’age a a I'instant ¢ aprés un intervalle de temps de

longueur h (h petit) est due a ceux qui disparaissent entre les deux instants ¢t et t+h :

h
pla+h,t+h)—pla,t) = —/ p(a+ s)pla+s,t+ s)ds,
0

En divisant par h et en passant a la limite lorsque h — 0, on obtient ( quand la limite

existe) :

ht+h)—plat
Dp(at) — }lii%p(wr : +h) p(a,t)
= —p(a)p(a,t).

C’est la variation instantanée de la population d’age a a I'instant .

La distribution initiale d’age est supposée connue :

p(a,0) = po(a).

Alors le modele de Lotka-McKendrick-Von Feester est constitué par le systeme sui-

vant :
( Dp(a,t) = —p(a)p(a,t), D.p. a>0, t>0,
+00
(5)§ p(0,8) = B(a)pla, t)da, >0,
0
\ p(a,O) = pO(a)a a Z 0.
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Résolution

On suppose que les données du probleme pu, 3 et pg sont des fonctions continues par
+oo

morceaux, positives, u et 3 bornées, / p(z)dr = +oo et que py € L'(RT).
0

0
Notons que lorsque p est différentiable, la quantité Dp(a,t) n’est autre que a—p(a, t)+
a

—(a,t). La technique des caractéristiques (ici on a des demi-droites de pente +1)
réduit la premiere equation du systeme (.S) sur chacune de ces caractéristiques a une
équation différentielle ordinaire dont la résolution est simple.

Soit (ag,ty) € [0, 4+00[x[0, 400, avec agp > 0 ou tyg > 0. Posons le changement de

fonctions suivant :

p(h) = plag+ h,to+ h),

fi(h) = plag + h).

Alors de (S) on a :

D ampn) (D)

qui, admet pour chaque condition initiale p(0) une solution unique :

- | p(z)dz
#(h) = (0)e J v
D’ouon a:

h
/ wlag + z)dx
plao + h,to + h) = p(ag, to)e Jo :

Tout point (a,t) € Ry x Ry est atteint par une demi-droite et une seule parallele a
la premiére bissectrice qui part du point (a —¢,0) si a > ¢, du point (0, —a) sit > a
et de l'origine si t = a.
Soit (a,t) € Rt x RT.
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Sia>t, onposeay=a—ttyg=0et h=t, alors

h
—/ plao + x)dx
pla,t) = plag+ h,to+ h) = plag, to)e Jo

h
/ w(ag + x)dx
= pla—t,0)e Jo

¢
—/ p(aop + x)dx
= p(a’ —t, 0)6 0

d’ou
a—t+az)de

pla,t) = pla—t, 0)6_/0 ul . (2.1)

Sia<t, onposeay=0,tg=t—aet h=t,alors:

h
- z)dx
plat) = p(0,t—a)e / e

Feo - (x)dx
pla,t) = B(x)p(x,t —a)dr e /0 a

0
Remarque 2.1. On obtient une équation intégrale, les solutions de cette équation

intégrale sont les solutions de (5).

Introduction des parametres fondamentaux
I’évolution de la population est décrite par sa fonction de densité par rapport a I’age
a au temps ¢ :

p(a,t) a € [0,ap], t>0

ou ays désigne I’age maximum qu’ on suppose fini. Ainsi, I'intégrale :

/ p(a,t)da
al

donne le nombre d’individus qui, au temps t, ont un age compris dans l'intervalle

[a,a); et
P(t) :/0 pla,t)da. (2.2)

est la population totale a l'instant t.

En ce qui concerne la fertilité et la mortalité, nous introduisons tout d’abord :
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B(a) = taux de fertilité a I’age a,

qui peut etre défini comme le nombre de nouveau-né, dans une unité de temps, prove-
nant d’un seul individu dont I’age est dans I'intervalle d’age infinitésimal [a, a + da].
Ainsi,

/a Bla)pla, t)da

donne le nombre de nouveau-né dans une unité de temps, provenant des individus
ayant un age compris dans U'intervalle [a;, as]. Nous considérons également que le taux

de natalité totale .
B(t) = / Bla)p(a, t)da. (2.3)
0

qui donne le nombre total de nouveau-né dans une unité de temps.

Nous introduisons également

p(a) = taux de mortalité a I’age a,

est le taux de mortalité des personnes ayant un age compris dans l'intervalle [a, a+da] ;

alors le taux de mortalité totale est :

D) = [ ulanta.t)da (2.4

et donne le nombre total de déces survenus dans une unité de temps.

Les fonctions (3(.) et p(.) sont, bien sir, positives : elles sont aussi appelées les taux
vitaux et elles sont considérées comme des taux déterministes, en pratique, elles sont
données sur une base statistique. En figures (2.1) et (2.2), nous montrons des exemples

classiques de ces fonctions, tirées de la démographie.
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FIGURE 2.1 — Une courbe typique pour la fertilité [26]

D’autres quantités significatives proviennent de (3(.) et u(.); & savoir

- ’ o)do
[I(a) =€ /0 He) : a € [0, ap] (2.5)

désigne la probabilité de survie a savoir la probabilité pour qu'un individu survive

jusqu’a I’age a; donc I(ay) = 0; en outre la fonction
K(a) = B(a)l(a), a € [0, an] (2.6)

est appelée la fonction de maternité et synthétise la dynamique de la population ; elle

est relative au parametre
an
R:/ B(a)I(a)da (2.7)
0

qui est appelé le taux net de reproduction et donne le nombre de nouveau-né qu’un
individu est censé produire au cours de sa vie reproductive. Nous allons voir que

ce parametre va jouer un role dans la discussion du comportement asymptotique de
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la population, en fait nous attendons de la population & montrer une tendance a la

hausse lorsque R > 1, une décroissance si R < 1, une stablilité lorsque R = 1.

FIGURE 2.2 — Une courbe typique pour la mortalité [26]

Enfin nous considérons la durée de vie :
apnr
L :/ II(a)da. (2.8)
0

Il s’agit de la valeur moyenne de la vie d'un individu : en réalité (2.8) peut étre mieux
comprise si I'on note que p(a)ll(a)da est la probabilité pour qu'un individu survive
jusqu’a I’age a et ensuite mourir dans [a,a + da|; ainsi :

apns an d
L = / ap(a)l(a)da = —/ a—TII(a)da
0 0 da

= —aH(a)|gM+/ (a)da
0

_ /0 ' a)da
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ou nous avons utilisé I1(ay) = 0.

2.1 L’équation de Lotka-McKendrick (Approche

de Tannelli)

Nous allons maintenant déduire les équations de base qui décrivent 1’évolution de
la population selon les hypotheses phénoménologiques de la section précédente, ces
équations sont la conséquence de la balance des naissances et des déces au cours du
temps.

Considérons d’abord la fonction :

N(a,t) = /Oap(a, t)do

qui représente le nombre d’individus qui, au temps ¢, ont ’age inférieur ou égal a a.
Ensuite, nous avons, pour h > 0

N(a+ h,t+h) représente le nombre d’individus qui, au temps ¢+ h, ont ’age inférieur
ou égal a a + h.

N(a+h,t+h)= N(a t) + [+ naissance - mortalité].

N(a+h,t+h) = N(a,t) +/t §)ds — / / ot + o)dods  (2.9)

En fait, dans (2.9) , le second terme de droite donne Ientrée de tous les nouveau-
nés dans l'intervalle de temps [t,t + h] : ils ont 'dge inférieur ou égal a h et, par
conséquent, ils doivent étre inclus dans le nombre N(a + h,t + h).

En outre, puisque :
a+s
/ p(o)p(o,t + o)do
0

est le nombre des individus qui meurent a l'instant ¢ 4+ s , ayant un age inférieur
ou égal a a + s, le troisieme terme sur la droite de (2.9) donne la perte a partir du
groupe initial des individus N(a,t) et des nouveau-nés, a travers 'intervalle de temps
[t,t + h].

33



Maintenant nous dérivons (2.9) par rapport & h, et posons h =0 :

pla,t) + /Oa %da = B(t) — /Oau(a)p(a, t)do

A partir de ceci, mettant a = 0, on obtient :

p(0,1) = B(t)
et, dérivant (2.9) par rapport a a :

op(a,t) N op(a,t)

5 5, T H@p(at) =0

Ainsi (voir également (2.3)), nous arrivons au systeme suivant

(. Op(a,t)  Op(a,t)
D TR

+ p(a)p(a,t) =0
i) p(0,1) = / " B(0)p(o, t)do

iii) p(a,0) = po(a)

\

ol nous avons ajouté la condition initiale (iii).

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Le systeme (2.13) est le modele de base qui décrit I’évolution d’une seule population

dans les conditions phénoménologiques spécifiées au début de ce chapitre. Voici une

liste des hypotheses que les fonctions de base ((.) et u(.) sont censées remplir pour

étre biologiquement significatives et pour permettre le traitement mathématique de

(2.13) .
B(.) est positive et appartient a L%(0,ay,)

() est positive et appartient & L}, ([0, axr))
anr
/ w(o)do = +o00
0

po € L'(0,ay) po(a) >0 p.p.dans [0, apy]

(2.14)
(2.15)

(2.16)

(2.17)

Ici aps est 'age maximum qu’'un individu de la population peut atteindre et, comme

déja indiqué, nous supposons ay; < +00. La condition (2.16) est nécessaire pour que
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la probabilité de survie I1(ays) s’annule a 1'age ayy.
Le traitement du probleme (2.13), sous ces hypotheses, sera développé a travers les
sections suivantes, effectivement, au lieu de traiter (2.13) directement, il sera trans-

formé en une équation intégrale de Volterra donnée dans la section suivante.

2.1.1 L’équation de renouvellement

Nous allons maintenant obtenir une formulation différente du probleme (2.13). A

cette fin, nous avons fixés :

’ o)do
q(a,t) :6/0 #o) p(a,t) (2.18)

Ainsi, nous obtenons :

ii) q(0,t) = B(t)
(2.19)

' (0)do
i) q(a,O)ze/O 8 po(a) = qo(a)

\

Si nous supposons que B(t) est donné, ¢ peut étre considérée comme la solution
de I'équation différentielle partielle du premier ordre ((2.19),4) dans la bande {a €
[0,an], t >0} avec les conditions aux limites ((2.19),4i) et ((2.19),44i) sur la ligne
médiane {a = 0,t > 0} et sur {a € [0, ay],t = 0}, respectivement.

Considérons I’équation ((2.19), 7). Par la méthode des caractéristiques, ona: da = dt
ce qui implique que a—t=¢, ceR.

On projette sur les caractéristiques,

{n:@—t
€=
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q = u(&,n) et on écrit I'équation ((2.19),4) dans (n,€). Ainsi, on obtient,

duat) _ ou&n) OE(at)  dul&n) Onfa.t)

da o€ da on da "’
_ Oul&n)
an
Oq(a,t) _ Oul&n) 0&(at)  Oul&m) Inlat)
ot o€ ot an ot
_ Oul&n) _ Oul&n)
73 on

Or,

Oa(a.t) | Dala.t) _ dulE.m)
ot o 0
¢(a—t)

=0, cequi implique que,  u(&,n) = é(n) =

Ainsi, ¢ est de la forme :
q(a,t) = ola —t)

ou ¢ est déterminé par les conditions aux limites; en fait, nous avons

qola —t) st a>t
q(a,t) =
B(t —a) st a<t
qui a son tour, par l'intermédiaire de (2.18), donne la formule suivante pour p(a,t) :
II(a) ,
—1 >t
pola —t) (o — 1) st a >
p(a,t) = (2.20)
B(t — a)ll(a) st a<t

Maintenant, la formule (2.20) nous permet d’obtenir une équation pour le taux de
natalité B(t) : En fait, le remplacement de (2.20) dans ((2.13), i)

(voir(2.11) ), nous donne, pour t < ayy; :

Blt) — /0 ™ Bla)pla, t)da = /0 B(a)T1(a)B(t — a)da +

+ /taM B(a) Hg(i)t)po(a —t)da
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et, pour t > ayy :

/ Bla )B(t — a)da

Ainsi B(t) satisfait I’équation intégrale de Volterra du second degré suivante :

+ /t K(t — s)B(s)ds (2.21)

I(a +1)
/ Bla >po(a —t)da = / Bla+1) M(a) ——po(a)da (2.22)
K(t) = B(H)1(¢) (2.23)

out > 0, et les fonctions 3, II, py sont prolongées par zéro en dehors de I'intervalle
[0, anr].

L’équation (2.21) est connu comme l'équation de renouvellement et aussi comme
I'équation de Lotka, nous remarquons que le noyau K (t) est la fonction de maternité
définie dans (2.6).

Notre procédure ci-dessus montre que, bien que formellement, (2.21) est équivalent au
probleme (2.13) ; effectivement (2.21) est le principal outil pour étudier ce probleme,
le lien étant assurée par (2.22) et (2.23) avec la formule (2.20). La proposition suivante

expose quelques propriétés de(2.21) sur la base des hypotheses (2.14) - (2.17) .

Proposition 2.1. [26] Soient (2.14) - (2.17) sont satisfaites, alors :

K({t)>0 pp., K(@{)=0 pour t>ay, K e L'Ry)NL®(R,) (2.24)
F(t) >0, F(t)=0 pour t>ay, FeCR,) (2.25)

St en plus
po € WHH0, an) et w()po(.) € L0, ap) (2.26)

alors F € WH=(Ry).

Preuve :
(2.24)et la premiere partie de (2.25) sont évidents.
Effectivement, on a K(t) = B(t)I1(¢) or 5(t) > 0 et II(t) > 0 d’ou K(t) > 0 p.p.
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Pour t > ay, on a II(t) = 0, ce qui implique que K (t) = 0.
On a F(t) > 0 par définition et

/ Bla )PO(a—t)d

onpose a=a—t = a=d+t et da=dd

- /OOO Ba’ + t)%po(a’)da' = /000 Bla + t)%po(a)da.

Pour t>ay, ona Il(a+t)=0 dou F(t)=0

Pour prouver que F' € C(R. ), prenons ty, > 0, alors nous avons

/ Bla a_t)(po(a—t)—pg(a—to))da+

/ Bla )po(a —to)da

étant donné py € L*(R) :

————(pola —t) — po(a —ty))da| <

)
<8 / lpo(a —t) — po(a —to)|da
0
or d’aprés le lemme (1.1) du paragraphe 1.5 on a

/ Ipo(a —t) — po(a —to)|da — 0 quand t — t,
0

comme t — tp, on a :

lim F'(¢ / Bla )po(a — to)da = F(to)

t—to

Enfin, d’une maniére similaire, on peut prouver que les conditions de (2.26) impliquent
que F' € WhHe(R,).
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2.1.2 Analyse de I’équation de Lotka-McKendrick

Maintenant, nous étudions le probleme (2.13) en considérant 1’équation de re-
nouvellement (2.21) avec (2.22) et (2.23). D’abord nous avons le théoreme suivant
qui est en fait une partie de la théorie standard des équations de Volterra (Voir Les
préliminaires, Chapitre 1) : ici nous donnons la preuve du théoréeme dans un souci de

rigueur :

Théoréme 2.1. [26] Soient (2.14) - (2.17) sont satisfaites, alors ’équation (2.21),
avec (2.22) et (2.23), a une solution unique B € C(R,) telle que B(t) > 0 pour tout
t. Si en plus py satisfait (2.26), alors B € Whe(R,) et :

B'(t) = F'(t) + K(t)B(0) + / UKt - $)B'(s)ds (2.27)

Preuve :
Dans ce qui suit, nous considérons

C([0,T];R) ={f:[0,T] = R tel que f continue sur [0,T]} et

|fleqo = 1flle = SUP} |f ()]

te[0,T

Supposons d’abord que
|K|L1(]R+) = / K(s)ds <1 (228)
0

Ensuite, la solution de (2.21) est obtenue par la procédure d’itération standard

t (2.29)
B¥(t) = F(t) +/ K(t — s)B*(s)ds.

En fait, prenons n’importe quel T > 0, puis par (2.24) et (2.25) nous avons B* €
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C([0,T)) et B¥(t) > 0; d’ailleurs.

|B* — B = / K(t - 5)(B*(s) — B¥(s))ds

< [ K@= 9B ) - B )l

< /t K(t — s)|B*(s) — B*1(s)|ds
0
et
|B = B[l < |K|pi@[|B* = B |oo-
En effet, essayons de donner plus de détails, on a :
B°(t) = F(t)
B(t) = F(t) + /t K(t —5)B%(s)ds
0

ce qui implique que,

t
B = B — /K(t—s)Bo(s)ds
0

< / Kt — 5)||B"(s)|ds

< K@) IBx

B%(t) = F(t) + /t K(t — s)B'(s)ds

ce qui implique que,

1B~ B = / K(t - )(B\(s) — B%(s))ds

< /OK(t—s)|Bl(s)—BO(s)]ds

< B[ 1B
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B3(t /Kt—sB2 (s)ds

ce qui 1mphque que,

1B° = Bl =

< / K(t - 5)|B(s) — B\(s)|ds

< KL 1Bl

Donc, Vk € N
alors
1B = B¥lloe < K5k, I1B° |-

Montrons que (B¥)gen est une suite de cauchy dans C([0, T],R). Verifiant, donc si
Ve>0, dngeN, Vn,m>ny, =|B"—B" <e

|B" = B"|los = ||IB"—B""'+B"" + .. +B" - B"|
< HBn o Bn+l”oo + HBn+1 _ Bn+2HOO 4o+ HBmfl . Bm”oo

< (K[ ey 1K Ry + - 1K @) I .

- LY(Ry)
Considérons la série E |K |ZﬂR ,) avec le terme général =|K |ZﬂR Ry

> U, est convergente = (S,,) la suite des sommes partlelles est de cauchy.

Ve>0, dngeN, Vnm>ny, = |S"—5"1<e
i+1
Z|K|L_’IR+)

-5 Z |K|ZL—’IIR+

Dott ||B® — B"||o < |S™ — 8" < ¢, donc la suite (B*(t))ren est une suite

de cauchy.
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Comme (C([0, T],R), ||.]ls) est un espace de banach, alors il existe B(t) € C([0,T], R)
telle que limy_.o, B*(t) = B(t).

Montrons que B(t) est la solution de (2.21), on a :
B*(t / K(t — s)B"(s)ds.

Posons Z(t / K(t — s5)B(s)ds et vérifions, si limy_.., B*(t) = Z(t)

1B~ 7 =‘AKﬁ—$w“%ﬂ—B®Ms

< /K |BY1(s) — B(s)|ds

VAN

t
|Kmm”_éu%%@—3@us

IN

Klpg,y [IB¥'=Blle—0 si n— oo

Ainsi, par (2.28) la suite (B*(t))zen converge uniformément sur [0, 7], vers la solution
B(t) de (2.21), tels que B € C([0,T1]) et B(t) > 0.
En ce qui concerne 1'unicité de cette solution nous constatons que si B(t) et B(t) sont

deux solutions de (2.21), alors nous avons
IB = Blloo < [K[1) 1B = Blloo

de sorte que, par (2.28) B(t) = B(t).
Si en plus py satisfait (2.26) alors, par la Proposition 2.1 et (2.29), nous avons B €
Wh>(R, ) et, en posant :

Vi) = LB
onaVke L*R,) et
V() = F'(t) + K(t)F(0) + / t K(t — s)V¥(s)ds, (2.30)
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ce qui donne
‘Vk+1 - vk‘Loo(]RJr) S |K|L1(R+)|vk - Vk71|Loo(R+).

Ainsi, & nouveau par (2.28), la suite V* converge dans L>=(R, ) vers

d
V(t) = EB@) p.p. Bien sur, (2.27) résulte de (2.30).

Enfin, si (2.28) n’est pas vérifiée, prenons « tel que

/ e “K(t)dt <1
0

Posons B(t) = e ' B(t), F(t) = e *F(t), K(t) = e *“K(t) Péquation (2.21) est

transformé en une équation équivalente :
t — —
+ / K(t —s)B(s)ds (2.31)
0

et puisque que K (t) satisfait (2.28), ce probléme peut étre résolue de la méme maniere
que précédemment.
Le théoréme (2.1) nous permet d’énoncer des résultats pour le probleme (2.13) via la

formule (2.20). En effet, nous avons :

Théoreme 2.2. [26] Soient (2.14)-(2.17) et (2.26) sont satisfaites. On suppose également

que :
/ B(a)po(a (2.32)

et soit p(a,t) définie par (2.20) ot B(t) est une solution de (2.21) - (2.23). Alors :

p € C([0,an] xRy), pla,t) >0, p(l)p(.,t) € LY(0,an) Vt>0 (2.33)

Ip Ip .
8t( . 1), 8a(a t) existe p.p. dans [0,ap] % [0,00] (2.34)

et le probleme (2.13) est satisfait. Cependant p(a,t) est la seule solution dans le sens
de (2.33) et (2.34).

Preuve :

La preuve de (2.33) et (2.34) est assez simple et résulte des propriétés de B(t), données
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dans le Théoreme (2.1). Nous considérons seulement 'inégalité suivante concernant

la derniere partie de (2.33) :

at min(t,ans) an "
[t = [T w@se - on@das [ @i - o

min(t,ans)

IN

min(t,ans)
max | B(s)| /0 p(@)T(a)da +

s€[0,¢]

anr

~maz(t,apns)—t
+ elo M “(")d"llpolloo/ w(a)l(a)da <

min(t,ans)

max(t,aps)—t

< max |B(s)| + el HO 1 po | o
s€[0,t]

et soulignons le fait que (2.32) a pour but d’assurer la continuité de p(a,t) a travers

la droite a = t; en fait

B@%=AWM®mwMa=m@)

Tant que 'unicité est concerné, nous avons déja vu (formellement, mais maintenant
la procédure peut étre répétée avec rigueur) que la solution de (2.13) doit étre de
la forme (2.20) avec B(t) satisfaisant (2.21) et (2.23) : I'unicité de la solution de ce
dernier probleme donne I'unicité pour (2.13).

Nous avons vu, qu’avec les hypotheses (2.26) et (2.32), la formule (2.20) nous donne
une solution que nous pouvons appeler classique, effectivement, cette formule est
significative méme si ces conditions ne sont pas satisfaites, en effet (2.26) est suffisante

pour donner une solution au sens indiqué dans le texte suivant :

Théoreme 2.3. [26] Soient (2.14) - (2.17) sont satisfaits, alors p(a,t),définie par

(2.20) a les propriétés suivantes :
p(.,t) € C([0,T); L*(0,ayr)), pla,t) >0, pp. dans [0,ap] x Ry,  (2.35)
(s )]er < €= |p| s, (2.36)
p(a,t) est continue pour a <1 et satisfait (2.13,i1) pour >0, (2.37)

1
]llin% E[p(a + h,t +h) —p(a,t)] = —ula)p(a,t) pp. dans [0,ap] x Ry (2.38)
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Preuve :

Prouvons (2.36) en premier. De (2.22) nous avons :
F(t) < [Brelpolrr, K(t) < |Blr,
puis, a partir de (2.21) :
¢
B(t) S |ﬁ|L°°|p0|L1 + ’/6|Loo/ B(S)ds
0
Ainsi, par I'inégalité de Gronwall
B(t) < || |po 1. (2.39)

De cette estimation, la formule (2.20) donne :

Ip(., )| = /0 B(t—a)H(a)da—i—/Ooo %po(a)da

t
0

— Bl po| 1

Maintenant (2.35) découle facilement de (2.36), en fait, pour un

po € L'(0,ayr), considérons pjy une suite telle que :

py  satisfait (2.26)et(2.32), lim  |pf — polrr =0,

et soit p" la solution de (2.13) correspondant & p3. Ainsi p" € C([0,T]; L'(0,ay)) ,

par (2.36) et la linéarité, nous avons :

(1) = p( )]z < Pl pf — pof 1

de sorte que p est la limite de la suite p™ dans U'espace C([0, T]; L' (0, ap)) i.e. (2.35)
est vral.
Enfin, (2.37) et (2.38) sont simples.
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Le théoreme précédent montre que méme lorsque la donnée initiale py n’est pas
réguliere la solution p(a,t) a encore une certaine régularité. Nous notons également
que (2.36) assure la continuité de la solution p par rapport a la donnée initiale py(donc
bien posé), dans la norme de espace L'(0,ay,) : il s’agit d’une caractéristique prin-
cipale du probleme et il est en accord avec la signification biologique de la densité de

la population p(a,t).

2.1.3 Le comportement asymptotique

Ici, nous étudions le comportement asymptotique du taux de natalité B(t), i.e, nous
discutons le comportement asymptotique de la solution de I’équation de renouvel-
lement (2.21)-(2.23) : aussi tout résultat sur B(t) peut étre traduit a p(a,t), via la
formule (2.20).

En premier, nous notons que, par (2.39), B(t) est absolument Laplace transfor-

mable et R
A F(\)

B(\) = R (2.40)

ot f()\) désigne la transformée de Laplace de f(t).

Ainsi, nous pouvons utiliser les techniques classiques de la transformée de Laplace
qui conserve le comportement asymptotique de B(t) pour les singularités de B(\)
(voir Prélminaires).

Comme F(t) et K(t) s’annulent pour ¢ > ayy, leurs transformées F(\) et K()\) sont

des fonctions analytiques entieres de A ; en effet d’aprés (2.40) B(\) ne peut avoir que

des poles qui sont trouvées parmi les racines de ’équation
K(A) = 1. (2.41)
En ce qui concerne cette derniere équation nous avons;

Théoréme 2.4. [26] L’équation (2.41) a une et une seule solution réelle a* qui est
une racine simple. a* < 0 si et seulement st K(t) < 1. Toute autre solution «

0
de (2.41) est tel que Ra < a*. Dans toute bande o1 < R\ < 09, il y a au plus un

nombre fini de racines.
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Preuve : Considérons la fonction réelle :
v K(z) = / cMK(Bd,  zeR (2.42)
0
qui, puisque K(t) > 0, est strictement décroissante et telle que

lim K(z) = 400, lim K(z)=0.

T——00 T——+00
Alors, il y a une et une seule solution réelle o* de (2.41) et, puisque

d . > *
%K(x)u:a* = —/O te" 'K (t)dt < 0,

o0
a* est une solution simple. Bien str a* < 0 si et seulment si K (0) = / K(t)dt < 1.
0

Soit « une solution différente de o*, alors :

/0 h e IK(t)dt =1=9R ( /0 h e‘o‘tK(t)dt) =

- / et cos(Tat) K (£)dt < / e i (1)t
0 0
de sorte que, puisque (2.42) est stictement décroissante, il s’ensuit que Ra < o*.

Enfin, puisque K(\) — 0 quand |A| — 400, toutes les racines dans la bande
o1 < R\ < 09 doivent se trouver dans un sous ensemble borné et en nombre fini car

si non K(«) s’annulerait de maniere identique.

Maintenant nous somme préts a formuler.

Théoréme 2.5. [26] Soit py satisfait (2.17) et soit o* défini dans le théoréme précédent
alors

B(t) = boe™ (1 + Q(t)) (2.43)

ol
bp >0 et lim Q(t) =0.

t——+00

Preuve : En premier on considere le dernier terme dans (2.40), on a :

lim w =0 (2.44)
IA| = 400 1=K
R >0
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Flo+iy)K (o + iy)

+o00

ol § € R est arbitrairement choisie et ¢ € R est tel que la ligne SR\ = o ne croise

dy < 400 (2.45)

aucune racine de (2.41). La condition (2.44) est vérifiée parce que

lim K(\) = lim F(\)=0. 2.4
i BN = i F) =0 (240

dans le demi-plan SRA > 4. Concernant (2.45), on note d’abord que (2.46) implique
aussi
o= inf |1 — K(o +1i .
m ;IelR’ (o +iy)| >0

En outre, définissant les fonctions

fo(t)=e"F(t) Vt>0;  f(t)=0 Vt<O0,
et

go(t) =€ 'K(t) Vt>0;  g,(t)=0 V<0,

on constate que, puisque qu’elles s’annulent en dehors de [0, ay], leurs transformées

de Fourier f*(y),g:(y) appartiennent & L*(R) et aussi

fiy) = F(o+iy), gi(y) = K(o +iy).

Ainsi R X
F(o+iy)K (o + iy)

~

1— K(o +iy)

< 11 W)W (247)

et (2.45) est satisfait.

Maintenant on prend o > a* et on considere la fonction

1 (7T PA)K()
H(t) = — / FOEQR) gy (2.48)
21 Joie 1 — K (M)
qui, par (2.44) et (2.45) est bien définie et a la transformée de Laplace
~ F\)K(A
H(\) = M; par conséquent, de (2.40), nous avons
1—K(\)

B(t) = F(t) + H(t). (2.49)
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Enfin, on considere o; < o telle que toute racine de (2.41), autre que o, se trouve
uniquement sur la gauche de la ligne R\ = 1. De (2.44) et (2.45) on change I’abscisse

d’intégration dans (2.48), de o a o1 (voir Préliminaires) ; ce qui donne :

H(t) = e (bo + Qol(t)), (2.50)
O’[L o)
o /’amp@ﬁ
by = Res —F(/\){(()\)] =2 (2:51)
1—=K)|,_,. / te VK (t)dt
0
et
ottt VK (A
’QO(t” _ € / Mg‘td/\ (2.52)
2m 01—100 1- K<)\)
6—(04*—01)2&
D — * 2 * 2 .
= Mg, ’fal‘L (R)’gm’L (R)

On voit que by = 0 si et seulement si F'(t) = 0 pour tout ¢ > 0, mais dans ce cas la
seule solution pour (2.21) est la solution trivial B(t) = 0. D’autre part, si by > 0, par
(2.49) et (2.50)

. —ot B (¢ 1
B(t) = boe®™ 1+ R —Q(t)
bo bo

et (2.43) est prouvé.

Quelques commentaires sur by sont maintenant dans 1’ordre. En premier, nous
allons interpreter le cas by = 0 : nous avons vu, dans la preuve du théoreme, que ce

cas se produit si et seulement si F(t) = 0, c’est a dire si et seulement si

/Oooﬂ(a—kt)po(a)%dazo Vt>0

et par conséquent, si et seulement si, pour tout t > 0,
Bla+t)po(a) =0 p p sur [0,an]. (2.53)

Maintenant (2.53) se produit si et seulement si le support de 3(.) se trouve a la gauche

du support de pg, ceci est quand tous les les individus initiaux sont trop vieux pour
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pouvoir devenir fertiles. Dans ce cas nous avons

Po(a—t)% sia>t

pla,t) = (2.54)

0 sta<t

Nous remarquons que le comportement de p(a,t) peut étre négligeable méme si la
donnée initiale py n’est pas identigement nulle. La donnée initiale qui ne satisfait pas

la condition (2.53) s’appelle une donnée non triviale.

Une autre remarque découle de (2.52); en fait, puisque

o M(a+t
Py = [ e+ (@ e < Bluslpolr,
0 I1(a)
il s’ensuit que
by < M0|pO|L17 |f;1|L2(R) < M0|P0|L1- (2-55)

ot My est une constante indépendante de pg. Ainsi l'estimation (2.39) peut étre
améliorée pour

|p<-7t)‘L1 S Mea*t‘polLl; (256)

otw M est une constante indépendante de py. En fait (2.56) résulte de (2.55) parce
que, pour t > ayy
pla,t) = e (by + Qo(t — a))TI(a).

Nous notons aussi que la formule (2.43) implique
B(t) est soit identiquement nul ou eventuellement positive. (2.57)

Ainsi, nous pouvons affirmer.

Proposition 2.2. [26] Soit p(a,t) la solution de (2.13) sous I’hypothése du Théoréme
(2.2) et soit by > 0 dans (2.43), alors

P(t) = / pla,t)da >0 VY t>0.
0

Preuve : Nous notons d’abord que si nous posons ¢(a,t) = p(a,t + ty),t > 0, alors

q(a,t) est la solution du méme probleme (2.13) avec la condition initiale
Q(a7 0) = p(a7 tO)
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Ainsi nous pouvons raisonner par absurde. En fait si P(tg) = 0 pour un ty alors

pla,te) =0  pp sur [0, anm]

et par conséquent, pour t > t,

pla,t) =0 p p sur [0, ap]
ce qui implique
P(t)=0 pour t > tg.

Maintenant, si by > 0, par (2.57) et la formule (2.43) nous avons que P(t) est finale-

ment positive, de sorte qu'il est impossible que P(t) s’annule en t.

Avant de terminer ce paragraphe, nous revenons a ’équation (2.41) pour discuter
de la signification de o*. En fait, cette équation est appelée I’équation caractéristique
de Lotka et a* le parametre intrinseque Malthusien, il détermine la croissance de
la population par le taux de natalité B(t¢), dont le comportement est donné dans le

Théoréme 2.5, et il est li¢ au taux de reproduction net défini dans (2.7) par :
R>1 siet seulement si o >0, (2.58)

R =1 siet seulement si o =0,
R <1 siet seulement si o <0,

Cela fait partie du Théoreme 2.4 parce que R = K (0) : ainsi le lien naturel entre les

deux parametres R et a* est précisé.
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Chapitre 3
Cas d’un Modele Démographique

Dans ce chapitre on va présenter I’étude d’un modele pour une population struc-
turée en age, il s’agit de 1’équation de McKendrick, cette équation décrit le temps
d’évolution de la population structurée en age. En premier temps, elle a apparu
explicitement dans la littérature de la dynamique des populations dans l'ouvrage
de McKendrick [36]. L’équation de McKendrick est une équation aux dérivées par-
tielles hyperbolique du premier ordre, avec le temps et 1’age comme des variables
indépendantes, et une condition aux limites qui prend en compte les naissances dans
une population. L’existence des solutions classiques de ’équation de McKendrick et
leurs comportements asymptotiques dans le temps sont bien établis et il existe dans
la littérature de la dynamique des populations un grand nombre d’enquétes. Voir par

exemple les ouvrages de Webb [45] et de Tannelli [26]

Indépendemment du fait, que I'existence des solutions classiques de I’équation de
McKendrick soit bien établie, il existe un manque d’exemples spécifiques et il n'y a pas
de solutions explicites connues de I’équation de Mckendrick . Cela est du a la forme

particuliere de la condition aux limites qui est difficile a manipuler analytiquement.

L’approche de la modélisation de Mckendrick est une tentative pour combler les
lacunes montrées par la loi malthusienne ou la loi de croissance exponentielle de la
dynamique des populations,en introduisant la dépendance en age de la mortalité et
de la fertilité de la population. Dans sa forme la plus simple, le modele de McKen-

drick ne décrit pas les effets de surpeuplement, la dépendance dans les ressources ou
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les intéractions économiques et intraspécifiques dans les populations humaines. Pour
inclure ces effets, plusieurs d’autres modeles ont été introduits et analysés a partir

d’un point de vue mathématique et numérique voir [45].

En démographie, afin de faire des prévisions sur la croissance de la population,
une approche en général a suivi. Aprés la mesure des taux de natalité et de mortalité
par classe d’age ou par génération, les démographes utilisent le modele de Leslie[32],

un modele discret analogue a 1'équation de McKendrick [29].

Notre but ici est de trouver les solutions de ’équation de McKendrick dans le sens
distributionnel faible, pour calculer exactement des exemples spécifiques et obtenir
une partie de leurs propriétés. Afin de combler I’écart entre les modeles théoriques et
informatiques, on compare les propriétés de stabilité du modele de McKendrick et du

modele discret de Leslie, unifiant les deux approches de modélisation a la fois.

A partir de la théorie qualitative des équations aux dérivées partielles, on montre
que les solutions de I’équation de McKendrick ont des cycles (cycles démographiques
ou cycles Easterlin [18]), comme sont observés dans la croissance des populations hu-
maines et bacteriennes. Dans I’ approche qualitative d’Easterlin [18], la période des
cycles est estimé étre de l'ordre de I'age de deux générations, qui pour la popula-
tion humaine est de l'ordre de 50 années. Ici, on montre que la période des cycles
démographiques est associée a 1’age de la premiere classe d’age reproductive, et pour
les populations humaines est dans le rang 10 — 20 ans. Les amplitudes des cycles sont
amorties et 'amortissement est associé a la dispersion de la fertilité de la population

autour d’un certain age de fertilité maximal.

3.1 Préliminaires

On note par p(a,t) la densité des individus de la population, ou a représente I’age et

t le temps. En supposons que, dans une population la mort se produit avec le module

dp(a,t)
dt

I'age est en fonction du temps, a = a(t), et il est mesuré dans la méme échelle de

de mortalité u(a) dépendant de 1’dge, nous avons = —u(a)p(a,t). Comme

a
temps, pri 1, la fonction p(a, t) vérifie I'équation différentielle aux dérivées partielles
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hyperbolique linéaire du premier ordre

apgz, t 819((;2 D _ _taplat) (3.1)

ou a > 0 et t > 0. Pour décrire les naissances, la fonction distribution de fertilité
d’age spécifique par classe d’age ((a) est introduite, et les nouveaux nés (individus

avec I'age a = 0) au temps t sont calculés par la condition aux limites,

p(0.0)= [ Bla)pla.t)da (3:2)

Appuyée par des données a partir des populations humaines et bactériennes, b(a)
est une fonction a support compact dans lintervalle [, o], ot @ > 0 et 0 < 00 et
p(a) est une fonction positive. L’équation (3.1) avec la condition aux limites (3.2) est
I'équation de Mckendrick [36]. Connaissant les solutions de I’équation de Mckendrick,

la population totale au temps ¢ est donnée par

N(t) = /O+Oop(a,t)da. (3.3)

L’existence des solutions de ’équation linéaire (3.1) avec la condition aux limites
(3.2) a été implicitement prouvé par plusieurs auteurs et remonte aux travaux de
McKendrick [36], Lotka [33]et Feller [20]. Plus récemment,Gurtin et MacCamy [22]ont
prouvé I'existence des solutions de (3.1) pour une classe de modele o le module de
mortalité dépend de la population totale, u = p(a, N(t)). Cependant, due & la forme
particuliere de la condition aux limites (3.2), des solutions explicites de I’équation de

McKendrick n’ont pas été trouvées.

Dans le développement de la théorie de I’équation de McKendrick, les efforts ont
été portés sur le calcul de I'existence des solutions, sur les conditions pour l'extinc-
tion asymptotique et pour les solutions d’équilibres positifs, ainsi que, sur I’existence
des répartitions par age stable dans des intervalles d’age fini. D’un point de vue
démographique, la plupart des conclusions obtenues par le modele de McKendrick
sont basés sur des solutions construites numériquement a partir de données initiales

particulieres.

Dans la suite, nous considérons le cas le plus général
p(0,4) = / B(a, t)pla, t)da. (3.4)
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ot le module de fertilité ((a,t) dépend de 'age et du temps, et pour chaque ¢ >
0, 5(a,t) a un support compact dans l'intervalle [o, 0] avec 0 < o < 0 < co. En vue de
simplifier les calcules, nous considérons parfois que la fonction ((a,t) a une extension
naturel comme fonction nulle a la moitié de la ligne réelle a > 0. Cette condition aux
limites est d’un intérét particulier dans les modeles de croissance démographiques et
économiques, permettant I’analyse des effets des fluctuations du module de fertilité

au cours du temps.

Pour calculer les solutions générales de 1'équation de McKendrick (3.1) vérifiant

la condition aux limites (3.4), nous considérons la donnée initiale p(a,0) = ¢(a),

pour a > 0. En général ¢(0) # / B(a,0)p(a,0)da. Sous ces conditions, comme ¢
augmente, la condition aux limites (aB.Q) ou (3.4) introduit des discontinuités dans les

1
loc

solutions de (3.1). Ici, on suppose que ¢(a) € L;, (R, ), impliquant que p(a, t) est aussi
localement intégrable. Dans ce cas, la population totale au temps ¢ = 0, N(0) est bien
défini seulement si ¢(a) a un support compact dans R,. Comme nous le verrons, ceci
n’introduit pas de restrictions techniques car les solutions asymptotiques dépendent de
¢(a) dans un intervalle d’age de longueur finie. Dans ce cadre, le probleme de Cauchy
pour ’équation de McKendrick doit étre compris dans le sens des distributions (

probleme de Cauchy faible).

Pour calculer explicitement les solutions générales de I'équation aux dérivées par-
tielles (3.1) vérifiant la condition aux limites (3.4) et prescrivant les données initiales
, nous utilisons la technique des caractéristiques. Ecrivant I’équation (3.1) sous la

dp(a, t)

forme = —u(a)p(a,t), les solutions de (3.1) sont aussi solutions du systeme

d’équations différentielles ordinaires

dp _

o = —Hla)p
(3.5)
@,
dt ‘
Ces deux équations ont pour solutions
t
p(a,t) plao, to)exp ( /to w(s + ag to)ds> (3.6)

a—ayg — t—to
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ol ag est la variable d’age a l'instant ¢ = tg, la deuxiéme équation dans (3.6) est
I'équation des courbes caractéristiques de I’équation aux dérivées partielles (3.1). En
remplagons la deuxieme équation de (3.6) dans la premiere, nous obtenons la solution

de I’équation de McKendrick pour t < a,

plat) = ofa—t)eap (~ [ als +an)as)

— ¢(a—t)exp _/ait“(s)d“s) ‘e (3.7)

ot ¢(a —t) = p(a — t,0) est la distribution d’age initiale de la population au temps
to = 0. Pour ¢ < a, la solution (3.7) ne dépend pas de la condition aux limites (3.4),
et si p(a) € L'(Ry) ou ¢p(a) € L}, (R, ), p(a,t) est intégrable ou localement intégrable

loc

en a, a condition que pu(a) € L*(Ry) et p(a) > 0.

Pour ¢ > a, par (3.6), nous avons

p(a,t) = p(0,t — a)exp <— /Oa,u(s)ds) :=p(0,t — a)ll(a) (3.8)

et 7(a) est la probabilité de survie jusqu’a 'age a des individus de la population.

Dans la démographie mathématique, les théories de renouvellement des populations
structurées en age sont généralement utilisées. En raison de la structure simple des
courbes caractéristiques de 1’équation (3.1), Lotka [33] a montré que la densité des
nouveaux nés au temps, B(t) := p(0,t), vérifie une équation intégrale. Remplagons
(3.7) et (3.8) dans la condition aux limites (3.4) et prolongeons par zéro de (3(a,t)
dans la demi-droite réelle a > 0, nous obtenons

+00 (_

= t a a —a)aa a a (ﬁa—t) a
BU) = /Otﬁw)cb( Bl | Bl MGy
= /O B(a, t)B(t — a)da + g(t)

qui est I’équation intégrale de renouvellement de la démographie. Introduite en pre-

mier par Lotka [33] et développée plus tard par Feller [20] .

Si les solutions de I’équation intégrale (3.9) sont connues, alors, par (3.7) et (3.8),
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les solutions de I’équation de McKendrick peuvent étre écrites comme,

_AMa) o .
pla,t) = Hla— t)¢( i (<a) (3.10)
[I(a)B(t — a) (t >a)

Donc, une fois les solutions de l'équation intégrale de renouvellement (3.9) sont
connues, les solutions de I’équation de Mckendrick (3.1) avec les conditions aux limites
(3.4) sont facilement obtenues. Inversement, si nous resolvons le probleme des données
initiales pour I’équation de McKendrick, la solution de I’équation de renouvellement

est aussi facilement obtenue.

Les solutions indépendantes du temps ou les solutions d’équilibre de ’équation de
Mckendrick vérifient I’équation différentielle ordinaire d—p = —u(a)p. Par conséquent,
a

toutes les solutions d’équilibre sont de la forme

p(a) = poexp <— /Oau(s)ds)

ol po est une constante. En multipliant la solution d’équilibre par 3(a) et en intégrant
a

+o0 _/ p(s)ds
en a, par la condition aux limites (3.2), il suit que / B(a)e Jo da = 1.

0
Aussi, nous définissons le taux de croissance de Lotka comme le nombre

o0 - ’ s)ds
R= : Bla)e /0 ) da. (3.11)

0
C’est un résultat bien connu que les propriétés des solutions asymptotiques de I’équation

de McKendrick sont déterminées pour le nombre de croissance de Lotka.

Dans les deux paragraphes suivants, nous calculons explicitement les solu-
tions faibles de I’équation de McKendrick (3.1), ainsi que les solutions de ’équation

intégrale de renouvellement (3.9).

Dans le paragraphe 3.2, nous supposons que la population a seulement une classe
d’age fertile. Ceci nous mene a l'introduction d’une nouvelle condition aux limites
p(0,t) = B1(t)p(a,t), ou [1(t) est une fonction positive et @ = a > 0 est la seule
classe d’age reproductive. Ceci correspond au choix f(a,t) = (1(t)d(a — a), ot §(.)

est la fonction delta de Dirac.
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Dans ce cas, les solutions de I’équation de McKendrick sont facilement obtenues

et I’équation intégrale de renouvellement (3.9) se réduit a 1'équation fonctionnelle

()
sy~ Mgt <) (312)
GO (a)B(t — «) (t > a)

Le choix de la condition aux limites p(0,t) = (1 (¢)p(a,t) a Pavantage de décrire les
modeles de croissance globaux de la population comme si la fécondité s’est concentrée
dans une classe d’age reproductive. Ceci permet de discuter les effets associées aux
retards dans la reproduction et, comme nous le verrons, il est important de déterminer
les périodes des cycles démographiques. D’autre part, cette condition aux limites ainsi
que la forme linéaire de I’équation de McKendrick permettent d'unifier les approches
de Leslie et McKendrick, avec des avantages considérables pour la compréhension

qualitative des effets de croissance dans des populations réelles.

Un des résultats principaux de la section 3.3 est que la solution de 1’équation
de McKendrick est le produit d’une fonction exponentielle dans le temps par une
fonction périodique avec une période égale a 1’age de la seule classe d’age reproductive.
La forme de la modulation périodique dépend de la distribution d’age initiale de la

population, et 'amplitude dépend du module de mortalité.

Dans le paragraphe 3.3, nous considérons le cas général ou les classes d’age
fertiles sont reparties le long d’un intervalle d’age, et nous obtenons les formules
explicites pour les solutions faibles de I’équation de McKendrick et de renouvellement.
Le comportement asymptotique des solutions est obtenu comme une fonction du
taux de croissance de Lotka. Alors, nous calculons explicitement les solutions de
I'équation de McKendrick et de renouvellement pour le cas ou [(a,t) est constant

dans l'intervalle d’age [a, o).

Nous montrons que la stabilité et 'instabilité des solutions de 1’équation de McKen-
drick dans le sens faible sont déterminées par le taux de croissance de Lotka. Dans
la présente théorie de ’équation de McKendrick, la stabilité et I'instabilité des solu-
tions sont données implicitement par les racines réelles de 1’équation caractéristique

associe a la transformé de Laplace de (3.1) [26]. Une procédure algorithmique pour
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déterminer les racines de I’équation caractéristique est récemment obtenue par Farkas
[19]. Cependant, ce n’est pas toujours possible de localiser ces racines. Avec 'approche
développé ici, la stabilité et I'instabilité des solutions de I'équation de McKendrick
sont directement calculés a partir de la fonction de fertilité ((a) et le module de

mortalité p(a), des parametres directement mesurés dans la démographie,[29].

En général, nous concluons que si les intervalles de temps dans les séries chro-
nologiques de la population sont égales a 1’'age de la fertilité maximale, ces séries
chronologiques ont une croissance exponentielle ou malthusienne. Pour des intervalles
de temps plus petits, la série chronologique est modulée par une fonction périodique
dans le temps. Ceci prouve que, dans 1’échelle de temps de l'ordre de 10-20 ans,
il existe un comportement cyclique dans le modele de croissance de la population.
L’approximation de la distribution d’age de la population par la somme des fonc-
tions delta de Dirac est concentrée aux classes d’age consécutives, une possibilité de
modélisation d’'un point de vue informatique, la modulation du modele de croissance

d’une population devient presque périodique dans le temps (paragraphe 3.4).

A la fin de chaque chapitre, nous discutons les aspects qualitatifs des solutions que
nous avons analysées. Les conclusions principales de ce papier pour la démographie et

la dynamique des populations sont discutées dans la conclusion du (paragraphe 3.5).

3.2 Populations avec une classe d’age fertile

Nous supposons que les naissances se produisent a un certain age fixe a = a > 0, et
nous supposons que la fonction de fertilité est G(a,t) = 51(t)d(a — «), ou J(.) est la
fonction delta de Dirac et (31(t) est une fonction du temps différentiable positive et

bornée . Pour ce cas particulier, la condition aux limites (3.4) devient

p(0,t) = B1(t)p(a, t) (3.13)

avec a > 0. Notons que, si o« = 0, le probleme de Cauchy de I'équation de McKen-
drick est déterminé seulement pour ¢ < a. Pour t > a, par (3.13) p(0,t) devient

indéterminée, ainsi que p(a,t) avec t > a.
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Pour étendre la solution (3.7) de I’équation de McKendrick comme fonction des
données initiales a tout le domaine des variables indépendantes a et ¢, en tenant
compte de la condition aux limites (3.13), nous condidérons en premier le cas t = a.

Par (3.8) et pour t = a,

pla,t) = p(0,0)eap(— / " (s)ds).

Comme les nouveaux-nés au temps t = 0 sont calculés a patir de la condition aux li-
mites (3.13), pour rendre cette solution dépendante des données initiales, nous devons

avoir

pla,t) = Bi(0)d(a)ezp (— /0 a ,u(s)ds> , sit=a (3.14)

ot p(a, 0) = ¢(a), voir Figure (3.1).

F1GURE 3.1 — Courbes caractéristiques a —ag = t — ty pour 1’équation de McKendrick
(3.1) [34]

Les points intérieurs des ensembles T, = {(a,t) : t < a + ma,t > a+ (m — 1)a,a >
0,t >0} avecm > 1, et Ty = {(a,t) : t < a,a > 0,t > 0} sont dénotés par T,,, avec
m > 0.

La ligne verticale a = « représente 1’age de I'unique classe d’age reproductive de la

population. La condition aux limites au temps ¢ est calculée selon la valeur de p(«, t).
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Pour t = 0,p(a,0) = ¢(a). Donnons un point arbitraire (a*,t*) dans le domaine de
I'équation aux dérivées partielles (3.1), p(a*,t*) est obtenu suivant la solution p(a, t)

le long de la ligne pointillée jusqu’a t = 0.

Nous introduisons maintenant les ensembles T, = {(a,t) : t < a +ma,t > a +
(m—1)a,a > 0,t > 0} ol m est un entier positif et Ty = {(a,t) : t < a,a > 0,t > 0},
Figure (3.1). Nous dénotons par Tj, les intérieurs des ensembles T;,. Ainsi, donnons
le point de coordonnées (a, t), nous avons (a,t) € T),, avec m > 1, si et seulement si
t>aet[1+(t—a)/a] =m, ou [z] désigne la partie entiere de x. Un point (a,t) € Ty,
si et seulement si t < a. Notons que, le domaine de la solution (3.7) est 'intérieur de

la région marquée T, dans la Figure (3.1).

Pour ¢t > a et t < a + «, nous considérons le point (a*,t*) sur la ligne ¢ = t*.
Donc t* > a* et t* < a* + a. Ce point est dans la région marquée T} dans la Figure
3.1. Par(3.6), la ligne caractéristique qui passe par (a*,t*) traverse la ligne a = 0 a

un instant donné t = t7.

*

t*
p(a*,t*) = p(0,t])exp (—/ p(s — t‘{)ds)
tl
ot t7 = t* — a*. Imposant la condition aux limites (3.13) a cette solution, nous
obtenons,

pla*,t7) = Bu(t))pla, 1)) eap (— / s — t*{>ds> .

1

Par hypothese, comme t} = (t* — a*) < «a, nous sommes dans les conditions de la
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solution (3.7) pour t = t], et a = «, et nous avons

p(a*,t") Z/%W—ﬂﬂﬂmf—aﬂmw<—[ Ms—ﬁﬂa
= Gi(t"—a")pla+a" —t")

t*—a* t*
X exp (— / wu(s+ag)ds — / p(s+a* — t*)ds)
0 t*—a*

= Bi(t" —a)¢(a +a” —t7)

t*—a*
X exp (— / u(s+a+a* — t*)ds)
0

t*
X exp (—/ p(s+a* — t*)ds)
t*—a*

Par conséquent, nous avons montré que pour t > a et t <a+ a,
pla,t) = (it —a)p(a+a—t)
t=a a (3.15)
X exp —/ ,u(s—l—oz—l—a—t)ds—/ w(s)ds | .
0 0

Notons que, pour t < a, la solution p(a,t) donnée par (3.7), (3.14) et (3.15) est en

général discontinue quand la ligne ¢ = a est franchie transversalement.

Nous procédons maintenant par induction. Supposons que, jusqu’a un certain
entier £ > 1, les solutions de I’équation de McKendrick (3.1) avec la condition aux

limites (3.13) peuvent étre écrites sous la forme

plat) = ¢ma+a—t)[[Bit—a—(i—1)a)

=1

t—a—(m—1)«
xexp [ — / (s +ma+a—t)ds (3.16)
0
X erp (—(m — 1)/ w(s)ds —/ u(s)ds) :
0 0
o m = [(t —a)/a+1],(a,t) € T,,,m < k et m > 1. Comme nous avons montré,

(3.16) est vraie pour m = 1. Supposons maintenant que (a*,t*) € Ty,1. Alors, par
(3.6), la courbe caractéristique qui passe par (a*,t*), traverse la ligne a = 0 a un

instant donné ¢j =t* — a*, et,
t*
p(a*,t*) = p(0,t])exp —/ (s —t))ds | .
t*
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Imposant, la condition aux limites (3.13) & cette solution, nous obtenons,

p(a”, %) = Bu(ty)p(a, ty)exp (— /t pls — ﬂ‘)dS) :

1

Comme [(t* —a* —a)/a+1] = [(t* —a*)/a] = k, nous avons, (a, t}) € T}, et par (3.16)

*

1

pla*,t*) = Bi(t))p(a,t])exp (— /tt* w(s — t’f)ds)
= e = awtont —aseap (= [ utsyas)

— (H Gt —a— ioz)) o((k+ Da+a* —t")exp(—A)

1=0

ol

t*—a*—ka
A = / (s + (k+ 1o+ a* —t")ds
0

+ k’/oa,u(s)ds—i—/oa w(s)ds.

Par conséquent, (3.16) reste vraie pour m = k + 1, et nous avons :

Proposition 3.1. [34] Soit p(a,0) = ¢(a) € CYRy) une condition initiale de
I’équation aux dérivées partielles de McKendrick (3.1), avec a > 0,t > 0, et la condi-
tion auz limites (3.13). Supposons que p(a) € CO(Ry) est une fonction positive et
Bi(t) € CY(R,) est positive. Alors, dans lintérieur des ensembles T,,, avec m > 0, la
solution de l’équation de McKendrick (3.1) est différentiable en a et en t et, elle est

donnée par :
((I) SZ? (aat) € TO;

pla,t) = p(a — t)exp (— /O t u(s + ao)ds)

ol ag = a — t.

63



(b) Si, (a,t) €T, etm>1,

pla,t) = Hﬁl(t —a—(i—1a)
t—a—(m—1)a
xop(ma + a — t)exp (— /o p(s + ao)ds)

ean (<= 1) ")t - [ utsjas)

ot ag =ma+a—t,m=|[(t —a)/a+ 1], [x] signife partie entiére de x et o > 0.

Preuve : Comme ¢(a) € C*'(R;), u(a) € CO(Ry) et Bi(t) € CH(Ry), c’est carrément
vérifiée par différenciabilité que, dans I'intérieur des ensembles T, avec m > 0, la
solution obtenue par la méthode des caractéristiques vérifie I’équation de McKendrick
(3.1).

Dans la construction précédent la Proposition 3.1, nous avons montré que les
solutions de I’équation de McKendrick sont sur les frontieres des ensembles T,,, m > 0,
ou p(a,t) est discontinue parce qu’en général, ¢(0) # (1(0)¢(«). Pour prolonger la
solution de I’équation (3.1) comme indiqué dans la Proposition 3.1 sur tout le domaine
des variables indépendantes, nous introduisons le concept des solutions faibles dans
le sens des distributions.

Nous considérons ’espace des fonctions test qui est, 'espace des fonctions a support
compact dans R% indéfiniment dérivables. Soit D(R?) l'espace des fonctions test.
Si f(z) est une fonction localement intégrable, alors f[i] = / (x) f(z)dz est une
fonction continue dans le sens des distributions dans D(R?2 ). Prenons I'équation (3.1)
et calculons le produit scalaire avec la fonction (a,t) € D(Ri), comme v est a
support compact dans ]R%r, et apres intégration par partie, nous arrivons naturellement

a la définition suivante :

Définition 3.1. [3/] Une fonction localement intégrable p(a,t) € Li,.(R%) est une

loc
solution faible dans le sens des distributions de [’équation aux dérivées partielles de
McKendrick (3.1), si
// glb(a t)+ 2w(a t) — u(a)(a,t) ) pla,t)dadt =0
g2 \Ot da " K ) | P4 -

2
+
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pour tout Y(a,t) € D(R2).
Dans les conditions de la Définition 3.1, nous avons :

Théoreéme 3.1. [34] Soit p(a,0) = ¢(a)(€ L}, (R,)) une condition initiale localement
intégrable de l’équation aux dérivées partielles de McKendrick (3.1), avec a > 0,t >
0 et la condition auz limites (3.13). Supposons que p(a) € Li (Ry) N CO(R,) est
une fonction positive et B1(t) € CH(R,) est positive. Alors,les solutions faibles de
I’équation de McKendrick (3.1) sont :

(a) Si, (a,t) € Ty,

pla,t) = ¢(a —t)exp (— /Ot p(s + ao)ds)

ou ay = a —t.
(b) Si, (a,t) € T,, et m > 1,

pla,t) = Hﬁl(t —a—(i—1)a)
t—a—(m—1)a
Xp(ma + a — t)exp (— /0 p(s + ao)ds)

e (=(m 1) [ utsjas [ utsyas)

ol ag =ma+a—t,a>0,m=][(t—a)/a+1], et [x] signifie la partie entiére de x.

Preuve : Nous avons montré précédemment que les solutions de I’équation de McKen-
drick comme dans la Proposition 3.1 restent sur la frontiere des ensembles T},, avec
m > 1. Cependant, en ces points de la frontiere les solutions dans la Proposition
3.1 ne sont pas différentiable et doivent étre prises comme solutions faibles dans
le sens des distributions. Ainsi, pour p(a,t) comme dans la Proposition 3.1 pour
qu’elle soit une solution de I’équation de McKendrick dans tous le domaine des va-
riables indépendantes, elle doit satisfaire les conditions de la Définition 3.1 pour tout
Y(a,t) € D(R3). Comme par hypotheése ¢(a) et pu(a) sont localement intégrable, nous
sommes dans les conditions de la Définition 3.1 et nous pouvons vérifier si p(a,t)

donnée par la Proposition 3.1 peut étre étendue comme une solution faible dans tous
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le domaine de a et t. Pour cela, nous écrivons la solution dans a) dans la Proposition
3.1 sous la forme, p(a,t) = ®(a — t)e" @) ot Y(a —t,t) = T(ao,t) est une fonc-
tion générique qui reflete la dépendance fonctionnelle de 'expression exponentielle,

et nous calculons I'intégral,

I= //]1&2 (8_1# + 8_1# - u(a)¢) ®(a —t)e Y@t dadt

ot ®(y) = 0, pour y < 0,P(y) = ¢(y), pour y > 0, et ®(y) € L}, (R). Introduisant

les nouvelles coordonnées y = a — t et x = t, nous avons,

0
L1/4w+Q%—u@+yw>wwaﬂmey

x

Comme Y(a —t,t) = T(y,x) = / w(s + y)ds, et Z—T = pu(z +y) = pla), presque

partout, I'intégrale ci-dessus est évaluée a

f—/ém;—we ) mw@—éwfmm?www:o

Par conséquent, la solution a) est une solution faible de I’équation de McKendrick.
Pour le cas b), nous introduisons les nouvelles coordonnées y = t —a et x = ¢. Ecrivant
la solution dans b) sous la forme p(a,t) = ®(a — t)e”T¢=%) et comme m = m(y), il
s’ensuit que ox = p(z —y) = p(a). Par un calcul analogue, nous avons I = 0, et la

oz

solution b) est aussi une solution faible de I’équation de Mckendrick.

Pour le cas particulier a = 0, le Théoreme 3.1 donne la solution explicite de

I'équation fonctionnelle de renouvellement (3.12).

Corollaire 3.1. [34]Soit p(a,0) = ¢(a)(€ L}, (R,)) une condition initiale localement
intégrable pour I’équation aux dérivées partielles de McKendrick (3.1) avec a > 0,t >
0. Supposons que u(a) € Li . (Ry) N C°(R,) est une fonction positive et [(31(t) €

CH(Ry) est positive. Alors la solution de I’équation de la fonction de renouvellement
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(3.12) est

B(t) = ¢(ma—t)[[Ai(t—(i—1)a)

=1

Xexp (— /Ot(ml)a p(s +ma — t)ds)
xeap (—(m .y /Oa u(s)ds)

ot o> 0,m = [t/a+ 1], et [z] signifie la partie entiére de x.

Dans le cas particulier ou f;(t) est une constante, 1(t) = [3;, nous avons,
dans le Théoreme 3.1 et le Corollaire 3.1, Bi(t — a)...01(t —a — (m — 1)a) = B{". Si,
p(a) = p > 0et G1(t) = B1 > 0 sont des fonctions constantes, la solution de 1’équation
de McKendrick est,

_ [ ola—pe (t<a)
p(&’t)_{ {o(mata—ne st (1>a)

oum = [(t —a)/a+ 1]. Pour le méme cas, la solution de I’équation de renouvellement
(3.12) est,
B(t) = fi¢(sa — t)e "

ou s = [t/a+1].

Pour analyser le comportement asymptotique dans le temps de la solution de
I’équation de McKendrick avec la fonction de fertilité indépendante du temps, nous

définissons la fonction &(a, t) par,
gla,t)=(t—a)/Ja+1l—m=(t—a)/a+1—-[(t—a)/a+1] (3.17)

ou [(t —a)/a+ 1] = m, et m > 1 est un entier. Pour a fixé et avec t —a > 0, la
fonction £(a,t) prend des valeurs dans [0, 1), elle est linéaire par morceaux et elle est

périodique dans le temps avec la période 7 = . Alors, nous avons :

Théoreme 3.2. [34] Supposons que ¢(a) est positive et bornée dans ['intervalle (0, o]
et la fonction fertilité (3, est une constante positive. Alors, dans les conditions du

Théoreme 3.1, nous avons :
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a) Si, In 3 = / w(s)ds, alors, pour a fizé et t > a, p(a,t) est périodique dans le
0
temps avec la période T = a.

b) Si, In 3y > / p(s)ds, alors, pour a fixé et t > a, p(a,t) — oo quand t — oco.
0

c) Si, In < / w(s)ds, alors, pour a fizé et t > a, p(a,t) — 0 quand t — oo. De
0
plus, pour a fixé, le comportement asymptotique dans le temps de p(a,t) dépend de

la condition initiale ¢(a) avec a appartenant a 'intervalle (0, ).

Preuve : Par (3.17), avec ag = ma + a — t,

e (_ /Ota(ml)a w(s + ag)ds — (m —1) /ju(s)ds)

ou

e(a,t)
x(a,t) = exp —/ p(s +a—ae(a,t))ds
0

= exp (—/ u(s)ds) :
a—ae(a,t)

En raison de la périodicité de e(a,t) dans ¢, pour a fixé et t > a, x(a,t) est aussi

(3.18)

périodique en ¢, et nous pouvons écrire la solution b) du Théoreme 3.1 sous la forme,

pla,t) = ¢(a— ae(a, t))x(a(;t) a
X exp (m(lnﬁ1 —/O u(s)ds)) exp (_/0 M(S)ds) ' (3.19)

Cependant, si In 31 — / p(s)ds =0 et t > a, la solution de 'équation différentielle
0

partielle de McKendrick devient oscillatoire dans le temps. Si, In3; > / p(s)ds,
0
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alors, dans la limite ¢ — oo, m — 00, la densité de la population tend vers oco. Si,
(0%

Infg; < p(s)ds, alors, quand t — oo, la densité de la population tend vers 0. Par

0
(3.19), la distribution asymptotique de la population dépend de ¢(a) avec a € (0, «].

Si nous fixons une valeur arbitraire large de a, et si In(3; > / w(s)ds, alors,
0
p(a,t) — oo quand t — oo, ce qui implique que asymptotiquement il n’y a pas de

limite dans ’espérance de la vie.

En raison de la périodicité dans le temps de e(a,t), les fonctions y(a,t) et
o(a— ae(a,t)) sont périodiques dans le temps avec la période 7 = a, I’age de 'unique

classe d’age reproductive.

Définissant le taux de croissance de Lotka d’une population comme R = p(a,t +
a)/p(a,t), par le Théoreme 3.1 et comme [(t + a —a)/a + 1] = m + 1, le taux de
croissance de Lotka associé a I’équation de McKendrick est constant et il est donné

par

qui coincide avec (3.11) pour le choix f(a) = fid(a — «).

Le taux de croissance de Lotka (3.20) a une simple interprétation. Par le Théoréme
3.1 et 3.20, pour ¢t > a, nous avons p(a,t + sa) = p(a,t)R*, ou s est un entier. Avec
t = aet a+ sa = 7, nous obtenons, p(a, ) = p(a, ) RT=/* Définissant la fonction

t—a)/o

densité de croissance Malthusienne comme pys(a,t) = p(a, )R , et intégrant

pu(a,t) en a, la population totale varie dans le temps selon
Py (t) = P(a)RU)/e (3.21)

qui est la fonction de croissance Malthusienne associée a ’équation de McKendrick.
Par conséquent, dans un pas de temps d’observation égale a 1’age de la seule classe
d’age reproductive, les solutions de I'équation de McKendrick croissent exponentiel-

lement dans le temps, avec le taux de croissance de Lotka (3.20).

La différence qualitative entre le comportement asymptotique des solutions de
I’équation de McKendrick et la croissance exponentielle simple de Malthus, sans struc-

ture d’age est associée a 'existence d’une modélisation périodique dans la croissance
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des populations. Cette modélisation périodique de période « correspond aux cycles

démographiques observés dans des populations réelles.

La condition de stabilité pour la persistance des solutions non nulles comme
indiqué dans le Théoreme 3.2 est déterminé par le taux de croissance R :
e Si R =1, on a la stabilité ou périodicité des solutions.
e Si R > 1, croissance exponentielle de la population.
e Si R < 1, extinction de la population, a condition que ¢(a) ne soit pas identique-

ment nulle dans (0, a.

Dans la Figure 3.2, nous décrivons I’évolution dans le temps et ’age de la densité
p(a,t) de la population a partir de la distribution de I’age initiale uniforme avec une
classe d’age maximale, et un taux de croissance de Lotka R = 1. Nous avons choisis
le module de mortalité dépendant de 'age p(a) = po + pr1a et comme condition
initiale, la fonction densité a support compact, ¢(a) = 2, pour a < 100, et ¢(a) = 0,
pour a > 100. Par (3.3), ce qui correspond a une population initiale P(0) = 200.
La constante de natalité 5; a été choisie de telle facon que R = 1. Aprés le temps
transitoire «, et pour un age fixé, la densité de population devient périodique dans
le temps avec une période 7 = . Dans la Figure 3.2 a), la diminution de 'amplitude

des oscillations avec 'augmentation de p(a) est en accord avec (3.14).

Dans la Figure 3.3, nous montrons que la population totale P est une fonction du

temps calculée a partir de (3.3) et du Théoréme 3.1. Dans la Figure 3.3 a), le taux de

croissance de Lotka est R = 1. Dans la Figure 3.3 b), 51 > exp( [ u(s)ds) et le taux

0
de croissance de Lotka est R = 1.09. Dans les deux cas ,on compare la solution P(t)

calculée a partir du Théoreme 3.1 et la courbe de croissance Malthusienne (3.21).
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FIGURE 3.2 — [34]

Figure 3.2 :

(a) Evolution dans le temps de la solution de I'equation de McKendrick (3.1) pour
les classes d’age a = 8 et a = 35, dans une population avec une classe d’age
reproductive o = 25. Le module de mortalité est p(a) = 0.05+0.001a et 5, = 4.77.

(b) Distribution de la densité des individus en fonction de I’age pour ¢t = 10 et ¢t = 100.

Dans les deux cas, nous avons la condition de stabilité 3; = e#*, ce qui implique que

le taux de croissance de Lotka est R = 1. Toutes les solutions ont été calculées d’aprés

le Théoreme 3.1 avec les conditions initiales des données ¢(a) = 2 pour a < 100 et

¢(a) = 0, pour a > 100.
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FIGURE 3.3 — [34]

Figure 3.3 : Le nombre totale de la population P en fonction du temps est calculé
d’aprés le Théoreme 3.1 et 3.3. L’age de la seule classe d’age de reproduction est

a = 25 et les conditions initiales sont comme dans la Figure 3.2.
Ena) Inp = / p(s)ds = 4.77, ou p(a) = 0.05 + 0.001a, 51 = 4.77 et le taux de
0
croissance de Lotka ou la condition de stabilité est R = 1.

En b) f; = 5.2, le taux de croissance de Lotka est R = 1.09 et le nombre d’individus
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de la population tend vers I'infini.

Nous avons aussi représenter la fonction de croissance Malthusienne (3.21), Py(t) est
mesurée dans L’échelle de temps de la seule classe d’age de reproduction. Dans tous
les cas et aprés un de temps de transition, la courbe de croissance de la population
est modulée par une fonction périodique, de période 7 = . Si la fonction de fertilité
(1 considérée dans le Théoreme 3.2 dépend du temps, en général, la stabilité ne peut
étre décidée en temps fini. Cela fait suite a une analyse similaire a celle de la preuve
du Théoreme 3.2.

La conclusion principale a propos des solutions de I'équation de McKendrick
pour la condition aux limite (3.13) avec (3;(t) = (3 est que le modele de croissance
d’une population est modulé par une fonction périodique avec une période égale a
I’age de la seule classe d’age de reproduction. La forme de la modulation périodique
dépend de la distribution par age initiale de la population, et 'amplitude dépend du
module de mortalité. Dans les intervalles de temps de 'ordre de la premiere classe
de reproduction, la croissance est Malthusienne. La croissance Malthusienne pure
est obtenue si le module de mortalité s’approche de zéro et la population a une

distribution par age initiale uniforme.

3.3 Populations avec plusieurs classes d’age fertile

Nous considérons maintenant que les ages fertiles des individus d’une population sont
distribués dans un certain intervalle [, o] avec 0 < a < ¢ < o0. La condition aux

limites est, .
p(0,4) = / B(a, )pla, t)da. (3.22)

Les constantes a et ¢ représentent respectivement, les ages de la premiere et de la
derniere classe d’age reproductive.
Comme dans (3.7), si t < a, la solution de 1'équation de McKendrick (3.1) est

donnée par,

s+a—t)ds

_ t (
pla,t) = ¢(a —t)e /0 8 (3.23)

ou ¢(a) = p(a,0) est la distribution d’age initiale de la population.
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La solution générale de l'equation de McKendrick dans tout le domaine des

variables indépendantes est obtenue de la maniere suivante.

Théoréeme 3.3. [34]Soit p(a,0) = ¢(a)(€ L} (Ry)) une condition initiale locale-
ment intégrable pour l’equation aux dérivées partielles de McKendrick (3.1), avec a >
0,t > 0 et la condition auz limites (3.22). Supposons que p(a) € L}, (Ry) N CO(R,)
est une fonction positive, et que pour tout t > 0, 3(a,t) est localement intégrable et
différentiable. Alors, dans la bande S = {(a,t) : a > 0,0 <t < a}, la solution faible
de lequation de McKendrick (3.1) avec la donnée initiale ¢(a) et la condition auz

limites (3.22) est :

ps(a,t) = 2, ’ stt<a (3.24)
stt>aett<a

=
—~
s
SN—
@
—~
fs)
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o1,

et la fonction pg(a,t) comme dans (3.24) est localement intégrable (ps(a,t) € L}, (R,)).

loc

Ecrivons ps(a,t) comme ps(a,t; ) et définissons les fonctions,

bir1(a) = ps(a, a; ¢;)

ot i > 0 et ¢oa) = ¢(a), nous pouvons construire de maniere recurrente la solution
générale de l’equation de McKendrick comme p(a,t) = ps(a,t—ia; 1), oui = [t/a],

et [t/a] est la partie entiére de (t/a).

Preuve : Pour construire la solution de ’equation de McKendrick dans la bande S, le
cas (a = 0,t = 0) découle de la condition aux limites (3.22). Lecasout < aett >0 a

été prouvé dans (3.23). Nous allons maintenant construire la solution pour (a,t) € 11,
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Figure 1, qui implique que a > 0,t > a et t < a + a. Soit (a*,t*) le point telle que,

t* > a* et t* < a*+a. Par (3.6), la ligne caractéristique qui passe par (a*,t*) traverse

t*
—/;m—mw
t*

la ligne a = 0 a un certain temps ¢t = t}, et p(a*,t*) = p(0,t7)e 74 ol

1y = t*—a*. Imposant la condition aux limites (3.22) sur cette solution, nous obtenons

.
p(a*,t*):e/tl e /ﬁat (a,")da

Par hypothese, comme ¢t = t* — a* < «, nous sommes dans les conditions de la

solution (3.23), et nous avons,

p(a*,t*):e/tl S /Bat (a,t)da

1

o /1u(s—|—a—t’{)ds—/ (s —ty)ds
— [ Bla.tota - te o g da.

Par conséquent, nous avons montré que, pour t > a, t < a + a,et pour (a,t) € T,

t

7 - - +c—t+a)ds— —t+a)d
pla,t) = /ﬁ(c,ta)¢(ct+a)e/o His+e a)ds /t_aﬂ(s a) sdC

c

_— /Oa ule)ds /: Ble,t —a)p(c—t + a)e/oc h M<S)d8dc
(3.25)

- ) s)ds
B(c,t —a) = B(c,t —a)e /Olu() :

Poura=0ett=a«

p(0, ) = /aﬂ(c, a)p(c, a)de. (3.26)
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Comme, pour ¢ > «,p(c,a) € Ty, nous introduisons (3.23) dans (3.26), et nous

obtenons (3.24). Par conséquent, nous avons construit la solution de I'equation de
McKendrick dans la bande S.

Comme ¢(a) est localement intégrable, les intégrales dans (3.24) sont bornées pour
t <aet¢(a) =psla,a;¢) € L} (R,). A fin de construire la solution de 1’equation
de McKendrick pour tout £ > «, nous procédons par induction et nous prenons a
chaque étape la nouvelle condition initiale ¢;11(a) = pg(a,a; ¢;) avec i > 0. Ceci

justifie la formule p(a,t) = ps(a,t — ia; ¢p,), ou i = [t/a].

Nous introduisons maintenant une technique de simplification. Définissons la

nouvelle fonction ¢(a,t) a travers,

- ' s)ds
plat) = e IS aat)

et introduisons la dans l’equation de McKendrick (3.1), nous obtenons

04(a) | Dala,
ot da

Supposons que la condition aux limites pour I'equation de McKendrick (3.27) est

2(0.1) = / " Bla. ala )

= 0. (3.27)

- - / 1(s)ds
avec ((a,t) = B(a,t)e Jo , et la condition initiale est,

’ (s)ds
w<a>:e/o )

le probleme de Cauchy pour I'equation de McKendrick (3.1) est simplement trans-

formé en probleme de Cauchy pour 1'équation (3.27).

Par hypothese, pour tout ¢, 3(a, t) est nulle en déhors de 'intervalle [a, o]. Comme,
en général, la constante o n’est pas un multiple entier de «, pour tout ¢, nous pouvons
prolonger la fonction 3(a,t) comme une fonction zéro dans I'intervalle [0, 0'], ol 0/ =
ga, ¢ > 2 est un entier, et (¢—1)a < o. Ainsi, sans perte de généralité, nous supposons
que 0 = ga, ou ¢ > 2 est un entier. Dans la suite, et pour simplifier la notation, nous

prenons cette approche.
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Théoréme 3.4. [3/]Soit p(a,0) = ¢(a)(€ L}, .(R)) une condition initiale localement
intégrable pour ’equation auzx dérivées partielles de McKendrick (3.1), avec a > 0,t >
0 et la condition aur limites (3.22). Supposons que u(a) € L}, (Ry)NCO(R,) est une
fonction positive. Supposons également que, pour tout t > 0,((a,t) est localement
intégrable et différentiable et a support compact dans l'intervalle [a, 0], 0t o < 0,0 =
qa, et ¢ > 2 est un entier. Définissons Uentier m = [t/a + 1]. Alors, la solution
générale de lequation intégrale de renouvellement de Lotka est déterminé de fagon
récurrente et donné par :
a) Si, 0 <t<a,

/ Blcr, t)p(cr — t)de (3.28)

ou By(t) = B(t), pour 0 <t < a.
b) Si, a <t < 2a,
By(t) = 5(027 t)&(@ — t)dc,

B(Clut — )d(c1 + ¢a — t)derdes (3.29)

5(627 t)By(t — ca)dcy +
B(CQ, )
6(027 )Q_S(CQ — t)dcs.

Q\
~

+

I
\\\

c) Si, maﬁtﬁ(m—i—l)a, avecm >2etqg>m+1,

t—(m—2)a
Bn(t) = / B(m, t)Bim-1(t — c)den,
moil t (m ’L)Oc—‘roc ~
+ Z / B ) B i(t = C)der, (3.30)
t—(m—1)

+ /ﬁcm, (Cm — t)dey,.

Par ailleurs, B(t) est continue, et p(a,t) est aussi continue pour t > o et a € [0, 0].

Pour t > a, la solution générale de l’equation de McKendrick est
p(a,t) =1(a)B(t — a) (3.31)
ot I(a), B et ¢ sont définis comme dans le Théoréeme (3.3).

Preuve : Comme nous 'avons vu dans la discussion précédente du Théoreme, il suffit

de démontrer le Théoreme pour u(a) = 0. D’aprés le Théoreme (3.3), pour m = 1 et
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t < «, nous avons,
B(t) = Bl(t> = /0 B(Cl7t)¢(01 — t)dcl. (332)

Pour p # 0, nous appliquons la substitution ¢ — &, comme vu précédemment, et

nous obtenons a).

Nous considérons maintenant le cas a <t < 2a. Alors,
Balt) = [ Blestwlentiics+ [ Bentiotes — i
= /atﬁ(cQ,t)p(O,t — ¢9)dcy + /ta B(ca, t)p(cy — t)dey (3.33)
= /atﬁ(CQ,t)Bl(t — ¢o)des + /ta Blca, t) (s — t)des

ot B(t) = By(t) pour a < t < 2a. remplacons (3.32) dans (3.33), et avec ¢ — ¢,

nous obtenons b).

Avec m = [t/a+1] > 2, et en supposant que ¢ > (m + 1)a, en raison de la forme

particuliere des courbes caractéristiques dans la Figurel, nous obtenons,

t—(m—2)a
B, (t) = / B(Cmy ) Bpm—1(t — ¢)dem

m

-1 st—(m—i)ata B
- Z / 6(07717 t)Bm—7,<t - cm)dcm (334)
i=p Jt—(m—i)a

+ /U B(Cm, t)d(cm — t)den,.

ou ma <t < (m+ 1)a, et m > 2, ce qui prouve ¢). De toute évidence, B(t) est
continue pour t € [a, 0], et B(t) dépend de ¢(a) avec a € [0,0]. Comme p(a,0) =
II(a)B(c — a), en raison de la continuité de B(t) dans l'intervalle [0,¢],p(a,o) est
maintenant continue pour a € [0,0]. Comme B(t) reste continue pour ¢ > o, alors

p(a,t) est aussi continue pour t > o et a € [0, 0].

En définissant, la nouvelle condition initiale ¢(a) = B(c — a), la solution de
I’équation de renouvellement est construite de maniere récurrente dans les intervalles
[0,20],[20,30], ...

Pour calculer la solution générale de 'equation de McKendrick, nous utilisons

(3.10) et nous obtenons le Théoreme.
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Théoreme (3.3) et (3.4) donnent les solutions générales de I'equation de McKendrick
et de renouvellement de Lotka en fonction des données initiales et de la condition aux
limites. Le module de fertilité est supposé dépendre du temps et de I’age et le module

de mortalité dépende de ’age.

En diminuant la dépendance du temps dans la fonction de fertilité 3, la stabilité
ou l'instabilité des solutions de 1’équation de renouvellement de Lotka et de I'equa-
tion de McKendrick est donnée a partir des Théoremes précédants. En diminuant la
dépendance du temps dans la fonction de fertilité 3, la stabilité ou l'instabilité des
solutions de 1’équation de renouvellement de Lotka et de I'equation de McKendrick

est donnée a partir des Théoremes précédants.

Théoreme 3.5. [34] Si la fonction de fertilité est indépendante du temps et dans les
conditions du Théoreme 3.4, nous avons :

a) Si R =1, alors, pour tout a € [0,0] ett > a,p(a,t) reste bornée quand t — oco.
b) Si R > 1, alors, pour tout a € [0,0] et t > a,p(a,t) — oo quand t — oo.

c) Si R <1, alors, pour tout a € [0,0] et t > a,p(a,t) — 0 quand t — oo,

ot R est le tauz de croissance de Lotka de la population, tel que définie dans (3.11).
Quand la limite t — o0, la solution de l’équation de renouvellement de Lotka se

comporte comme B(t) ~ R!/7.

Preuve : D’apres le Théoreme 3.4, B(t) est continue, et comme p(a, o) = I(a)B(o —
a),p(a,o) est continue dans l'intervalle fermé [0,0]. Par conséquent, il existe les

nombres m et M tels que
m < p(a,3) < M. (3.35)

D’apres le Théoreme 3.3, pour 0 < ¢; < a, nous avons
p(0,t1+0) = B(t1 +0) = /U Be)p(c — t1,0)de.
Comme, ¢ — t; € [0, 0] pour ¢ € [a,0] et 0 < ; < o, D’apres (3.35), nous obtenons,
mR < B(t; +0) < MR. (3.36)

ou, par (3.11)

R= /: B(e)de = /: Ble)e /ocu(s)dsdc
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est le taux de croissance de Lotka, et 0 < a < ¢ < oo. Calculons maintenant une
borne pour p(a,a + o, avec a € [0,0]. Par (3.36), et en considérant le cas pu = 0,

en raison de la forme particuliere des courbes caractéristiques de la Figure3.1 , nous

avons,
mR < pla,a+0) < M, siR<1 (3.37)
m<pla,a+0) < MR, siR>1.
Alors, par (3.37),
Bti+a+o0)= / Ble)p(c —t,a + o)de
et
mR*< Bty +a+0) < MR, siR<I1 (3.39)

mR< B(t;+a+o0) < MR?*  si R>1.

ou 0 < t; < a. En répétant cette procédure jusqu'a ¢ = o/«, et comme pour p =
0,p(a,20) = B(20—a), la borne pour p(a, 20) avec a € [0, o] doit vérifier les inégalités
(3.36),(3.38), etc., ce qui donne

mR < p(a,20) < MR. (3.39)

En comparant (3.35) et (3.39),le théoreme est donné par induction. Dans la limite
asymptotique, la solution de I’équation de renouvellement de Lotka se comporte

comme B(so) ~ R® ou s est un entier.
Avec ((c) = f0(a — ) dans le Théoreme 3.5 nous obtenons Le Théoréme 3.1.

Regardons un exemple simple qui montre que pour une fonction de fertilité repar-
tie le long d’un intervalle d’age, nous avons amorti des cycles de croissance, avec une
période égal a 'age «. Supposons que (3(a) = [ est une constante dans l'intervalle
[a, 0 = 20], le module de mortalité est indépendant de 1'age, et la population initiale
est constante dans l'intervalle (0, 0]. Notons la solution de I’équation de renouvelle-
ment par B;(t) pour t € [(i — 1)a,ia] avec @ > 1. Alors, D’apres le Théoreme 3.4,
nous avons,

Bi(t) = ge " Ba (3.40)
By(t) = pe™MB(Ba(t — o) + (2a — t)).
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Par (3.32) et (3.10), nous avons,

pe " B(Ba(a—a)+a)  sia<a

(3.41)
de "2 Ba sia<a<2ao.

p(a,2a) =TI(a)B(2a — a) = {
Avec les conditions initiales ¢(a) = p(a,2a), d’apreés le Théoreme 3.4 a) et b), nous

obtenons,

Bs(t) = e G (a? + 3(t — 20)*(Ba — 1))
Bit) = ¢emBP(B6 (B — 1) — (9% — 66a — 3) (3.42)
+ 3ta(96%a* — Ba — 8) — 3a%(93%a? + 53a — 16)).

Dans ce cas, nous avons B(0) = ¢ba, B(a) = ¢e " Ba, B(2a) = ¢e 2 3%a? B(3a) =
e 33202 (1 + Ba)/2 et B(4a) = ¢e **33a3(5 + Ba)/6. Dans la Figure 4, nous
montrons le comportement du temps de B(t) pour a = 10,b = 1,¢ = 1 et le
module de mortalité © = 0.05. Dans ce cas, le taux de croissance de Lotka est
R = B(e P — ¢724) [y = 4.77. De cette exemple, nous concluons qu’il y a deux
échelles de temps associées a la croissance de nouveau-nés. La premiere échelle de
temps est en relation au passage des solutions B;(t) aux solutions B;;; (). La deuxieme
échelle de temps est associée au comportement de croissance Malthusian. A partir des
valeurs calculées ci-dessus de B(ia), avec i > 0, nous avons B(ia) ~ RI®/?] en accord
avec le Théoreme 3.5. Dans cette exemple, il existe une modulation amortie dans le
comportement de temps asymptotique de période a.

D’apres le Théoreme 3.3, nous pouvons calculer le modele discret de Leslie de la
dynamique de populations [32] et relater les propriétés de stabilité a la fois des modeles

continues et discrets.

3.4 Prédictions a partir des données démographiques

Pour une population avec n classes d’age correspondant aux ages de reproduction «;,

avec ¢ = 1, ...,n, nous définissons la fonction de fertilité,

Bla) = 3 Aid(a - ay) (3.43)
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et la condition aux limites pour I’équation de McKendrick est maintenant,
p
p(0,t) = Zﬁzp(%‘, t). (3.44)
i=1

Par (3.11), le taux de croissance de la population est,

R= /: Bla)e /0 B i Bie /Oal o) Zn: R.. (3.45)

Dans ce cas, le comportement asymptotique de la solution de I’équation de McKen-

drick est déterminé par le taux de croissance de Lotka de chaque génération.

Grace a la linéarité de 'équation de McKendrick (3.1) et a la condition aux
limites (3.2), la solution générale est maintenant la somme des solutions pour chaque
R; comme dans le Théoreme 3.15 pour la fonction de fertilité indépendante du temps.
Dans ce cas, chaque solution individuelle aura un modele de croissance exponentielle,
modulé par une fonction périodique de période «;. Par conséquent, le modele de crois-
sance d'une population avec plusieurs classes d’ages fertile est presque périodique avec
plusieurs périodicités ou fréquences. Si la dispersion de la fertilité autour de la classe
d’age fertile maximale est grande, le modele de croissance est presque périodique
dans le temps. Si en plus, nous considérons les variations en temps de la fonction
de fertilité et le module de mortalité, le modele de croissance peut montrer de fortes
variations s’ecartant de la croissance périodique ou exponentielle. Cela introduit un
degré plus élévé d’imprévisibilité pour le comportement de longue durée de la crois-

sance démoqraphique.

L’un des aspects, les plus importants de ces résultats est que la période des
oscillations des cycles de la population est de I'ordre de I’age d’une génération, comme
observé chez la population humaine. Dans le modele d’Easterlin, la période des cycles

est de l'ordre de deux générations, [29].

3.5 Conclusion

Nous avons obtenu les solutions faibles dans le sens des distributions de ’équation de

McKendrick et I’équation intégrale de renouvellement de Lotka, nous avons supposé
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un module de fertilité dépendent de I'age et du temps et un module de mortalité

dépendent de I'age .

Si p(a) est le taux de mortalité dépendent de 1’age d’une espece et (G(a) le module

de fertilité dépendent de I’age, le taux de croissance de Lotka est défini par,

R= /: B(e)e /0 ”(S)dsdc (3.46)

ol « et o sont la premiere et la derniere classes d’age reproductive. Le taux de crois-

sance de Lotka détermine la stabilité des solutions de I’équation de McKendrick, en

ce sens que, asymptotiquement en temps, nous avons une croissance exponentielle si

R > 1 et une extinction si R < 1. Si R = 1, nous avons une p%pulation asympto-

tiquement stable et la solution d’équilibre est p(a) = pgexp(— / p(s)ds), ou py est
0

une constante.

A partir d’un point de vue des données démographiques (3.46) implique que les

nombres de fertilité mesurés par classes d’age sont donnés par

justifiant partiellement la forme générale non symétrique de la fertilité des courbes

Y

dans les populations humaines.

L’une des caractéristiques la plus importante des solutions de I’équation de McKen-
drick repose sur 'existence d’une échelle de temps naturelle déterminée par 1’age de la
premiere classe d’age fertile. Dans ce cas, une population initiale constante présentera
un comportement cyclique dans des modeles de croissance, la période de ces cycles
est égal a ’age de la premiere classe d’age fertile. Ceci contraste avec la prévision
d’Easterlin ou la période est égal a deux fois la moyenne d’age d’'une génération,[29].
Les observations dans les populations humaines corroborent ce résultat. Ces oscilla-
tions sont en général amorties et I'amortissement est proportionnelle a I'importance
de la dispersion de la fonction de fertilité autour de la classe d’age la plus fertile. Ces
oscillations démographiques ont été observés dans des populations humaines, et dans

la croissance bactérienne dans les cultures par Lots,[39)].
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D’autre part, il a été démontré que les solutions générales de 1’équation de McKen-
drick et de I’équation intégrale de renouvellement de Lotka conservent la mémoire a

partir des données initiales.

Dans le cas limite d’une population avec une seule classe d’age de reproduction, la
modulation de la courbe de croissance est toujours périodique et n’a pas d’amortisse-
ment. L’amplitude des oscillations augmente si le module de mortalité diminue, et la
limite de la croissance malthusienne pure est obtenue si le module de mortalité tend
vers zéro. La population conserve la mémoire a partir des données initiales a travers

I’amplitude des oscillations des cycles d’Easterlin.

Il résulte également de cette approche que I'équation de McKendrick est associé
a une échelle de temps petite, quand nous la comparons a I’échelle de temps associée
a la loi de croissance malthusienne. Ces deux échelles de temps décrivent I'evolution
de la population a deux niveaux différents a long terme. En d’autres termes, la loi
de croissance malthusienne peut étre obtenu a partir de I’équation de McKendrick si
la mortalité est nulle, la fertilité est concentrée a un age, et la population initiale est
uniforme le long de la variable d’age. Désignons par «q ’age de 'unique classe d’age
fertile, la croissance de la population mesurée au pas de temps de aq est exponentielle
ou malthusienne. C’est la solution asymptotique de 1’équation de McKendrick qui se

comporte comme,
pla,t = kag) = p(a, ag) R*0=*/% = p(a, ag) R*

pour k=1,2, ...

Nous avons explicitement obtenus le modele de Leslie a temps discret de la dyna-
mique des populations a partir des solutions générales de 1’équation de McKendrick,
permettant un étalonnage direct des solutions de 1’équation de McKendrick avec des
données démographiques. Nous avons montré que, si la longueur des classes d’age tend
vers zéro, le nombre intrinséque de reproduction net de la population et le parametre

de croissance du modele de Leslie, convergent vers le taux de croissance de Lotka.
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Chapitre 4
Cas d’un Modele Epidémiologique

Le présent chapitre est consacré a la modélisation des épidémies avec la structure par
age.

Sans la structure par age, les modeles de base de la théorie des épidémies sup-
pose que, mis a part, les différences dues a la maladie, la population est homogene ;
alors pour la description de I’épidémie, la population est divisée en trois sous-classes

principales :

Les individus susceptibles : cette catégorie comprend les individus qui ne sont

pas malades et qui peuvent étre infectés.

Les individus infectés : elle comprend les individus qui ont la maladie et qui

peuvent la transmettre aux autres.

Les individus enlevés : elle est formée par les individus qui ont été infectés et

qui sont maintenant immunisés, morts ou isolés.

On mote en général par S(t),I(t) et R(t) le nombre d’individus qui a l'instant ¢
appartiennent respectivement aux trois classes énumeérées ci-dessus, et on retrouve la

taille totale de la population P(t) par :
S(t)+ I(t) + R(t) = P(t)

ot P(t) est la taille de la population totale.

Un modele assez général [26] pour la dynamique d’une maladie suppose que
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la population est constante, sans tenir compte des taux vitaux, alors le modele est

représenté par le systeme suivant :

;

\

%s(t) = —XO)S(t)+6I(t) + (8 —p)S(t)
1) = XOS(0) — (7 -+ O)I() + (3 — (D)
d

yrOERUORICEIOIIG

S(0)=So, I(0)=1I,, R(0)=R,

ou Sy + Iy + Ry = P et les parametres ont la signification suivante :

FIGURE 4.1 — Le schéma du Modele épidémique général [26]

la force d’une infection A(%) :

attrapent la maladie et entrent ainsi dans la classe des infectés.

(4.1)

c’est la vitesse a laquelle des sujets susceptibles

le taux de récuperation ¢ : c’est la vitesse a laquelle les infectés quittent leur

classe pour aller a celle des susceptibles.

le taux d’élimination v : c’est la vitesse a laquelle les infectés quittent leur classe

pour aller a celle des enlevés.
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En ce qui concerne la force de 1" infection A(t), nous devons supposer une certaine loi
de comportement qui traduit en une forme mathématique le mecanisme d’infection

de la maladie spécifique. La forme constitutive la plus simple de \(t) est :

A(t) = cgb% = kI(t) (4.2)

ou les constantes ¢ et ¢ ont la signification suivante :

¢ = taux de contact = le nombre de contact qu’'un seul individu a, par unité de

temps, avec d’autres individus de la population.

¢ = infectiosité = la probabilité qu'un contact avec un individu infecté transmette

la maladie.

I(t)

Nous notons que dans (4.2) le terme - correspond & la probabilité qu’un individu
contacté soit infecté. La forme (4.2) repose sur I'hypothese que la population soit
mélangé d’une maniere homogene, que toute la population soit active (plutét, pour
certaines maladies, toute ou une partie de la classe enlevée ne participe pas a ce
mélange) et que le taux de contact est indépendant de la taille de la population
active.

Concernant la nature des maladies, on peut distinguer celles qui peuvent étre
attrapées a plusieurs reprises (ce sont des maladies qui ne sont pas mortelles et ne
communiquent pas I'immunité comme la grippe et la gonorrhée) de celles qui peuvent
étre attrapées plutot en une seule fois et conduit au renvoi de la personne infectée
aux enlevées(a ce groupe appartiennent, la rougeole, rubéole, les oreillons et d’autres
maladies infantiles qui donnent I'immunité, mais également des maladies mortelles
comme le VIH une infection récente pour laquelle la classe supprimée correspond aux
personnes qui ont développé le SIDA). Dans le premier cas v = 0 et le modele est
appelé un modele S-I-S, parce que le parcours individuel a travers la maladie est
représenté par le schéma de la Figure 4.2, dans l'autre cas 0 = 0 et nous avons le
modele S-I-R (voir Figure 4.3).
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FIGURE 4.2 — Modele S-1-S [26]

FIGURE 4.3 — Modele S-I-R [26]
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Dans ce chapitre, nous voulons modeliser la propagation d’une épidémie, en pre-
nant soin de la structure par age de la population. L'importance de considérer I'age
des individus dans un modele épidémique vient du fait que pour de nombreuses mala-
dies le taux d’infection varie considérablement avec ’age. En fait si I’on considére les
maladies exanthématiques nous voyons que la transmission concerne principalement
le plus jeune age alors que pour les maladies sexuellement transmissibles le principal
mécanisme de l'infection implique les individus matures. Ainsi, nous attendons a ce
que la dynamique vitale de la population et le mécanisme de I'infection, interagissent
pour produire des comportements non triviaux.

Dans les paragraphes suivants nous allons d’abord étendre le modele général (4.1),
et ensuite nous allons nous concentrer sur quelques cas particuliers qui peuvent étre
traités mathématiquement par les méthodes des chapitres précédents. En fait nous
verrons que les modeles qui se posent dans ce contexte, bien que présentant des ca-

ractéristiques différentes, peuvent étre traités par les mémes procédures et méthodes.

4.1 Un modele général pour les épidémies

Nous considérons une population qui, en ’absence de 1’épidémie que nous allons
: . . e . s 1

examiner, peut étre décrite par le modele linéaire vu au chapitre II, c’est a dire nous

considérons une population qui est isolée, dans un habitat invariant, structurée par

age, avec les taux vitaux 3(a) et p(a) satisfaisant les hypotheses (11.2.14)-(11.2.16).

En raison des épidémies, la population est répartie en trois classes, les sujets
susceptibles, infectés et enlevés qui sont décrits par leurs densités d’age respectives
s(a,t),i(a,t),r(a,t) au temps t. Ainsi la densité d’age p(a,t) de la population dans

son ensemble doit satisfaire
pla,t) = s(a.t) +i(a,t) +r(a,1) (4.3)

En désignant par v(a),d(a), A(a,t) le taux d’enlevement, le taux de traitement et le

taux d’infection d’age spécifique respectivement, nous avons les équations suivantes
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qui décrivent la dynamique de transmission de la maladie

si(a,t) + sq(a,t) + pla)s(a, t) = —Xa, t)s(a,t) + d(a)i(a, t)
ir(a,t) +iq(a, t) + pla)i(a,t) = Ma,t)s(a,t) — (y(a) 4+ d(a))i(a,t)
ol t) + rala,£) + pla)r(a, ) = (a)i(a, 0

5(0,1) = bu(0), (0, £) = ba(t), (0, ) = b1

En fait, chaque classe subit la méme évolution démographique déterminé par les taux

(4.4)

vitaux [(a) et p(a), tandis que le passage d’une classe a une autre est controlé par

les taux y(a),d(a), A(a, t)(voir Figure 4.4).

FIGURE 4.4 — Le schéma du Modele épidémique général structuré en age [26]

Avec le systeme (4.4), nous devons considérer les conditions initiales

s(a,0) = so(a), i(a,0) =ig(a), r(a,0) =ro(a) (4.5)

et les équations constitutives pour les taux de natalité by (t), bo(t), b3(t). En ce que

concerne ces derniers, nous supposons
/ Bla)ls(a,t) + (1 — g)ila,t) + (1 — w)r(a,t)}da

d bat) = / Blai(a, t)da (4.6)
ba(t) = w /0 ™ Bla)r(a, t)da

\
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ot q € [0,1],w € [0, 1] sont les parametres de transmission verticale de 'infectiosité et
de I'immunité respectivement. Ces parametres indiquent la proportion des nouveaux-
nés qui sont nés dans la classe de leurs parents, ainsi si ¢ = w = 0 tous les nouveaux

nés sont susceptibles.

Dans ce modele, nous supposons que la fertilité intrinseque f(a) et la mortalité
intrinseque p(a) ne sont pas (significativement) touchées par la maladie, donc nous
prévoyons que la population totale (4.3) subit le méme processus démographique du
modele du chapitre II. En fait, si nous additionnons les équations de (4.4), nous

obtenons le probleme suivant pour p(a,t)

pt(aa t) + pa<a7 t) + M(a)p(a> t) =0

am

p(0,t) = [ Bla)p(a,t)da (4.7)

p(a,0) = po(a) = so(a) + ip(a) + ro(a)

En lequel, nous obtenons (I1.2.13). A cet egard, nous considérons I'hypothese suivante

sur la démographie de la population

R= /0 ™ Bla)(a)da — 1 (4.8)

autrement dit, nous supposons que la population est a croissance nulle (a* = 0) et

par conséquent, il existe une solution stationnaire
Poc(@) = boll(a) (4.9)
En outre, nous supposons que
pla,t) = po(a) = po(a) (4.10)

i.e, nous supposons que la population a atteint la distribution d’équilibre p..(a).

En fin, nous donnons une forme constitutive pour le taux d’infection A(a,t), qui

est généralement donnée sous la forme linéaire

Mast) = Ko(a)i(a,t) + /0 ™ K(a, a)i(d, t)dd! (4.11)
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ou les deux termes du deuxieme membre de ’égalité sont appelés le terme intracohorte

et le terme intercohorte respectivement. Les cas particuliers suivantes

Ma,t) = Ko(a)i(a,t) (4.12)

Mat) = P((a)‘lgahfi(a,t)da (4.13)

correspondent & deux mécanismes extrémes de la contagion, en fait (4.12) représente
la situation dans laquelle les individus peuvent étre infectés seulement par ceux de
leurs propre age alors que dans (4.13) ils peuvent étre infectés par ceux de n’importe

quel age. En considérant ces formes constitutives, nous supposerons
Ko(a) >0 ppdans [0,ay], Ko(.) € L=(0,anm) (4.14)

K(a) >0 ppdans|[0,ay], K(.)€ L>®0,an) (4.15)

Une reduction substantielle du probleme se produit lorsque nous considérons le modele
épidémique S-I-S, modélisant la maladie qui ne donne pas I'immunité. En fait, en

considérant le probleme (4.4)-(4.6) avec v(a) = 0,r(a) = 0, nous obtenons

( si(a,t) + sq(a,t) + pla)s(a,t) = —=A(a, t)s(a,t) + é(a)i(a,t)
ir(a,t) +iq(a, t) + pla)i(a, t) = Ma, t)s(a, t) — é(a)i(a,t)

0.0 = [ Halsta.n = 0= aia. 0o, s(.0)=sola) 419

qu:qlwﬁmmmwm,immyﬂdw

Puisque, par (4.10),
s(a,t) +i(a,t) = pola) (4.17)

nous remplagons s(a,t) = pw(a) — i(a,t) dans la deuxieme équation de (4.16), et

obtenir le probleme suivant, avec la variable simple i(a, t)

iv(a,t) + da(a,t) + p(a)i(a, ) = Ma, Dlpse(a) — i(a, )] — 5(a)ila, 1)

anr

i(0,t) =q i (a)i(a,t)da (4.18)
i(a,0) =ig(a)

et nous pouvons nous limiter a 1’étude de ce systeme.
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Une autre reduction concerne le cas S-I-R qui correspond aux hypotheses d(a) = 0

et w = 1, dans ce cas nous avons le systeme suivant

;

\

si(a,t) + sa(a, t) + p(a)s(a, t) = —Xa, t)s(a, t)
ir(a,t) +iq(a, t) + pla)i(a,t) = Aa,t)s(a, t) —y(a)i(a,t)
5(0,t) =

anr

(a)[s(a,t) + (1 —q)i(a, t)]da
0 ran (4.19)

B(a)i(a,t)da

En fait, nous pouvons ignorer la troisieme équation de (4.4) car les deux premieres

sont suffisantes pour déterminer 1’évolution des deux classes des individus susceptibles

et infectés, mais, en raison de la présence de la classe des individus enlevés, (4.17)

n’est pas vrai et nous ne pouvons pas réduire davantage le systeme.

Dans les sections suivantes, nous allons démontrer certains résultats pour (4.18)
avec les taux d’infection (4.12) et (4.13). Avec les hypotheses (4.14) et (4.15) nous

supposerons

d(a) >0 ppdans [0,ap], (.)€ L>®(0,an) (4.20)

4.2 Etats endémiques pour le modele S-I-S

Ici nous considérons le cas S-1-S (4.16) et nous discutons l'existence des états endémiques,

c’est a dire les états stationnaires non triviaux du probleme.

En premier, nous étudions (4.16), en supposant la forme purement intracohorte
de (4.12) du taux d’infection. Avec cette hypothese (4.16) devient

iv(a, ) + ia(a,t) + pa)i(a. ) = Ko(a)[pwe(a) — i(a, £))i(a, t) - 8(a)ia, 1)

i(0,t) =q
0

an

(a)i(a,t)da (4.21)

i(a,0) = ig(a)
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et 1’état stationnaire i*(a) doit satisfaire

it () 1 pua)i*(0) = Ko(a)lpse(a) — 7 (@))i*(a) — 5(a)"(0)
a an (4.22)

*(0) = ¢ i B(a)i*(a)da

Nous notons d’abord que (4.22) admet la solution triviale i*(a) = 0 et si ¢ = 0 (c’est a
dire, lorsque la maladie n’est pas verticalement transmise ) cette solution est unique.
Soit ¢ > 0, en posant i*(0) = v* > 0, nous remarquons que la premiere équation
(4.22) donne

*(a) = v Efa) (4.23)
1+v*/ Ko(o)E(o)do
- / a[u(g) +0(0) — Ko(0)peo(0)]do
Bla)= e Jo (4.24)

Remplagant (4.23) dans la seconde équation (4.22), nous obtenons ’équation suivante

pour v*

1=g¢ /0 . ;ga[)(it;ﬂa)dada (4.25)

Bien str, la résolution de cette équation est équivalente a la résolution (4.22), via la
formule (4.23).

Nous notons que le deuxieme membre de l'équation (4.25) est une fonction

décroissante de v*, a moins que la condition suivante soit satisfaite

B(a) /Oa Ko(o)do =0 pp pour a € [0, ay] (4.26)

Alors nous énoncons le théoreme suivant qui donne une condition de seuil pour I’exis-

tence des états endémiques

Théoréme 4.1. [26] Soit ¢ > 0 et supposons que (4.26) n’est pas vraie, alors (4.22)

a une solution non triviale si et seulement si

q/oaM B(a)E(a)da > 1 (4.27)
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et, si une telle solution existe, elle est unique. De plus, si (4.26) est satisfaite, alors

le systeme (4.22), soit il n’a pas de solutions non triviales ou bien nous avons

o / "[4(0) + 8(0)]do
q/o Bla)e Jo da =1 (4.28)

Dans ce cas, il y a un nombre infini de solutions.

Preuve : supposons que (4.26) n’est pas vrai, alors la fonction

o[

est strictement décroissante et

z € [0, 4+00]

1+=z

f@B@)
i Ko(o)E(o)do

/0 (o) + 8(0))do

da <

Jdim @) = q [ BE@di=q [ s
< /aoﬁ(a)e/o Hlo)do </aM ﬁ(a)e_/o HoN

ol

ap = sup{a\Ko =0 ppdans [0,a]}

Alors, il existe v* > 0 satisfaisant (4.25) si et seulement si ®(0) > 1, et cette solution
est unique. La condition du seuil ®(0) > 1 est exactement (4.27) et la premiere partie

du théoreme est démontrée.

Finallement, si (4.26) est satisfaite alors ®(x) est constante, c’est :

O(z) = q/oao f(a)E(a)da, x € [0,+00]
et ’équation (4.25) a une infinité de solution si et seulement si (4.28) est réalisée.
Nous remarquons que la condition (4.26) signifie que
Bla) =0 pppour a< ag

c’est a dire que la partie de fertilité se situe en-dessous de celle de I'infectiosité. De

plus, nous notons que (4.28) est satisfaite si et seulement si
q=1, 6(a) =0 ppsurS={a\G(a) >0}
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c’est une situation trés particuliere qui sera prise en considération.

Maintenant, nous considérons le cas purement intercohorte sans la transmission
verticale, pour laquelle nous supposons (4.13) et ¢ = 0. Alors a partir de (4.16) nous

obtenons le probleme

ic(a,t) + ii[(a, t) + p(a)i(a, t) = K(a)[pso(a) —i(a, t)]1(t) — d(a)i(a,t)
I(t) = / i(a,t)da (4.29)
i(0,t) =0, i(a,0) = ip(a)

et le suivant, concernant les états stationnaires

d%i*(a) +p(a)i*(a) = K(a)[ps(a) —i*(a)lI" = 6(a)i*(a)

(4.30)
I = /0 i*(a)da, i*(0) = 0

De la premiere équation dans (4.30) et de la condition i*(0) = 0 nous obtenons

i*(a) = I* /O "Haoe /aaK(S)dea (4.31)

avec

-/ (s) + 3(s))ds
H(a,0) = K(0)ps(0)e o (4.32)

Ensuite, plagons (4.31) dans la deuxieme équation de (4.30), nous obtenons 1'équation

suivante pour [*
a
am  ra —1*/ K(s)ds
1= / / H(a,o)e o doda (4.33)
0 0
et nous arrivons au résultat suivant

Théoréeme 4.2. [26] Le probleme (4.30) a une solution non triviale si et seulement
st

an a
/ / H(a,o)doda > 1 (4.34)
o Jo

et si une telle solution existe, elle est unique.
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Preuve : La preuve est similaire a celle de Théoreme 4.1, on note seulement que la

fonction

o(r) = /0 " /0 " H(a,0)e /o KNS e

a
est strictement décroissante puisque K (o) / K(s)ds ne s’annule pas sur ’ensemble
(o2

{(a,0)|0 <o <a<ap}.

Dans la section suivante nous allons considérer quelques résultats concernant la sta-

bilité pour le cas intra-cohorte.

4.3 Le comportement asymptotique pour le cas

intra-cohorte

Pour étudier le comportement asymptotique du probleme (4.21), nous intégrons la
premiere équation de (4.21) le long de la caractéristique t — a = ¢ et nous obtenons

ainsi la formule suivante

\

( io(a —t)E(a) sia>t
. E(a—t)—l—io(a—t)/ Ko(a —7)E(a — 7)dt
i(a,t) = 00, — a)E(a% (4.35)
’ - sia<t
1+4(0,t —a) / Ko(m)E(T)dr

ot E(a) est défini par (4.24). En effet, en posant U(s) = i(ag + s,to + s) avec s > 0,
nous aurons

d%U(s) = [—p(ag+s) —0(ag + s) + Ko(ag + $)poo(ao + $) —

—Ko(ao + 5)U(s)|U(s)

de sorte que
io(a07 to)E(CLO + S)

i(ag + s, tg +8) = .
E(ao) +i(ao, to) / Ko(ag + 0)E(ag + o)do
0

a partir de laquelle (4.35) est facilement déduit.
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La formule (4.35) est le point de départ pour I'analyse du modele. D’abord nous
éliminons le cas ¢ = 0 ou il n’y a pas de transmission verticale de la maladie. En fait,

avec cette condition nous avons i(0,¢) = 0 et par conséquent
i(a,t) =0 pour t>ay (4.36)

ainsi, la maladie disparait.

Ensuite, nous considérons ¢ > 0. Pour traiter ce cas, nous remplacons le probleme

par une équation intégrale de Volterra en utilisant le taux de natalité infectieux
v(t) =i(0,¢) (4.37)

En fait, remplagant (4.35) dans la deuxieéme équation de (4.21), nous obtenons une

équation intégrale non linéaire de la forme

v(t) = F(t) + /0 G(a,v(t —a))da (4.38)

ot (nous prolongeons toutes les fonctions par zéro a l'extérieur de [0, a/))

F(t) = /Oo Wlat VBt 5, 45y (4.39)
0 —f- ZO / K() d
G(a,z) = 46(a)Ela)z a>0 2>0 (4.40)

1+Z/ Ko(T)E
0

Avec ce passage a I’équation intégrale de Volterra, nous démontrons en premier 1’exis-

tence et I'unicité de la solution du probleme. En fait, nous avons

Théoréme 4.3. [26] Soient (4.14), (4.16) sont satisfaites et soit iy € L]0, ap], alors

Iéquation (4.38) a une solution v(t) unique et continue.

Preuve : La solution peut étre obtenue sous la forme d'un point fixe dans I'espace

C10,T] (pour tout T > 0). En fait, I'application J : C'[0,T] — C'[0, T] définie comme
(T u)(t /Gavt—a) (4.41)
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laisse ’ensemble
v(.) € Cl0,T]; 0 < v(t) < |Flepmet?=

inchangé et, en outre, pour v et v appartenant a cet ensemble

cNTN .
N [v = Dlcpm

BARCE Do) <

ot C est une constante. Ainsi I'existence et I'unicité suivent.

Bien entendu, le théoreme précédent fournit 'existence et 1'unicité d’une solution au
probleme (4.21), via les formules (4.35) et (4.37).

Nous notons que, si nous considérons la limite de I’équation (4.38)

o(t) = /0 ™ G, vt — 5))ds (4.42)

nous remarquons que leurs solutions constantes v* > 0 doivent satisfaire

an
vt = / G(a,v")da
0

c’est la méme équation que (4.25) déja étudiée.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une description complete du
comportement asymptotique de v(t). Nous supposons que les hypotheses du Théoreme

4.3 sont satisfaites et nous commencons par les résultats suivants

Proposition 4.1. [26] Nous supposons
B(a) >0  ppdans [ay,as] (4.43)
et soit i tel que
anr
/ Bla+ t)ig(a)da >0  pour certain t > 0. (4.44)
0

Alors, la solution de (4.38) est positive.

Preuve : Si (4.44) est vérifiée, alors F(t) et par conséquent v(t) ne sont pas iden-

tiquement nulle sur [0, ay/|. Supposant que v(t) > 0 pour t € [a, f] C [0,ap], alors
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pour t € [a+ ay, 5+ as]

v(t) = F(t) +/0 G(t —s,v(s))ds >
/“" qB(a)E(a)

- da >0
V=0 1 4ot — a)/ Ko(r)E(7)dr
0

> min v(t)

t€[a,f]

pace que (ay,a2)N(0V (t—0),t—a) # (). Ainsi, en itérant cet argument nous obtenons
v(t) > 0 pour t € [a + nay, § + nay|
pour tout entier n positif et, puisque

U[a + nay, f + nas] D [to, +0)

n
pour un certain ¢ty > 0, nous avons v(t) > 0 pour t > .

Notons que la condition (4.43) signifie que la donnée initiale 73 a un support qui
touche l'espace de fertilité, en se déplacant vers la droite : si cette condition n’est
pas satisfaite alors F'(t) est identiquement nulle et par conséquent v(t) s’annule aussi

pour t > 0.

Maintenant nous analysons le comportement de v(t) sous les conditions (4.43),
(4.44) : ce comportement dépend de la condition de seuil (4.27). En premier, nous

avons

Théoreme 4.4. [26] Soient (4.43) et (4.44) sont satisfaites et supposons

o [ BB <1 (1.45)
0
alors
tiiinoov(t) - 0

Preuve : Soit [, = [nays, (n + 1)ay| pour tout entier n > 0, alors on définie

M, = maxwo(t), M, =max{M,, M, 1} (4.46)

teln

100



Notons que, par la preuve de la Proposition 4.1, nous avons M,, > 0 pour tout n > 0,

alors si t € I,, avec n > 0, nous avons

v(t) = /OaM G(s,v(t — s))ds > /OaM G(s, M,)ds = M,®(M,,) (4.47)

ott ®(z) est une fonction définie dans démonstration du Théoreme 4.1. En fait, puisque
s € [0,ap] nous avons t — s € I,, U I, et, pour a € [0,ap],G(a, z) est une fonction

non décroissante de z. A partir de (4.46) nous obtenons
M, < M,®(M,) ¥Yn>0 (4.48)
et, puisque ®(z) est strictement décroissante et ®(0) < 1, nous avons
M, < M,®(0) < M,

qui est M, < M,,_4.

Ainsi, la suite {M,,} est décroissante et, en posant M, = lirf M,,, nous allons
n—-r+oo
vers la limite dans (4.47)

Moo < Moo®(M.s).

Si M., > 0, nous aurons la contradiction
1 < ®(0)

ce qui est absurde puisque ®(0) < 1. Donc M., = 0 et la preuve est compléte.

D’ailleurs nous avons

Théoréeme 4.5. [26] Soient (4.43) et (4.44) sont satisfaites et supposons

; /0 ™ B(a)B(a)da > 1. (4.49)

Alors

tlg-noo U(t) =

Preuve : Soient I, M,,, M, définies comme précédemment, nous montrons, en pre-
mier, I’énonce suivant

si M, <v* alors M, <v* (4.50)
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En fait, nous rappelons 'inégalité suivante déja déclaré dans (4.47)
My < My ®(M,yy) 1> 0; (4.51)
alors si M,,11 > v*, nous avons Mn+1 = M,,11 et par conséquent
M1 < My ®(Myy1) < My 1 ®(0*) = My

ce qui est absurde.

Nous démontrons ensuite que
si M, >v* pour n> N alors M,,1 < M, pour n> N (4.52)

et
lim M, ="

n—-+o0o

En fait, si M,, > v* et par conséquent ]\;[nﬂ > v*, nous avons a partir de (4.50)
Mn+1 S MnJrl(I)(MrHJ) < MnJrlq)(U*) = MnJrl

c’est M1 < M,. Alors, en posant M., = lirll M, > v*, nous allons vers la limite
dans (4.50)
My < M ®(My)

de sorte que, si M., > v* nous avons M, < My, ce qui est absurde et alors

nécessairement M., = v*.

En plus, nous définissons
my, = Itn}n v(t), My, =min{m,,m,_1}
ely
et, remarquent que la suite {m, } doit eventuellement étre positive par la Proposition

4.1, nous pouvons aussi le prouver (la preuve est similaire a celle de (4.49) et (4.51))
st my, < v alors my < UF (4.53)

st my, <v* pour n>N alors m,. 1 >m,
(4.54)

*

pour n>N et lim m,=v
n—-—+00

Finallement, posant ensemble (4.44), (4.52), (4.53), (4.54) nous obtenons la preuve

du théoréme.
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Conclusions et Perspectives

Dans ce mémoire nous avons considéré des modeles mathématiques pour des po-
pulations structurées en age, nous avons étudier le modele général par I’approche des
équations intégrales, nous avons appliqué les résultats obtenus a deux phénomenes
naturels (modeles démographiques, modeles épidémiologiques). Ils existent d’autres
approches, par exemple celles utilisant la théorie des semi groupes [43], ou bien le cas
discret [35], ou des cas de nature mixte continue et discrete [35], ces cas pourraient
bien étre des perspectives pour la suite de notre collaboration en recherche scienti-
fique. Nous envisageons aussi le cas des propagations spatiales [23] ou bien d’autres
structures, comme la taille par exemple [26]. En fin, une étude numérique de tous
ces modeles avec des simulations est nécessaire pour la comparaison avec les données
réelles et le développement de nouveaux modeles plus réalistes, les premiers pas de

cette étude sont déja entamés.
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