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2 Notations

Notations

Notation Définition

SI Système Immunitaire
HER− 2/neu Souris transgéniques
Tc ou CTL Lymphocytes T-cytotoxiques
Tcp Lymphocytes Tc précurseurs
Tce Lymphocytes Tc effecteurs
Th Lymphocytes T-aide (helper)
Ab Anticorps
NK Cellules tueuses naturelles
APC Cellule Présentatrice d’Antigène
IL− 12 Interleukine 12
MHC Complexe Majeur d’Histocompatibilité
C Cellules tumorales
Cmax Seuil de saturation des cellules cancéreuses
V Cellules de vaccin
In(t) Fonction d’inoculation des cellules du vaccin
p Nombre de cellules réagissant au vaccin
T Temps d’injection en terme de jours
Tmin Temps minimale
Tav Nombre moyen des cellules Th-infectées
v Population virale
τ Période de vaccination
R0 Taux de reproduction de base du virus
V IH Virus de l’ImmunoDéficience Humaine
C0([0,∞[) Espace des fonctions continues sur [0,∞[
C1([0,∞[) Espace des fonctions dérivables sur [0,∞[
H Fonction de Heaviside
J Matrice Jacobienne
ϕ Matrice Fondamentale
Id Matrice Identité
λi, (i = 1, 2, ...) valeurs propres
µ2 Multiplicateur non-trivial impulsif de Floquet



Chapitre 1

Introduction

Pour survivre, l’organisme doit être capable de conserver sa propre intégrité. Celle-ci est
perpétuellement compromise parce que des cellules vont perdre leurs capacités à remplir leur
fonction physiologique due à la cancérisation mais aussi au vieillissement, et parce que l’orga-
nisme sera confronté à un environnement hostile : micro-organismes divers cherchant à l’envahir,
substances nocives, etc...

Pour faire face à ces menaces, l’organisme dispose de moyens de défense "non-spécifiques"
intervenant immédiatement, sans tenter d’identifier l’ennemi mais seulement à le détruire et à
l’éliminer. Ce système de défense associe :

◃ Des agents physico-chimiques tels que l’acidité gastrique, la sueur, etc...

◃ Des molécules telles que l’interféron ou le système du complément.

◃ Des cellules telles que les polynucléaires, les lymphocytes et les monocytes.

Sur cet ensemble de base, s’est développé chez les organismes, en particulier les vertébrés,
un système plus élaboré capable de produire une réponse beaucoup plus forte qui devra être
focalisée avec une grande précision. Cette réaction sera spécifique à l’adversaire, et son efficacité
sera encore accrue lors d’une rencontre ultérieure par la mémorisation du conflit permettant
de provoquer une réponse plus intense et plus précoce. Ce système, qui représente l’immunité
spécifique, repose sur un réseau de communications cellulaires. Il devra donc reconnaître et
identifier comme étranger tout ce qui n’appartient pas à l’organisme sain, choisir de s’activer,
d’éliminer l’antigène, et générer en parallèle les supports cellulaires de la mémoire immunolo-
gique.

Le système immunitaire est le plus complexe des appareils de notre organisme. Son rôle
consiste à combattre les agents pathogènes qui pénètrent et se développent dans les cellules
hôtes (par exemple : virus, bactéries,...). Le système immunitaire spécifique a trois branches
majeures :

◃ Les lymphocytes B activés par un antigène secrètent les anticorps Ab qui neutralisent les
particules virales libres.
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◃ Les lymphocytes T-cytotoxiques qui détruisent les cellules porteuses d’antigènes.

◃ Les lymphocytes T-helper qui sont des régulateurs très importants qui aident les cellules
Tc et Ab à optimiser leur efficacité.

Les recherches concernant les bases moléculaires élucident le fonctionnement des cellules im-
munitaires, c’est à dire comment identifient-elles un agent pathogène et comment stimulent-elles
des réponses immunitaires pour protéger l’hôte ? De plus, pour mieux comprendre la réaction
immunitaire des différents composants, il est important d’étudier les interactions complexes
entre les nombreux composants du système immunitaire.

Lors d’un conflit immunologique, le système immunitaire se mettra en route par la mise
en oeuvre des divers agents effecteurs de la réponse immunitaire dont les lymphocytes T-
cytotoxiques Tc qui assureront la destruction des cellules cibles lesquelles présentent à leur
surface un peptide reconnu étranger. Lors d’une infection virale par exemple, le virus ne peut
se reproduire qu’en détournant à son profit la machinerie d’une cellule hôte. Celle-ci synthétise
alors en masse les différents composants du virus qui s’assemblent en de nouveaux virus. Grâce à
la reconnaissance de l’antigène, l’action du système immunitaire s’effectuera par la destruction
des cellules infectées par le virus, ce qui, en interrompant son cycle, stoppe l’infection virale.
Ceci n’exclut pas la mise en oeuvre des autres acteurs de la réponse immunitaire notamment
les anticorps.

Comment de telles interactions entre les différentes espèces de cellules immunitaires et de
populations de pathogènes peuvent-elles être comprises ?
Les expériences "in-vivo" décrivant la dynamique des cellules immunitaires et des agents patho-
gènes sont d’une importance capitale. Ces données montrent généralement la manière dont ces
deux populations se développent au fil du temps. Cependant, une compréhension rigoureuse
d’une telle dynamique exige l’utilisation de modèles mathématiques qui décrivent et prévoient
le parcours temporel d’une infection et des réponses immunitaires. Au début des années 1990,
ces modèles ont commencé à être utilisés afin de décrire la dynamique entre les infections virales
et les réponses immunitaires.

Le cycle de vie du virus, comme le virus d’immunodéficience humaine VIH, peut être mo-
délisé par des équations de base de la dynamique d’infection virale. Ces équations décrivent le
développement des populations de cellules non-infectées, infectées, et des virus libres au fil du
temps [45].

Dans la lignée des grands pionniers de la biologie moderne, les vaccins préventifs sont l’un
des domaines les plus innovants de la recherche médicale, associant techniques de fabrication
sophistiquées mais aussi normes de sécurité contraignantes. La plupart des vaccins induisent une
immunité humorale, par la production d’anticorps. Cependant la protection contre certaines
maladies infectieuses (VIH, paludisme, etc...) se fait par une réponse immunitaire cellulaire.
L’idée est donc de développer des vaccins activateurs de l’immunité cellulaire. Le but recherché,
par ce type de vaccin, n’est pas de développer une mémoire à long terme, mais de stimuler le
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système immunitaire. Cette approche est étudiée en particulier dans des maladies où le système
immunitaire est mis à rude épreuve comme dans :

◃ les cancers où une stimulation du système immunitaire par des antigènes spécifiques
pourrait permettre une meilleure lutte contre des cellules cancéreuses .

◃ le Sida, du fait que le système immunitaire est fortement affecté dans cette maladie, sa
stimulation permettrait de maintenir une charge virale faible, tout en diminuant les traitements.

De nombreux laboratoires travaillent à une meilleure compréhension de notre système im-
munitaire et à la recherche d’antigènes microbiens ou tumoraux. L’avancée de ces connaissances
fondamentales est capitale pour le développement des vaccins de demain.

L’objectif de cette thèse est de présenter la modélisation mathématique de la concurrence
entre les cellules du système immunitaire et les populations de pathogènes sous l’action d’un
vaccin qui stimule les réactions immunitaires. L’application d’un tel vaccin a pour but de
contrôler la croissance des populations de pathogènes (cellules tumorales et charge virale). La
théorie des équations différentielles impulsives a été utilisée dans l’étude du comportement
asymptotique des solutions.

Le deuxième chapitre présente quelques modèles mathématiques de base qui ont été utilisés
pour étudier la dynamique des réponses des lymphocytes T-cytotoxiques aux infections virales,
dans le but de contrôler le nombre de particules virales au fil du temps.

Dans le troisième chapitre, nous présentons un modèle à base d’EDO non-linéaire, explorant
la concurrence "Système immunitaire-Cellules cancéreuses" sous l’effet du vaccin "Triplex".
Ce modèle est un récent travail de C. Bianca et al. Les auteurs ont développé un modèle
aussi simple que possible, avec un nombre limité de paramètres, dans le but de reproduire le
comportement qualitatif observé avec les simulations du modèle multi-agents "SimTriplex".

Quant au chapitre 4, il est consacré à l’étude de la stabilité asymptotique de l’orbite pério-
dique d’un modèle d’infection virale (VIH) sous l’effet de la vaccination par impulsion admi-
nistrée à des intervalles réguliers.

Inspiré du modèle mathématique proposé par C. Bianca, le dernier chapitre a pour objectif
d’étudier une stratégie alternative, explorant la compétition "Système immunitaire-Carcinome
mammaire", sous l’effet de la vaccination par impulsion. Cette étude a pour but d’établir
une relation entre la période de vaccination et la dose du vaccin permettant la destruction
des cellules cancéreuses. Les résultats concernant le comportement asymptotique des solutions
sont validés par des simulations numériques. A la fin de ce chapitre nous donnons d’éventuelles
perspectives liés aux problèmes étudiés.





Chapitre 2

Modélisation mathématique des
réponses du Tc contre l’infection
virale

Les modèles mathématiques sont un outil essentiel qui complète l’observation expérimentale
dans l’étude de la dynamique des ”Tc” (ou CTL). La nature complexe et non-linéaire des
interactions qui se produisent pendant les réactions immunitaires rendent la compréhension
des résultats de l’infection difficile à argumenter. Les modèles mathématiques vont au-delà du
raisonnement verbal ou graphique et fournissent un cadre solide qui capture un ensemble défini
de suppositions puis conduit à des conclusions logiques et précises. Ce cadre peut être utilisé
pour produire de nouveaux aperçus, créer des hypothèses et concevoir de nouvelles expériences.

Ce chapitre présente les modèles mathématiques de base qui ont été utilisés pour étudier
la dynamique entre les infections virales et la réponse des lymphocytes T-cytotoxiques ”Tc”.

2.1 Dynamique du virus

Les virus sont des organismes microscopiques ayant besoin de pénétrer à l’intérieur d’une
cellule hôte pour se multiplier. Pendant les premiers jours de l’infection les virus se multiplient
sans être freinés par le système immunitaire. Ils se trouvent donc en quantité importante dans
le sang et c’est pour cela qu’au début de l’infection un individu est hautement contagieux.

Nos cellules renferment tout le matériel biologique pour qu’un virus puisse se reproduire et
se maintenir dans l’organisme, ce qui entraîne des possibilités de mutations. Quand les virus
rencontrent des cellules susceptibles, ils les infectent. Les cellules infectées produisent, à leur
tour, de nouvelles particules de virus qui quittent la cellule et infectent d’autres cellules cibles
susceptibles.
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virale

La croissance de la population virale est limitée par la disponibilité des cellules cibles, une
fois que le virus a infecté la plupart des cellules du tissu, la population ne peut pas s’accroître
d’avantage.

Afin de modéliser la reproduction des virus, on considère une équation logistique qui dé-
pend de la densité. C’est une équation commune en écologie qui est utilisée pour modéliser la
croissance des populations (Lotka 1956).

Le modèle est donné par l’équation différentielle ordinaire suivante :

dv

dt
= rv(1 − v

w
) − av. (2.1)

La population virale ”v” croît avec un taux ”r” vers un seuil de saturation ”w” appelé
"capacité de charge", et se désintègre avec un taux ”a”. Par conséquent ce modèle ne distingue
pas entre cellules susceptibles, cellules infectées et virus libres. Il représente la population virale
par une seule variable.

Ce modèle admet deux équilibres : v∗ = 0 et v∗ = (r − a) w
r .

X Si r < a, le virus échoue à établir une infection. Ceci est décrit par v∗ = 0.
X Si r > a, l’infection est établie avec succès. Ceci est décrit par

v∗ = (r − a)w
r
.

2.2 Dynamique de l’infection virale

Nous considérons, maintenant, un modèle plus détaillé distinguant entre cellules non-
infectées susceptibles ”x”, cellules infectées ”y” et virus libres ”v”. Le modèle suivant décrit la
dynamique de base de l’intéraction entre ces trois types de cellules.

dx
dt = λ− dx− βxv,

dy
dt = βxv − ay,

dv
dt = ky − uv.

(2.2)

Les cellules susceptibles sont produites avec un taux λ et meurent avec un taux d. Lorsque
les cellules susceptibles rencontrent les particules de virus libres, elles deviennent infectées avec
un taux β, les cellules infectées meurent avec un taux a. Ce taux de mortalité est souvent plus
grand que le taux de mortalité des cellules non-infectées, parce que les virus causent des lésions
cellulaires et la mort cellulaire. Les cellules infectées produisent les nouvelles particules de virus
avec un taux k, et les particules virales, qui ont été libérées par les cellules, se désintègrent
avec un taux de mortalité u.
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figure.2.1 : Description schématique de la dynamique de l’infection virale.

Les valeurs tx = 1
d , ty = 1

a , tv = 1
u sont respectivement les durées de survie moyennes des

cellules susceptibles, infectées et virions.

Le système (2.2) admet deux états d’équilibre stables qui dépendent du taux de reproduction
de base R0. ce taux est le nombre moyen de cellules nouvellement infectées produites à partir
d’une cellule infectée au tout début de l’infection. Il est égal à

R0 = βλk

dau
.

* Si R0 < 1, une cellule infectée donnera naissance, en moyenne, à moins d’une cellule
nouvellement infectée. Par suite la charge virale initialement inoculée disparaît et nous
assistons à l’extinction de la population virale et des cellules infectées. Le système (2.2)
se stabilisera à son état d’équilibre naturel (sans infection)

(x∗, y∗, v∗) = (λ
d
, 0, 0).

* Si R0 > 1, une cellule infectée donnera naissance, en moyenne, à plus d’une cellule
nouvellement infectée. Nous assistons à une croissance de la population virale. L’infection
se propagera, puis se stabilisera à un état d’équilibre (x∗, y∗, v∗) (la phase asypmtotique
) tel que

x∗ = au

βk
, y∗ = λβk − dau

aβk
, v∗ = λβk − dau

aβu
.

ou bien
x∗ = λ

dR0
, y∗ = (R0 − 1) dau

aβk
, v∗ = (R0 − 1) d

β
.

* Si R0 = 1, alors une cellule infectée provoquera, en moyenne, une cellule nouvellement
infectée. C’est un cas particulier et inutile.
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virale

Le nombre moyen des particules de virus libres produits à partir d’une cellule infectée (taille
d’explosion), est donné par k

a .

figure.2.2 : Le taux de reproduction de base du virus R0.

En supposant que la population des virus libres est dans un état quasi stable, i.e. dv
dt = 0,

alors v = hy
u et le modèle (2.2) pourra être simplifié comme suit


dx
dt = λ− dx− β∗xy,

dy
dt = β∗xy − ay.

(2.3)

avec β∗ = βk
u et R0 = β∗k

da .

2.3 Modèle de la dynamique des Tc

La dynamique des réponses des lymphocytes Tc aux infections virales est étudiée expéri-
mentalement par le contrôle du nombre des Tc et des particules virales au fil du temps. Ceci
exige des données détaillées. Pour les pathologies humaines, de telles données sont difficiles à
obtenir. Cependant, une façon plus contrôlée et précise d’étudier cette dynamique "in vivo",
est d’utiliser les modèles de souris. Les souris peuvent être infectées d’une façon contrôlée et
les populations de cellules immunitaires ainsi que les virus peuvent être mesurés à des inter-
valles réguliers. De plus, les souris peuvent être modifiées génétiquement par la suppression de
certaines parties fonctionnelles du système immunitaire. Dans le cadre de l’étude d’une infec-
tion chez des souris par le virus "chorio-méningite lymphocytaire", les résulats suivants ont été
observés :
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figure.2.3 : Représentation schématique de l’étude expérimentale d’une infection chez des souris
[43].

(A) Les Tc s’accroissent, éliminent les virus provenant de l’hôte et s’établissent autour d’un
niveau de mémoire élevé.

(B) Les Tc contrôlent à long terme l’infection. Ce résultat est semblable au premier cas de
figure sauf que les Tc ne conduisent pas à l’extinction du virus qui persiste à des niveaux
bas. Aucune pathologie n’est observée chez les souris.

(C) Les Tc induisent une pathologie. Ceci arrive si les Tc n’arrivent pas à baisser le nombre
des virus. A partir de là, les cellules infectées seront en grand nombre entraînant la réponse
des Tc. Par conséquent, beaucoup de cellules vont être tuées et la souris succombe à
l’infection.

(D) Les Tc s’épuisent, bien que la réponse des Tc s’étende initialement. Elle finit par
s’éteindre. Comme résultat, le virus persiste à des niveaux élevés.

Nous allons, maintenant, modéliser la dynamique des réponses des Tc d’une façon assez
simple. Considérons une population unique de Tc qui combat l’infection, notée z. Ainsi l’ex-
pansion de cette population permet d’éliminer les cellules infectées. Par conséquent la popula-
tion virale diminue. Ceci est très similaire à la dynamique proies-prédateurs en écologie. Les
Tc sont les prédateurs qui se développent pour tuer leurs proies "virus". Considérons alors le
modèle suivant :



dx
dt = λ− dx− β∗xy,

dy
dt = β∗xy − ay − pyz,

dz
dt = cyz − bz.

(2.4)
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virale

Les Tc prolifèrent en réponse à la stimulation antigénique avec un taux c, et meurent en
l’absence de stimulation antigénique avec un taux b. Les cellules infectées sont éliminées par
les cellules Tc-effectrices avec un taux p. Les points d’équilibre vérifient le système suivant :

λ− dx∗ − β∗x∗y∗ = 0,
β∗x∗y∗ − ay∗ − py∗z∗ = 0,
cy∗z∗ − bz∗ = 0.

d’où 
λ− dx∗ − β∗x∗y∗ = 0,
(y∗ = 0) ou (β∗x∗ − a− pz∗ = 0),
(z∗ = 0) ou (y∗ = b

c ).

* Si z∗ = 0, alors l’équilibre (x∗, y∗, z∗) = ( a
β∗ ,

λ
a − d

β∗ , 0) existe si β∗λ−da > 0 (i.e. R∗
0 > 1).

* Si y∗ = b
c , nous obtenons x∗ = λc

dc+β∗b et z∗ = c(β∗λ−ad)−aβ∗b
p(dc+β∗b) .

Donc z∗ existe si λ
a − d

β∗ >
b
c .

En résumé, supposons que le taux de reproduction de base R∗
0 > 1, c’est à dire que le virus

peut établir une infection avec succés. Deux résultats sont obtenus :

• Si λ
a − d

β∗ <
b
c , la réponse des Tc n’arrive pas à s’établir puisqu’elle est trop faible pour

pouvoir assurer l’expansion des cellules Tc. Ce résultat est décrit par l’équilibre suivant :

(x∗, y∗, z∗) = ( a
β∗ ,

λβ∗ − ad

aβ∗ , 0)

• Si λ
a − d

β∗ > b
c , la réponse des Tc se développe et le système converge vers l’équilibre

suivant :
(x∗, y∗, z∗) = ( λc

dc+ β∗b
,
b

c
,
c(β∗λ− ad) − aβ∗b

p(dc+ β∗b)
)
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figure.2.4 : Simulation numérique du modèle (2.4) décrivant la dynamique des Tc. La crois-
sance de la charge virale est suivie par l’expansion des Tc, ainsi l’activité des Tc réduit la charge
virale. Les oscillations s’atténuent ramenant le système vers un équilibre. Si la charge virale
se trouve au-dessous d’un certain seuil donné, nous pourrons parler de l’extinction du virus.
Après l’expansion, la population des Tc reste à un niveau de mémoire élevé. Les paramètres
utilisés dans cette simulation sont : λ = 1, d = 0.1, β∗ = 0.1, a = 0.2, p = 0.5, c = 0.2, b = 0.1.

L’avantage principal de ce modèle réside dans la simplicité de son étude analytique. Cepen-
dant, il comporte quelques caractéristiques irréalistes. Supposons que les Tc aient perdu leur
capacité de tuer et d’exercer n’importe quelle autre activité antivirale. Le modèle prévoit alors
que le nombre des Tc augmenterait vers l’infini. De plus, le fait de considérer que le nombre de
cellules Tc est régulé seulement par l’activité antivirale exercée par les Tc et qu’il n’y a aucune
saturation dans l’expansion du Tc, est irréaliste. Pour cela, nous allons faire, dans ce qui suit,
quelques modifications sur le modèle, visant à rendre le terme d’expansion du Tc plus réaliste.

2.4 Saturation de l’expansion du Tc

Nous allons modifier le modèle (2.4), en supposant que le taux de l’expansion du Tc sature
lorsque le nombre de ses cellules devient relativement grand. Ceci est exprimé par l’équation
différentielle suivante :

dz

dt
= cyz

ϵz + 1
− bz
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”ϵ” exprime le niveau auquel l’expansion du Tc sature. Si la réponse du Tc devient établie, le
système convergera vers l’équilibre suivant :

x∗ = β∗b(ϵa−p)−pcd+
√

[β∗b(ϵa−p)−pcd]2+4β∗2bϵλcp

2β∗2bϵ ,

y∗ = λ−dx∗

β∗x∗ ,

z∗ = β∗x∗−a
p .

Les propriétés de ce modèle sont similaires au modèle (2.4). Une augmentation du paramètre
β∗ mène à une augmentation de la charge virale. Ainsi, si le Tc n’a pas d’activité antivirale i.e.
p = 0, alors le nombre de Tc n’augmente pas vers l’infni, mais seulement jusqu’à une valeur
définie. Par conséquent, le terme de saturation élimine les caractéristiques biologiquement
irréalistes du modèle simple (2.4). Toutefois, si la saturation se produit alors que le nombre de
Tc est faible i.e. une grande valeur pour ϵ, il est possible d’utiliser une version plus simple de
ce modèle, donnée par :

dz

dt
= cy − bz

Dans ce modèle, le taux d’expansion du Tc est simplement proportionnel à la quantité
d’antigène, mais pas au nombre de Tc. De plus, la réponse du Tc peut ne jamais s’éteindre. Au
lieu de cela, si la réactivité c des cellules Tc est faible, les Tc persistent à des niveau bas. Par
conséquent, si R0 > 1, il y a seulement un équilibre stable, donné par les expressions suivantes :

x∗ = β∗ba−pcd+
√

[β∗ba−p)−pcd]2+4β∗2bλcp

2β∗2b ,

y∗ = λ−dx∗

β∗x∗ ,

z∗ = β∗x∗−a
p .

Pour décrire la dynamique du Tc, il y a d’autres variantes qui mènent à des caractéristiques
plus réalistes par rapport au modèle (2.4). Tandis que ces modèles exposent vraiment des
comportements plus réalistes, les termes de saturation sont arbitraires et ne sont pas basés
sur un détail biologique spécifique. Ceci doit être gardé à l’esprit lorsqu’on veut interpréter les
résultats de la modélisation.

2.5 Tc précurseurs et effecteurs

Dans les modèles précédents, nous n’avons pris en considération qu’une seule population
de Tc, notée ”z”. Mais en réalité cette population peut être divisée en deux sous populations :
les Tc précurseurs ”Tcp” et les Tc effecteurs ”Tce”. Les Tcp n’ont aucune activité antivirale
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tandis que les Tce ont une activité antivirale. Les Tc naïfs (qui n’ont pas rencontré l’antigène
auparavant), existent comme précurseurs. La population Tcp s’étend lorsque l’antigène stimule
les Tc. Ceci aboutit à la différenciation des Tce qui tuent les virus et les Tcmemory deviennent
de nouveau des Tcp sans activité antivirale. Afin d’atteindre l’activité antivirale, les Tcmemory

doivent être stimulés de nouveau. Nous allons alors construire un modèle mathématique qui
prend en considération cette subdivision du Tc. Notons par ”w” la population du Tcp et par
”v” la population du Tce. Le modèle est donné par l’ensemble des équations différentielles
suivantes : 

dx
dt = λ− dx− β∗xy,

dy
dt = β∗xy − ay − pyz,

dw
dt = cyw(1 − q) − bw,

dv
dt = cqyw − hv.

(2.5)

Lors d’un contact avec l’antigène, les Tcp prolifèrent avec un taux c(1−q) et se différencient
en cellules effectrices avec un taux cq. Les paramètres b et h sont respectivement les taux
de mortalité des Tcp et Tce. Dans ce modèle, les cellules Tcmemory sont considérées avec la
population ”w” des Tcp. Si la durée de vie des Tcp est longue en l’absence d’antigène, i.e. la
valeur de b est petite, alors la population des Tcp persiste à des niveaux élevés pendant des
périodes prolongées après une infection aiguë. D’autre part, nous supposons que la durée de
vie des Tce est courte i.e. la valeur de h est relativement élevée, parce qu’une activité effectrice
prolongée peut avoir des conséquences dommageables pour les cellules hôtes. Le processus
d’expansion et de différenciation des Tc donne naissance au Tce et augmente éventuellement
le nombre des Tcmemory.
Tcmemory au repos→ prolifération des Tc→ naissance des Tc effecteurs→ Tcmemory au repos.

Nous supposons que les Tce sont proportionnels au nombre de Tcmemory et à la quantité
d’antigène. Supposons R0 > 1, une réponse immunitaire peut être établie si c(1−q)( λ

a − d
β∗ ) > b.

Dans ce cas, le système converge vers l’équilibre suivant :

x∗ = λc(1−q)
dc(1−q)+bβ ,

y∗ = b
c(1−q) ,

w∗ = v∗h(1−q)
bq ,

v∗ = βx∗−a
p .
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D’après ces expressions, la charge virale est réduite par une réactivité élevé et une longue
durée de vie des Tcmemory. Par conséquent, ce modèle indique que le phénotype de mémoire
des Tc est crucial pour le contrôle des virus.



Chapitre 3

Modélisation de l’immunité
artificielle contre le carcinome
mammaire

Le cancer est dû à une anomalie de fonctionnement des cellules qui se caractérise par une
multiplication anarchique et anormalement élevée de cellules au sein d’un organe ou d’un tissu
du corps humain. Il se développe d’abord dans un organe et forme une ou des tumeurs ; mais il
arrive que les cellules cancéreuses atteignent d’autres parties du corps, ce sont les métastases.
Il y a plus de 100 types différents de cancer. Les catégories principales de cancer incluent le
carcinome, la leucémie, le lymphome, le myelome, les cancers de système nerveux central et le
sarcome.

Les carcinomes sont les tumeurs qui commencent dans la peau ou couvrent des organes
internes incluant des tissus épithéliaux. Beaucoup de mécanismes sont impliqués dans le pro-
cessus de la carcinogenèse, y compris l’insensibilité de la tumeur aux signaux d’apoptose induits
par les cellules antitumeur effectrices immunitaires [23], mais aussi la capacité d’échapper à
la reconnaissance et à la destruction par les cellules T-cytotoxiques ”Tc”, principalement en
raison de l’absence de l’expression des molécules de classe 1 à la surface des cellules tumorales.
Ces dernières agissent comme des antigènes de tumeur d’habitude reconnus par les mécanismes
de l’immunité humorale et la défense cellulaire [2], ce qui facilite la progression tumorale et la
formation de métastases [22] ; [4] ; [25]. Le carcinome mammaire reste la cause principale de
mort de cancer chez les femmes [28].

La suggestion du rôle du système immunitaire dans la surveillance contre le développement
de cellules malignes date du début du 20ème siècle. Ainsi, le concept de l’immunosurveillance
a été suggéré d’abord par Ehrlich (1909), ensuite par Burnet (1957) et Thomas (1982). En
1909, Paul Ehrlich a prédit que le système immunitaire réprime la croissance des carcinomes,
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en introduisant ainsi un siècle de débat litigieux sur le contrôle immunologique de neoplasia
[20]. En 1957, selon Burnet et Thomas, les lymphocytes agissent comme des sentinelles dans
la reconnaissance et l’élimination des cellules transformées surgissant continuellement [19]. En
1970, F.Macfarlane Burnet [12] a décrit le concept d’immunosurveillance anti-tumorale comme
mécanismes de défense impliqués dans la reconnaissance et l’élimination de tumeurs malignes
croissantes [21]. Cependant, des expériences ultérieures menées sur des souris "athymic nude"
réfute ce concept [19]. De plus, des tumeurs malveillantes peuvent survenir chez des patients
immunocompétents [18] ; [16] ; [46], ce qui montre que les cellules tumorales peuvent échapper
à l’immunité.

Dans l’interaction entre hôte et cellules de tumorales, trois phases essentielles ont été pro-
posées : Élimination - Équilibre - Échappement [19]. Même au début de la tumorigenèse,
des signaux proinflammatoire "de danger" sont produits. Le concept d’immunosurveillance in-
tervient dans la première phase d’élimination, dans laquelle les cellules et les molécules de
l’immunité innée et adaptative peuvent supprimer la tumeur qui se développe et protège l’hôte
de la formation de tumeur. Dans la deuxième phase, un équilibre dynamique est installé entre
le système immunitaire et la tumeur, si le processus d’élimination n’est pas réussi. Dans la
troisième phase, la tumeur devient insensible au système immunitaire et aura une croissance
non contrôlée [20].

3.1 Vaccin immunopréventif du cancer mammaire

Depuis plus d’un siècle, des études expérimentales et cliniques ont apporté la preuve de
l’immunogénicité des tumeurs. En effet, la présence spontanée ou induite de cellules cancéreuses
dans un organisme entraîne une réponse anti-tumorale.

Le système immunitaire reconnaît les cellules cancéreuses comme des éléments étrangers et
déclenche une réponse complexe impliquant un ensemble de cellules et de protéines spécialisées.
L’action coordonnée de ces différents éléments doit parvenir à la lyse des cellules tumorales.

Malgré sa sophistication, le système de défense peut être contourné. En effet, certaines
cellules tumorales présentent peu de caractéristiques trahissant leur nature. Elles ne sont ni
reconnues, ni attaquées par le système immunitaire. D’autres cellules cancéreuses peuvent
également mettre en place des stratégies d’échappement en se multipliant très rapidement ou
en inhibant directement le fonctionnement normal de l’immunité.

L’immunothérapie tire parti de nos défenses immunitaires en les stimulant pour qu’elles
soient plus efficaces. On parle d’immunothérapie active. Si certains « acteurs » du système
immunitaire sont directement utilisés, on parle d’immunothérapie passive.

La restitution et l’induction de l’immunité antitumorale sont les principales stratégies ac-
tuelles d’immunothérapie contre les cancers les plus communs. L’immunothérapie a déjà ma-
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nifesté son efficacité sur des tumeurs expérimentales chez des souris [15]. La thérapie cellulaire
de cancer par les cellules immunocompétentes est toujours sous l’évaluation clinique. Dans
ces stratégies thérapeutiques, deux approches principales basées sur la stimulation in-vivo de
l’immunité protectrice utilisant des APC, comme les cellules dendritiques, ou l’administration
in-vitro des cellules effectrices immunitaires, sont visées dans la vaccination thérapeutique des
patients cancéreux [3] ; [14] ; [17] ; [31].

D’autre part, il a été récemment rapporté que la carcinogenèse mammaire peut être em-
pêchée chez des souris transgéniques HER-2/neu, en utilisant un vaccin qui combine trois
différents stimulants, mentionné par le vaccin Triplex [34], [29]. Ce vaccin a été fait de cel-
lules exprimant l’antigène HER-2/neu (p185neu) et de deux signaux adjuvants, interleukin 12
(IL-12) et allogénique MHC de classe I. En littérature, nous trouvons différents modèles ma-
thématiques concernant la concurrence entre système immunitaire et cancer, entre autres [8],
les auteurs ont développé un modèle à base d’ODE non-linéaire aussi simple que possible, avec
un nombre limité de paramètres, permettant d’explorer cette concurrence induite par le vaccin
Triplex, dans le but de reproduire le comportement qualitatif observé dans [36] ; [9].

3.2 Modèle mathématique

Dans leur récent travail, C.Bianca et al. [8], ont proposé le modèle suivant



dNK
dt = 0,

dV
dt = −β1V − β2NK.V + In(t),

dT h
dt = −β3Th+ α1V,

dAb
dt = −β4Ab+ α2Th,

dT c
dt = α4Tc− β8Tc,

dC
dt = (α3 − C

Cmax
)C − (β5NK + β6Tc+ β7Ab) C,

(3.1)

avec les conditions initiales suivantes :
NK(0) = NK ̸= 0
V (0) = Th(0) = Ab(0) = 0
C(0) = C0 ̸= 0
Tc(0) = Tc0 ̸= 0

(3.2)

Ce modèle mathématique, qui est réalisé sur le même plan conceptuel que celui utilisé
pour le modèle informatique multi-agents nommé "SimTriplex" [35], prend en compte à la fois
les réponses humorale et cellulaire du système immunitaire contre les cellules cancéreuses en
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incluant les entités suivantes : cellules de vaccin ”V ”, cellules cancéreuses ”C”, cellules tueuses
naturelles ”NK” , lymphocytes thymus cytotoxiques ”Tc”, lymphocytes aide de thymus ”Th”
et les anticorps ”Ab”. La fonction In(t) représente le nombre de cellules du vaccin injecté aux
temps préétablis. Les paramètres αi, pour i ∈ {1, 2, 3}, représentent les taux de prolifération
due à la naissance naturelle et aux interactions et les paramètres βi, pour i ∈ {1, 2, ..., 8},
représentent les taux de destruction due à la mort naturelle et à la concurrence. Les cellules
cancéreuses C éludent l’apoptose et prolifèrent mais leur nombre augmente vers un seuil de
saturation donné. Ce phénomène est modelé par la croissance logistique (α3 − C

Cmax
)C.

3.3 Analyse asymptotique du modèle

Le but de cette section est d’analyser le rôle des paramètres dans la dynamique de compé-
tition et d’explorer les phénomènes décrits par le modèle pour identifier un protocole de vaccin
optimal. Nous allons d’abord analyser le cas d’injection constante ensuite le cas d’injection
variée.

3.3.1 Cas d’injection constante

Analysons la dynamique de compétition entre les cellules du vaccin et les cellules can-
céreuses, en considérant le cas où le vaccin est injecté continuellement et avec une intensité
constante k > 0. L’analyse qualitative des solutions du modèle (3.1) est obtenue en donnant les
solutions excactes des fonctions V, Tc, Th, Ab et en analysant le comportement asymptotique
de la fonction C.

• La fonction des cellules Tc
Soit la fonction différentiable Tc ∈ C1([0,∞[) solution de l’équation différentielle ordinaire
suivante :

dTc

dt
= α4Tc− β8Tc, (3.3)

avec la condition initiale Tc(0) = T0.
En posant α = α4 − β8, la solution non-triviale de l’équation (3.3) est

Tc(t) = Tc(0) eαt = T0 e
αt.

Le comportement asymptotique des Tc dépend du signe du paramètre α,

lim
t→∞

Tc(t) =


∞ si α > 0
T0 si α = 0
0 si α < 0.
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• La fonction des cellules du vaccin V

Soit la fonction différentiable V ∈ C1([0,∞[) solution de l’équation différentielle ordinaire
suivante :

dV

dt
= −β1V − β2NK.V + In(t), (3.4)

avec la condition initiale V (0) = 0.
En posant β = β1 + β2NK, la forme intégrale de l’équation (3.4) est

V (t) = e−βt [V (0) +
∫ t

0
eβτIn(τ)dτ ].

Puisque In(t) = k > 0, nous avons

V (t) = k

β
(1 − e−βt),

donc
lim

t→∞
V (t) = k

β
. (3.5)

En conséquence, l’ampleur k du vaccin et le taux de mortalité (destruction et mort naturelle)
β des cellules V due aux interactions avec les cellules NK, modifient le plateau atteint par les
cellules V .

• La fonction des cellules Th
Soit la fonction différentiable Th ∈ C1([0,∞[) solution de l’équation différentielle ordinaire
linéaire suivante :

dTh

dt
= −β3Th+ α1V, (3.6)

avec la condition initiale Th(0) = 0.
La solution intégrale de l’équation (3.6), a la forme suivante :

Th(t) = e−β3t [ Th(0) + α1

∫ t

0
eβ3τV (τ)dτ ].

Donc, d’après (3.5), la solution de l’équation (3.6) est la fonction suivante :

Th(t) = A[β3(1 + e−β3t) − β(1 − e−βt)], (3.7)

où
A = kα1

ββ3(β3 − β)
.

Le comportement asymptotique de la fonction Th dépend des paramètres suivants :

lim
t→∞

Th(t) = kα1

ββ3
.
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• La fonction des cellules Ab
Soit la fonction différentiable Ab ∈ C1([0,∞[) solution de l’équation différentielle ordinaire
linéaire suivante :

dAb

dt
= −β4Ab+ α2Th, (3.8)

avec la condition initiale Ab(0) = 0.
La solution intégrale de l’équation (3.8), a la forme suivante :

Ab(t) = e−β4t [Ab(0) + α2

∫ t

0
eβ4τTh(τ)dτ ],

et d’après (3.7), la solution de l’équation (3.8) est la fonction suivante :

Ab(t) = Aα2[β3 − β

β4
(1 − e−β4t) − β3 + β

β4 − β
(e−β4t − e−βt)].

Le comportement asymptotique de la fonction Ab dépend des paramètres suivants :

lim
t→∞

Ab(t) = kα1α2

ββ3β4
.

• La fonction des cellules C
Soit la fonction différentiable C ∈ C1([0,∞[) solution de l’équation différentielle ordinaire
non-linéaire suivante :

dC

dt
= (α3 − β5NK − β6T0 e

αt − β7Ab) C − C2

Cmax
, (3.9)

avec la condition initiale C(0) = C0.
Posons C(t) = 1

z(t) , C1 = 1
Cmax

et γ = α3 −β5NK. Il est facile de montrer que la fonction z(t)
est solution de l’équation différentielle ordinaire linéaire suivante :

z′ = −(γ − β6T0 e
αt − β7Ab) z + C1. (3.10)

Analysons, maintenant, le comportement asymptotique de la solution C(t)

◃ cas 1 : γ ̸= 0, β6 = β7 = 0
Nous considérons la compétition entre les cellules cancéreuses et les cellules tueuses NK seule-
ment. Ainsi l’équation d’évolution (3.10) devient

z′ = −γ z + C1,

dont la solution est

z(t) = e−γt[z(0) +
∫ t

0
C1e

γt] = e−γt(z(0) − C1

γ
) + C1

γ
.
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Par conséquent
C(t) = 1

e−γt( 1
C0

− C1
γ ) + C1

γ

.

D’un point de vue qualitatif, si 0 < C0 <
γ

C1
alors C(t) s’accroît dans le temps vers γCmax,

sinon elle décroit vers 0. De plus

lim
t→∞

C(t) =

 γCmax si γ > 0
0 si γ < 0

Signification biologique : Comme prévu, lorsque le taux de prolifération α3 des cellules
cancéreuses est plus grand que leur taux de destruction β5 due aux interactions entre les
cellules cancéreuses et les cellules tueuses NK, le nombre des cellules cancéreuses augmente
vers son plateau et vice-versa les cellules cancéreuses sont totalement détruites par les cellules
tueuses naturelles NK.

◃ cas 2 : γ ̸= 0, β6 ̸= 0, β7 = 0
Nous considérons l’action des cellules NK et Tc. Ainsi l’équation d’évolution (3.10) devient

z′ = −(γ − β6T0e
αt) z + C1,

dont la forme intégrale de la solution est

z(t) = e
−

∫ t

0
(γ−β6T0eατ )dτ [z(0) + C1

∫ t

0
e

∫ t

0
(γ−β6T0eαy)dy

dτ ], (3.11)

= e−γt+ β6T0
α (eαt−1)[z(0) + C1

∫ t

0
eγτe− β6T0

α (eατ −1)dτ ] (3.12)

Théorème 3.1. Si γ ̸= 0, β6 ̸= 0, et β7 = 0, le nombre de cellules cancéreuses satisfait les
conditions suivantes :
Si (α < 0 et γ < 0) ou (α > 0 et γ ∈ R), alors

lim
t→∞

C(t) = 0. (3.13)

Si (α < 0 et γ > 0), alors

e
β6T0

α

1
C0

+ 1
γCmax

6 lim
t→∞

C(t) 6 γCmax. (3.14)
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Preuve. Afin d’étudier le comportement de la solution z(t) de l’équation (3.12), quand t

tend vers l’infini, nous observons que

lim
t→∞

∫ t

0
eγτe− β6T0

α (eατ −1)dτ =


l ∈ R \ {0} si α < 0 et γ < 0
∞ si α < 0 et γ > 0
l ∈ R \ {0} si α > 0 et γ ∈ R

et

lim
t→∞

e−γt+ β6T0
α (eαt−1) =


∞ si α < 0 et γ < 0
0 si α < 0 et γ > 0
∞ si α > 0 et γ ∈ R.

Par conséquent, si (α < 0 et γ < 0) ou (α > 0 et γ ∈ R), alors

lim
t→∞

z(t) = ∞, et lim
t→∞

C(t) = 0.

Le cas α < 0 et γ > 0 doit être étudié séparément. Puisque

−β6T0

α
eαt + β6T0

α
>
β6T0

α

alors
e− β6T0

α eαt+ β6T0
α > e

β6T0
α

ce qui donne

z(t) = e−γt+ β6T0
α (eαt−1)[z(0) + C1

∫ t

0
eγτe− β6T0

α (eατ −1)dτ ]

> C1e
−γt+ β6T0

α (eαt−1)
∫ t

0
eγτe− β6T0

α (eατ −1)dτ

> C1e
−γt+ β6T0

α (eαt−1)
∫ t

0
eγτe

β6T0
α dτ

> C1e
β6T0

α eαt

e−γt(e
γt − 1
γ

)

= C1e
β6T0

α eαt

(1 − e−γt

γ
).

Par conséquent
C(t) = 1

z(t)
<

1
C1e

β6T0
α eαt( 1−e−γt

γ )
,

et
lim

t→∞
C(t) 6 lim

t→∞

1
C1e

β6T0
α eαt( 1−e−γt

γ )
= γ

C1
= γ Cmax.
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Par ailleurs

z(t) = e−γt+ β6T0
α (eαt−1)[z(0) + C1

∫ t

0
eγτe− β6T0

α (eατ −1)dτ ]

= e−γt+ β6T0
α (eαt−1)z(0) + C1e

−γt+ β6T0
α (eαt−1)

∫ t

0
eγτe− β6T0

α (eατ −1)dτ

< e−γt+ β6T0
α (eαt−1)z(0) + C1e

−γt+ β6T0
α (eαt−1)

∫ t

0
eγτdτ

< e
β6T0

α (eαt−1)z(0) + C1e
β6T0

α (eαt−1)(1 − e−γt

γ
)

< e
β6T0

α (eαt−1)[z(0) + C1(1 − e−γt

γ
)],

et
C(t) > 1

e
β6T0

α (eαt−1)[ 1
C0

+ C1( 1−e−γt

γ )]
.

Par conséquent, nous avons

lim
t→∞

C(t) > lim
t→∞

1
e

β6T0
α (eαt−1)[ 1

C0
+ C1( 1−e−γt

γ )]
= e

β6T0
α

1
C0

+ C1
γ

< γ Cmax.

Ainsi le nombre de cellules cancéreuses C(t) est délimité par une borne supérieure et une borne
inférieure

e
β6T0

α

1
C0

+ 1
γCmax

6 lim
t→∞

C(t) 6 γ Cmax.

Signification biologique : L’action des cellules NK prime sur l’action des cellules Tc lorsque
le taux de mortalité des Tc est plus grand que leur taux de natalité et que le taux de prolifération
des cellules C est plus petit que le taux de leur destruction par les cellules NK. Lorsque le
taux de natalité des cellules Tc est plus grand que leur taux de mortalité, l’action des NK peut
être négligée. Enfin quand le taux de mortalité des cellules Tc est plus grand que leur taux de
natalité et le taux de prolifération des cellules C est plus grand que leur taux de destruction
par les cellules NK, la concurrence survient entre les cellules du système immunitaire et les
cellules cancéreuses, aboutissant à un épuisement partiel des cellules C, d’où la nécessité de la
vaccination.

Remarque 3.1. Si γ = α = p, nous avons

∫ t

0
epte− β6T0

p (ept−1)dt = − 1
β6T0

(e− β6T0
p (ept−1) − 1).
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Donc la solution C de l’équation différentielle (3.8) est :

C(t) = 1

e−pt+ β6T0
p (ept−1)[ 1

C0
+ C1

β6T0
] − C1

β6T0
e−pt

qui tend vers 0, ∀p ∈ R, quand t tend vers l’infini.

◃ cas 3 : γ ̸= 0, β6 ̸= 0, β7 ̸= 0
Nous considérons l’action des cellules NK, Tc et Ab. Ainsi l’équation d’évolution des cellules
C devient

z′ = −(γ − β6T0e
αt − β7Ab) z + C1. (3.15)

Posons
B = Aα2β7(β3 − β)

β4
= kα1α2β7

ββ3β4
,

D = Aα2β7(β3 + β)
β4 − β

= kα1α2β7(β3 + β)
ββ3(β3 − β)(β4 − β)

,

et
F (t) =

∫ t

0
(γ − β6T0e

ατ −B(1 − e−β4τ ) +D(e−β4τ − e−βτ ))dτ,

donc
F (t) = (γ −B)t− β6T0(e

αt − 1
α

) − (B +D)(e
−β4t − 1
β4

) +D(e
−βt − 1
β

)

La solution intégrale de l’équation (3.15) est

z(t) = e−F (t)[z(0) + C1

∫ t

0
eF (τ)dτ ].

Théorème 3.2. Si γ ̸= 0, β6 ̸= 0, et β7 ̸= 0, le nombre de cellules cancéreuses satisfait les
conditions suivantes :
Si (α < 0 et (γ −B) < 0) ou (α > 0 et (γ −B) ∈ R), alors

lim
t→∞

C(t) = 0. (3.16)

Si (α < 0 et (γ −B) > 0), alors

* quand B > 0 et D > 0, nous avons

e
β6T0

α e
B+D

β4 e− D
β

1
C0

+ ( C1e
(B+D)

β4
γ−B )

6 lim
t→∞

C(t) 6 γCmax

e− B+D
β4

. (3.17)

* quand B < 0 et D < 0, nous avons

e
β6T0

α e
B+D

β4 e− D
β

1
C0

+ ( C1e
− D

β

γ−B )
6 lim

t→∞
C(t) 6 γCmax

e
D
β

. (3.18)
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* quand B > 0 et D < 0, nous avons

e
β6T0

α e
B+D

β4 e− D
β

1
C0

+ ( C1e
− D

β
+ B

β4
γ−B )

6 lim
t→∞

C(t) 6 γCmax

e
D
β − B

β4

. (3.19)

* quand B < 0 et D > 0, nous avons

e
β6T0

α e
B+D

β4 e− D
β

1
C0

+ ( C1e
D
β4

γ−B )
6 lim

t→∞
C(t) 6 γCmax

e− D
β4

. (3.20)

La démonstration de ce théorème est donnée en détail dans l’article [8].

Signification biologique : l’action des anticorps Ab modifie la dynamique de compétition et
augmente la complexité du scénario biologique. En particulier, la relation entre β6 (le taux de
destruction des cellules Tc), β4 (le taux de mortalité naturelle des cellules Ab) et β (le taux
de mortalité des cellules V ), influence la borne inférieure du nombre de cellules cancéreuses à
l’infini et leur épuisement partiel ou total.

3.3.2 Cas d’injection variée

La section précédente a traité le cas de l’injection constante du vaccin. Dans cette section,
nous supposons que l’inoculation n’est pas toujours continue c’est à dire qu’il y a des intervalles
temporels où l’inoculation ne se fait pas ; de plus le nombre des cellules du vaccin inoculées
n’est pas toujours le même aux temps fixés. Nous donnerons la solution exacte de V , Th et
Ab. Le comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses n’est pas directement
étudié à partir des équations parce qu’il est très difficile d’obtenir des résultats. Pour cette
raison des simulations numériques sur le comportement de la fonction C ont été exécutées.

• La fonction des cellules du vaccin V .
Soit In(t) =

∑k
i=0 ki χ[ti,ti+1], t0 = 0, la fonction d’inoculation des cellules du vaccin, où

χ[ti,ti+1] =

 1 si t ∈ [ti, ti+1]
0 si t /∈ [ti, ti+1]

est la fonction caractéristique sur l’intervalle Ti = [ti, ti+1]. Nous avons (k + 1) intervalles de
temps Ti = [ti, ti+1], pour i ∈ {0, 1, ..., k}, durant lesquels un certain nombre de cellules du
vaccin ki sont inoculées (quelques ki peuvent être nuls).

Soit la fonction différentiable V ∈ C0([0,∞[) solution de l’équation différentielle ordinaire
linéaire suivante :

dV

dt
= −β1V − β2NK.V +

k∑
i=0

ki χ[ti,ti+1] (3.21)

avec la condition initiale V (0) = 0.
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Posons β = β1 + β2NK, la forme intégrale de l’équation (3.21) est

V (t) = e−βt[V (0) +
∫ t

0
eβτ

k∑
i=0

ki χ[ti,ti+1]dτ ].

Cette équation peut être écrite comme suit :

V (t) = e−βt
k∑

i=0
ki

∫ t

0
eβτχ[ti,ti+1]dτ.

Posons Fi(t) = F[ti,ti+1](t) la fonction intégrale suivante :

Fi(t) = ki

∫ t

0
eβτχ[ti,ti+1]dτ.

Proposition 3.1. La fonction Fi(t) est égale à

Fi(t) = ki

β
[(eβt − eβti)χ[ti,ti+1] + (eβti+1 − eβti) H(t− ti+1)]

où H(t− ti+1) est la fonction de Heaviside suivante

H(t− ti+1) =

 0 si t < ti+1

1 si t > ti+1.

Démonstration. Si t 6 ti alors il est évident que

∫ t

0
eβτ χ[τi,τi+1]dτ = 0.

Si ti 6 t 6 ti+1 alors

∫ t

0
eβτ χ[τi,τi+1]dτ =

∫ ti

0
eβτ χ[τi,τi+1]dτ +

∫ t

ti

eβτ χ[τi,τi+1]dτ

=
∫ ti

0
0 dτ +

∫ t

ti

eβτ χ[τi,τi+1]dτ

= eβt − eβti

β
.

Si t > ti+1 alors

∫ t

0
eβτ χ[τi,τi+1]dτ =

∫ ti

0
eβτ χ[τi,τi+1]dτ +

∫ ti+1

ti

eβτ χ[τi,τi+1]dτ +
∫ t

ti+1

eβτ χ[τi,τi+1]dτ

=
∫ ti

0
0 dτ +

∫ ti+1

ti

eβτ χ[τi,τi+1]dτ +
∫ t

ti+1

0 dτ

= eβti+1 − eβti

β
.
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Théorème 3.3. La fonction V solution de l’équation différentielle (3.21) est la fonction conti-
nue

V (t) = (
k∑

i=0
Fi(t))e−βt.

De plus V (ti) = 0 et V (ti+1) = 1 − eβ(ti−ti+1).

• La fonction des cellules Th.
Soit la fonction différentiable Th ∈ C0([0,∞[) solution de l’équation différentielle ordinaire
linéaire suivante :

dTh

dt
= −β3Th+ α1V, (3.22)

avec la condition initiale Th(0) = 0.
La solution intégrale de l’équation (3.22) a la forme suivante :

Th(t) = α1e
−β3t

∫ t

0
eβ3τV (τ)dτ.

Définissons les fonctions suivantes :

Ai = A(ti) = eβti

Li(t) = eβ3t

β3
−Ai

e(β3−β)t

β3 − β

M(t) = e(β3−β)t

β3 − β
.

Théorème 3.4. La fonction Th solution de l’équation différentielle (3.22) est la fonction
continue

Th(t) = α1

β
(

k∑
i=0

kiĤi(t))e−β3t,

où

Ĥi(t) = [Li(t) − Li(ti)]χ[ti,ti+1] + [Li(ti+1) − Li(ti) + (Ai+1 −Ai)(M(t) −Mi+1)]H(t− ti+1).

Preuve. Définissons la fonction intégrale suivante :

H(t) =
∫ t

0
eβ3τV (τ) dτ =

k∑
i=0

∫ t

0
e(β3−β)τFi(τ) dτ.

La fonction intégrale

Hi(t) =
∫ t

0
e(β3−β)τFi(τ) dτ,
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est égale à

Hi(t) = ki

β

∫ t

0
e(β3−β)τ [(eβτ −Ai)χ[τi,τi+1] + (Ai+1 −Ai)H(τ − τi+1)] dτ.

Si t 6 ti la fonction Hi(t) est égale à zéro.
Si ti 6 t 6 ti+1 alors

Hi(t) = ki

β

∫ t

ti

(eβτ −Ai)e(β3−β)τδτ

= ki

β

∫ t

ti

[eβ3τ −Aie
(β3−β)τ ]dτ

= ki

β
[e

β3τ

β3
−Ai

e(β3−β)τ

β3 − β
]tti

= ki

β
[Li(t) − Li(ti)].

Si t > ti+1 alors

Hi(t) = ki

β
[Li(ti+1) − Li(ti) + (Ai+1 −Ai)

∫ t

ti+1

e(β3−β)τ dτ ],

qui est égal à

Hi(t) = ki

β
[Li(ti+1) − Li(ti) + (Ai+1 −Ai)(M(t) −Mi+1)].

• La fonction des cellules Ab
Soit la fonction différentiable Ab ∈ C0([0,∞[) solution de l’équation différentielle ordinaire
linéaire suivante :

dAb

dt
= −β4Ab+ α2Th, (3.23)

avec la condition initiale Ab(0) = 0.
La solution intégrale de l’équation (3.23) a la forme suivante :

Ab(t) = α2e
−β4t

∫ t

0
eβ4τTh(τ)dτ.

Considérons maintenant, la fonction intégrale

I(t) =
∫ t

0
eβ4τTh(τ)dτ = 1

β

k∑
i=0

ki

∫ t

0
e(β4−β3)τ Ĥi(τ)dτ.
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Définissons les fonctions suivantes :

Xi(t) = eβ4t

β3β4
− Aie

(β4−β)t

(β4 − β)(β3 − β)
− Li

e(β4−β3)t

β4 − β3

Yi(t) = [Li(ti+1) − Li(ti) −Mi+1(Ai+1 −Ai)
β4 − β3

]e(β4−β3)t + (Ai+1 −Ai)
(β3 − β)(β4 − β)

e(β4−β)t.

Théorème 3.5. La fonction Ab solution de l’équation différentielle (3.23) est la fonction
continue

Ab(t) = α2

β
(

k∑
i=0

ki li(t))e−β4t,

où

li(t) = [Xi(t) −Xi(ti)]χ[ti,ti+1] + [Xi(ti+1) −Xi(ti) + Yi(t) − Yi(ti+1))]H(t− ti+1).

Preuve. La fonction intégrale

Ii(t) =
∫ t

0
e(β4−β3)τ Ĥi(τ)dτ,

est égale à zéro pour t 6 ti.
Pour ti 6 t 6 ti+1

Ii(t) =
∫ t

ti

e(β4−β3)τ [Li(τ) − L(ti)] dτ = Xi(t) −Xi(ti).

Pour t > ti+1

Ii(t) = Xi(ti+1) −Xi(ti) + [Li(ti+1) − Li(ti) −Mi+1(Ai+1 −Ai)]
∫ t

ti+1

e(β4−β3)τdτ

+ (Ai+1 −Ai)
(β3 − β)

∫ t

ti+1

e(β4−β)τdτ = Xi(ti+1) −Xi(ti) + Yi(t) − Yi(ti+1)

3.4 Simulations numériques et discussion

Dans cette section nous allons effectuer des simulations numériques pour le modèle (3.1),
décrivant les comportements des solutions en variant l’ampleur des paramètres et le type d’in-
jection. Les simulations sont traitées pour montrer les phénomènes typiques de la compétition
"Système immunitaire-Carcinome mammaire". Bien que le modèle soit simple, il mène aux
prédictions qui sont en général en accord avec les observations biologiques et les espérances
intuitives. Les simulations sont exécutées avec les paramètres et les conditions initiales ré-
capitulés dans Table.1. La longueur de temps des simulations est fixée à 400 jours selon les
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simulations "SimTriplex".

β1 β2 β3 β4 β5 β6

ln(2)/9 10−7 ln(2)/15 ln(2)/21 5.10−7 5.10−6

β7 β8 α1 α2 α3 α4

5.10−5 ln(2)/21 0.05 2 0.06695 0.03

Cmax In NK T0 C0 t(jours)

149365.103 1.8 1176 400 1000 400

Table.1 : Valeurs des paramètres et des conditions initiales utilisées dans la simulation nu-
mérique.

• Cas d’injection constante. Les simulations devraient visualiser comment les valeurs
croissantes du paramètre libre modifient l’évolution globale du système, en particulier, l’évo-
lution des cellules cancéreuses. Les résultats de ces simulations montrent les comportements
annoncés par l’analyse asymptotique établie dans la section précédente.
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figure.3.1 : Comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses dans le cas où l’in-
jection du vaccin est constante. Ceci montre comment la dose du vaccin modifie la dynamique
de compétition globale.
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figure.3.2 : Évolution temporelle du nombre de cellules cancéreuses C par mm3 lorsque l’am-
pleur du paramètre β7 augmente : le nombre de cellules C par mm3 augmente de façon mono-
tone avant d’atteindre un plateau (β7 = 0.000001), à savoir l’action du vaccin n’a pas suscité
suffisement le système immunitaire qui ne peut arrêter la prolifération des cellules C (le pan-
neau de droite). Le nombre de cellules C augmente d’une façon monotone jusqu’à atteindre un
temps critique tc, ensuite, à cause de la compétition avec le système immunitaire, il diminue
d’une façon monotone vers une valeur asymptotique supérieure à zéro (β7 = 0.00005, la ligne
bleue) ou vers zéro (β7 = 0.0001, la ligne rouge).

• Cas d’injection variée. Les simulations sont exécutées en tenant compte de la fonction
d’injection suivante :

In(t) = k1χ[0,150](t) + k2χ]150,250[(t) + k3χ[250,400](t) =


k1 si t ∈ [0, 150]
k2 si t ∈]150, 250[
k3 si t ∈ [250, 400]

(3.24)

Selon ce protocole de vaccination, la première inoculation de cellules du vaccin dure 150
jours avec un taux k1, suivie d’une autre injection avec un taux k2 pendant les 100 jours
suivant, et enfin survient une inoculation avec un taux k3 jusqu’à la fin de l’expérience.

◃ Cas 1 : Considérons dans (3.24) que k1 = k3 = k ∈ {0.3, 2.3, 3} et k2 = 0, sachant qu’il
y a un intervalle de temps de repos. Appelons In1(t) cette fonction d’injection. L’évolution
temporelle des cellules cancéreuses, pour les différentes valeurs de k, arrive avec le même com-
portement qualitatif : pendant la première zone d’injection, le nombre de cellules cancéreuses
augmente dans le temps et atteint un plateau dont la valeur dépend des valeurs de k. Quand
l’inoculation est arrêtée, le nombre de cellules cancéreuses augmente de nouveau et commence
à diminuer après la troisième inoculation. Du point de vue biologique, ce protocole aboutit à
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l’épuisement des cellules cancéreuses si l’inoculation k est très élevée.
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figure.3.3 : Comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses lorsque la fonction
d’inoculation est In1(t) et k = 0.3 (panneau de droite), k = 2.3 (panneau gauche, ligne rouge),
et k = 3 (panneau gauche, ligne bleue).
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figure.3.4 : Évolution temporelle du nombre des cellules du vaccin lorsque la fonction d’inocu-
lation est In1(t) et k = 0.3 (ligne verte), k = 2.3 (ligne rouge), et k = 3 (ligne bleue).



3.4. Simulations numériques et discussion 35

0 100 200 300 400
0

500

1000

1500

2000

2500

Days

C
el

ls
/m

m
3

Antibodies behaviour

0 100 200 300 400
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

Days

C
el

ls
/m

m
3

Th Cells behaviour

 

 

k1=k3=2.3;k2=0
k1=k3=3;k2=0
k1=k3=0.3;k2=0

figure.3.5 : Évolution temporelle du nombre des Anticorps (panneau gauche) et Évolution tem-
porelle du nombre des Th (panneau de droite), lorsque la fonction d’inoculation est In1(t) et
k = 0.3 (ligne verte), k = 2.3 (ligne rouge), et k = 3 (ligne bleue).

◃ Cas 2 : Considérons dans (3.24) que k1 = k3 = 3 et k2 ∈ {0.3, 2}, avec k1 > k2 et
appelons In2(t) la fonction d’inoculation. Dans le deuxième intervalle de temps, l’injection se
fait avec un taux k2 inférieur aux autres intervalles d’injection. Nous choisissons k1 le taux
le plus élevé utilisé dans le Cas1, cas où l’épuisement des cellules cancéreuses a été obtenu.
Les cellules cancéreuses peuvent proliférer de nouveau pendant le deuxième temps d’injection.
Néanmoins, ce protocole épuise complètement la possibilité du début du carcinome mammaire
pour des valeurs basses d’inoculation k2. De plus le système immunitaire n’est pas tellement
stimulé (voir figure.3.7 ), et donc la maladie d’auto-immunité peut être empêchée.
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figure.3.6 : Comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses (panneau gauche) et
évolution temporelle du nombre des cellules du vaccin (panneau de droite), lorsque la fonction
d’inoculation est In2(t) et k2 = 0.3 (ligne rouge), et k2 = 2 (ligne bleue).
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figure.3.7 : Évolution temporelle du nombre des Anticorps (panneau gauche) et Évolution tem-
porelle du nombre des Th (panneau de droite), lorsque la fonction d’inoculation est In2(t),
k2 = 0.3 (ligne rouge) et k2 = 2 (ligne bleue).

Le cas symétrique est k1 < k2, à savoir k1 = k3 ∈ {0.1, 1, 2} et k2 = 3. Dans le deuxième
intervalle de temps, l’injection se fait avec un taux k2 supérieur aux autres intervalles d’in-
jection. Ce protocole aboutit à l’épuisement des cellules cancéreuses lorsque k1 > 1. De plus
les stimulations du système immunitaire sont moins fortes que dans le cas précédent (voir
figure.3.9 ).
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k1=k3=0.1;k2=3
k1=k3=2;k2=3
k1=k3=1;k2=3

figure.3.8 : Comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses (panneau gauche)
et évolution temporelle du nombre des cellules du vaccin (panneau de droite), lorsque k2 = 3
et k1 = 0.1 (ligne bleue), k1 = 1 (ligne verte) et k1 = 2 (ligne rouge).



3.4. Simulations numériques et discussion 37

0 100 200 300 400
0

500

1000

1500

2000

2500

Days

C
el

ls
/m

m

Antibodies behaviour

0 100 200 300 400
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45
Th Cells behaviour

Days

C
el

ls
/m

m
3
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figure.3.9 : Évolution temporelle du nombre des Anticorps (panneau gauche) et Évolution tem-
porelle du nombre des Th (panneau de droite), lorsque k2 = 3 et k1 = 0.1 (ligne bleue), k1 = 1
(ligne verte) et k1 = 2 (ligne rouge).

◃ Cas 3 : Considérons dans (3.24) que k1 = 3, k2 = 0 et k3 ∈ {0.5, 1, 1.5}, avec k1 > k3

et appelons In3(t) la fonction d’inoculation. Dans le deuxième intervalle de temps, il n’y a
pas d’injection de vaccin, dans le troisième intervalle de temps il y a une injection avec un
taux k3 inférieur à celui de l’injection du premier intervalle. Nous choisissons k1 le taux le
plus élevé, utilisé dans le Cas1, où l’épuisement des cellules cancéreuses a été obtenu, comme
indiqué dans la figure.3.10. Un taux k3 > 3 est nécessaire pour avoir un épuisement total de
cellules cancéreuses. Ce protocole est meilleur par rapport au premier parce que le système
immunitaire n’est pas tellement stimulé. Voir figure.3.11 et figure.3.12.
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figure.3.10 : Comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses lorsque la fonction
d’inoculation est In3(t) avec k1 = 3, k2 = 0 et k3 = 0.5 (panneau de droite, ligne rouge), k3 = 1
(panneau de droite, ligne bleue), k3 = 1.5 (panneau gauche, ligne rouge) et k3 = 4 (panneau
gauche, ligne bleue).
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figure.3.11 : Évolution temporelle du nombre des cellules du vaccin lorsque la fonction d’ino-
culation est In3(t) avec k1 = 3, k2 = 0 et k3 ∈ {0.5, 1, 1.5, 4}
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k1=3;k2=0;k3=0.5
k1=3;k2=0;k3=1

figure.3.12 : Évolution temporelle du nombre des anticorps Ab lorsque la fonction d’inoculation
est In3(t) avec k1 = 3, k2 = 0, k3 ∈ {0.5, 1, 1.5, 4}

Le cas symétrique est k1 < k3. La figure.3.13 (panneau de droite) montre l’évolution
temporelle du nombre de cellules cancéreuses quand k3 = 3 et k1 ∈ {0.5, 1}. Ce protocole
aboutit toujours à l’épuisement de cellules cancéreuses, mais exige une haute stimulation du
système immunitaire dans la dernière phase de l’expérience ; voir figure.3.14.
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figure.3.13 : Comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses lorsque
k1 ∈ {0.5, 1}, k2 = 0, k3 = 3 (panneau de droite), et k1 = 4, k2 = 0, k3 = 3 (panneau gauche).

0 100 200 300 400
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

Days

C
el

ls
/m

m
3

Antibodies behaviour

0 100 200 300 400
0

10

20

30

40

50

60

Days

C
el

ls
/m

m
3

Vaccine Cells behaviour

 

 

k1=0.5;k2=0;k3=3
k1=1;k2=0;k3=3
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figure.3.14 :Évolution temporelle du nombre des anticorps (panneau de droite) et Évolution
temporelle du nombre des cellules du vaccin (panneau gauche), lorsque k2 = 0, k3 = 3 et
k1 = 0.5 (ligne rouge), k1 = 1 (ligne bleue) et k1 = 4 (ligne verte).

Il faut souligner que le choix du meilleur protocole de vaccination dépend de la qualité du
système immunitaire du patient.

Remarque 3.2. Le système immunitaire humain et sa compétition avec la tumeur sont ex-
trêmement complexes, impliquant des centaines de types cellulaires distincts ainsi que des
molécules. Les modèles qui essayent d’inclure une grande proportion de cette complexité sont
les modèles à base d’agents. Un modèle multi-agents des réponses du système immunitaire,
nommé SimTriplex, a été développé pour essayer de trouver un protocole de vaccination mi-
nimal assurant la protection contre le cancer. SimTriplex représente une bonne approximation
du scénario biologique et peut être utilisé sans restrictions.

La comparaison des comportements qualitatifs et quantitatifs des cellules cancéreuses dé-
crites par SimTriplex avec ceux obtenus numériquement par le modèle mathématique (3.1), a
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été faite en considérant trois différents protocoles de vaccination : "Untreated protocol" (au-
cune vaccination), le "Early protocol" (composé par deux vaccinations hebdomadaires suivies
de deux semaines de repos ; ce cycle est répété pendant les trois premiers mois) et le "Chronic
protocol" (le même cycle de vaccination du "early protocol" mais répété pour toute la durée de
l’expérience). Le protocole chronique a pu stabiliser la compétition entre système immunitaire
et cancer, ainsi le nombre de cellules cancéreuses a pu être ramené vers des niveaux bas, loin
du risque de la formation du carcinome in-situ [8].
Il faut souligner qu’il y a très peu de résultats expérimentaux ou cliniques comparés avec les
prédictions des modèles mathématiques et informatiques.



Chapitre 4

Application de la vaccination par
impulsion au modèle du virus
VIH

Le VIH, ou virus de l’immunodéficience humaine, est un virus qui peut causer une maladie
appelée SIDA (syndrome d’immunodéficience acquise). L’infection au VIH atteint le système
immunitaire. Si elle n’est pas traitée, des infections anodines, comme une grippe ou une bron-
chite, peuvent s’aggraver, devenir très difficiles à traiter ou même entraîner le décès. De plus,
le risque de cancer est aussi accru.

Ce qui distingue le VIH des autres virus, c’est qu’il atteint le système immunitaire en
prenant le contrôle des cellules Th, qui ont pour rôle de coordonner la réponse immunitaire
lorsqu’un virus se présente. Lorsque le VIH utilise les cellules Th pour se propager, il les
endommage et les détruit. Ce faisant, le VIH mine de l’intérieur le système immunitaire.

Un vaccin qui stimule la réponse des lymphocytes T-cytotoxiques ”Tc” représente le meilleur
espoir pour contrôler l’infection VIH [6], [7], [8]. Les cellules Tc ont la capacité d’identifier et
détruire les cellules infectées par les virus [9]. Ces cellules sont activées par l’intermédiaire de
la reconnaissance spécifique des fragments viraux (les épitopes), présentés par les molécules de
la surface cellulaire [10]. Avec la stimulation et l’activation appropriées, ils peuvent éliminer
les cellules infectées et contrôler l’infection virale [11].

Ici, nous allons modéliser la situation où les Tc peuvent effectivement contrôler l’infection
virale par la réduction du nombre de cellules infectées, en administrant le vaccin (présentant
des épitopes viraux corrects) à des intervalles réguliers. Supposons un modèle d’équations
différentielles impulsives impliquant des cellules CD4+Thelper infectées et des cellules Tc, sous
l’effet de la vaccination par impulsions administrée à des intervalles réguliers, qui active les Tc.

L’utilisation d’équations différentielles impulsives a été récemment proposée pour modéliser
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la dynamique des concentrations de médicaments pendant la thérapie antirétrovirale [12], [13].

4.1 Modèle mathématique

Soit Th la densité de la population des cellules CD4+Thelper infectées et soit Tc la densité
des lymphocytes T-cytotoxiques dans le corps. Dans un but de simplification, considérons
que les cellules Th infectées sont produites avec un taux constant ”π”. Cette considération est
raisonnable lorsque la quantité de virus libre est constante, comme dans la période cliniquement
asymptomatique de l’infection ; elle devient moins raisonnable dans les premiers et derniers
stades de l’infection. Les cellules Th infectées meurent avec un taux de mortalité ”β1” et elles
sont détruites par les Tc avec un taux ”p”, proportionnel à la densité de chacune des populations
[44].

Les Tc prolifèrent avec un taux ”α” proportionnel à la densité de la population Tc et aux
cellules infectées Th, et meurent avec un taux de mortalité ”β2”.

Supposons que les Tc sont stimulés par le vaccin au temps fixés tk, et que l’effet du vaccin est
instantané, ce qui aboutit à un système d’équations différentielles impulsives, dont les solutions
sont continues pour t ̸= tk et subissent un changement instantané d’état lorsque t = tk.

En négligeant la dispersion et le retard lorsque le vaccin entre dans le corps, nous suresti-
mons les effets temporels de la vaccination dans les intervalles.

Ainsi, le modèle s’écrit comme suit [39] :

dT h
dt (t) = π − β1Th(t) − pTc(t) Th(t) t ̸= tk,

dT c
dt (t) = αTc(t) Th(t) − β2Tc(t) t ̸= tk,

∆Tc = T̃ c t = tk.

(4.1)

où tk (k = 1, 2, ...) sont les temps des vaccinations et T̃ c représente la dose du vaccin qui va
permettre de stimuler un certain nombre de Tc.

L’effet impulsif est défini par

∆Tc = Tc(t+k ) − Tc(t−k ) = T̃ c,

où Tc(t−k ) est la concentration des Tc tout juste avant l’effet impulsif et Tc(t+k ) est la concen-
tration des Tc juste après l’effet impulsif.
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4.2 Système sans vaccination

Tout d’abord, analysons le modèle sans vaccination, dans ce cas, le système n’a aucune
impulsion, ainsi la dynamique est continue pour les deux variables d’état.

Le système non-impulsif admet deux points d’équilibres :

(Th0, T c0) = ( π
β1
, 0), l’équilibre trivial

(Th∗, T c∗) = ( β2
α ,

απ−β2β1
pβ2

), l’équilibre non-trivial.

De plus, les isoclines verticales et horizontales du modèle non-impulsif sont données par :
Tc = 0, Th = β2

α et Th = π
β1+pT c .

Lemme 4.1. L’équilibre trivial est globalement asymptotiquement stable si et seulement si
l’équilibre non-trivial n’est pas dans le plan positif. L’équilibre non-trivial du modèle non-
impulsif est globalement asymptotiquement stable s’il se trouve dans le plan positif.

Démonstration. Tout d’abord, notons que l’équilibre non-trivial est positif seulement si

απ − β2β1 > 0.

Posons F (Th, Tc) = π − β1Th− p Tc Th et G(Th, Tc) = α Tc Th− β2Tc

La matrice Jacobienne associée au système non-impulsif est

J =

 ∂F
∂T h

∂F
∂T c

∂G
∂T h

∂G
∂T c



J =

 −β1 − pTc −pTh
αTc αTh− β2


Au voisinage de l’équilibre trivial (Th0, T c0) = ( π

β1
, 0), nous avons

J |(T h0,T c0)=

 −β1 − pπ
β1

0 απ
β1

− β2

 .

Les deux valeurs propres associées à la matrice jacobienne J , sont données par

λ1 = −β1 < 0

et
λ2 = απ

β1
− β2.
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Alors l’équilibre trivial ( π
β1
, 0) est instable si et seulement si

απ − β2β1 > 0,

ce qui confirme l’existence de l’équilibre non-trivial ( β2
α ,

απ−β2β1
pβ2

).

Concernant la stabilité de l’équilibre non-trivial (Th∗, T c∗), par le même raisonnement,
nous avons :

J |(T h∗,T c∗)=

 − απ
β2

− pβ2
α

α
β2p (απ − β2β1) 0

 .

det J |(T h∗,T c∗)= απ − β2β1 > 0,

tr J |(T h∗,T c∗)= −απ

β2
< 0.

Cette matrice a une trace négative et un déterminant positif, par conséquent les valeurs
propres sont strictement négatives et donc le point d’équilibre (Th∗, T c∗) est localement stable
s’il est dans le plan positif.

Afin de démontrer que le point d’équilibre (Th∗, T c∗) est globalement stable, nous allons
appliquer le critère négatif de Dulac. A cet effet définissons la fonction B(Th, Tc) comme suit :

B(Th, Tc) = 1
Th Tc

.

Alors,

∂

∂Th
(BF ) + ∂

∂Tc
(BG) = ∂

∂Th
[π − β1Th− α Tc Th

Tc Th
] + ∂

∂Tc
[α Tc Th− β2Tc

Tc Th
],

= − π

Tc Th2 < 0.

Puisque cette valeur n’est pas identiquement nulle et ne change pas de signe dans le plan
positif, il résulte du critère de Dulac qu’il n’y a aucune orbite périodique dans le plan positif.
Par conséquent, le point d’équilibre (Th∗, T c∗) est globalement asymptotiquement stable.
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figure.5.1 : Portraits de phase du système non impulsif, illustrant la stabilité de l’équilibre dans
le plan positif. (A) Lorsque le point d’équilibre non-trivial n’est pas dans le plan positif, le point
d’équilibre trivial est stable. (B) Quand le point d’équilibre non-trivial est dans le plan positif,
l’équilibre trivial est instable et le non-trivial est stable.

4.3 Système avec vaccination

Nous nous intéressons, maintenant, à l’étude du modèle impulsif (4.1). On définit ”τ”
comme étant la période de vaccination, supposée constante. L’administration du vaccin se fait
aux temps tk (k = 1, 2, ..., n), d’où τ ≡ tk+1 − tk.
Alors nous pouvons définir

Tint = e

∫ τ

0
(αT h(u)−β2)du

tel que Tint est la mesure de la différence du nombre des Tc entre le début et la fin d’un cycle
impulsif.

Théorème 4.1. Le modèle (4.1) a une orbite périodique impulsive positive avec une impulsion
par période. Dans la période impulsive, les extrémités de cette orbite périodique satisfont :

Tc(t−k ) = T̃ c Tint

1 − Tint
,

T c(t+k ) = T̃ c

1 − Tint
.

De plus, cette période est asymptotiquement stable, et a la propriété de phase asymptotique.
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Démonstration. Intégrons la deuxième équation du système (4.1)

∫ t

0

dTc

Tc
=

∫ t

0
(α Th(u) − β2)du,

ainsi
Tc(t) = Tc(0) e

∫ t

0
(α T h(u)−β2) du

.

Il s’ensuit que
Tc(τ−) = Tc(0) Tint, (4.2)

et
Tc(τ+) = Tc(0) Tint + T̃ c. (4.3)

Supposons que Tc(τ+) = Tc(0), alors

Tc(t) = T̃ c e
∫ t

0
(αT h(u)−β2) du

1 − Tint
. (4.4)

Par conséquent,

Tc(τ−) = T̃ c Tint

1 − Tint
,

et

Tc(τ+) = T̃ c Tint

1 − Tint
+ T̃ c

= Tc(0).

Il s’ensuit que (4.4) définit une orbite périodique impulsive sur 0 < t < τ , avec une impulsion
par cycle. Les extrémités de cette orbite sont

T̃ c

1 − Tint
et

T̃ c Tint

1 − Tint
.

Maintenant, nous allons démontrer que Tint < 1.
Supposons que Tint > 1, d’où

∫ t

0 (α Th(u) − β2) du > 0.
D’après (4.2) et (4.3), nous avons

Tc(τ−) = Tc(0) Tint > Tc(0),

et
Tc(τ+) = Tc(τ−) + T̃ c,

alors
Tc(0) = Tc(τ−) + T̃ c.
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Ainsi
Tc(0) > Tc(0) + T̃ c,

ce qui veut dire que T̃ c doit être inférieure ou égale à 0, ce qui est absurde car T̃ c > 0. Par
conséquent, nous concluons que l’orbite est positive.

Pour établir la stabilité asymptotique orbitale de l’orbite périodique et de la phase asymp-
totique, appliquons la théorie impulsive de Floquet [6] au système (4.1). Calculons le multipli-
cateur non-trivial impulsif de Floquet [6].
Soit ψ la fonction implicite (différentiable) définie par :

{
ψ(Th(t), T c(t)) = 0 : t = tk }

Définissons le système (4.1) sous la forme suivante :
P (Th, Tc) = π − β1Th− p Tc Th

Q(Th, Tc) = α Tc Th− β2Tc

∆Th = a(Th, Tc) = 0
∆Tc = b(Th, Tc) = T̃ c

Soit (ξ(t), η(t)) l’orbite périodique impulsive, alors

ξ(t−k ) = ξ(t+k ) = Th(τ),

η(t−k ) = T̃ c Tint

1−Tint
,

η(t+k ) = T̃ c
1−Tint

.

Par conséquent, le multiplicateur non-trivial de Floquet [39] est

µ2 = ∆1 exp[
∫ τ

0
( ∂P
∂Th

(ξ(t), η(t)) + ∂Q

∂Tc
(ξ(t), η(t))) dt], (4.5)

où
∆1 =

P+( ∂b
∂T c

∂ϕ
∂T h − ∂b

∂T h
∂ϕ

∂T c ) +Q+( ∂a
∂T h

∂ϕ
∂T c − ∂a

∂T c
∂ϕ

∂T h + ∂ϕ
∂T c )

P ∂ϕ
∂T h +Q ∂ϕ

∂T c

; (4.6)

P, Q, ∂b
∂T c ,

∂b
∂T h ,

∂a
∂T c ,

∂a
∂T h ,

∂ϕ
∂T h et ∂ϕ

∂T c sont calculés au point (ξ(t−k ), η(t−k )), et
P+ = P (ξ(t+k ), η(t+k )), Q+ = Q(ξ(t+k ), η(t+k )).

Ainsi, nous avons
P+ = π − β1ξ(t−k ) − pη(t+k )ξ(t−k ),
P = π − β1ξ(t−k ) − pη(t−k )ξ(t−k ),
Q+ = αη(t+k )ξ(t−k ) − β2η(t+k ),
Q = αη(t−k )ξ(t−k ) − β2η(t−k ).
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Puisque ∂b
∂T c = ∂b

∂T h = ∂a
∂T h = ∂a

∂T c = 0, nous obtenons

∆1 =
P+

∂ϕ
∂T h + Q+

∂ϕ
∂T c

P ∂ϕ
∂T h +Q ∂ϕ

∂T c

.

De plus

Q+Tint = αη(t+k )ξ(t+k ) Tint − β2η(t+k ) Tint

= αη(t−k )ξ(t+k ) − β2η(t−k )

Vu que ξ(t+k ) = ξ(t−k ), nous avons
Q+Tint = Q. (4.7)

D’autre part, nous avons

P+Tint = (π − β1ξ(t−k )) Tint − p η(t+k ) ξ(t−k ) Tint, (4.8)

= (π − β1ξ(t−k )) Tint − p η(t−k ) ξ(t−k ). (4.9)

Puisque η(t−k ) = η(t+k ) Tint, et comme dT h
dt (t−k ) > 0 alors

π − β1ξ(t−k ) > p η(t−k )ξ(t−k ) > 0. (4.10)

Donc
P+Tint < P. (4.11)

Puisque Tint < 1, et d’après (4.8) et (4.11) :

∆1 =
P+

∂ϕ
∂T h + Q+

∂ϕ
∂T c

P ∂ϕ
∂T h +Q ∂ϕ

∂T c

,

∆1 <
1
Tint

.

Nous avons donc

µ2 <
1
Tint

exp(
∫ τ

0
( ∂P
∂Th

(ξ(t), η(t)) + ∂Q

∂Tc
(ξ(t), η(t)))dt),

<
1
Tint

exp(
∫ τ

0
(−β1 − pη(t))du) exp(

∫ τ

0
(αξ(t) − β2)du),

< exp(
∫ τ

0
(−β1 − pη(t))du).
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Puisque exp(−
∫ τ

0 (β1 + pη(t))du) < 1 alors

µ2 < 1.

Ainsi, le multiplicateur non-trivial impulsif de Floquet se trouve à l’intérieur du cercle
unité, alors l’orbite périodique τ est asymptotiquement stable et a la propriété de la phase
asymptotique.

Théorème 4.2. Définissons le nombre moyen des cellules Th-infectées pendant un cycle de
l’orbite périodique impulsive par

Tav ≡ 1
τ

∫ τ

0
Th(u)du.

Alors, sur l’orbite périodique impulsive donnée dans le théorème précédent, nous avons

lim
τ→0

Tav = lim
T̃ c→+∞

Tav = 0. (4.12)

Démonstration. Nous savons que Th(t−k ) = Th(t+k ) = Th(tk). Il s’ensuit que, pour tout k,

dTh

dt
(t−k ) = π − β1Th(tk) − p Tc(t−k ) Th(tk),

= π − β1Th(tk) − p(Tc(t+k ) − T̃ c) Th(tk),

= π − β1Th(tk) − p Tc(t+k ) Th(t+k ) + p T̃ c Th(tk),

et
dTh

dt
(t+k ) = π − β1Th(tk) − p Tc(t+k ) Th(tk).

D’où
dTh

dt
(t−k ) = dTh

dt
(t+k ) + p T̃ c Th(tk).

Ainsi
dTh

dt
(t+k ) < dTh

dt
(t−k ). (4.13)

En outre, dans la plan positif dT h
dt = 0 seulement si Th = π

β1+p T c (isoclines). Ainsi, puisque
dT c
dt < 0 dans chaque cycle, il s’ensuit que Th admet au plus un point d’inflexion par cycle et

d’après (4.13) ce point d’inflexion doit être un minimum et dT h
dt (t−k ) > 0.

Ensuite, notons que

lim
τ→0

Tc(τ+) = lim
τ→0

T̃ c

1 − e

∫ τ

0
(α T h(u)−β2)du

= +∞,
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et

lim
τ→0

Tc(τ−) = lim
τ→0

T̃ c e

∫ τ

0
(α T h(u)−β2)du

1 − e

∫ τ

0
(α T h(u)−β2)du

= +∞.

Nous avons

lim
τ→0

Tav = lim
τ→0

1
τ

∫ τ

0
Th(u)du,

= lim
τ→0

Th(τ).

Supposons que
lim
τ→0

Th(τ) ̸= 0,

alors

lim
τ→0

dTh

dt
(τ) = lim

τ→0
(π − β1Th(τ) − p Tc(τ)Th(τ)),

= −∞.

Il s’agit d’une contradiction car dT h
dt (τ) > 0 pour τ > 0. Il s’ensuit que

lim
τ→0

Th(τ) = 0,

alors
lim
τ→0

Tav = 0.

Enfin, notons que sur 0 < t < τ , Tc(t) > Tc(τ−). Par suite

lim
T̃ c→+∞

Tc(t) > lim
T̃ c→+∞

Tc(τ−),

= lim
T̃ c→+∞

T̃ c Tint

1 − Tint
,

= +∞.

Ainsi

lim
T̃ c→+∞

dTh

dt
= lim

T̃ c→+∞
(π − β1Th− pTc Th),

= −∞.

d’où
lim

T̃ c→+∞
Th = 0.
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Par conséquent

lim
T̃ c→+∞

Tav = 1
τ

∫ τ

0
lim

T̃ c→+∞
Th(u)du,

lim
T̃ c→+∞

Tav = 0.

4.4 Simulation et discussion

Après avoir étudié le modèle mathématique décrivant un protocole de vaccination qui sti-
mule régulièrement les lymphocytes T-cytotoxiques, où la dose du vaccin ainsi que les intervalles
de vaccinations sont constants, nous avons illustré les résultats de cette étude par quelques si-
mulations numériques utilisant des valeurs récupérées de la littérature [39], (voir Table.3 ).

Paramètre Définition Valeur unité

π Taux de production des Th infectées 1.5 cellules j−1 µL−1

β1 Taux de mortalité des Th infectées 0.5 j−1

p Taux des Th infectées détruites par les Tc 0.05 µL cellules−1 j−1

α Taux de prolifération des Tc 0.067 µL cellules−1 j−1

β2 Taux de mortalité des Tc 0.2 j−1

Th0 Valeur initiale de la concentration des Th 2.8 cellules/µL

TC0 Valeur initiale de la concentration des Tc 1.7 cellules/µL

Table.3 : Valeurs des paramètres utilisées dans la simulation numérique du modèle (4.1)
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figure.5.2 : Stimulation du système immunitaire par le vaccin chaque 120 jours. Une stimu-
lation des Tc par 35 cellules/µL tous les 120 jours donne une concentration moyenne de
2.55 cellules/µL de cellules Th-infectées.

figure.5.3 : Stimulation du système immunitaire par le vaccin chaque 14 jours. Une stimu-
lation des Tc par 35 cellules/µL tous les 14 jours donne une concentration moyenne de
1.26 cellules/µL de cellules Th-infectées.
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Notons que figure.5.3 illustre bien la convergence de l’orbite périodique impulsive par le
fait que la concentration des cellules Th-infectées a pu être maintenue à un niveau bas avec une
vaccination suffisamment fréquente. Cependant, il convient de noter qu’il s’agit d’un intervalle
de vaccination extrêmement court, ce qui n’est pas très réaliste.

Pour explorer la sensibilité des résultats au variations des paramètres, nous avons fait varier
chaque paramètre individuellement en gardant les autres paramètres à leurs valeurs moyennes.

figure.5.4 : Sensibilité de la variation des paramètres. Les valeurs moyennes mentionnées dans
les axes des paramètres sont données dans Table.3. Si la valeur de β1, p ou α augmente, alors
le nombre moyen de cellules Th-infectées est réduit légèrement, par contre de petites variations
sur π ou β2 mènent à des effets considérables sur les résultats.

Nous avons supposé que l’effet de la vaccination est instantané, alors qu’en réalité la stimu-
lation cellulaire des lymphocytes T-cytotoxiques Tc prend du temps (environ 10 jours) et donc
le changement dans la concentration du Tc n’est pas immédiat, ce qui mène éventuellement à
introduire le retard.





Chapitre 5

Les effets de la vaccination par
impulsion sur le carcinome
mammaire

Inspiré du modèle mathématique proposé dans [8], nous proposons dans ce chapitre l’étude
d’une stratégie alternative, explorant la compétition entre le système immunitaire et les cellules
du carcinome mammaire sous l’effet de la vaccination par impulsion du vaccin Triplex, dans le
but d’obtenir une relation entre la période de vaccination et la dose du vaccin permettant la
destruction des cellules cancéreuses [1].

Notre modèle décrit à la fois les réponses humorale et cellulaire du système immunitaire
contre les cellules cancéreuses.

La théorie des équations différentielles impulsives [14], [15], [16] nous aide dans notre étude
sur la vaccination par pulsation.

5.1 Le modèle

Notre modèle considère que le vaccin Triplex est administré par impulsion à des temps
fixés. Le modèle prend en compte des suppositions immunologiques simplifiées, basées sur ce
qui suit :

Les populations cellulaires impliquées dans le modèle sont : les cellules T-helper ”Th”, les
anticorps ”Ab”, les cellules T-cytotoxiques ”Tc” et les cellules cancéreuses ”C”.

Vu que les cellules cancéreuses ”C” éludent l’apoptose et prolifèrent avec un taux α1, leur
nombre croît vers un seuil de saturation donné Cmax. Les cellules cancéreuses C sont éliminées
par des cellules T-cytotoxiques Tc avec un taux β4 et par des anticorps Ab avec un taux β5 via
le mécanisme "ADCC" (antibody-dependent cellular cytotoxicity). Le taux β6 est utilisé pour
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prendre en compte la mortalité des cellules C provoquée par d’autres cellules immunitaires.

Les anticorps Ab sont les molécules effectrices principales de l’immunité humorale. La crois-
sance du nombre de cellules B sécrétant Ab est améliorée par les cellules Th activées à travers
le paramètre α2 et est soumise à la dégradation naturelle avec un taux de mortalité β2. Les
cellules Th meurent avec un taux de mortalité β1.

Les cellules Cytotoxiques Tc dépendent principalement du vaccin Triplex [29]. Ce vaccin est
réalisé avec des antigènes allogenic MHC-I pour favoriser la reconnaissance d’ordre antigénique
par les cellules Tc. Le paramètre α3 représente la duplication des cellules Tc, sachant que cette
duplication est indirectement stimulée par les cellules Th. Les cellules Tc meurent avec un taux
noté β3.

Nous supposons que les cellules Th et Tc sont stimulées par le vaccin aux temps fixés nT .
p est un nombre défini de cellules Th et Tc réagissant au vaccin.

Dans notre étude, nous supposons que l’effet du vaccin est instantané, aboutissant à un
système d’équations différentielles impulsives, dont les solutions sont continues pour t ̸= nT et
subissent un changement instantané quand t = nT .

En négligeant le retard et la dispersion lorsque le vaccin entre dans l’organisme, nous
surestimons les effets temporels de vaccination sur les intervalles spécifiques.

Ainsi, le problème principal considéré est l’étude du comportement asymptotique de la
solution du modèle suivant :

dT h
dt (t) = −β1Th(t), t ̸= nT

Th(nT ) = Th(nT−) + p,

dAb
dt (t) = −β2Ab(t) + α2Th(t),

dT c
dt (t) = −β3Tc(t) + α3Th(t), t ̸= nT

Tc(nT ) = Tc(nT−) + p,

dC
dt (t) = (α1 − C(t)

Cmax
)C(t) − (β4Tc(t) + β5Ab(t) + β6) C(t),

(5.1)

avec les conditions initiales suivantes (après mutations génétiques) :


Th(0) = Ab(0) = 0
C(0) = C0 ̸= 0
Tc(0) = Tc0

(5.2)

où nT (n = 1, 2, ...) sont les instants de vaccination.
Les paramètres αi, pour i ∈ {1, 2, 3}, représentent les taux de prolifération due à la naissance
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naturelle et aux interactions, et les paramètres βi, pour i ∈ {1, 2, ..., 6}, représentent les taux
de destruction due à la mort naturelle et à la concurrence.

5.2 Analyse du modèle mathématique

Dans cette section, nous décrivons la dynamique de compétition entre le système immu-
nitaire et les cellules cancéreuses en considérant le cas de la vaccination par impulsion à des
intervalles réguliers, dans le but d’étudier le comportement asymptotique des solutions du
problème (5.1)-(5.2).

5.2.1 Construction de la solution périodique

Au moment T , nous injectons une quantité de vaccin. Nous cherchons d’abord la solution
périodique, des cellules Th, du système suivant :

dT h
dt (t) = −β1Th(t) (n− 1)T 6 t < nT,

Th(nT ) = Th(nT−) + p.

La solution du système précédent est

Th(t) = Th((n− 1)T ) e−β1(t−(n−1)T ),

ainsi

Th(t) =

 Th((n− 1)T ) e−β1(t−(n−1)T ) si (n− 1)T 6 t < nT,

Th((n− 1)T ) e−β1T + p si t = nT.

Posons Thn = Th(nT ), par conséquent

Thn = F (Thn−1) (5.3)

avec F définie par
F (x) = x e−β1T + p, (5.4)

Il n’est pas difficile de montrer que la suite Thn est convergente et qu’elle tend vers Th∗. Ainsi,
en passant à la limite dans l’équation (5.3) quand n tend vers l’infini, nous obtenons :

Th∗ = p

1 − e−β1T
. (5.5)

Par conséquent la solution périodique est
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Th(t) =

 Th∗ e−β1(t−(n−1)T ) si (n− 1)T 6 t < nT,

Th∗ si t = nT.
(5.6)

satisfait Ensuite, nous cherchons la solution périodique de l’équation d’évolution du nombre
de cellules Ab, à savoir

dAb
dt (t) = −β2Ab(t) + α2Th(t) si (n− 1)T 6 t < nT

Ab(nT ) = Ab(nT−).

D’après (5.6), nous avons

dAb

dt
(t) = −β2Ab(t) + α2Th

∗ e−β1(t−(n−1)T ) si (n− 1)T 6 t < nT. (5.7)

Supposons que β1 ̸= β2, en intégrant l’équation (5.7) entre (n− 1)T et t, nous obtenons


Ab(t) = Ab((n− 1)T )e−β2(t−(n−1)T ) + α2T h∗

β2−β1
eβ1(n−1)T (e−β1t − e(β2−β1)(n−1)T .e−β2t) (n− 1)T 6 t < nT

Ab(nT ) = Ab((n− 1)T )e−β2T + α2T h∗

β2−β1
(e−β1T − e−β2T ).

Posons
M = α2Th

∗

β2 − β1
(e−β1T − e−β2T )

et Abn = Ab(nT ), comme auparavant, nous avons

Abn = f(Abn−1) (5.8)

avec f définie par
f(x) = x e−β2T +M.

En faisant tendre n vers l’infini dans l’équation (5.8), nous obtenons

Ab∗ = α2 p (e−β1T − e−β2T )
(β2 − β1) (1 − e−β1T ) (1 − e−β2T ).

(5.9)

Donc la solution périodique associée est donnée par

Ab(t) =


(Ab∗ − α2T h∗

β2−β1
) e−β2(t−(n−1)T ) + α2T h∗

β2−β1
e−β1(t−(n−1)T ) (n− 1)T 6 t < nT

Ab∗ t = nT

(5.10)
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Dans le cas β1 = β2, un calcul simple donne la solution périodique suivante :

Ab(t) =


(Ab∗ + α2Th

∗.(t− (n− 1)T )) e−β1(t−(n−1)T ) (n− 1)T 6 t < nT

Ab∗ = α2 p T e−β1T

(1−e−β1T )2 t = nT

Enfin, nous étudions l’équation d’évolution du nombre de cellules Tc, à savoir


dT c
dt (t) = −β3Tc(t) + α3Th(t) (n− 1)T 6 t < nT

Tc(nT ) = Tc(nT−) + p.

Selon (5.6), nous avons

dTc

dt
(t) = −β3Tc(t) + α3Th

∗ e−β1(t−(n−1)T ) (n− 1)T 6 t < nT

Nous supposons d’abord que β1 ̸= β3, en intégrant entre (n− 1)T et t, nous obtenons
Tc(t) = Tc((n− 1)T )e−β3(t−(n−1)T ) + α3T h∗

β3−β1
eβ1(n−1)T (e−β1t − e(β3−β1)(n−1)T .e−β3t)
(n− 1)T 6 t < nT

Tc(nT ) = Tc((n− 1)T )e−β3T + α3T h∗

β3−β1
(e−β1T − e−β3T ) + p.

Posons
K = α3Th

∗

β3 − β1
(e−β1T − e−β3T ) + p

et Tcn = Tc(nT ), par conséquent
Tcn = h(Tcn−1) (5.11)

avec h définie par
h(x) = x e−β3T +K.

La suite TCn est convergente et tend vers Tc∗ lorsque n tend vers l’infini. Donc

Tc∗ = (α3 + β1 − β3) p e−β1T − α3 p e
−β3T + p(β3 − β1)

(β3 − β1) (1 − e−β1T ) (1 − e−β3T )
. (5.12)

Par conséquent la solution périodique associée est
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Tc(t) =


(Tc∗ − α3T h∗

β3−β1
) e−β3(t−(n−1)T ) + α3T h∗

β3−β1
e−β1(t−(n−1)T ) (n− 1)T 6 t < nT

Tc∗ t = nT

(5.13)

Dans le cas β1 = β3, nous obtenons

Tc(t) =


(Tc∗ + α3Th

∗.(t− (n− 1)T )) e−β1(t−(n−1)T ) + p (n− 1)T 6 t < nT

Tc∗ = α3 p T e−β1T +p
(1−e−β1T )2 t = nT

5.2.2 Stabilité globale de la solution périodique

Dans ce qui suit, nous supposons que β1 ̸= β2 et β1 ̸= β3. En linéarisant le système (5.1)
au point (Th,Ab, Tc, 0), nous obtenons



dT h
dt = −β1Th,

dAb
dt = −β2Ab+ α2Th,

dT c
dt = −β3Tc+ α3Th,

dC
dt = (α1 − β5 Ab− β4Tc− β6)C.

Le théorème suivant étudie la stabilité locale.

Théorème 5.1. l’équilibre (Th,Ab, Tc, 0) est localement asymptotiquement stable si

p

T
>

β1(α1 − β6)
β5α2

β2
+ (β1+α3)β4

β3

:= K∗. (5.14)

Démonstration. Selon le théorème de Floquet [24], la stabilité locale des solutions périodiques
est déterminée par les valeurs propres associées à la matrice fondamentale ϕ(T )

ϕ(T ) =


Ab1 Ab2 Ab3 Ab4

Th1 Th2 Th3 Th4

Tc1 Tc2 Tc3 Tc4

C1 C2 C3 C4





5.2. Analyse du modèle mathématique 61

avec
ϕ(0) = Id4.

Pour la condition initiale suivante : 
Ab1(0) = 1,
Th1(0) = 0,
T c1(0) = 0,
C1(0) = 0.

nous obtenons 
Ab1(t) = e−β2t,

Th1(t) = 0,
T c1(t) = 0,
C1(t) = 0.

Après un calcul direct, nous obtenons la matrice fondamentale du problème (5.1) suivante

ϕ(T ) =



e−β2T Ab2 Ab3 Ab4

0 e−β1T 0 0

0 Tc2 e−β3T 0

0 0 0 e

∫ T

0
H(σ)dσ


où

H(σ) = α1 − β5Ab(σ) − β4Tc(σ) − β6. (5.15)

Les valeurs propres associées sont



λ1 = e−β2T < 1
λ2 = e−β1T < 1
λ3 = e−β3T < 1

λ4 = e

∫ T

0
H(σ)dσ

Pour affirmer la stabilité locale de la solution périodique, il suffit que λ4 < 1.



62
Chapitre 5. Les effets de la vaccination par impulsion sur le carcinome

mammaire

Supposons au contraire que nous avons λ4 > 1, ainsi

∫ T

0
(α1 − β5Ab(σ) − β4Tc(σ) − β6) dσ > 0. (5.16)

D’une part, selon (5.5), (5.9) et (5.10), nous avons

∫ T

0
Ab(σ) dσ = α2p

β1β2
, (5.17)

d’autre part, de (5.5), (5.12) et (5.13), nous obtenons

∫ T

0
Tc(σ) dσ = p(β1(β3 − β1 − α3) + α3β3)

β1β3(β3 − β1)
. (5.18)

En combinant (5.16), (5.17) et (5.18), nous obtenons

p

T
6 α1 − β6

β5α2
β1β2

+ β4β1(β3−β1−α3)+β4β3α3
β1β3(β3−β1)

,

= α1 − β6
β5α2
β1β2

+ β4(β1+α3)(β3−β1)
β1β3(β3−β1)

,

= β1(α1 − β6)
β5α2

β2
+ β4(β1+α3)

β3

,

Ce qui est en contradiction avec (5.14).

Remarque 5.1. Observons que si α1 ≤ β6 alors K∗ ≤ 0, et dans ce cas, il est inutile de
stimuler le système immunitaire. Le nombre de cellules cancéreuses tendra vers zéro sans aucune
vaccination, c.à.d p = 0, voir (Figure 5). Ce résultat est biologiquement trivial parce qu’il
signifie que le taux de décroissance des cellules cancéreuses (mortalité) est plus grand que leur
taux de croissance (duplication).

Le théorème suivant affirme la stabilité globale de la solution périodique.

Théorème 5.2. L’équilibre (Th,Ab, Tc, 0) est globalement asymptotiquement stable si

p

T
>

β1(α1 − β6)
β5α2

β2
+ (β1+α3)β4

β3

. (5.19)

Démonstration. Tout d’abord, il existe un nombre ξ positif suffisamment petit, tel que

p

T
>

β1(α1 − β6 + ξ)
β5α2

β2
+ (β1+α3)β4

β3

(5.20)

selon le Théorème 5.1. Il suffit de montrer que (Th,Ab, T c, 0) est globalement attractif.
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Pour tout ε > 0, et t assez grand, nous avons

|Th(t) − Th(t)| 6 ε, |Ab(t) −Ab(t)| 6 ε, and |Tc(t) − Tc(t)| 6 ε.

l’équation d’évolution du nombre de cellules C satisfait

C ′(t) = (α1 − C(t)
Cmax

)C(t) − (β6 + β5Ab(t) + β4Tc(t))C(t),

alors, pour t assez grand, nous avons

C ′(t) ≤ (α1 − β6 − β5(Ab(t) − ε) − β4(Tc(t) − ε)) C(t).

En posant ξ = β4ε+ β5ε, nous obtenons

C ′(t) ≤ (α1 − β6 + ξ − β5Ab(t) − β4Tc(t)) C(t)

et, sachant que (α1 − β6 + ξ − β5Ab(t) − β4Tc(t)) est une fonction périodique, nous avons

ln(C(nT )) − ln(C((n− 1)T )) ≤
∫ T

0
(α1 − β6 + ξ − β5Ab(σ) − β4Tc(σ))dσ.

Ainsi
C(nT ) ≤ C((n− 1)T ) e

∫ T

0
(α1−β6+ξ−β5Ab(σ)−β4T c(σ))dσ

.

En notant θ = e
∫ T

0
(α1−β6+ξ−β5Ab(σ)−β4T c(σ)) dσ, nous avons

0 ≤ C(nT ) ≤ θ C((n− 1)T ).

Ainsi
0 ≤ C(nT ) ≤ θn C0.

Pour montrer que C(nT ) tend vers 0 quand n va vers l’infini, il suffit de montrer que θ < 1.
En effet, en utilisant (5.17) et (5.18), nous obtenons

∫ T

0
(α1−β6+ξ−β5Ab(σ)−β4Tc(σ))dσ = α1T−β6T+ξT−β5

α2p

β1β2
−β4p

β1(β3 − β1 − α3) + α3β3

β1β3(β3 − β1)
.

Ainsi, si nous supposons que θ > 1, alors

α1T − β6T + ξT − β5
α2p

β1β2
− β4p

β1(β3 − β1 − α3) + α3β3

β1β3(β3 − β1)
> 0,
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ainsi

p

T
6 α1 − β6 + ξ

β5α2
β1β2

+ β4β1(β3−β1−α3)+β4β3α3
β1β3(β3−β1)

,

= β1(α1 − β6 + ξ)
β5α2

β2
+ (β1+α3)β4

β3

.

Ceci est une contradiction avec (5.20).
Par conséquent, la solution périodique est globalement attractive. Maintenant en utilisant le
Théorème 5.1, la stabilité globale de la solution périodique est prouvée.

Remarque 5.2. Nous distinguons les trois cas suivants :
• Cas 1 : β1 = β2

Après calcul nous trouvons, ∫ T

0
Ab(σ) dσ = α2p

β2
1
,

d’où
p

T
>

β1(α1 − β6)
β5α2

β1
+ β4(β1+α3)

β3

.

• Cas 2 : β1 = β3

En employant les mêmes arguments, nous obtenons

∫ T

0
Tc(σ) dσ = p(β1 + α3)

β2
1

,

ainsi
p

T
>

β1(α1 − β6)
β5α2

β2
+ β4(β1+α3)

β1

.

• Cas 3 : Si β1 = β2 = β3, (5.19) devient

p

T
>

(α1 − β6)β2
1

β5α2 + β4(α3 + β1)
.

5.3 Temps requis de vaccination

Dans ce qui suit et sans perdre de généralité, nous supposerons que β1 ̸= β2 and β1 ̸= β3.

De la section précédente, nous savons que (5.19) est une condition nécessaire pour l’éra-
dication des cellules cancéreuses. Il s’ensuit que le nombre de cellules cancéreuses peut être
maintenu à un niveau aussi bas que l’on souhaite, par un choix approprié de la dose du vaccin
et de la période T .

Nous allons maintenant déterminer la relation entre la dose du vaccin et le temps requis
Tmin à la suppression des cellules cancéreuses. Plus précisément, soit η une précision donnée,
le temps Tmin est tel que :
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C(Tmin) ≤ η. (5.21)

Pour des significations biologiques, nous supposons que C0 > η. Alors Tmin est déterminé par
le théorème suivant :

Théorème 5.1. En tenant compte de l’équation (5.19), le temps Tmin requis à l’éradication
des cellules cancéreuses est donné par

Tmin >
ln( C0

η )
p
T ( β5α2

β1β2
+ β4(β1+α3)

β1β3
) + β6 − α1

. (5.22)

Démonstration. Tout d’abord, nous supposons que pour tout ε > 0,
|Th(t) − Th(t)| 6 ε, |Ab(t) −Ab(t)| 6 ε, et |Tc(t) − Tc(t)| 6 ε, pour tout t > 0.
Reprenons l’équation d’évolution du nombre de cellules C

C ′(t) = (α1 − C(t)
Cmax

)C(t) −H(t)C(t), (5.23)

avec
H(t) = β5Ab(t) + β4Tc(t) + β6, (5.24)

ainsi
C ′(t) ≤ α1C(t) −H(t)C(t).

Par un calcul direct, nous avons

C(Tmin) ≤ C0 eα1Tmin .e−
∫ Tmin

0
H(σ)dσ

.

(5.21) est satisfaite si
C0 eα1Tmin−

∫ Tmin

0
H(σ)dσ 6 η,

ainsi
α1Tmin −

∫ Tmin

0
H(σ)dσ ≤ ln( η

C0
).

Compte tenu de (5.24),

0 < ln(C0

η
) ≤ (β6 − α1)Tmin + β5

∫ Tmin

0
Ab(σ)dσ + β4

∫ Tmin

0
Tc(σ)dσ.

Maintenant pour tout ε > 0, nous avons

0 < ln(C0

η
) ≤ (β6 − α1)Tmin + β5

∫ Tmin

0
(Ab(σ) + ε)dσ + β4

∫ Tmin

0
(Tc(σ) + ε)dσ,
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en posant ξ = (β4 + β5)ε, nous obtenons :

0 < ln(C0

η
) ≤ (β6 − α1 + ξ)Tmin + β5

∫ Tmin

0
Ab(σ)dσ + β4

∫ Tmin

0
Tc(σ)dσ. (5.25)

De plus, ∫ Tmin

0
Ab(σ)dσ ≃

m∑
n=1

∫ nT

(n−1)T

Ab(σ)dσ tel que m = [Tmin

T
].

En utilisant (5.10) et la périodicité de Ab, nous pouvons écrire

∫ Tmin

0
Ab(σ)dσ ≃ Tminα2p

Tβ1β2
.

Par ailleurs ∫ Tmin

0
Tc(σ)dσ ≃

m∑
n=1

∫ nT

(n−1)T

Tc(σ)dσ.

Selon (5.13) et la périodicité de Tc, nous avons

∫ Tmin

0
Tc(σ)dσ ≃ p

Tmin

T

β1(α3 + β1 − β3) − α3β3

β1β3(β1 − β3)

et (5.25) devient

0 < ln(C0

η
) ≤ Tmin( p

T
(β5α2

β1β2
+ β4β1(β3 − β1 − α3) + α3β3β4

β1β3(β3 − β1)
) + β6 − α1 + ξ).

Grâce à (5.20), nous pouvons affirmer que,

p

T
(β5α2

β1β2
+ β4β1(β3 − β1 − α3) + α3β3β4

β1β3(β3 − β1)
) + β6 − α1 + ξ > 0.

Par conséquent, nous avons

Tmin >
ln( C0

η )
p
T ( β5α2

β1β2
+ β4(β1+α3)

β1β3
) + β6 − α1

.

5.4 Simulation numérique

Nous présentons maintenant, quelques exemples qui illustrent le résultat obtenu, à savoir
l’épuisement total des cellules C induit par la compétition entre les cellules du système immu-
nitaire et les cellules cancéreuses. Les valeurs des paramètres utilisées ont été récupérées de la
littérature [8], [10] (voir Table.2 ).
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Paramètre Définition Valeur

α1 Taux de duplication de C 0.0226
α2 Taux des molécules Ab libérées due aux cellules Th 3
α3 Taux de duplication des cellules Tc due aux cellules Th 5
β1 Taux de mortalité naturelle des cellules Th 15
β2 Taux de dégradation naturelle des cellules Ab 7
β3 Taux de mortalité naturelle des cellules Tc 21
β4 Taux de destruction de C par les cellules Tc 0.00004
β5 Taux de destruction de C par les cellules Ab 0.00004
β6 Taux de mortalité de C provoquée par d’autres entités du SI 0.0000001176

Cmax Seuil de saturation de la croissance de C 107

C0 Condition initiale de C 1000
Th0 Condition initiale de Th 0
Tc0 Condition initiale de Tc 400
Ab0 Condition initiale de Ab 0

Table.2 : Valeurs des paramètres utilisées dans la simulation numérique du modèle étudié
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figure.4.1 : Évolution au cours du temps du nombre des cellules Th, Tc et Ab, lorsque T=20
jours et p=200000 cellules. L’injection du vaccin se fait par pulsation par période de T jours ;
la dose du vaccin est notée par p. Les simulations sont exécutées avec les paramètres récapi-
tulés dans Table.2. Le temps prévu pour les simulations est fixé à 400 jours. Les graphes sont
présentés avec une échelle logarithmique pour améliorer la lisibilité.
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figure.4.2 : Comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses lorsque T=20 jours
et p=300000 cellules (ligne continue), p=150000 cellules (ligne brisée).
En choisissant une dose p satisfaisant l’équation (5.19), par exemple p = 300000 cellules, on
aboutit à l’épuisement des cellules cancéreuses aux alentours de 200 jours, tandis que pour
p = 150000 cellules l’épuisement des cellules cancéreuses se fera aux alentours de 800 jours.
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figure.4.3 : Comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses lorsque p = 100000
cellules et T = 2 jours (ligne continue), T = 7 jours (ligne pointillée) et T = 12 jours (ligne
brisée). En fixant la dose p à 100000 cellules et en choisissant des temps d’injection satisfai-
sant l’équation (5.19), on remarque que si l’inoculation se fait tous les 2 jours, l’élimination
des cellules cancéreuses se fera aux environs du 35ème jour. Si par contre, on vaccine tous les
7 jours, il nous faudra continuer jusqu’à 200 jours pour arriver à cette élimination. Enfin pour
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une vaccination chaque 12 jours l’élimination dépassera largement les 400 jours. Ce qui nous
conduit à conclure que l’on peut réduire le nombre de vaccination tout en éliminant les cellules
cancéreuses dans un délai de temps raisonnable.
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figure.4.4 : Comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses lorsque T = 20 jours
et p = 60000 cellules (panneau gauche), p = 200000 cellules (panneau droit). En choisissant
une dose p satisfaisant l’équation (5.19), le choix de p = 200000 cellules mène à l’épuisement
des cellules cancéreuses pour T = 20 jours. Pour cette même période avec une dose de vaccin
inférieure à 122741 cellules (par exemple p = 60000 cellules), l’épuisement des cellules can-
céreuses n’a pas été induit, cela veut dire que l’action du vaccin n’a pas stimulé le système
immunitaire d’une façon suffisante pour arrêter la prolifération des cellules cancéreuses.
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figure.4.5 : Comportement asymptotique du nombre de cellules cancéreuses quand T=20 jours
et β6 = 0.1, lorsque p = 200000 cellules (ligne continue) et p = 0 cellules (ligne brisée). Sa-
chant que α1 = 0.0226, le terme (α1 − β6) sera négatif, d’où K∗ < 0. Ceci voudra dire que
l’élimination des cellules cancéreuses se fera sans la stimulation du système immunitaire par
le vaccin, d’où la non nécessité des injections. Cependant, en utilisant la formule (5.19), le
choix d’une dose d’injection positive p sur la période de vaccination T mène à l’éradication des
cellules cancéreuses plus rapidement.

figure.4.6 : Temps nécessaire pour éradiquer les cellules cancéreuses lorsque T = 20 jours et
p = 200000 cellules. En considérant ζ = 50 cells/mm3, on remarque que la durée de vaccina-
tion minimale qui permet d’atteindre cette précision est 210 jours

Les résultats des simulations (figure.4.1 - figure.4.5 ), montrent le comportement des cellules
cancéreuses annoncé par l’analyse asymptotique faite dans la section 5.2 (Théorème 5.2).

L’expression (5.22) nous a permis de déterminer la durée minimale de vaccination nécessaire
à la suppression des cellules cancéreuses avec une précision ζ donnée au départ (figure.4.6 ).

Cette précision correspond au nombre de cellules C par mm3, aussi petit que l’on sou-
haite, et qui exprime l’épuisement des cellules cancéreuses. Par conséquent, l’éradication des
cellules cancéreuses ne serait probablement pas complète, étant donné la production continue
des cellules cancéreuses "New-born" en raison de la nature transgénique des souris HER-2/neu.

5.5 Discussion et perspectives

L’immunoprévention est basée sur des approches immunologiques mettant en oeuvre des
stratégies préventives basées sur la stimulation de l’immunité qui empêche le cancer, plutôt que
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de le guérir, s’il s’installe. Les traitements immunopréventifs, entre autres le vaccin cellulaire
TRIPLEX [29], peuvent éviter le développement du cancer du sein chez des patients à haut
risque. Ce genre de vaccin exige une administration répétée afin de maintenir la réponse du
système immunitaire contre des cellules cancéreuses "New-born" ; cependant l’administration
non contrôlée du vaccin peut provoquer des effets indésirables comme l’auto-immunité pour
cela l’optimisation du protocole de vaccination constitue un problème fondamental qui reste
ouvert.

Puisque HER-2 est sur-exprimé à la surface cellulaire des cellules tumorales, les cellules
T-specifique-HER-2/neu peuvent être utilisées comme une bonne cible pour l’immunothérapie
anti-cancéreuse [37]. Par conséquent, la prévention presque complète de la carcinogenèse mam-
maire a été réalisée sur des souris HER-2/neu transgéniques via un vaccin cellulaire nommé
TRIPLEX conformément à un calendrier d’administration chronique [35]. L’administration
d’un tel vaccin stimule les cellules du système immunitaire qui vont proliférer et éliminer les
cellules cancéreuses ; après l’extermination des cellules cancéreuses, les cellules du système im-
munitaire retournent vers des niveaux normaux.

Des enquêtes récentes [10], [32], en outre des tests in vivo montrent que le vaccin TRIPLEX
perd son efficacité contre des cibles tumorales assez grandes. On suppose que "solid tumor" est
formée quand le nombre de cellules cancéreuses devient supérieure à 105. Au-delà de ce seuil,
on peut considérer la formation du cancer in situ comme inévitable. Ce seuil représente un
point de non-retour entre la survie et la mort. Ainsi, le vaccin TRIPLEX s’avère être efficace
lorsqu’il est administré assez tôt, pour éviter la formation du carcinome in situ ; par contre, il
reste inefficace contre des tumeurs locales déjà établies.

La compétition entre le système immunitaire et la tumeur est extrêmement complexe, im-
pliquant des centaines de types cellulaires distincts ainsi que des molécules. Les modèles qui
incluent une grande proportion de cette complexité se trouvent devant la difficulté d’avoir
beaucoup de paramètres dont les valeurs ne peuvent pas être estimées d’une façon fiable à
partir des données existantes.

Nous avons considéré dans notre modèle les entités reconnues comme étant fondamentales
dans le processus biologique de la réaction immunitaire ; ainsi, les réponses humorales et cel-
lulaires du système immunitaire ont été prises en compte avec leurs entités principales. Ceci
dit, nous avons supposé que le vaccin active les cellules du système immunitaire avec des taux
donnés.

Le modèle proposé considère quatre populations cellulaires impliquant neuf paramètres
(table1). Nos simulations numériques ont été exécutées avec une condition initiale sur le nombre
de cellules cancéreuses égale à 103, c’est à dire avant la formation du cancer in situ, et l’ad-
ministration du vaccin s’est faite par pulsation, ce qui a aboutit à l’extermination des cellules
cancéreuses dans un laps de temps qu’on a pu déterminé.

Comparé à la complexité du système biologique réel, le modèle que nous avons présenté
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reste une simplification et peut être éventuellement étendu. La division cellulaire, aussi bien
que la différentiation et la maturation cellulaire prennent un temps fini pour se réaliser, donc
ce ne sont pas des processus instantanés. Dans certain cas, les durées des processus cellulaires
peuvent être ignorées, mais, en principe elles devraient être incluses dans le modèle pour que
ce soit compatible avec la cinétique de croissance cellulaire. Ainsi en évitant la modélisation
explicite des retards, on obtient un modèle mathématique moins complexe, dont on peut trouver
une solution analytique ainsi que des conditions de stabilité.
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Résumé  

         L'objectif de cette thèse est de présenter la modélisation mathématique de la 
dynamique des réponses du système immunitaire. Deux cas de concurrences ont été 
étudiés : Infection virale (VIH) et carcinome mammaire, sous l’action d’un vaccin administré 
par impulsion. 

     Des résultats sur le comportement asymptotique des solutions de nos équations 

différentielles impulsives sont établis et validés par des simulations numériques. Enfin, une 

relation entre la dose du vaccin et l’instant d'injection est déterminée, permettant le 

contrôle de la prolifération des cellules tumorales dans le cas du carcinome mammaire, et le  

maintien de la concentration des cellules infectées, par le VIH, à un niveau bas. 

Mots Clés : Carcinome mammaire, VIH, Réponses immunitaires, Concurrence,  Équations 

différentielles impulsives, Solution périodique, Stabilité globale. 

Abstract: 

    This thesis deals with mathematical model of the immune responses dynamics. Two cases 

of competitions were studied: HIV Infection and mammary carcinoma, under the action of 

pulse vaccination. 

     The asymptotic analysis of solutions to impulsive differential equation are established 

and validated by numerical simulations. Finally, we determine the relationship between the 

strength of the vaccine and the time required to eradicate cancer cells of the mammary 

carcinoma, and to maintain HIV-infected cells concentration at a low levels. 

 

Key words : Mammary carcinoma, HIV, Immune responses, Competition,  Impulsive 
differential equations, periodic solution, Global stability. 

  الملخص

 من فئتين قمنا بدراسة .المناعى الجهاز ستجاباتلا حسابى نموذج بدراسة  نهتم الأطروحة، هذه في  

 التطعيم النبضي.اطار فى الثدى اورام وعلاج البشرية المناعة نقص بفيروس الاصابة: المنافسات

واخيرا التحصل  النبضية. التفاضلية المعادلات حلول اتسلوكسبة لومحاكاة رقمية بالن نظرية نتائجإعطاء 

 والحفاظ على  ،الثديورام لأطلب للقضاء على الخلايا السرطانية تتطعيم والوقت المشدة العلاقة بين  ىعل

 .الخلايا المصابة بفيروس نقص المناعة البشرية عند مستويات منخفضةنسبة 

:الكلمات المفتاحية  

 ،النبضية التفاضلية المعادلات ،الإستجابة المناعية ،المنافسة ،البشرية المناعة نقص فيروس ،الثدي أورام 

.الشاملالاستقرار ،الدوري الحل  




