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Notations

Notation Définition

x = (x1, x2, ..., xN) Elément de IRN

r = |x| =
√

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
N) Module de x

Du = ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
Gradient de u

∆u Laplacien de u

q Exposent conjugué de p,
1

p
+

1

q
= 1

p∗ =
Np

(N − p)
Exposent critique de Sobolev

∂Ω Frontière de Ω

supp (u) Support de la fonction u

meas(A) = |A| Mesure de Lebesgue de A ⊂ IRN

‖ · ‖s Norme dans l’espace Ls(Ω)

‖ · ‖X Norme dans l’espace X
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Notation Définition

X ′ Espace dual de X

〈·, ·〉 ou (, ) Crochet de dualité X, X ′ / Produit scalaire dans IRN

δx0
Mesure de Dirac centrée en x0

p.p Presque partout

C(Ω) ou C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω

C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω à support compact

Ck
0 (Ω) Espace des fonctions de Ck(Ω) à support compact

C∞(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivable Ω

C∞0 (Ω) = D(Ω) Espace des fonctions de C∞(Ω) à support compact

D′(Ω) Espace dual de C∞0 (Ω), c’est à dire espace des distributions

Lp(Ω) {u : Ω → IR | u mesurable,
∫

Ω |u|
p <∞}, 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) {u : Ω → IR | u mesurable ∃C tel que |u(x)| ≤ C en

p.p. x ∈ Ω }

Lq(Ω) Espace dual de Lp(Ω)

W k,p(Ω) Espace de Sobolev, à dérivée jusqu’à l’ordre k

dans Lp(Ω)

W k,p
0 (Ω) Espace de Sobolev avec trace nulle

W−k,q(Ω) Espace dual de W k,p
0 (Ω)

M(Ω) Espace des mesures de Radon dans Ω

MΩ(h) =
1

|Ω|

∫
Ω h(y) dy La moyenne de la fonction h ∈ L1(Ω)

W 1,p
♯ (Y ) {u ∈ W 1,p(Y )| MY (u) = 0 , et qui ont la même trace

sur les faces opposées de Y }.

µδ , µ Mesure de Radon

δ, ǫ un petit paramètre positive qui tend vers 0



Introduction

Dans ce travail on s’intéresse à une méthode d’homogénéisation qui n’est pas

classique et qui fait introduire des notions de convergence de mesures. Cette mé-

thode est introduite pour la première fois en 2002 par Chechkin, Jikov, Lukkassen

et Piantniski dans le but de faciliter la modélisation de phénomènes physiques

couplés. C’est pour cette raison que la méthode utilisée dans ce travail est dite

méthode de jonction. Plusieurs autres méthodes classiques d’homogénéisation

introduites par Cioranescu, Sanchez-Palencia, Murat, Tartar et d’autres mathé-

maticiens ont été utilisées pour résoudre des problèmes mathématiques similaires

entre domaines dis encore structures. Cette méthode de jonction a l’avantage de

mieux comprendre le couplage ou jonction de domaines puis de découpler ce qui a

été couplé donc de résoudre le problème inverse. Dans notre travail, on ne s’inté-

resse pas a résoudre un problème aux EDP par homogénéisation ni de modéliser

un phénomène physique quelconque ni de résoudre un problème inverse par une

méthode d’homogénéisation, mais de développer la méthode de jonction pour des

opérateurs monotones non linéaires, chose qui n’a pas été faite. Ce choix n’est

pas pris au hasard mais des problèmes physiques l’exigent.

L’homogénéisation est une méthode mathématique utilisée lorsque les pro-

blèmes que l’on traite sont posés dans un milieu hétérogène qui présente une

structure périodique. Dans ce type de situation, les dimensions de la période

sont petites par rapport aux dimensions globales du domaine. Ainsi, on définit

ǫ un petit paramètre strictement positif qui représente le rapport de ces deux

dimensions. Ce petit paramètre est destiné à tendre vers zéro, ce qui correspond

d’un point de vue pratique au passage du problème non homogène de départ

au problème dit « homogénéisé» (c’est-à-dire un problème posé dans un milieu
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homogène).

Plusieurs méthodes connues, comme la méthode du développement asymp-

totique ou la méthode de convergence multi échelles sont utilisées pour résoudre

ce problème d’homogénéisation. Ce travail est décrit comme suit :

0.1 Description de la thèse

0.1.1 Description du chapitre 1

Dans le chapitre 1, intitulé «Opérateurs monotones et homogénéisation », on

se donne le problème non linéaire suivant :




−div(a(x

ǫ
, Duǫ)) = f dans Ω

uǫ ∈ H
1
0 (Ω)

(1)

pour tout réel positif ǫ et f ∈ L2(Ω) où l’opérateur a satisfait les conditions

de Lipschitz-continuité et de monotonicité. Ces dernières hypothèses nous seront

utiles pour montrer l’existence et l’unicité de la solution de ce genre de problèmes.

Ensuite, on essayera de trouver le problème homogénéisé associé. Pour plus de

détails le lecteur est renvoyé aux références [6, 8, 12, 13, 15, 16].

Rappelons ce qui se passe dans le cas linéaire.

Considérons la fonction : a : R
n −→ Mn×n où les coéfficients de la matrice

a(x) = (aij(x)) pour x ∈ R
n, satisfont les propriétées suivantes :

– aij est Y -périodique dans R
n pour tout i, j = 1, 2, ...n ;

– aij ∈ L
∞(Rn) pour tout i, j = 1, 2, ...n ;

– ∃α > 0 : (a(x)ξ, ξ) ≥ α|ξ|2 pour p.p x ∈ R
n et pour tout ξ ∈ R

n.

Définissons maintenant la fonction : aǫ(x) = a(
x

ǫ
).

Soit Ω un ouvert borné de R
n et Y =]0, 1[n. Pour ǫ > 0 fixé, on considère le

problème de Dirichlet suivant :




Aǫuǫ ≡ −div(a(x

ǫ
)Duǫ) = f dans Ω

uǫ ∈ H
1
0 (Ω)

(2)
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où f ∈ L2(Ω).

Cherchons la solution de la forme :

uǫ(x) = u0(x,
x

ǫ
) + ǫu1(x,

x

ǫ
) + ǫ2u2(x,

x

ǫ
) + ..., (3)

où les fonctions ui(x, y) sont Y -périodiques par rapport à y pour tout x ∈ Ω.

La variable x correspond à l’échelle "macroscopique" et la variable
x

ǫ
à l’échelle

"microscopique".

L’idée est de remplacer la fonction uǫ de (2) par son développement posé en (3).

On pose vǫ = v(x,
x

ǫ
) d’où

∂vǫ

∂xi

= (
∂v

∂xi

+
1

ǫ

∂v

∂yi

)(x,
x

ǫ
).

Alors, on peut écrire

Aǫvǫ = [ǫ−2A0 + ǫ−1A1 + ǫ0A2](x,
x

ǫ
), (4)

où

A0 = −
n∑

i,j=1

∂

∂yi

(aij(y)
∂

∂yj

),

A1 = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(aij(y)
∂

∂yj

)−
n∑

i,j=1

∂

∂yi

(aij(y)
∂

∂xj

),

A2 = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(aij(y)
∂

∂xj

).

De (3) et (4), l’équation (2) devient :

(A0u0)(x,
x

ǫ
) = 0 dans Ω, (5)

(A0u1 + A1u0)(x,
x

ǫ
) = 0 dans Ω, (6)

(A0u2 + A1u1 + A2u0)(x,
x

ǫ
) = f(x) dans Ω. (7)
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Puisque ui (x, .) est Y -périodique (∀x ∈ Ω), alors la fonction z 7−→ ui

(
z,
z

ǫh

)
et

la fonction z 7−→ ui

(
x,
z

ǫh

)
ont le même comportement. Dans ce cas on considère

x comme paramètre fixé dans les problèmes suivants :





(A0u0)(x, .) = 0 dans Y,

u0(x, .) Y − périodique
(8)





(A0u1)(x, .) = −(A1u0)(x, .) dans Y,

u1(x, .) Y − périodique
(9)





(A0u2)(x, .) = f(x)− (A1u1 + A2u0)(x, .) dans Y,

u1(x, .) Y − périodique
(10)

Soit H1,2
per(Y ) le sous ensemble de H1,2(Y ) qui contient les fonctions u qui ont

la même trace sur les faces opposées de Y . On note par H1,2
♯ (Y ) l’ensemble des

fonctions u de H1,2(Y ) avec la moyenne de u nulle et u à la même trace sur les

faces opposées de Y .

Lemme 0.1. Soit F ∈ (H1,2
per(Y ))∗. Alors le problème





∫

Y
(a(y)Dϕ,Dψ)dy = 〈F, ψ〉 pour tout ψ ∈ H1,2

per(Y ),

ϕ ∈ H1,2
♯ (Y )

(11)

admet une solution unique si est seulement si

〈F, 1〉 = 0. (12)

Appliquons ce Lemme pour les problèmes (8), (9) et (10).

Dans [8], l’auteur a démontré les résultats suivants :

u0 (x, y) = u0 (x) , (13)

u1 (x, y) =
n∑

k=1

∂u0

∂xk

ωk (y) + ũ1 (x) , (14)
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et l’équation homogénéisée est :

−
n∑

i,k=1

bik
∂2u0

∂xi∂xk

= f dans Ω, (15)

où le coéfficient homogénéisé est donné par :

bik =
1

|Y |

∫

Y


aik (y) +

n∑

j=1

aij (y)
∂ωk

∂yj

(y)


 dy. (16)

0.1.2 Description du chapitre 2

Dans le chapitre 2, intitulé «Opérateurs monotones et convergence à deux

échelles », on utilisera la notion de convergence "à deux échelles" au problème

−div(a(
x

ǫ
,Duǫ)) + |uǫ|

p−2 uǫ = fǫ, uǫ ∈ W
1,p
0 (Ω),

pour trouver le problème homogénéisé. Cette convergence a été introduite pour

la première fois en 1989 par G. Nguetseng (voir [19]). Il a prouvé que pour toute

suite bornée (uǫ) dans L2(Ω), il existe une sous-suite de (uǫ) et u ∈ L2(Ω × Y )

tel que

lim
ǫ→0

∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx =

∫

Ω

∫

Y

u(x, y)φ(x, y)dydx,

pour φ(x, y) Y -périodique et assez régulière. Il a aussi montré que pour une suite

bornée (uǫ) dans W 1,2(Ω), il existe u ∈ L2(Ω × Y ) et u1 ∈ L2(Ω;W 1,2
per(Y )) tel

que

uǫ ⇀ u faiblement dans W 1,2(Ω),

et

∫

Ω

(
Duǫ(x),Φ(x,

x

ǫ
)
)
dx→

∫

Ω

∫

Y

(Du(x) +Dyu1(x, y),Φ(x, y)) dydx,

pour φ(x, y) assez régulière.
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0.1.3 Description du chapitre 3

Dans ce chapitre on s’est inspiré des travaux [16], [28] et aussi de quelques

résultats dans [8], mais sans l’utilisation de la convergence à deux-échelles. On

établit ainsi quelques résultats de convergences dans la théorie de l’homogénéi-

sation en utilisant des opérateurs monotones par rapport à µǫ,δ comme mesure

et montrant ainsi la commutativité du diagramme comme celui du chapitre pré-

cédent sous certaines hypothèses. Pour cela on considère a comme un opérateur

monotone qui satisfait les hypothèses de continuité et de monotonicité. On trai-

tera deux cas d’opérateurs a(x,Duδ) et aδ(x,Duδ).

Au début, on prend une suite bornée Duδ ∈ (Lp(Ω, dµδ))
N qui serait faiblement

convergente vers Du ∈ (Lp(Ω, dµ))N dans le sens suivant

lim
δ→0

∫

Ω

(Duδ, ϕ)dµδ =
∫

Ω

(Du,ϕ)dµ, (17)

pour toute fonction test ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N . Ensuite, si on considère les suites

(a(x,Duδ)) et (aδ(x,Duδ)), qu’elles seraient leurs limites lorque δ tends vers

0 ?

La plus belle des situations est de préserver le même sens de convergence que

celui d’une fonction f continue appliquée à une suite (vn) convergente vers v.

Sous certaines hypothèses, et sans utiliser la convergence à deux-échelles ni la

périodicité de a ni celle de la mesure µδ, on a pu montrer que

lim
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ), ϕ)dµδ =
∫

Ω

(a(x,Du), ϕ)dµ, (18)

pour tout ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N .

Nos résultats principaux sont introduits dans les deux dernières sections de

ce chapitre.
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0.2 Préliminaires

Nous allons introduire des notions, des définitions et des théorèmes qui nous

seront utiles dans les différents chapitres de cette thèse.

0.2.1 Rappels sur les mesures

Tribus

Définition 0.1. Une tribu (ou σ−algèbre) sur un ensemble E est une famille F

de sous ensembles de E tels que :





∅ ∈ F

A ∈ F ⇒ Ac ∈ F

(An)∞n=1 ⊂ F ⇒
∞
∪

n=1
An ∈ F

Définition 0.2. On appelle espace mesurable tout couple (E,F) formé par un

ensemble E et une tribu F sur E.

Mesures positives

Définition 0.3. Soit F une tribu sur E. On appelle une mesure positive sur

(E,F) une application µ : F −→ IR+ telle que





µ(∅) = 0

(An)∞n=1 ⊂ F disjoints (càd An ∩ Am = ∅,∀n 6= m) ⇒ µ(
∞
∪

n=1
An) =

∞∑
n=1

µ(An).

Espace mesuré

Un espace mesuré est un triplet (E,F , µ) où :

- E est un ensemble.

- F est une tribu (ou σ−algèbre) sur E.

- µ est une mesure positive sur (E,F).

Tribu Borélienne

On note O l’ensemble des ouverts de IR.
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Définition 0.4. La tribu σ(O) engendrée par O est appelée la tribu borélienne

de IR. On la note B(IR). Ses éléments sont appelés les boréliens.

Définition 0.5. Une mesure borélienne ou (rarement) mesure de Borel est une

mesure positive définie sur la tribu borélienne d’un espace topologique.

Définition 0.6. Une mesure de Borel positive µ définie sur Ω ⊂ IRN est appelé

une mesure de Radon si µ(K) <∞ pour tout ensemble compact K ⊂ Ω.

Définition 0.7. Soit Ω un ouvert borné de R
n.

Une famille de mesures de Radon (µδ)δ sur (Ω,F) converge faiblement vers la

mesure de Radon µ sur (Ω,F) et on note µδ ⇀
ǫ→0

µ si

∫

Ω
gdµǫ →

ǫ→0

∫

Ω
gdµ, ∀g ∈ C0(Ω) (19)

0.2.2 La convergence faible

La convergence faible dans un Banach

Définition 0.8. Soit E un espace de Banach, E∗ son dual et 〈., .〉 le crochet de

dualité sur E∗ × E.

On dit que la suite (xh)h dans E converge faiblement vers x ∈ E si et seulement

si :

〈x∗, xh〉 →
h→+∞

〈x∗, x〉 ∀x∗ ∈ E∗, (20)

et on écrit :

xh ⇀
h→+∞

x faib. dans E. (21)

On dit que la suite (x∗h)h dans E∗ converge faiblement ∗ vers x∗ ∈ E∗ si et

seulement si :

〈x∗h, x〉 →
h→+∞

〈x∗, x〉 ∀x ∈ E, (22)

et on écrit :

x∗h ⇀
h→+∞

x∗ ∗ faib. dans E∗. (23)

Théorème 0.1. Soit E un espace de Banach, E∗ son dual. Soient (xh)h et (x∗h)h

deux suites de E et de E∗ respectivement.
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Si xh ⇀
h→+∞

x faib. dans E, alors :





∃k > 0 t.q. ∀h ∈ N : ‖xh‖E ≤ k

‖x‖E ≤ lim inf
h→+∞

‖xh‖E

(24)

Si x∗h ⇀
h→+∞

x∗ ∗ faib.dans E∗, alors :





∃k > 0 t.q. ∀h ∈ N : ‖x∗h‖E∗ ≤ k

‖x∗‖E∗ ≤ lim inf
h→+∞

‖x∗h‖E∗

(25)

Si xh →
h→+∞

x (fortement dans E), alors xh ⇀
h→+∞

x faib. dans E.

Si x∗h →
h→+∞

x∗ (fortement dans E∗), alors x∗h ⇀
h→+∞

x∗ ∗ faib. dans E∗.

Si xh ⇀
h→+∞

x dans E et x∗h →
h→+∞

x∗ dans E∗, alors 〈x∗h, xh〉 →
h→+∞

〈x∗, x〉.

Définition 0.9 (Espace réflexif). Soit E un espace de Banach, soit E∗ son

dual (muni de la norme duale ‖f‖E∗ = sup
x∈E
‖x‖E≤1

|〈f, x〉|).

Soit E∗∗ son bidual (muni de la norme ‖g‖E∗∗ = sup
f∈E∗

‖f‖E∗≤1

|〈g, f〉|).

On a une injection canonique J : E → E∗∗ définie comme suit : soit x ∈ E fixé,

l’application f → 〈f, x〉 de E∗ dans R constitue une forme linéaire continue sur

E∗ i.e.

un élément de E∗∗ noté Jx. On a donc

〈Jx, f〉E∗∗E∗ = 〈f, x〉E∗E ∀x ∈ E, ∀f ∈ E∗.

Il est clair que J est linéaire et J est une isométrie i.e. ‖Jx‖E∗∗ = ‖x‖E pour

tout x ∈ E;

en effet

‖Jx‖E∗∗ = sup
f∈E∗
‖f‖E∗≤1

|〈Jx, f〉| = sup
f∈E∗
‖f‖E∗≤1

|〈f, x〉| = ‖x‖E

Lorsque J est surjective on dit que E est réflexif.

Définition 0.10 (Espace séparable). On dit qu’un espace de Banach E est

séparable s’il existe un ensemble au plus dénombrable qui est dense dans E.
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Théorème 0.2. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xh)h une suite

bornée dans E,

alors il existe une sous suite
(
xσ(h)

)
de (xh)h et x ∈ E tel.que.

xσ(h) ⇀
h→+∞

x faib. dans E. (26)

Si chaque sous suite converge faiblement vers la même limite x, alors :

xh ⇀
h→+∞

x faib. dans E. (27)

0.2.3 Les espaces Lp

Définition 0.11. Soit Ω un ouvert de R
n.

i) Soit 1 ≤ p < +∞. On note par Lp(Ω;Rn) l’ensemble des fonctions mesurables

f : Ω → R
n tel que

‖f‖Lp(Ω;Rn) =
(∫

Ω
|f(x)|p dx

)1/p

< +∞. (28)

‖.‖Lp(Ω;Rn) est une norme sur Lp(Ω;Rn).

ii) Si p = +∞, on note par L∞(Ω;Rn) l’ensemble des fonctions mesurables f :

Ω → R
n tel que

‖f‖L∞(Ω;Rn) = inf {α : |f(x)| ≤ α p.p x ∈ Ω} < +∞.

‖.‖L∞(Ω;Rn) est une norme sur L∞(Ω;Rn).

iii) Lp
loc(Ω;Rn) =

{
f / f ∈ Lp(Ω′;Rn) pour tout ensemble ouvert borné Ω′ avec Ω′ ⊂ Ω

}
.

Remarque 0.1. a) Soit 1 ≤ p ≤ +∞. On désigne par q le conjugué de p càd :
1

p
+

1

q
= 1.

b) Soit 1 ≤ p < +∞. Alors l’espace dual de Lp(Ω;Rn) est Lq(Ω;Rn).

Théorème 0.3 (Inégalité de Hölder). Soient f ∈ Lp(Ω;Rn) et g ∈ Lq(Ω;Rn)

avec 1 ≤ p ≤ +∞.
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Alors (f, g) ∈ L1(Ω;Rn) et

∫

Ω
|(f(x), g(x))| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω;Rn) . ‖g‖Lq(Ω;Rn) . (29)

La convergence faible dans les espaces Lp

La notion de convergence faible dans Lp (Ω;Rn) devient donc comme suit :

• Si 1 ≤ p < +∞, alors fh ⇀
h→+∞

f faib. dans Lp (Ω;Rn) si :

∫

Ω
(fh (x) , g (x)) dx →

h→+∞

∫

Ω
(f (x) , g (x)) dx ∀g ∈ Lq (Ω;Rn) . (30)

• Si p = +∞, alors fh ⇀
h→+∞

f ∗ faib.dans L∞ (Ω;Rn) si :

∫

Ω
(fh (x) , g (x)) dx →

h→+∞

∫

Ω
(f (x) , g (x)) dx ∀g ∈ L1 (Ω;Rn) , (31)

Théorème 0.4. L’espace Lp (Ω;Rn) est reflexif pour 1 < p < +∞. De plus

L2 (Ω;Rn) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire définit par :

(f, g)L2(Ω;Rn) =
∫

Ω

(f (x) , g (x)) dx. (32)

0.2.4 Les espaces de Sobolev

Définition 0.12. Soit Ω un ouvert de R
n et 1 ≤ p ≤ +∞. L’espace de Sobolev

W 1,p(Ω) est définie par :

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Du ∈ Lp(Ω;Rn)} , (33)

où Du = (
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

) représente la 1ère dérivée au sens des distributions

de la fonction réelle u.

On définit dans cet espace la norme suivante :

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + ‖Du‖Lp(Ω;Rn) , (34)
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ou parfois une norme équivalente :

‖u‖W 1,p(Ω) =
(
‖u‖p

Lp(Ω) + ‖Du‖p
Lp(Ω;Rn)

)1/p
(si 1 ≤ p < +∞). (35)

Définition 0.13. Soit 1 ≤ p < +∞. L’espace W 1,p
0 (Ω) est définie comme la

fermeture de C∞0 (Ω) dans W 1,p(Ω).

L’espace dual de W 1,p
0 (Ω) est noté par W−1,q(Ω) avec

1

p
+

1

q
= 1.

Remarque 0.2. Si p = 2, l’espace W 1,2(Ω) est noté par H1,2(Ω) ou bien H1(Ω).

Même chose pour W 1,p
0 (Ω) ; on le note par H1,2

0 (Ω) ou bien H1
0 (Ω).

Proposition 0.1. i) L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤

+∞.

ii) L’espace W 1,p(Ω) est un espace réflexif pour 1 < p < +∞.

iii) L’espace W 1,p(Ω) est un espace séparable pour 1 ≤ p < +∞.

iv) L’espace W 1,p
0 (Ω) est un espace de Banach séparable ; il est de plus réflexif

pour 1 < p < +∞.

v) Les espaces H1(Ω) et H1
0 (Ω) sont des espaces de Hilbert muni du produit

scalaire suivant :

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
n∑

i=1

(
∂u

∂xi

,
∂v

∂xi

)

L2(Ω)

. (36)

Théorème 0.5 (Inégalité de Poincaré). Soit Ω un ouvert borné et soit 1 ≤

p < +∞.

Alors il existe une constante k > 0 tel que

‖u‖Lp(Ω) ≤ k ‖Du‖Lp(Ω;Rn) , ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) .

Remarque 0.3. A partir du théorème 1.5, on conclut que ‖Du‖Lp(Ω;Rn) est une

norme sur W 1,p
0 (Ω) notée par ‖u‖W 1,p

0
(Ω) qui est équivalente à la norme ‖u‖W 1,p(Ω).

Théorème des injections

Théorème 0.6 (l’injection compacte). Soit Ω un ouvert borné de R
n tel que

∂Ω est Lipschitzienne.
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• Si 1 ≤ p < n, alors :

W 1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω) ∀q ∈

[
1,

np

n− p

]
avec injection compacte pour q ∈

[
1,

np

n− p

[
.

• Si p = n, alors :

W 1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω) ∀q ∈ [1,+∞[ et l’injection est compacte.

• Si p > n, alors :

W 1,p (Ω) ⊂ C
(
Ω
)

avec injection compacte.

Remarque 0.4. L’injection compacte permet de passer de la convergence faible

à la convergence forte comme suit :

Soit uh ⇀ u faib. dans W 1,p (Ω).

• Si 1 ≤ p < n, alors uσ(h) → u fortement dans Lq (Ω) avec 1 ≤ q <
np

n− p
.

• Si p = n, alors uσ(h) → u fortement dans Lq (Ω) avec 1 ≤ q < +∞.

• Si p > n, alors uσ(h) → u fortement dans L∞ (Ω).

0.2.5 Fonctions périodiques rapidement oscillantes

Nous introduisons une classe de fonctions périodiques oscillantes, qui jouent

un rôle essentiel dans la théorie de l’homogénéisation. En particulier, on considère

les fonctions de la forme :

aǫ(x) = a(
x

ǫ
),

où a est une fonction périodique et ǫ un paramètre positif qui prend ses valeurs

dans une suite qui tend vers 0.

Définition 0.14. Soit Y un "intervalle" de R
n définie par : Y = ]0, l1[× ]0, l2[×

... × ]0, ln[ où l1, l2, ..., ln sont des nombres positifs donnés. On désignera par Y

la période de référence. Soit f une fonction définie p.p x ∈ R
n. La fonction f est

dite Y -périodique ssi :

f(x+ kliei) = f(x) p.p x ∈ R
n ∀k ∈ Z, ∀i ∈ {1, 2, ..., n} ,

où {ei}
n
1 est la base canonique de R

n.

Remarque 0.5. Si a est Y -périodique alors aǫ est ǫY -périodique où ǫY =

]0, ǫl1[× ...× ]0, ǫln[.
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Définition 0.15. Soit Ω un ouvert borné de Rn et f ∈ L1(Ω). La valeur moyenne

de f sur Ω est le nombre réel donné par :

MΩ(f) =
1

|Ω|

∫

Ω
f(y)dy.

Théorème 0.7. Soit 1 ≤ p ≤ +∞ et f est Y -périodique dans Lp(Ω).

Soit fǫ(x) = f(
x

ǫ
) p.p x ∈ R

n.

• Si p < +∞ alors on a :

fǫ ⇀
ǫ→0

1

|Y |

∫

Y
f(y)dy dans Lp(ω),

pour tout sous ensemble ω borné de R
n.

• Si p = +∞, alors

fǫ
∗
⇀
ǫ→0

1

|Y |

∫

Y
f(y)dy dans L∞(Rn).

Démonstration. Voir [7].

0.2.6 Extension des fonctions périodiques

Dans cette partie, on établira le prolongement des fonctions périodiques (voir

[8]).

Soit Y = ]0, 1[n le cube unité ouvert dans R
n et 1 < p < +∞.

Définition 0.16. W 1,p
♯ (Y ) est l’espace des fonctions u ∈ W 1,p(Y ), tel que

MY (u) = 0 , et qui ont la même trace sur les faces opposées de Y.

Remarque 0.6. Dans le cas où p = 2, W 1,2
♯ (Y ) est noté par H1

♯ (Y ).

Lemme 0.2. Soit f ∈ W 1,p
♯ (Y ). Alors f peut être prolongée par périodicité en

un élément de W 1,p
loc (Rn).

Lemme 0.3. Soit g ∈ Lq(Y ;Rn) tel que
∫

Y
(g,Dv)dy = 0 ∀v ∈ W 1,p

♯ (Y ). Alors

g peut être prolongée par périodicité en un élément de Lq
loc(R

n;Rn), qu’on note

g tel que −divg = 0 dans D
′
(Rn).
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Lemme 0.4 (Lemme de compacité par compensation). Soit 1 < p < +∞. Soit

(uǫ)ǫ une suite qui converge faiblement vers u dans W 1,p(Ω), et soit (gǫ)ǫ une suite

dans Lq(Ω;Rn) qui converge faiblement vers g dans Lq(Ω;Rn) quand ǫ→ 0.

De plus supposons que (−divgǫ)ǫ converge fortement vers −divg dans W−1,q(Ω)

quand ǫ→ 0. Alors

∫

Ω
(gǫ, Duǫ)ϕdx →

ε→0

∫

Ω
(g,Du)ϕdx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Démonstration. Il suffit de voir que

∫

Ω
(gǫ, Duǫ)ϕdx = 〈−divgǫ, uǫϕ〉 −

∫

Ω
uǫ(gǫ, Dϕ)dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

0.2.7 Théorème d’existence

Définition 0.17 (Forme linéaire). Soit f : E → R. On dit que f est une forme

linéaire sur E si est seulement si :

∀u, v ∈ E, ∀α, β ∈ R : f (αu+ βv) = αf (u) + βf (v) . (37)

Définition 0.18 (Forme bilinéaire). Soit a : E × E → R. On dit que a est

une forme bilinéaire sur E si pour tout u ∈ E fixé, les applications suivantes :

a (u, .) : v ∈ E → a (u, v) ∈ R,

a (., u) : v ∈ E → a (v, u) ∈ R,
(38)

sont linéaires.

Rappellons que si a est une forme bilinéaire continue sur E, alors ∃c > 0 tel que

|a (u, v)| ≤ c ‖u‖E ‖v‖E ∀u, v ∈ E. (39)

Définition 0.19 (Forme bilinéaire coercive). Soit V un espace de Hilbert et
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a une forme bilinéaire sur V. a est coercive sur V si ∃α > 0 tel que

a (u, u) ≥ α ‖u‖2
V ∀u ∈ V. (40)

Théorème 0.8 (Lax–Milgram). Soit a une forme bilinéaire continue et coer-

cive sur l’espace de Hilbert V . Alors pour tout élément f de V ∗, il existe un

unique élément u dans E qui vérifie :

a (u, v) = ((f, v)), ∀v ∈ V . (41)

De plus on a :

‖u‖V ≤
1

α
‖f‖V ∗ , (42)

où α est donnée dans (40).

Démonstration. Voir [20].

Définition 0.20. Soit E un espace de Banach et E∗ son dual.

Soit A : D(A) ⊂ E → E∗ un opérateur.

1- On dit que A est monotone si

〈Au1 − Au2, u1 − u2〉 ≥ 0 ∀u1, u2 ∈ D(A).

2- On dit que A est strictement monotone si

∀u1, u2 ∈ D(A) : 〈Au1 − Au2, u1 − u2〉 = 0 ⇒ u1 = u2.

3- On dit que A est maximal monotone si

∀ [x, y] ∈ E × E∗ tel que 〈y − Au, x− u〉 ≥ 0 ∀u ∈ D(A) ⇒ y = Ax.

4- On dit que A est hémicontinu si

A (u+ tv) →
t→0

Au faiblement dans E∗ ∀u ∈ D(A) et v ∈ E tel que u+tv ∈ D(A)

pour 0 ≤ t ≤ 1.
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Théorème 0.9. Soit E un espace de Banach séparable et soit A : E → E∗(i.e

D(A) = E) un opérateur monotone et hémicontinu.

Alors A est maximal monotone. En plus, si E est réfexif et A est coercif, i.e.

lim
‖u‖E→∞

〈Au, u〉E∗E

‖u‖E

= +∞,

alors R(A) = E∗.

Démonstration. Voir [11].





Chapitre 1

Opérateurs monotones et

homogénéisation

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on parlera de la théorie de l’homogénéisation concernant

les opérateurs monotones non linéaires (voir [8]).

Avant d’aborder le cas non linéaire, rappellons l’exemple suivant du cas linéaire.

Exemple 1.1. Soit Ω = ]d1, d2[ ⊂ R, on considère le problème linéaire suivant :





−
d

dx

(
aǫ(x)

duǫ

dx

)
= f dans Ω

uǫ(d1) = uǫ(d2) = 0

(1.1)

où 



f ∈ L2 (Ω)

0 < α ≤ aǫ(x) ≤ β < +∞ p.p x ∈ Ω

aǫ(x) = a(
x

ǫ
) où a est l1-périodique

a ∈ L∞ (0, l1) et ǫ un paramètre positif

La formulation variationnelle nous donne :

∫

Ω
aǫ(x)

duǫ

dx

dv

dx
dx =

∫

Ω
fvdx ∀v ∈ H1

0 (Ω)
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Posons : 



a(u, v) =
∫

Ω
aǫ(x)

du

dx

dv

dx
dx

L(v) =
∫

Ω
fvdx

Le problème initial est équivalent à





trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1
0 (Ω)

On veut appliquer le théorème de Lax-Milgram pour déduire l’existence et l’uni-

cité de la solution du problème (1.1). Pour celà il faut vérifier les conditions

suivantes :

1-la coercivité de a :

a(u, u) =
∫

Ω
aǫ(x)

du

dx

du

dx
dx ∀u ∈ H1

0 (Ω)

≥ α
∫

Ω

(
du

dx

)2

dx = α ‖Du‖2
L2(Ω) = α ‖u‖2

H1

0
(Ω) .

2-la continuité de a :

|a(u, v)| ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣aǫ(x)
du

dx

dv

dx

∣∣∣∣∣ dx ∀u, v ∈ H1
0 (Ω)

≤ β
∫

Ω

∣∣∣∣∣
du

dx

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
dv

dx

∣∣∣∣∣ dx

≤ β ‖u‖H1

0
(Ω) ‖v‖H1

0
(Ω) .

3-la continuité de L :

|L(v)| ≤
∫

Ω
|f | |v| dx ∀v ∈ H1

0 (Ω)

≤ ‖f‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω)

≤ c(Ω) ‖f‖L2(Ω) ‖v‖H1

0
(Ω)

≤ C ‖v‖H1

0
(Ω) .

Conclusion : le problème (1.1) admet une solution unique et on a l’estimation
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suivante :

‖uǫ‖H1

0
(Ω) ≤

c(Ω)

α
‖f‖L2(Ω) .

Ceci veut dire que la suite (uǫ)ǫ est bornée.

Puisque l’espace H1
0 (Ω) est réflexif alors on peut en extaire une sous suite notée

encore (uǫ)ǫ tel que

uǫ ⇀
ǫ→0

u0 dans H1
0 (Ω).

On pose : ξǫ = aǫ(x)
duǫ

dx
.

⇒ −
dξǫ

dx
= f dans Ω.

En plus





‖ξǫ‖2
L2(Ω) ≤ β2

∥∥∥∥∥
duǫ

dx

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

= β2 ‖uǫ‖
2
H1

0
(Ω) ≤ β2

(
c(Ω)

α

)2

‖f‖2
L2(Ω)

∥∥∥∥∥
dξǫ

dx

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

= ‖f‖2
L2(Ω)

ce qui implique que

‖ξǫ‖2
H1(Ω) = ‖ξǫ‖2

L2(Ω) +

∥∥∥∥∥
dξǫ

dx

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤


β2

(
c(Ω)

α

)2

+ 1


 ‖f‖2

L2(Ω)

⇒ ‖ξǫ‖H1(Ω) ≤ k.

Ceci veut dire que la suite (ξǫ)ǫ est bornée. Puisque l’espace H1 (Ω) est réflexif

alors on peut en extaire une sous suite notée encore (ξǫ)ǫ tel que

ξǫ ⇀
ǫ→0

ξ0 dans H1(Ω).
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En utilisant le Théorème 0.6, on aboutit à

ξǫ →
ǫ→0

ξ0 dans L2(Ω)

Enfin, on déduit que

1

aǫ

ξǫ ⇀
ǫ→0

M(0,l1)

(
1

a

)
ξ0 dans L2(Ω).

Or
duǫ

dx
=

1

aǫ

ξǫ ⇀
ǫ→0

M(0,l1)

(
1

a

)
ξ0 =

du0

dx
dans L2(Ω)

⇒ ξ0 =
1

M(0,l1)

(
1

a

)
du0

dx
.

Finalement, le problème homogénéisé est donné par :





−
d

dx




1

M(0,l1)

(
1

a

)
du0

dx


 = f dans Ω

u0(d1) = u0(d2) = 0

1.2 Position du problème

Soit Ω ⊂ R
n un ouvert borné et Y = ]0, 1[n le cube unité ouvert dans R

n.

Considérons l’opérateur non linéaire suivant :

Aǫ(u) := −div(a(
x

ǫ
,Du)) , ∀u ∈ H1

0 (Ω) ,

où a(x, .) est Y -périodique satisfaisant les propriétés suivantes :

1/- a : R
n × R

n −→ R
n tel que : ∀ξ ∈ R

n, a(., ξ) est Lebesgue-mesurable et

Y -périodique.

2/- (a(x, ξ1)− a(x, ξ2), ξ1 − ξ2) ≥ α |ξ1 − ξ2|
2 p.p x ∈ R

n et ∀ξ1, ξ2 ∈ R
n.

3/- |a(x, ξ1)− a(x, ξ2)| ≤ β |ξ1 − ξ2| p.p x ∈ R
n et ∀ξ1, ξ2 ∈ R

n.

4/- a(x, 0) = 0 p.p x ∈ R
n.

Remarque 1.1. Si a satisfait ces conditions, on dit que a ∈ N♯.
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Etant donné a ∈ N♯, alors pour tout réel positif ǫ et f ∈ L2(Ω) , considérons

le problème suivant :




−div(a(x

ǫ
, Duǫ)) = f dans Ω

uǫ ∈ H
1
0 (Ω)

(1.2)

Le problème devient comme suit :

Trouver uǫ ∈ H
1
0 (Ω) = E / Aǫuǫ = f :

〈Aǫuǫ, v〉 =
∫

Ω
(a(

x

ǫ
,Duǫ), Dv)dx (1.3)

et

〈f, v〉 =
∫

Ω
fvdx ∀v ∈ H1

0 (Ω). (1.4)

Lemme 1.1. L’opérateur Aǫ de E dans E∗ est hemicontinu, monotone et coercif.

Démonstration. i) Montrons d’abord que

Aǫw ∈ H−1(Ω) ∀w ∈ H1
0 (Ω).

|〈Aǫw, v〉| =
∣∣∣∣
∫

Ω
(a(

x

ǫ
,Dw), Dv)dx

∣∣∣∣ ∀w ∈ H1
0 (Ω)

≤
∫

Ω

∣∣∣∣(a(
x

ǫ
,Dw), Dv)

∣∣∣∣ dx

≤
∫

Ω

∣∣∣∣a(
x

ǫ
,Dw)

∣∣∣∣ |Dv| dx

≤ β
∫

Ω
|Dw| |Dv| dx

≤ β ‖w‖E ‖v‖E

≤ β
′

. ‖v‖E ,

d’où

Aǫw ∈ H−1(Ω) = E∗.
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ii) Montrons que Aǫ est hémicontinu. Pour cela calculons la quantité suivante :

|〈Aǫ(u+ kv)− Aǫu, z〉E∗E| =
∣∣∣∣
∫

Ω
(a(

x

ǫ
,Du+ kDv)− a(

x

ǫ
,Du), Dz)dx

∣∣∣∣ ∀z ∈ H
1
0 (Ω)

≤
∫

Ω

∣∣∣∣(a(
x

ǫ
,Du+ kDv)− a(

x

ǫ
,Du)

∣∣∣∣ |Dz| dx

≤ βk
∫

Ω
|Dv| . |Dz| dx −→

k→0
0.

iii) Montrons que Aǫ est monotone :

〈Aǫu− Aǫv, u− v〉E∗E =
∫

Ω
(a(

x

ǫ
,Du)− a(

x

ǫ
,Dv), Du−Dv)dx

≥ α
∫

Ω
|Du−Dv|2 dx

≥ 0 ∀u, v ∈ D(Aǫ) = H1,2
0 (Ω).

De plus, Aǫ est strictement monotone car :

∀u, v ∈ D(A) : 〈Aǫu− Aǫv, u− v〉E∗E = 0 ⇒ u = v.

iv) Montrons que Aǫ est coercif :

〈Aǫu, u〉E∗E =
∫

Ω
(a(

x

ǫ
,Du), Du)dx ∀u ∈ H1

0 (Ω) = E

≥ α
∫

Ω
|Du|2 dx = α ‖u‖2

E

⇒ lim
‖u‖E→+∞

〈Aǫu, u〉E∗E

‖u‖E

= +∞.

Conclusion : L’opérateur Aǫ de H1
0 (Ω) dans H−1(Ω) est hémicontinu, mo-

notone et coercif. En plus, H1
0 (Ω) est un espace de Banach séparable et réflexif.

En appliquant le Théorème 0.9, on déduit que R(Aǫ) = H−1(Ω) c’est à dire que

Aǫ est surjectif.

Sachant que Aǫ est injectif, alors le problème (1.2) admet une solution unique.
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1.3 Le problème homogénéisé

Théorème 1.1. Soit a ∈ N♯, et soit (ǫh)h une suite de réels positifs qui tend

vers zéro quand h→ +∞ .

Supposons que fǫ →
ǫ→0

f fortement dans H−1(Ω).

Soit (uǫ)ǫ la solution du problème (1.2). Alors

uǫ ⇀
ǫ→0

u∗ dans H1
0 (Ω) (1.5)

a(
x

ǫ
,Duǫ) ⇀

ǫ→0
b(Du∗) dans L2(Ω;Rn) (1.6)

où u∗ est l’unique solution du problème homogénéisé




−div(b(Du∗)) = f dans Ω

u∗ ∈ H
1
0 (Ω)

(1.7)

L’opérateur b est définit comme suit :

b : Rn → R
n

ξ → b(ξ) =
∫

Y
a(y, ξ +Dwξ(y))dy (1.8)

où wξ est l’unique solution du problème local suivant :





∫

Y
(a(y, ξ +Dwξ(y)), Dv(y))dy = 0 ∀v ∈ H1

#(Y )

wξ ∈ H1
#(Y )

(1.9)

Proposition 1.1. L’opérateur b satisfait les propriétées suivantes :

i) b est monotone

ii) il existe une constante γ > 0 tel que :

|b(ξ1)− b(ξ2)| ≤ γ |ξ1 − ξ2| ∀ξ1, ξ2 ∈ R
n.

iii) b(0) = 0.

Démonstration. Soient ξ1, ξ2 ∈ R
n. Par définition de l’opérateur b, il existe wξi ∈
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H1
#(Y ) pour i = 1, 2 tel que :





∫

Y
(a(y, ξi +Dwξi(y)), Dv(y))dy = 0 ∀v ∈ H1

#(Y )

b(ξi) =
∫

Y
a(y, ξi +Dwξi(y))dy

i) Montrons que b est monotone : Soient ξ1, ξ2 ∈ R
n.

(b(ξ1)− b(ξ2), ξ1 − ξ2) = (
∫

Y
a(y, ξ1 +Dwξ1(y))dy −

∫

Y
a(y, ξ2 +Dwξ2(y))dy, ξ1 − ξ2)

=
∫

Y
(a(y, ξ1 +Dwξ1(y))− a(y, ξ2 +Dwξ2(y)), ξ1 − ξ2)dy

=
∫

Y
(a(y, ξ1 +Dwξ1(y))− a(y, ξ2 +Dwξ2(y)), (ξ1 +Dwξ1(y))

−(ξ2 +Dwξ2(y)))dy −
∫

Y
(a(y ξ1 +Dwξ1(y))

−a(y, ξ2 +Dwξ2(y)), Dwξ1(y))dy +
∫

Y
(a(y, ξ1 +Dwξ1(y))

−a(y, ξ2 +Dwξ2(y)), Dwξ2(y))dy

≥ α
∫

Y

∣∣∣(ξ1 +Dwξ1(y))− (ξ2 +Dwξ2(y))
∣∣∣
2
dy ≥ 0.

ii) Soient ξ1, ξ2 ∈ R
n :

|b(ξ1)− b(ξ2)|
2 =

∣∣∣∣∣∣

∫

Y

a(y, ξ1 +Dwξ1(y))dy −
∫

Y

a(y, ξ2 +Dwξ2(y))dy

∣∣∣∣∣∣

2

≤



∫

Y

∣∣∣a(y, ξ1 +Dwξ1(y))− a(y, ξ2 +Dwξ2(y))
∣∣∣ dy




2

≤


β

∫

Y

∣∣∣ξ1 +Dwξ1(y)− ξ2 −Dwξ2(y)
∣∣∣ dy




2

≤ β2



∫

Y

∣∣∣ξ1 +Dwξ1(y)− ξ2 −Dwξ2(y)
∣∣∣
2
dy




≤
β2

α



∫

Y

(a(y, ξ1 +Dwξ1(y))− a(y, ξ2 +Dwξ2(y)), (ξ1 +Dwξ1(y))

−(ξ2 +Dwξ2(y)))dy
)

≤
β2

α
(b(ξ1)− b(ξ2), ξ1 − ξ2)

≤
β2

α
|(b(ξ1)− b(ξ2)| . |ξ1 − ξ2| ,
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d’où

|b(ξ1)− b(ξ2)| ≤
β2

α
|ξ1 − ξ2| ∀ξ1, ξ2 ∈ R

n.

iii) b(0) = 0 car a(x, 0) = 0 p.p x ∈ R
n.

Démonstration du Théorème 1.1. On va procéder comme suit :

Etape 1

D’après ce qui précède, le problème (1.2) admet une solution unique.

Etape 2 (Estimation à priori !)

La formulation variationnelle du problème (1.2) est donnée par :

∫

Ω
(a(

x

ǫ
,Duǫ), Dv)dx = 〈fǫ, v〉E∗E ∀v ∈ H1

0 (Ω).

en prenant v = uǫ, on obtient :

α ‖uǫ‖
2
E = α

∫

Ω
|Duǫ|

2 dx ≤
∫

Ω
(a(

x

ǫ
,Duǫ), Duǫ)dx = 〈fǫ, uǫ〉E∗E

≤ ‖fǫ‖E∗ . ‖uǫ‖E .

⇒ ‖uǫ‖E ≤ c.

Posons : ξǫ = a(
x

ǫ
,Duǫ)

‖ξǫ‖2
L2(Ω;Rn) =

∫

Ω

∣∣∣∣a(
x

ǫ
,Duǫ)

∣∣∣∣
2

dx

=
∫

Ω

∣∣∣∣a(
x

ǫ
,Duǫ)− a(

x

ǫ
, 0)
∣∣∣∣
2

dx

≤ β2
∫

Ω
|Duǫ|

2 dx ≤ C.

Conclusion : On peut extaire deux sous suite de (uǫ)ǫ et de (ξǫ)ǫ, qu’on note

encore par (uǫ)ǫ et (ξǫ)ǫ tels que :

uǫ ⇀
ǫ→0

û dans H1
0 (Ω) (1.10)

ξǫ ⇀
ǫ→0

ξ̂ dans L2(Ω;Rn) (1.11)

avec ξ̂ satisfaisant :

− divξ̂ = f dans Ω (1.12)
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Si nous montrons que ξ̂ = b(Dû) p.p x ∈ Ω alors par unicité de la solution du

problème (1.7) nous concluons que û = u∗.

Etape 3

Maintenant, tout revient à montrer que

ξ̂ = b(Dû) p.p x ∈ Ω.

Pour cela, définissons une suite de fonctions wη
ǫ ∈ H

1(Ω), Y -périodiques, comme

suit :

Pour η ∈ R
n, considérons la solution wη ∈ H1

#(Y ) du problème (1.9).

Notons encore par wη son extension Y -périodique à tout Rn, et d’après le Lemme

0.2, nous pouvons prouver que wη ∈ H1
loc(R

n) et que

∫

Rn
(a(x, η +Dwη(x)), Dv(x))dx = 0 ∀v ∈ C∞0 (Rn) (voir Lemme 0.3) (1.13)

Soit :

wη
ǫ (x) = (η, x) + ǫwη(

x

ǫ
) p.p x ∈ R

n. (1.14)

On a :

Dwη
ǫ (x) = η +Dwη(

x

ǫ
) p.p x ∈ R

n.

Puisque wη est Y -périodique, alors wη(
x

ǫ
) ⇀

ǫ→0
MY (wη).

donc

wη
ǫ (x)− (η, x) = ǫwη(

x

ǫ
) →

ǫ→0
0,

d’où le résultat suivant :

wη
ǫ ⇀

ǫ→0
(η, x) dans H1(Ω). (1.15)

Calculons maintenant la quantité suivante :

∫

Y

∂wη

∂yk

(y)dy =
∫

(]0,1[)n−1

(∫ 1

0

∂wη

∂yk

(y)dyk

)
dy1dy2...dyk−1dyk+1...dyn.
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Le fait que wη ∈ H1
♯ (Y ) permet de déduire que

∫ 1

0

∂wη

∂yk

(y)dyk = wη(y1, ..., yk−1, 1, yk+1, ..., yn)− wη(y1, ..., yk−1, 0, yk+1, ..., yn) = 0

=⇒
∫ 1

0

∂wη

∂yk

(y)dyk = 0.

=⇒
∫

Y

∂wη

∂yk

(y)dy = 0.

Soit ψ ∈ L2(Ω;Rn) càd ψ = (ψ1, ψ2, ..., ψn) / ψk ∈ L
2(Ω) pour 1 ≤ k ≤ n.

∫

Ω
(Dwη

(
x

ǫ

)
, ψ (x))dx =

n∑

k=1

∫

Ω

∂wη

∂xk

(
x

ǫ
).ψk (x) dx →

ǫ→0

n∑

k=1

∫

Ω

(∫

Y

∂wη

∂yk

(y)dy

)
.ψk (x) dx = 0,

⇒ Dwη
ǫ (x)− η = Dwη

(
x

ǫ

)
⇀
ǫ→0

0 faiblement dans L2(Ω;Rn).

⇒ Dwη
ǫ ⇀

ǫ→0
η faiblement dans L2(Ω;Rn).

Finalement, le faite que a(., .)(x
ǫ
) est Y -périodique, on déduit que :

a(
x

ǫ
,Dwη

ǫ (x)) = a(., η+Dwη(.))(
x

ǫ
) ⇀

ǫ→0

1

|Y |

∫

Y
a(y, η+Dwη(y))dy = b(η) dans L2(Ω;Rn).

Puisque a est monotone, on a :

∫

Ω
(a(

x

ǫ
,Duǫ(x))−a(

x

ǫ
,Dwη

ǫ (x)), Duǫ(x)−Dwη
ǫ (x))ϕ(x)dx ≥ 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ϕ ≥ 0.

Posons :

Uǫ(x) = uǫ(x)− wη
ǫ (x) ⇀

ǫ→0
û(x)− (η, x) = U(x) dans H1(Ω)

Gǫ(x) = a(
x

ǫ
,Duǫ(x))− a(

x

ǫ
,Dwη

ǫ (x)) ⇀
ǫ→0

ξ̂(x)− b(η) = G(x) dans L2(Ω;Rn).

−div(Gǫ(x)) = −div(a(
x

ǫ
,Duǫ(x)))− div(a(

x

ǫ
,Dwη

ǫ (x)))

Or

− div(a(
x

ǫ
,Duǫ(x))) = fǫ →

ǫ→0
f = −divξ̂ dans H−1(Ω) (1.16)

et

− div(a(
x

ǫ
,Dwη

ǫ (x))) = 0 →
ǫ→0

0 = −div(b(η)) dans H−1(Ω) (1.17)
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(1.16) et (1.17) ⇒ −divGǫ →
ǫ→0

−divG dans H−1(Ω). (1.18)

Puisque Les hypothèses du Lemme de compacité par compensation sont vérifiées,

nous obtenons après passage à la limite quand ǫ→ 0

∫

Ω
(ξ̂(x)− b(η), Dû(x)− η)ϕ(x)dx ≥ 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ϕ ≥ 0.

Par conséquent :

∀η ∈ R
n : (ξ̂(x)− b(η), Dû(x)− η) ≥ 0 p.p x ∈ Ω.

En particulier pour (ηm) ⊂ E = R
n ⇒ (ξ̂(x)−b(ηm), Dû(x)−ηm) ≥ 0 p.p x ∈ Ω

et ∀m ∈ N. Enfin, puisque b est continu, nous obtenons :

(ξ̂(x)− b(η), Dû(x)− η) ≥ 0 p.p x ∈ Ω et ∀η ∈ R
n.

Finalement, le fait que b est un opérateur maximal monotone, on déduit que :

ξ̂(x) = b(Dû(x)) p.p x ∈ Ω.

Proposition 1.2. L’opérateur b : Rn → R
n définie par (1.8) satisfait la propriété

suivante :

(b(ξ1)− b(ξ2), ξ1 − ξ2) ≥ α |ξ1 − ξ2|
2 ∀ξ1, ξ2 ∈ R

n.

Démonstration. Soit ξi ∈ R
n pour i = 1, 2.

Pour i = 1, 2, considérons (wξi
ǫ ) ∈ H1(Ω) / wξi

ǫ (x) = (ξi, x) + ǫwξi(
x

ǫ
).

D’après ce qui précède, on a :





wξi
ǫ ⇀

ǫ→0
(ξi, x) dans H1(Ω)

Dwξi
ǫ ⇀

ǫ→0
ξi dans L2(Ω;Rn)

a(
x

ǫ
,Dwξi

ǫ (x)) ⇀
ǫ→0

1

|Y |

∫

Y
a(y, ξi +Dwξi(y))dy = b(ξi) dans L2(Ω;Rn)
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Puisque a est monotone, on a : ∀φ ∈ C∞0 (Ω); φ ≥ 0

∫

Ω
(a(

x

ǫ
,Dwξ1

ǫ (x))− a(
x

ǫ
,Dwξ2

ǫ (x)), Dwξ1

ǫ (x)−Dwξ2

ǫ (x))φ(x)dx ≥

α
∫

Ω

∣∣∣Dwξ1

ǫ (x)−Dwξ2

ǫ (x)
∣∣∣
2
φ(x)dx

Quand ǫ→ 0 et après avoir appliqué le Lemme de compacité par compensation,

nous obtenons :

∫

Ω
(b(ξ1)−b(ξ2), ξ1−ξ2)φ(x)dx ≥ αlim

ǫ→0

∫

Ω

∣∣∣Dwξ1

ǫ (x)−Dwξ2

ǫ (x)
∣∣∣
2
φ(x)dx ∀φ ∈ C∞0 (Ω);φ ≥ 0.

Posons :

Ψǫ(x) = (Dwξ1

ǫ (x)−Dwξ2

ǫ (x))ϕ(x) pour ϕ ∈ C∞0 (Ω) / |ϕ|2 = ϕ.

⇒ Ψǫ ∈ L
2(Ω;Rn).

En plus on a :

Ψǫ(x) = (Dwξ1

ǫ (x)−Dwξ2

ǫ (x))ϕ(x) ⇀
ǫ→0

Ψ(x) = (ξ1 − ξ2)ϕ(x) dans L2(Ω;Rn).

Maintenant il suffit d’utiliser le Théorème 0.1 pour obtenir :

∫

Ω
(b(ξ1)− b(ξ2), ξ1 − ξ2)φ(x)dx ≥ αlim

ǫ→0

∫

Ω

∣∣∣Dwξ1

ǫ (x)−Dwξ2

ǫ (x)
∣∣∣
2
φ(x)dx

≥ α
∫

Ω
|ξ1 − ξ2|

2 φ(x)dx.

Il résulte que

(b(ξ1)− b(ξ2), ξ1 − ξ2)φ(x) ≥ α |ξ1 − ξ2|
2 φ(x) p.p x ∈ R

n

d’où

(b(ξ1)− b(ξ2), ξ1 − ξ2) ≥ α |ξ1 − ξ2|
2 ∀ξ1, ξ2 ∈ R

n.





Chapitre 2

Opérateurs monotones et

convergence à deux échelles

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats de convergence à deux

échelles. Pour plus de détails voir [15]. Dans la suite, on utilisera cette notion

pour déterminer le problème homogénéisé du problème

−div(a(
x

ǫ
,Duǫ)) + |uǫ|

p−2 uǫ = fǫ, uǫ ∈ W
1,p
0 (Ω).

Soient Ω un ouvert borné de Rn et Y le cube unité de Rn. Notons par Cper(Y ) l’en-

semble des fonctions Y –périodiques, continues et définies sur Rn, et L1 (Ω;Cper(Y ))

l’espace des fonctions f : Ω → Cper(Y ) qui sont mesurables et vérifiant :

∫

Ω

‖f(x)‖Cper(Y ) dx < +∞.

Toute fonction f dans L1 (Ω;Cper(Y )) peut être identifiée à une fonction f(x, y)

définit sur Ω× R
n par f(x, y) = f(x)(y).

Nous avons les caractérisations suivantes des fonctions dans L1 (Ω;Cper(Y )) :
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Théorème 2.1. Soit f(x, y) ∈ L1 (Ω;Cper(Y )). Alors f(x, x
ǫ
) est une fonction

mesurable sur Ω tel que :

∥∥∥∥f(x,
x

ǫ
)
∥∥∥∥

L1(Ω)
≤ ‖f(x, y)‖L1(Ω;Cper(Y )) =

∫

Ω

sup
y∈Y

|f(x, y)| dx,

et

lim
ǫ→0

∫

Ω

f(x,
x

ǫ
)dx =

∫

Ω

∫

Y

f(x, y)dydx.

Théorème 2.2. SoitBp(Ω, Y ), 1 ≤ p < +∞, l’ensemble des espaces Lp (Ω;Cper(Y )),

Lp
per

(
Y ;C(Ω)

)
, C(Ω;Cper(Y )), alors Bp(Ω, Y ) a les propriétés suivantes :

– Bp(Ω, Y ) est un espace de Banach séparable.

– Bp(Ω, Y ) est dense dans Lp(Ω× Y ).

– Si f(x, y) ∈ Bp(Ω, Y ) alors f(x, x
ǫ
) est une fonction mesurable sur Ω tel

que : ∥∥∥∥f(x,
x

ǫ
)
∥∥∥∥

Lp(Ω)
≤ ‖f(x, y)‖Bp(Ω,Y ) .

– Pour toute fonction f(x, y) ∈ Bp(Ω, Y ) on a :

lim
ǫ→0

∫

Ω

∣∣∣∣f(x,
x

ǫ
)
∣∣∣∣
p

dx =
∫

Ω

∫

Y

|f(x, y)|p dydx.

2.2 La convergence à deux échelles

Soit p, q ∈ R tel que 1 < p < +∞ et
1

p
+

1

q
= 1.

Définition 2.1. Soit (ǫh)h une suite réelle positive qui tend vers 0 quand h→∞,

et soit (uǫ)ǫ une suite de fonctions dans Lp(Ω).

On dit que (uǫ)ǫ converge à deux échelles faiblement vers u ∈ Lp (Ω× Y ) (uǫ
2
⇀ u)

si :

∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx →

ǫ→0

∫

Ω

∫

Y

u(x, y)φ(x, y)dydx , ∀φ ∈ Lq (Ω;Cper(Y )) .

Remarque 2.1. La limite à deux échelles est unique, en effet : Supposons que

(uǫ)ǫ est une suite dans Lp(Ω) qui converge à deux échelles faiblement vers u et
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v ∈ Lp (Ω× Y ), avec u 6= v. Alors :

∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx →

ǫ→0

∫

Ω

∫

Y

u(x, y)φ(x, y)dydx,

et ∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx →

ǫ→0

∫

Ω

∫

Y

v(x, y)φ(x, y)dydx,

et ceci ∀φ ∈ Lq (Ω;Cper(Y )). D’aprés les deux dérnières limites on a donc

∫

Ω

∫

Y

(u(x, y)− v(x, y))φ(x, y)dydx = 0,

d’où on conclut que :

u(x, y) = v(x, y) presque partout.

Théorème 2.3. Si (uǫ)ǫ converge fortement vers u dans Lp(Ω), alors (uǫ)ǫ

converge à deux échelles faiblement vers u1(x, y) = u(x).

Démonstration. Soit φ ∈ Lq (Ω;Cper(Y )),

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx−

∫

Ω

∫

Y

u1(x, y)φ(x, y)dydx

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx−

∫

Ω

∫

Y

u1(x, y)φ(x, y)dydx+
∫

Ω

u(x)φ(x,
x

ǫ
)dx−

∫

Ω

u(x)φ(x,
x

ǫ
)dx

∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

[uǫ(x)− u(x)]φ(x,
x

ǫ
)dx

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

u(x)φ(x,
x

ǫ
)dx−

∫

Ω

∫

Y

u1(x, y)φ(x, y)dydx

∣∣∣∣∣∣

≤ ‖uǫ − u‖Lp(Ω)

∥∥∥∥φ(x,
x

ǫ
)
∥∥∥∥

Lq(Ω)
+

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

u(x)φ(x,
x

ǫ
)dx−

∫

Ω

∫

Y

u1(x, y)φ(x, y)dydx

∣∣∣∣∣∣
.

D’aprés le Théorème 2.2, on conclut que
∥∥∥φ(x, x

ǫ
)
∥∥∥

Lq(Ω)
est bornée, car φ ∈

Lq (Ω;Cper(Y )). Par suite on a :

∥∥∥∥φ(x,
x

ǫ
)
∥∥∥∥

Lq(Ω)
≤ ‖φ(x, y)‖Lq(Ω;Cper(Y )) , (2.1)
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et comme (uǫ) converge vers u dans Lp(Ω), alors on a :

‖uǫ − u‖Lp(Ω) → 0. (2.2)

Donc d’aprés (2.1) et (2.2) on a :

‖uǫ − u‖Lp(Ω)

∥∥∥∥φ(x,
x

ǫ
)
∥∥∥∥

Lq(Ω)
→ 0.

D’autre part si on pose :

f (x, y) = u (x)φ(x, y),

alors on voit bien que f (x, y) ∈ L1 (Ω;Cper(Y )). En utilisant le Théorème 2.1 on

conclut que :

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

u(x)φ(x,
x

ǫ
)dx−

∫

Ω

∫

Y

u1(x, y)φ(x, y)dydx

∣∣∣∣∣∣
→ 0.

On conclut alors que (uǫ) converge à deux échelles faiblement vers u1(x, y) =

u(x).

Théorème 2.4. Soit (uǫ)ǫ une suite dans Lp(Ω) qui converge à deux échelles

faiblement vers u ∈ Lp (Ω× Y ). Alors :

uǫ ⇀ v faib. dans Lp(Ω) tel que v(x) =
∫

Y

u(x, y)dy,

de plus, (uǫ)ǫ est bornée.

Démonstration. Par hypothèse, (uǫ)ǫ est une suite dans Lp(Ω) qui converge à

deux échelles faiblement vers u ∈ Lp (Ω× Y ), c’est-à-dire :

∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx →

ǫ→0

∫

Ω

∫

Y

u(x, y)φ(x, y)dydx, ∀φ ∈ Lq (Ω;Cper(Y )) ,
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donc en particulier pour φ indépendante de y. On a donc

∫

Ω

uǫ(x)φ(x)dx →
ǫ→0

∫

Ω

∫

Y

u(x, y)φ(x)dydx =
∫

Ω

φ(x)



∫

Y

u(x, y)dy


 dx =

∫

Ω

φ(x)v (x) dx.

Et puisque toute fonction dans Lq(Ω) peut être identifiée avec une fonction φ ∈

Lq (Ω;Cper(Y )) qui est indépendante de y, alors on conclut que :

uǫ ⇀ v faib. dans Lp(Ω) tel que v(x) =
∫

Y

u(x, y)dy.

De plus on sait que toute suite qui converge faiblement est une suite bornée, ceci

implique que (uǫ)ǫ est bornée.

Théorème 2.5. De toute suite bornée (uǫ)ǫ de Lp(Ω) on peut en extraire une

sous suite qui converge à deux échelles faiblement vers u ∈ Lp (Ω× Y ).

Démonstration. Soit φ ∈ Lq (Ω;Cper(Y )). En utilisant l’inégalité de Hölder et le

Théorème 2.2 on obtient :

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖uǫ‖Lp(Ω)

∥∥∥∥φ(x,
x

ǫ
)
∥∥∥∥

Lq(Ω)
≤ c ‖φ(x, y)‖Lq(Ω;Cper(Y )) .(2.3)

Ceci signifie que tout élément uǫ peut être identifié avec un élément Uǫ dans

l’espace dual (Lq (Ω;Cper(Y )))′, c’est-à-dire :

〈Uǫ, φ〉 =
∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx. (2.4)

La suite (Uǫ)ǫ est bornée dans (Lq (Ω;Cper(Y )))′, en effet d’aprés (2.3) on a :

‖Uǫ‖ = sup
‖φ‖=1

|〈Uǫ, φ〉| = sup
‖φ‖=1

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ c.

Et comme Lq (Ω;Cper(Y )) est un espace de Banach sépararable, alors il existe

une sous suite qu’on note toujours par (Uǫ) et il existe U ∈ (Lq (Ω;Cper(Y )))∗ tel

que

Uǫ ⇀ U faib. ∗ dans (Lq (Ω;Cper(Y )))′ , (2.5)
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c’est-à-dire :

∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx = 〈Uǫ, φ〉 → 〈U, φ〉 ∀φ ∈ Lq (Ω;Cper(Y )) . (2.6)

Pour que le théorème soit verifié il faut monter que U est de la forme :

〈U, φ〉 =
∫

Ω

∫

Y

u(x, y)φ(x, y)dydx.

D’aprés (2.3) on a :

|〈Uǫ, φ〉| ≤ c
∥∥∥∥φ(x,

x

ǫ
)
∥∥∥∥

Lq(Ω)
. (2.7)

En tenant compte de (2.6) et en utilisant le Théorème 2.2, on obtient en passant

à la limite dans (2.7) :

|〈U, φ〉| ≤ c ‖φ‖Lq(Ω×Y ) ∀φ ∈ Lq (Ω;Cper(Y )) .

Puisque Lq (Ω;Cper(Y )) est dense dans Lq (Ω× Y ), alors pour toute φ ∈ Lq (Ω× Y )

il existe une suite (φh)h dans Lq (Ω;Cper(Y )) tel que φh → φ dans Lq (Ω× Y ).

Ceci veut dire qu’on peut définir le prolongement Ũ de U à Lq (Ω× Y ) tel que

〈Ũ , φ〉 = lim
h→+∞

〈U, φh〉.

Le théorème de représentation de Riesz nous garantie l’existence et l’unicité de

u ∈ Lp (Ω× Y ) tel que

〈Ũ , φ〉 =
∫

Ω

∫

Y

u(x, y)φ(x, y)dydx ∀φ ∈ Lq (Ω× Y ) .

Donc, en particulier pour φ ∈ Lq (Ω;Cper(Y )) on a :

〈U, φ〉 = 〈Ũ , φ〉 =
∫

Ω

∫

Y

u(x, y)φ(x, y)dydx.

Théorème 2.6. Soit (uǫ)ǫ une suite dans Lp(Ω) qui converge à deux échelles
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faiblement vers u ∈ Lp (Ω× Y ). Alors :

lim
ǫ→0

inf ‖uǫ‖Lp(Ω) ≥ ‖u‖Lp(Ω×Y ) ≥ ‖v‖Lp(Ω) ,

où

v(x) =
∫

Y

u(x, y)dy.

Démonstration. Soit (uǫ)ǫ une suite dans Lp(Ω) qui converge à deux échelles

faiblement vers u ∈ Lp (Ω× Y ). Et soit (φm)m une suite dans Lq (Ω;Cper(Y )) tel

que φm → |u|p−2 u dans Lq (Ω× Y ). En appliquant l’inégalité de Young qui dit

que si a et b sont deux nombres réels positifs alors :

ab ≤
ap

p
+
bq

q
, avec

1

p
+

1

q
= 1.

Ceci veut dire que :

uǫ (x)φm

(
x,
x

ǫ

)
≤
|uǫ (x)|p

p
+

∣∣∣φm

(
x, x

ǫ

)∣∣∣
q

q
,

ce qui implique :

puǫ (x)φm

(
x,
x

ǫ

)
≤ |uǫ (x)|p +

p

q

∣∣∣∣φm

(
x,
x

ǫ

)∣∣∣∣
q

.

Or on a :
1

p
+

1

q
= 1 =⇒

p

q
= p− 1,

donc :

∫

Ω

|uǫ(x)|p dx ≥ p
∫

Ω

uǫ(x)φm

(
x,
x

ǫ

)
dx− (p− 1)

∫

Ω

∣∣∣∣φm

(
x,
x

ǫ

)∣∣∣∣
q

dx. (2.8)

En passant à la limite en ǫ dans (2.8), on obtient :

lim
ǫ→0

inf ‖uǫ‖
p
Lp(Ω) ≥ p

∫

Ω

∫

Y

u(x, y)φm(x, y)dydx− (p− 1)
∫

Ω

∫

Y

|φm (x, y)|q dydx,

(2.9)
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et en passant à la limite en m dans (2.9), on obtient :

lim
ǫ→0

inf ‖uǫ‖
p
Lp(Ω) ≥ p

∫

Ω

∫

Y

|u(x, y)|p dydx−(p− 1)
∫

Ω

∫

Y

|u (x, y)|p dydx= ‖u‖p
Lp(Ω×Y ) .

D’autre part en utilisant l’inégalité de Jensen on a :

‖v‖p
Lp(Ω) =

∫

Ω

∣∣∣∣∣∣

∫

Y

u(x, y)dy

∣∣∣∣∣∣

p

dx ≤
∫

Ω

∫

Y

|u (x, y)|p dydx = ‖u‖p
Lp(Ω×Y ) .

Définition 2.2. Soit (uǫ) une suite bornée dans Lp(Ω). On dit que uǫ converge

à deux éhelles fortement vers u ∈ Lp(Ω× Y ) (uǫ
2
→ u) si

∫

Ω

uǫ(x)vǫ(x)dx →
ǫ→0

∫

Ω

∫

Y

u(x, y)v(x, y)dydx,

pour toute suite bornée vǫ ∈ L
q(Ω) tel que vǫ converge à deux échelles faiblement

vers v.

Lemme 2.1. La convergence à deux échelles faible uǫ
2
⇀ u, munit de la relation

lim
ǫ→0

∫

Ω

|uǫ|
p dx =

∫

Ω

∫

Y

|u|p dydx,

est équivalente à la convergence à deux échelles forte uǫ
2
→ u.

2.2.1 La convergence à deux échelles dans les espaces de

Sobolev

Dans toute la partie précédente on a étudié la convergence à deux échelles

dans les espaces Lp (Ω). Passons maintenant à l’étude dans les espaces de Sobolev.

Pour cela rappelons que W 1,p
♯ (Y ) est un sous ensemble de W 1,p (Y ) contenant

les fonctions de valeur moyenne nulle et qui ont la même trace sur les faces

opposées de Y . Rappelons aussi que si f est une fonction de W 1,p
♯ (Y ), alors f

est prolongeable par périodicité à un élément de W 1,p
loc (Rn). Notons cet élément

toujours par f .
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Théorème 2.7. Soit (uǫ)ǫ une suite dans W 1,p (Ω) telle que :

uǫ ⇀ u faib. dans W 1,p (Ω) .

Alors (uǫ) converge à deux échelles faiblement vers u, et il existe une sous suite

(uǫ′) et u1 ∈ L
p
(
Ω;W 1,p

♯ (Y )
)

tel que (Duǫ′) converge à deux échelles faiblement

vers Du+Dyu1.

Démonstration. Puisque toute suite qui converge faiblement est une suite bor-

née, alors on conclut que (uǫ)ǫ et (Duǫ)ǫ sont bornées dans Lp (Ω) et [Lp (Ω)]n

respectivement. En utilisant le Théorème 2.5 on déduit qu’il existe une sous suite

qu’on note toujours par (uǫ)ǫ, et u0 (x, y) ∈ Lq (Ω× Y ) et U (x, y) ∈ [Lp (Ω)]n

telles que ∀φ (x, y) ∈ D
(
Ω;C∞per(Y )

)
et ∀Φ (x, y) ∈

[
D
(
Ω;C∞per(Y )

)]n
, on a :

lim
ǫ→0

∫

Ω

uǫ(x)φ(x,
x

ǫ
)dx =

∫

Ω

∫

Y

u0(x, y)φ(x, y)dydx,

et

lim
ǫ→0

∫

Ω

(
Duǫ(x),Φ(x,

x

ǫ
)
)
dx =

∫

Ω

∫

Y

(U(x, y),Φ(x, y)) dydx. (2.10)

Le Théorème 2.4 nous dit que :

u(x) =
∫

Y

u0(x, y)dy.

Donc si on montre que u0 ne dépend pas de y, alors par l’unicité de la limite

faible on conclut que toute la suite converge à deux échelles faiblement vers u.

En effet, intégrons par parties le terme suivant :

ǫ
∫

Ω

(
Duǫ(x),Φ(x,

x

ǫ
)
)
dx = −

∫

Ω

uǫ(x)
[
ǫdivxΦ(x,

x

ǫ
) + divyΦ(x,

x

ǫ
)
]
dx.

En passant à la limite on obtient :

0 = −
∫

Ω

∫

Y

u0(x, y)divyΦ(x, y)dydx.
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Ceci implique que u0 ne dépend pas de y. Il reste à montrer que :

U (x, y) = Duǫ (x) +Dyu1(x, y).

Soit Φ une fonction telle que :

divyΦ(x, y) = 0.

Alors en intégrant par parties le membre gauche du (2.10) on a :

∫

Ω

∫

Y

(U(x, y),Φ(x, y)) dydx = lim
ǫ→0

∫

Ω

(
Duǫ(x),Φ(x,

x

ǫ
)
)
dx

= −lim
ǫ→0

∫

Ω

uǫ(x)
[
divxΦ(x,

x

ǫ
) + ǫdivyΦ(x,

x

ǫ
)
]
dx

= −
∫

Ω

∫

Y

u(x, y)divxΦ(x, y)dydx

=
∫

Ω

∫

Y

(
Du(x),Φ(x,

x

ǫ
)
)
dydx.

Ainsi pour Φ (x, y) ∈
[
D
(
Ω;C∞per(Y )

)]n
telle que :

divyΦ(x, y) = 0,

on a : ∫

Ω

∫

Y

(
U (x, y)−Du(x),Φ(x,

x

ǫ
)
)
dydx = 0.

Ceci nous permet de conclure que U (x, y)−Du(x) est un gradient, c’est-à-dire

il existe u1(x, y) ∈ Lp
(
Ω;W 1,p

♯ (Y )
)

telle que :

Dyu1(x, y) = U (x, y)−Du(x).
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2.3 Le problème homogénéisé par la méthode

de la convergence à deux échelles

Soit Ω un domaine borné de R
N , où la mesure de Lebesgue de la frontière est

zero et Y = [0, 1)N le cube demi-ouvert dans R
N .

Soit a : RN×RN → R
N une fonction tel que a(., ξ) est Y−périodique et mesurable

pour tout ξ ∈ R
N . De plus, supposons qu’il exsite des constantes c1, c2 > 0, α,

et β, avec 0 ≤ α ≤ min {1, p− 1} et max {p, 2} ≤ β < ∞ tel que a satisfait les

hypothèses suivantes :

a(y, 0) = 0, (2.11)

|a(y, ξ1)− a(y, ξ2)| ≤ c1(1 + |ξ1|+ |ξ2|)
p−1−α |ξ1 − ξ2|

α , (2.12)

(a(y, ξ1)− a(y, ξ2), ξ1 − ξ2) ≥ c2(1 + |ξ1|+ |ξ2|)
p−β |ξ1 − ξ2|

β , (2.13)

pour p.p. y ∈ R
N et pour tout ξ1, ξ2 ∈ R

N .

On considère l’équation

− div(a(
x

ǫ
,Duǫ)) + |uǫ|

p−2 uǫ = fǫ, uǫ ∈ W
1,p
0 (Ω), (2.14)

où a satisfait les conditions (2.11)-(2.12)-(2.13), fǫ ∈ L
q(Ω).

On rappelle par définition que uǫ ∈ W
1,p
0 (Ω) est une solution de (2.14) si

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Dϕ)dx+

∫

Ω

|uǫ|
p−2 uǫϕdx =

∫

Ω

fǫϕdx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω). (2.15)

D’après le Théorème 13 (voir [16]), (2.14) admet une solution unique.

Dans [16], les auteurs ont démontrer les deux théorèmes suivants :

Théorème 2.8. Supposons que a satisfait les conditions (2.11)-(2.12)-(2.13).

Soit (Duǫ) une suite bornée dans (Lp(Ω))N qui converge à deux échelles faible-

ment vers z ∈ (Lp(Ω× Y ))N et supposons que a(x
ǫ
, Duǫ) converge à deux échelles

faiblement vers a(x, y) ∈ (Lq(Ω× Y ))N . Alors

lim inf
ǫ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Duǫ)dx ≥

∫

Ω

∫

Y

(a(x, y), z(x, y))dydx.



46
Chapitre 2. Opérateurs monotones et convergence à deux

échelles

En plus, si

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Duǫ)dx =

∫

Ω

∫

Y

(a(x, y), z(x, y))dydx,

alors

a(x, y) = a(x, z(x, y)).

Théorème 2.9. Supposons que a satisfait les conditions (2.11)-(2.12)-(2.13).

Soit (Duǫ) une suite bornée dans (Lp(Ω))N qui converge à deux échelles fai-

blement vers z ∈ (Lp(Ω× Y ))N , a(x
ǫ
, Duǫ) converge à deux échelles faiblement

vers a ∈ (Lq(Ω× Y ))N , et |Duǫ|
p−2 Duǫ converge à deux échelles faiblement vers

v ∈ (Lq(Ω× Y ))N . Si

lim
ǫ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Duǫ)dx =

∫

Ω

∫

Y

(a(x, y), z(x, y))dydx, (2.16)

alors la suite Duǫ converge à deux échelles fortement vers z.

A l’aide de ces deux derniers résultats, on peut montrer le théorème suivant :

Théorème 2.10. On suppose que (fǫ) ∈ Lq(Ω) converge fortement vers f ∈

Lq(Ω). Soit (uǫ) une suite de solutions de (2.14). Alors (uǫ) converge fortement

vers u où u est la solution du problème homogénéisé et (Duǫ) converge à deux

échelles fortement vers Du+Dyu1, où u1 ∈ L
p
(
Ω;W 1,p

♯ (Y )
)

est l’unique solution

du problème périodique suivant

∫

Y

a(x,Du(x) +Dyu1(x, y))Dw(y)dx = 0, ∀w ∈ C∞per(Y ). (2.17)

Démonstration. Choisissons uǫ ∈ W 1,p
0 (Ω) comme fonction test dans (2.14) qui

donne ∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Duǫ)dx+

∫

Ω

|uǫ|
p dx =

∫

Ω

fǫuǫdx. (2.18)
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L’hypothèse de monotonicité (2.13) de a et l’inégalité de Hölder nous donne

∫

Ω

|uǫ|
p dx ≤

∫

Ω

c2(1 + |Duǫ|)
p−β |Duǫ|

β dx+
∫

Ω

|uǫ|
p dx (2.19)

≤
∫

Ω

fǫuǫdx ≤ ‖fǫ‖Lq(Ω) ‖uǫ‖Lp(Ω) .

Puisque (fǫ) est fortement convergente dans Lq(Ω) et donc bornée dans Lq(Ω),

on voit que la suite (uǫ) est bornée dans Lp(Ω). On peut en extraire une sous-

suite uǫ tel que uǫ converge à deux échelles faiblement vers u ∈ Lp(Ω× Y ).

On obtient ∫

Ω

c2(1 + |Duǫ|)
p−β |Duǫ|

β dx ≤ k.

En utilisant l’inégalité de Hölder inversé (avec p/(p − β) et 0 < p/β < 1) on

obtient

(‖1‖(Lp(Ω))N + ‖Duǫ‖(Lp(Ω))N )p−β ‖Duǫ‖
β
(Lp(Ω))N

≤ ‖1 + |Duǫ|‖
p−β
(Lp(Ω))N ‖Duǫ‖

β
(Lp(Ω))N ≤ k.

Si on pose : λ = ‖1‖(Lp(Ω))N , alors

(λ+ ‖Duǫ‖(Lp(Ω))N )p−β ‖Duǫ‖
β
(Lp(Ω))N ≤ k.

Supposons que ‖Duǫ‖(Lp(Ω))N ≥ λ. Alors

(2 ‖Duǫ‖(Lp(Ω))N )p−β ‖Duǫ‖
β
(Lp(Ω))N ≤ (λ+ ‖Duǫ‖(Lp(Ω))N )p−β ‖Duǫ‖

β
(Lp(Ω))N ≤ k.

Ce qui nous donne l’estimation suivante

‖Duǫ‖
p
(Lp(Ω))N ≤ k2β−p.

On peut extraire une sous-suite Duǫ tel que Duǫ converge à deux échelles faible-

ment vers z ∈ (Lp(Ω× Y ))N .

D’après Théorème 2.7 on déduit que u(x, y) = u(x) ∈ W 1,p
0 (Ω) et z(x, y) =

Du(x) +Dyu1(x, y) où u1 ∈ L
p
(
Ω;W 1,p

♯ (Y )
)
.
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La suite (|uǫ|
p−2 uǫ) est bornée dans Lq(Ω). Il existe v ∈ Lq(Ω × Y ) tel que

|uǫ|
p−2 uǫ converge à deux échelles faiblement vers v.

L’hypothèse (2.13) implique que

∣∣∣∣a(
x

ǫ
,Duǫ)

∣∣∣∣ ≤ c1(1+|Duǫ|)
p−1−α |Duǫ|

α ≤ c1(1+|Duǫ|)
p−1 ≤ 2p−1c1(1+|Duǫ|

p−1)

qui donne que a(x
ǫ
, Duǫ) est bornée dans (Lq(Ω))N . Il existe donc une sous-suite

tel que a(x
ǫ
, Duǫ) converge à deux échelles faiblement vers a ∈ (Lq(Ω× Y ))N .

Choisissons ϕ ∈ C∞0 (Ω) comme fonction test dans (2.14) et passons à la limite

quand ǫ→ 0 on obtient

∫

Ω

∫

Y

(a(x, y), Dϕ(x))dydx+
∫

Ω

∫

Y

v(x, y)ϕ(x)dydx =
∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

(2.20)

De plus , si ϕ1 ∈ C
∞
0 (Ω) et ϕ2 ∈ C

∞
per(Y ), alors

ǫ
∫

Ω

fǫϕ1(x)ϕ2(
x

ǫ
)dx− ǫ

∫

Ω

|uǫ|
p−2 uǫϕ1(x)ϕ2(

x

ǫ
)dx

= ǫ
∫

Ω

a(
x

ǫ
,Duǫ)D(ϕ1(x)ϕ2(

x

ǫ
))dx

= ǫ
∫

Ω

a(
x

ǫ
,Duǫ)Dϕ1(x)ϕ2(

x

ǫ
)dx

+
∫

Ω

a(
x

ǫ
,Duǫ)ϕ1(x)Dϕ2(

x

ǫ
)dx.

Passons à la limite nous obtenons

∫

Ω

∫

Y

a(x, y)ϕ1(x)Dϕ2(y)dydx = 0,∀ϕ1 ∈ C
∞
0 (Ω),∀ϕ2 ∈ C

∞
per(Y ). (2.21)

(2.20), (2.21) et l’argument de densité entrainent que

∫

Ω

∫

Y

a(x, y)(Dw(x) +Dyw1(x, y))dydx+
∫

Ω

∫

Y

vwdydx =
∫

Ω

fwdx, (2.22)

pour tout w ∈ W 1,p
0 (Ω) et pour tout w1 ∈ L

p
(
Ω;W 1,p

♯ (Y )
)
.
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Choisissons w = u et w1 = u1 dans cette égalité, nous obtenons

∫

Ω

∫

Y

a(x, y)(Du(x) +Dyu1(x, y))dydx+
∫

Ω

∫

Y

vudydx =
∫

Ω

fudx. (2.23)

De (2.15) on a

lim
ǫ→0



∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Duǫ)dx+

∫

Ω

|uǫ|
p−2 uǫuǫdx


 = lim

ǫ→0

∫

Ω

fǫuǫdx =
∫

Ω

fudx.

(2.24)

(2.23) et (2.24) nous donnent

lim
ǫ→0



∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Duǫ)dx+

∫

Ω

|uǫ|
p−2 uǫuǫdx




=
∫

Ω

∫

Y

a(x, y)(Du(x) +Dyu1(x, y))dydx+
∫

Ω

∫

Y

vudydx. (2.25)

Théorème 2.8 implique que

lim inf
ǫ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Duǫ)dx ≥

∫

Ω

∫

Y

a(x, y)(Du(x) +Dyu1(x, y))dydx, (2.26)

lim inf
ǫ→0

∫

Ω

|uǫ|
p−2 uǫuǫdx ≥

∫

Ω

∫

Y

vudydx (2.27)

De (2.25), (2.26) et (2.27) on voit que

lim
ǫ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Duǫ)dx =

∫

Ω

∫

Y

a(x, y)(Du(x) +Dyu1(x, y))dydx

lim
ǫ→0

∫

Ω

|uǫ|
p−2 uǫuǫdx =

∫

Ω

∫

Y

vudydx.

Théorème 2.8 donne que a(x, y) = a(y,Du(x) + Dyu1(x, y)), v = |u|p−2 u. Le

Lemme 2.1 entraine que (uǫ) converge à deux échelles fortement vers u et le Théo-

rème 2.9 implique que (Duǫ) converge fortement à deux échelles vers Du(x) +

Dyu1(x, y).
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De plus, u et Du satisfont l’égalité suivante

∫

Ω

∫

Y

(a(y,Du(x)+Dyu1(x, y)), Dv(x)+Dyv1(x, y))dydx+
∫

Ω

∫

Y

|u|p−2 uvdydx =
∫

Ω

fvdx,

(2.28)

pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω) et pour tout v1 ∈ L

p
(
Ω;W 1,p

♯ (Y )
)
.

Par séparation des variables, ce système est équivalent à : Trouver u ∈ W 1,p
0 (Ω)

tel que

−div(b(Du)) + |u|p−2 u = f,

où l’opérateur b est définie par

b(ξ) =
∫

Y

a(y, ξ +Dvξ(y))dy,

avec vξ ∈ Lp
(
Ω;W 1,p

♯ (Y )
)

la solution du problème périodique :

∫

Y

(a(y, ξ +Dvξ(y)), Dw(y))dy = 0, ∀w ∈ C∞per(Y ).

L’équation (3.37) admet une solution unique u qui est la limite de la suite mère

uǫ.



Chapitre 3

Opérateurs monotones et

convergence par rapport aux

mesures

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous établissons quelques résultats de convergence dans

la théorie de l’homogénéisation. Pour cela, nous avons utilisé quelques idées ex-

sitantes dans la littérature comme dans [8], [28] et [16]. Les problèmes abor-

dés dans ce travail sont principalement liés aux opérateurs monotones sous des

hypothèses de continuité et de monotonicité. Les opérateurs introduits doivent

satisfaire les hypothèses par rapport aux mesures singulières introduites dans

[5]. Les résultats établis sont obtenus sans utilisation de la convergence à deux

échelles comme dans [16]. Nous pouvons citer quelques références dans la litté-

rature comme [23, 24, 25, 26, 31, 14, 15] où les auteurs ont obtenu des différents

résultats dans la théorie de l’homogénéisation. Notons par le paramètre δ l’épais-

seur d’une structure mince incluse dans une jonction de structures, et par ǫ un

petit paramètre qui caractérise l’échelle de longueur microscopique de toute la

structure. Dans ce travail, nous nous occupons de deux cas d’opérateurs mono-

tones. Le premier cas où l’opérateur, noté a ne dépend pas du paramètre δ, et

le second cas lorsque l’opérateur dépend de ce paramètre. Ce chapitre est orga-
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nisé comme suit. Dans la deuxième partie nous rappelons quelques définitions de

convergence dans Lp espaces introduits dans [28]. La troisième partie est consa-

crée aux résultats de la convergence pour les deux cas d’opérateurs monotones.

Pour le premier cas un lemme de densité (lemme 3.5) est posé et prouvé pour

généraliser la notion de convergence à des problèmes non linéaires définies par

des opérateurs monotones, lorsque δ tend vers zéro. Nous avons prouvé que la li-

mité du gradient converge faiblement puis fortement lorsque l’épaisseur tend vers

zéro, vers une certaine limite, et que le comportement asymptotique de l’opéra-

teur dépend de cette limite. Les mêmes résultats ont été obtenus pour le second

cas en utilisant la notion de convergence défini en deuxième partie. Nous avons

prouvé que l’opérateur limite satisfaisait aux mêmes conditions de monotonicité

et de continuité. Nous l’avons illustré en donnant un exemple. Enfin, dans la

partie 4, nous considérons le problème −div(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ)) + |uǫ,δ|

p−2 uǫ,δ = fǫ,δ

avec (uǫ,δ, Duǫ,δ) ∈ W 1,p
0 (Ω, dµǫ,δ), où a satisfait les hypothèses de Lipschitz-

continuité et de monotonicité. Le problème homogénéisé correspondant, lorsque

le paramètre ǫ tend vers zéro avec δ fixé, est introduit. Nous avons prouvé une

certaine convergence du problème lorsque δ tend vers zéro avec un ǫ fixé. Ensuite,

sous certaines hypothèses, nous avons montré la commutativité des diagrammes

correspondants.

3.2 Motivation

En 2002, G. A. Chechkin, V. V. Jikov, D. Lukkassen et A. L. Piatnitski (voir

[5]) ont développé une nouvelle approche à l’homogénéisation des problèmes po-

sés sur des réseaux et des jonctions de structures périodiques. Par rapport à la

technique standard utilisée en homogénéisation, leur approche permet de trai-

ter non seulement le cas classique correspondant à des structures minces, mais

aussi le cas où on a des constructions de structures infiniment minces impli-

quant des mesures singulières. Leur méthode permet de réduire essentiellement

des calculs dans diverses applications. Ils considèrent des problèmes scalaires et

comparent deux différentes méthodes d’homogénéisation pour des réseaux et des

jonctions de structures périodiques. Ils notent par δ le petit paramètre qui ca-
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ractérise l’épaisseur fixée des structures minces (δ−structures), et par ǫ un autre

petit paramètre qui est utilisé pour caractériser l’échelle microscopique de toute

la construction. Ils considèrent un problème homogénéisé en introduisant une

mesure µǫ,δ(dx) = ǫ2µδ(ǫ
−1dx) avec µδ une mesure sur δ−structure. Ils consi-

dèrent aussi un problème homogénéisé " singulier " en introduisant une mesure

µǫ(dx) = ǫ2µ(ǫ−1dx) avec µ une mesure Y−périodique où µ(Y ) = 1 (Y est la

cellule unité de référence). Ils supposent que la mesure µ est la limite faible de µδ

quand δ → 0. Ils notent par Aǫ,δ, A
sin g
ǫ , Ahom

δ et Ahom
0 la matrice des coéfficients

de l’opérateur original du premier problème, la matrice des coéfficients du pro-

blème singulier, la matrice constante des coéfficients de l’opérateur homogénéisé

du premier problème et la matrice effective du problème singulier homogénéisé

respectivement. Ils ont montré les convergences posées dans le diagramme (ci-

dessous) et ont montré que le diagramme correspondant est commutatif :

Aǫ,δ →

δ → 0

Asin g
ǫ

ǫ

↓

0

↓

ǫ

↓

0

↓

Ahom
δ →

δ → 0

Ahom
0

3.2.1 Définition

Soit Ω un ouvert borné dans R
2, et supposons que µ est une mesure de

Probabilité sur Ω. L’espace L2 (Ω, dµ) est défini tel que

‖u‖2 =
∫

Ω
|u(x)|2 dµ < +∞.

Nous introduisons l’espace H1(Ω, dµ) comme suit :

Définition 3.1. On dit qu’une fonction u ∈ H1(Ω, dµ) s’il existe (un) une suite

dans C∞(Ω), et z̄ ∈ (L2 (Ω, dµ))
2

tel que

un →
n→∞

u dans L2 (Ω, dµ) (3.1)
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et

Dun →
n→∞

z̄ dans
(
L2 (Ω, dµ)

)2
(3.2)

On dit alors que z̄ est le gradient de u et on le note par Du.

3.2.2 Segments

Soit I = {x = (x1, x2) / a ≤ x1 ≤ b ; x2 = 0} un segment dans R2, et suppo-

sons que I ⊂ Ω.

Pour δ > 0 suffisament petit, considérons la barre

Iδ := {x = (x1, x2) / a < x1 < b ; − δ < x2 < δ} ⊂ Ω.

Nottons par µδ la mesure de Probabilité uniforme sur Iδ :

µδ (dx) =
χIδ

(x)

2δ(b− a)
dx1dx2. (3.3)

Figure 3.1 – Segment.

Montrons que µδ ⇀
δ→0

µ = µ̂ ⊗ δ où µ̂ représente la mesure de Probabilité

uniforme sur [a, b] , et δ la mesure de Dirac en 0.
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Soit ϕ une fonction continue et bornée définie sur Ω :

∫

Ω
ϕ(x)dµδ(x)−

∫

Ω
ϕ(x)dµ(x) =

∫

Ω
ϕ(x)dµδ(x)−

∫

Ω
ϕ(x)d (µ̂⊗ δ) (x) où x = (x1, x2)

En développant les calculs, on trouve que :

∫

Ω
ϕ(x1, x2)dµδ(x1, x2) =

1

2δ (b− a)

∫ b

a

∫ +δ

−δ
ϕ(x1, x2)dx1dx2

=
1

b− a

∫ b

a

(
1

2δ

∫ +δ

−δ
ϕ(x1, x2)dx2

)
dx1

et

∫

Ω
ϕ(x1, x2)d (µ̂⊗ δ) (x1, x2) =

∫ b

a

(∫

{0}
ϕ(x1, x2)dδ (x2)

)
dµ̂(x1)

=
∫ b

a
ϕ(x1, 0)dµ̂ (x1)

=
1

b− a

∫ b

a
ϕ(x1, 0)dx1.

Finalement, on a :

∫

Ω
ϕdµδ −

∫

Ω
ϕdµ =

1

b− a

∫ b

a

(
1

2δ

∫ +δ

−δ
ϕ(x1, x2)dx2

)
dx1 −

1

b− a

∫ b

a
ϕ(x1, 0)dx1

Posons : x̂ =
x2

δ
⇒ dx2 = δdx̂ et −1 < x̂ < +1.

On a :

∫

Ω
ϕdµδ −

∫

Ω
ϕdµ =

1

b− a

∫ b

a

(
1

2

∫ +1

−1
ϕ(x1, δx̂)dx̂

)
dx1 −

1

b− a

∫ b

a
ϕ(x1, 0)dx1

Puisque ϕ est borné ⇒ |ϕ| ≤M.

Donc

lim
δ→0

(
1

b− a

∫ b

a

(
1

2

∫ +1

−1
ϕ(x1, δx̂)dx̂

)
dx1

)
=

(
1

b− a

∫ b

a

(
1

2

∫ +1

−1
lim
δ→0

ϕ(x1, δx̂)dx̂
)
dx1

)

=
1

b− a

∫ b

a

(
1

2

∫ +1

−1
ϕ(x1, 0)dx̂

)
dx1

=
1

b− a

∫ b

a
ϕ(x1, 0)dx1
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d’où

lim
δ→0

∫

Ω
ϕ(x1, x2)dµδ(x1, x2) =

∫

Ω
ϕ(x1, x2)dµ(x1, x2).

Considérons une famille de fonctions uδ tel que

∫

Ω

(
u2

δ + |Duδ|
2
)
dµδ ≤ c. (3.4)

Alors (voir [23]), il existe u0 ∈ L
2 (Ω, dµ) , et z = (z1, z2) ∈ (L2 (Ω, dµ))

2
tel que

uδ ⇀ u0 et Duδ ⇀ z faiblement quand δ → 0.

Cette dernière convergence est définit comme suit : ∀ϕ ∈ C∞0 (R2),∀ψ ∈ (C∞0 (R2))2

∫

Ω
uδϕdµδ →

δ→0

∫

Ω
u0ϕdµ (3.5)

∫

Ω
(Duδ, ψ)dµδ →

δ→0

∫

Ω
(z, ψ)dµ (3.6)

Proposition 3.1. Pour la mesure µ définie dans (3.5), le gradient d’une fonction

u ∈ H1(Ω, dµ) n’est pas unique.

Démonstration. Montrons que pour une fonction u = u(x1), u(x1) ∈ H1([a, b]),

considérée comme une fonction de deux variables (x1, x2) , le gradient correspon-

dant à la forme :

Du =

(
∂u

∂x1

, w(x1)

)

où w est une fonction arbitraire de L2(Ω, dµ).

Posons :

un(x1, x2) ≡ u(x1) + x2w(x1)

avec u et w soient assez régulières.

Nous obtenons la convergence forte un →
n→+∞

u dans L2(Ω, dµ). De plus

∂un

∂x1

∣∣∣∣∣
x2=0

→
∂u

∂x1

,
∂un

∂x2

∣∣∣∣∣
x2=0

→ w(x1).

Par la définition 3.1,

(
∂u

∂x1

(x1, x2) , w(x1)

)
est le gradient de u, u ∈ H1(Ω, dµ)

et w quelconque.
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Lemme 3.1. La fonction u0 définie dans (3.5) appartient à H1(Ω, dµ). De plus,

z = Du0. (3.7)

Démonstration. Montrons que

z1 =
∂u0

∂x1

. (3.8)

Considérons la famille de fonctions uδ définie dans (3.4).

Posons :

uδ(x1) =
1

2δ

∫ +δ

−δ
uδ(x1, x2)dx2.

Considérons ϕ ∈ C∞0 (Ω), qui ne dépend que de x1 dans un voisinage de I.

∫

Ω
uδϕ(x)dµδ ≡

1

2δ(b− a)

∫ b

a

∫ +δ

−δ
uδϕ(x)dx1dx2 =

1

b− a

∫ b

a
uδ(x1)ϕ(x1)dx1.

→
δ→0

1

b− a

∫ b

a
u0ϕdx1.

d’où

uδ ⇀ u0 dans L2([a, b]).

Calculons maintenant

∫

Ω

∂uδ

∂x1

ϕ(x)dµδ ≡
1

2δ(b− a)

∫ b

a

∫ +δ

−δ

∂uδ

∂x1

ϕ(x)dx1dx2 =
1

b− a

∫ b

a

∂uδ

∂x1

(x1)ϕ(x1)dx1

→
δ→0

1

b− a

∫ b

a
z1ϕdx1.

Supposons en plus que ϕ = 0 aux extrémités du segment, alors

∫

Ω

∂uδ

∂x1

ϕ(x)dµδ = −
∫

Ω
uδ
∂ϕ(x)

∂x1

dµδ = −
1

b− a

∫ b

a
uδ(x1)

∂ϕ(x1)

∂x1

dx1

→
δ→0

−
1

b− a

∫ b

a
u0
∂ϕ(x1)

∂x1

dx1,

ce qui nous donne que

z1 =
∂u0

∂x1

.
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3.2.3 Jonctions simples

Soit Ω un ouvert borné de R
2, et notons par Rδ ⊂ Ω l’union de

Q = {x = (x1, x2) / − 1 < x1 < 1 ; − 1 < x2 < 1}

et

Πδ = {x = (x1, x2) / 0 < x1 < 2 ; − δ < x2 < δ}

Sur Q, on définit la mesure µ0 donnée par :

µ0(A) =
∫

A∩Q
dx1dx2 ∀A ⊂ Rδ

et sur Πδ la mesure de Probabilité µδ définie par :

µδ (dx) =
χΠδ

(x)

4δ
dx1dx2

Figure 3.2 – Jonction simple.

On définit sur Rδ la mesure µδ par :

µδ = µ0 + µδ
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Considérons une famille de fonctions uδ tel que

∫

Ω

(
u2

δ + |Duδ|
2
)
dµδ ≤ c.

Alors (voir [23]), il existe u0 ∈ L
2 (Ω, dµ) , et z = (z1, z2) ∈ (L2 (Ω, dµ))

2
tel que

uδ ⇀ u0 et Duδ ⇀ z faiblement quand δ → 0 au sens suivant :

Soit ϕ ∈ C∞0 (R2)

lim
δ→0

∫

Ω
uδϕdµδ =

∫

Ω
u0ϕdµ (3.9)

Même chôse pour Duδ :

∫

Ω
(Duδ, ψ)dµδ →

δ→0

∫

Ω
(Duδ, ψ)dµ ∀ψ ∈ (C∞0 (R2))2.

En fait la mesure µ a pour support la "jonction" : R0 = Q ∪ I avec

I = {x = (x1, x2) / 0 < x1 < 2 ; x2 = 0}

Lemme 3.2. La fonction u0 définie dans (3.9) appartient à H1(Ω, dµ). De plus,

z = Du0.

3.2.4 Jonctions multiples

Soit Ω un ouvert borné de R
2.

On définit maintenant une jonction multiple R̃δ ⊂ Ω. Soit b > a > 0 et d > c > 0.

Sur Q = (−1, 1)2, on définit la mesure µ0 donnée par:

µ0(A) =
∫

A∩Q
dx1dx2 ∀A ⊂ R̃δ

Pour i = 1, 4, on définit sur I i
δ la mesure de Probabilité µi

δ définie par :

µi
δ(A) =

∫

A∩Ii
δ

1

mes(I i
δ)
dx1dx2 ∀A ⊂ R̃δ
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où

I1
δ = {x = (x1, x2) / a < x1 < b ; − δ < x2 < δ}

I2
δ = {x = (x1, x2) / − δ < x1 < δ ; c < x2 < d}

I3
δ = {x = (x1, x2) / − b < x1 < −a ; − δ < x2 < δ}

I4
δ = {x = (x1, x2) / − δ < x1 < δ ; − d < x2 < −c}

On définit les ensembles suivants :

I1 = {x = (x1, x2) / a < x1 < b ; x2 = 0}

I2 = {x = (x1, x2) / x1 = 0 ; c < x2 < d}

I3 = {x = (x1, x2) / − b < x1 < −a ; x2 = 0}

I4 = {x = (x1, x2) / x1 = 0 ; − d < x2 < −c}

D’après ce qui précède, on peut facilement montrer que :

µ1
δ , µ

2
δ , µ

3
δ , µ

4
δ convergent faiblement (quand δ → 0) vers µ1, µ2, µ3, µ4,

où µi est la mesure de Probabilité uniforme sur I i pour i = 1, 4.

Figure 3.3 – Jonction multiple.
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On définit la mesure µδ par :

µδ = µ0 +
4∑

i=1

µi
δ (3.10)

Considérons une famille de fonctions uδ tel que

∫

Ω

(
u2

δ + |Duδ|
2
)
dµδ ≤ c (3.11)

Alors (voir [23]), il existe u0 ∈ L
2 (Ω, dµ) , et z = (z1, z2) ∈ (L2 (Ω, dµ))

2
tel que

uδ ⇀ u0 et Duδ ⇀ z faiblement quand δ → 0 au sens suivant :

∫

Ω
uδϕdµδ →

δ→0

∫

Ω
u0ϕdµ ∀ϕ ∈ C∞0 (R2)

∫

Ω
(Duδ, ψ)dµδ →

δ→0

∫

Ω
(z, ψ)dµ ∀ψ ∈ (C∞0 (R2))2

(3.12)

où

µ = µ0 +
4∑

i=1

µi (3.13)

Lemme 3.3. La fonction u0 définie dans (3.12) appartient à H1(Ω, dµ). De plus,

z = Du0.

3.3 Convergence dans Lp

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats de convergence qui se-

ront utilisés le long de ce chapitre (voir [28]). Soit Ω un domaine borné de R
N .

Nous supposons que p et q sont conjugués, i.e. 1/p+ 1/q = 1 et 1 < p <∞. Soit

µδ et µ des mesures de Radon dans Ω tel que µδ ⇀
δ→0

µ. On dis que la suite uδ

est bornée dans Lp(Ω, dµδ) si

lim sup
δ→0

∫

Ω

|uδ|
p dµδ <∞.

Définition 3.2. Une suite bornée uδ ∈ Lp(Ω, dµδ) est faiblement convergente
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vers u ∈ Lp(Ω, dµ), uδ ⇀ u si

lim
δ→0

∫

Ω

uδϕdµδ =
∫

Ω

uϕdµ, (3.14)

pour toute fonction test ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Proposition 3.2. Nous avons le résultat suivant :

– Toute suite bornée admet une sous-suite qui converge faiblement.

– Si la suite uδ converge faiblement vers u, alors

lim inf
δ→0

∫

Ω

|uδ|
p dµδ ≥

∫

Ω

|u|p dµ.

Définition 3.3. Une suite bornée uδ ∈ Lp(Ω, dµδ) est fortement convergente

vers u ∈ Lp(Ω, dµ) si

lim
δ→0

∫

Ω
uδvδdµδ =

∫

Ω
uvdµ,

pour tout vδ ⇀ v dans Lq(Ω, dµδ).

Proposition 3.3. On a :

– La convergence forte implique la convergence faible.

– La convergence faible uδ ⇀ u, munit de la relation

lim
δ→0

∫

Ω

|uδ|
p dµδ =

∫

Ω

|u|p dµ,

est équivalente à la convergence forte uδ → u.

3.4 Monotonicité et convergence

Soit Ω un domaine borné de R
N , où la mesure de Lebesgue de la frontière

est zero, Y = [0, 1)N le cube demi-ouvert dans R
N . Soit µδ et µ des mesures de

Radon dans Ω tel que µδ ⇀
δ→0

µ.

Considérons la famille de suite (uδ) tel que

∫

Ω

(|uδ|
p + |Duδ|

p) dµδ ≤ c.
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Soit a : R
N × R

N → R
N une fonction tel que a(., ξ) est Y−périodique et

µδ−mesurable pour tout ξ ∈ R
N . De plus, supposons qu’il exsite des constantes

c1, c2 > 0, α, et β, avec 0 ≤ α ≤ min {1, p− 1} et max {p, 2} ≤ β <∞ tel que a

satisfait les hypothèses suivantes :

a(y, 0) = 0, (3.15)

|a(y, ξ1)− a(y, ξ2)| ≤ c1(1 + |ξ1|+ |ξ2|)
p−1−α |ξ1 − ξ2|

α , (3.16)

(a(y, ξ1)− a(y, ξ2), ξ1 − ξ2) ≥ c2(1 + |ξ1|+ |ξ2|)
p−β |ξ1 − ξ2|

β , (3.17)

pour µδ p.p. y ∈ R
N et pour tout ξ1, ξ2 ∈ R

N .

Nous supposons que

a(x, ϕ) ∈ (C∞0 (Ω))N pour tout ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N , (3.18)

et que µδ(Ω) est finie et uniformément bornée par rapport à δ.

3.4.1 Premier cas

Dans ce cas, on considère que l’opérateur monotone a ne dépend pas de δ.

Lemme 3.4. Il existe une sous-suite de uδ et a ∈ (Lq(Ω, dµ))N tel que a(x,Duδ) ⇀
δ→0

a.

Démonstration.

|a(x,Duδ)| ≤ c1(1+|Duδ|)
p−1−α |Duδ|

α ≤ c1(1+|Duδ|)
p−1 ≤ 2p−1c1(1+|Duδ|

p−1)

Ceci donne que a(x,Duδ) est bornée dans (Lq(Ω, dµδ))
N puisque (Duδ) est bornée

dans (Lp(Ω, dµδ))
N et (1Ω) est bornée dans Lp(Ω, dµδ). Par la Proposition 3.2 il

existe une sous-suite tels que : il existe a ∈ (Lq(Ω, dµ))N tel que a(x,Duδ) ⇀
δ→0

a

i.e :

lim
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ), ϕ)dµδ =
∫

Ω

(a, ϕ)dµ

pour tout ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N .
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Lemme 3.5. Supposons que

∫

Ω

(a− a(x, ϕ), z − ϕ)dµ ≥ 0, ∀ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N ,

pour a et z qui appartient à (Lq(Ω, dµ))N et (Lp(Ω, dµ))N respectivement. Alors,

l’inégalité reste vraie pour tout ϕ ∈ (Lp(Ω, dµ))N .

Démonstration. Soit (ϕm) une suite dans (C∞0 (Ω))N tel que ϕm converge forte-

ment vers ϕ dans (Lp(Ω, dµ))N . Nous avons :

∫

Ω

(a− a(x, ϕm), z − ϕm)dµ ≥ 0,∀ϕm ∈ (C∞0 (Ω))N .

Puisque

∫

Ω

(a− a(x, ϕm), z − ϕm)dµ =
∫

Ω

(a, z)dµ−
∫

Ω

(a, ϕm)dµ

−
∫

Ω

(a(x, ϕm), z)dµ+
∫

Ω

(a(x, ϕm), ϕm)dµ,

donc

lim
m→∞

∫

Ω

(a− a(x, ϕm), z − ϕm)dµ =
∫

Ω

(a, z)dµ− lim
m→∞

∫

Ω

(a, ϕm)dµ

− lim
m→∞

∫

Ω

(a(x, ϕm), z)dµ+ lim
m→∞

∫

Ω

(a(x, ϕm), ϕm)dµ.

Utilisons l’inégalité de Hölder et passons à la limite nous obtenons :

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(a, ϕm)dµ−
∫

Ω

(a, ϕ)dµ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(a, ϕm − ϕ)dµ

∣∣∣∣∣∣

≤ ‖a‖(Lq(Ω,dµ))N ‖ϕm − ϕ‖(Lp(Ω,dµ))N →
m→∞

0.

L’hypothèse de Lipschitz-continuité de a, l’inégalité de Hölder et le passage à la
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limite nous donne :

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(a(x, ϕm)− a(x, ϕ), z)dµ

∣∣∣∣∣∣
≤

∫

Ω

|a(x, ϕm)− a(x, ϕ)| |z| dµ

≤ c1

∫

Ω

(1 + |ϕm|+ |ϕ|)
p−1−α |ϕm − ϕ|α |z| dµ

≤ c1



∫

Ω

(1 + |ϕm|+ |ϕ|)
p−αq |ϕm − ϕ|αq dµ




1/q 

∫

Ω

|z|p dµ




1/p

.

Enfin, on trouve que

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(a(x, ϕm), ϕm)dµ−
∫

Ω

(a(x, ϕ), ϕ)dµ

∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(a(x, ϕm)− a(x, ϕ), ϕm)dµ

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(a(x, ϕ), ϕm − ϕ)dµ

∣∣∣∣∣∣

≤
∫

Ω

|a(x, ϕm)− a(x, ϕ)| |ϕm| dµ+
∫

Ω

|a(x, ϕ)| |ϕm − ϕ| dµ

≤ c1



∫

Ω

(1 + |ϕm|+ |ϕ|)
p−αq |ϕm − ϕ|αq dµ




1/q 

∫

Ω

|ϕm|
p dµ




1/p

+



∫

Ω

|a(x, ϕ)|q dµ




1/q 

∫

Ω

|ϕm − ϕ|p dµ




1/p

et

∫

Ω

(1+|ϕm|+|ϕ|)
p−αq |ϕm − ϕ|αq dµ ≤



∫

Ω

(1 + |ϕm|+ |ϕ|)
pdµ




(p−αq)/p

∫

Ω

|ϕm − ϕ|p dµ




αq/p

Ainsi, les deux termes du côté droit convergent vers 0 .

Théorème 3.1. Supposons que a satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).

Soit (Duδ) une suite bornée dans (Lp(Ω, dµδ))
N qui converge faiblement vers

z ∈ (Lp(Ω, dµ))N et supposons que a(x,Duδ) converge faibelement vers a ∈

(Lq(Ω, dµ))N . Alors

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ), Duδ)dµδ ≥
∫

Ω

(a, z)dµ.
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En plus, si

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ), Duδ)dµδ =
∫

Ω

(a, z)dµ,

alors

a = a(x, z) pour µ p.p x ∈ Ω.

Démonstration. Supposons que

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ), Duδ)dµδ <
∫

Ω

(a, z)dµ,

qui implique que

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ), Duδ)dµδ =
∫

Ω

(a, z)dµ− C, (3.19)

où C est une constante positive. Le fait que a est monotone implique que

∫

Ω

(a(x,Duδ)− a(x, ϕ), Duδ − ϕ)dµδ ≥ 0, ∀ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N .

Décomposons le côté gauche de l’inégalité ci-dessus en quatre termes et passons

à la limite lorsque δ → 0 :

La convergence faible de a(x,Duδ) vers a dans le sens (3.14) donne :

lim
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ), ϕ)dµδ =
∫

Ω

(a, ϕ)dµ.

La convergence faible de µδ vers µ et en utilisant (3.18) donne :

lim
δ→0

∫

Ω

(a(x, ϕ), ϕ)dµδ =
∫

Ω

(a(x, ϕ), ϕ)dµ.

La convergence faible de Duδ vers z et en utilisant (3.18) donne :

lim
δ→0

∫

Ω

(a(x, ϕ), Duδ)dµδ =
∫

Ω

(a(x, ϕ), z)dµ.
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(3.19) est

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ), Duδ)dµδ =
∫

Ω

(a, z)dµ− C.

La somme des limites donne l’estimation suivante :

∫

Ω

(a− a(x, ϕ), z − ϕ)dµ ≥ C, ∀ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N .

Par densité (voir Lemme 3.5) cette inégalité est vraie pour tout ϕ ∈ (Lp(Ω, dµ))N .

Posons z−ϕ = tw, ∀w ∈ (Lp(Ω, dµ))N . Alors après division sur t > 0 on obtient

∫

Ω

(a− a(x, z − tw), w)dµ ≥
C

t
.

Passons à la limite quand t tend vers 0, on obtient

∫

Ω

(a− a(x, z), w)dµ ≥ ∞.

Pour t < 0, on obtient ∫

Ω

(a− a(x, z), w)dµ ≤ ∞.

Ce qui donne une contradiction. Si l’égalité ait lieu, nous répétons la même

procédure avec C = 0. Par suite, nous obtenons l’inégalité suivante :

∫

Ω

(a− a(x, ϕ), z − ϕ)dµ ≥ 0, ∀ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N .

Par densité (voir Lemme 3.5) et en utilisant la même technique on trouve que

∫

Ω

(a− a(x, z), φ)dµ = 0,∀φ ∈ (Lp(Ω, dµ))N ,

çà implique que a = a(x, z) pour µ p.p. x ∈ Ω.

Théorème 3.2. Supposons que a satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).

Soit (Duδ) une suite bornée dans (Lp(Ω, dµδ))
N qui converge faiblement vers

z ∈ (Lp(Ω, dµ))N , a(x,Duδ) converge faiblement vers a ∈ (Lq(Ω, dµ))N , et
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|Duδ|
p−2 Duδ converge faibelement vers v ∈ (Lq(Ω, dµ))N . Si

lim
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ), Duδ)dµδ =
∫

Ω

(a, z)dµ, (3.20)

alors la suite Duδ converge fortement vers z.

Démonstration. Pour k > 0, nous avons :

∫

Ω

(a(x,Duδ), Duδ)dµδ =
∫

Ω

k |Duδ|
p dµδ +

∫

Ω

(a(x,Duδ)− kDuδ |Duδ|
p−2 , Duδ)dµδ.

De (3.20), on a

lim sup
δ→0

∫

Ω

k |Duδ|
p dµδ + lim inf

δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ)− kDuδ |Duδ|
p−2 , Duδ)dµδ

=
∫

Ω

(kv, z)dµ+
∫

Ω

(a− kv, z)dµ.

La fonction a(x,Duδ) − kDuδ |Duδ|
p−2 satisfait la condition de monotonicité.

Donc, par Théorème 3.1 on a

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duδ)− kDuδ |Duδ|
p−2 , Duδ)dµδ ≥

∫

Ω

(a− kv, z)dµ. (3.21)

Par conséquent,

lim sup
δ→0

∫

Ω

|Duδ|
p dµδ ≤

∫

Ω

(v, z)dµ. (3.22)

La fonction |Duδ|
p−2 Duδ satisfait les conditions du Théorème 3.1 qui implique

que

lim inf
δ→0

∫

Ω

|Duδ|
p dµδ = lim inf

δ→0

∫

Ω

(Duδ |Duδ|
p−2 , Duδ)dµδ ≥

∫

Ω

(v, z)dµ. (3.23)

Par (3.22) et (3.23)

lim
δ→0

∫

Ω

|Duδ|
p dµδ = lim

δ→0

∫

Ω

(Duδ |Duδ|
p−2 , Duδ)dµδ =

∫

Ω

(v, z)dµ
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D’où il suit par Théorème 3.1 que v = |z|p−2 z. Enfin, par la Proposition 3.3 Duδ

converge fortement vers z.

Théorème 3.3. Supposons que a satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).

Soit (Duδ) une suite dans (Lp(Ω, dµδ))
N qui converge fortement vers z ∈ (Lp(Ω, dµ))N

et supposons que a(x,Duδ) converge faibelement vers a ∈ (Lq(Ω, dµ))N . Alors

a = a(x, z) pour µ p.p x ∈ Ω.

Démonstration. Dans le même esprit de la démonstration du Théorème 3.1, on

montre que

a = a(x, z) pour µ p.p x ∈ Ω.

3.4.2 Deuxième cas

Nous considérons dans ce cas que l’opérateur monotone a dépend du para-

mètre δ.

Lemme 3.6. Si Du est bornée dans (Lp(Ω, dµδ))
N alors il existe une sous-suite

de aδ(x,Du) et a0 ∈ (Lq(Ω, dµ))N tel que aδ(x,Du) ⇀
δ→0

a0.

Démonstration. La preuve est similaire à celle du Lemme 3.4. Il suffit simplement

de prouver que aδ(x,Du) est bornée dans (Lq(Ω, dµ))N .

Théorème 3.4. Supposons que aδ satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17) et

qu’elle converge faiblement vers a0 dans le sens (3.14). Alors la limite a0 satisfait

les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).

Démonstration. Pour tout ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N :

0 = lim
δ→0

∫

Ω

(aδ(x, 0), ϕ)dµδ =
∫

Ω

(a0(x, 0), ϕ)dµ.
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Pour ϕ ∈ C∞0 (Ω) et pour tout ξ1, ξ2 ∈ R
n, nous avons :

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(aδ(x, ξ1)− aδ(x, ξ2), ϕ(ξ1 − ξ2))dµδ

∣∣∣∣∣∣
≤

∫

Ω

|(aδ(x, ξ1)− aδ(x, ξ2)| |ϕ(ξ1 − ξ2)| dµδ

≤ c1

∫

Ω

(1 + |ξ1|+ |ξ2|)
p−1−α |ξ1 − ξ2|

α |ϕ(ξ1 − ξ2)| dµδ.

Passons ici à la limite nous obtenons l’inegalité

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(a0(x, ξ1)− a0(x, ξ2), ϕ(ξ1 − ξ2))dµ

∣∣∣∣∣∣
≤ c1

∫

Ω

(1+|ξ1|+|ξ2|)
p−1−α |ξ1 − ξ2|

α |ϕ(ξ1 − ξ2)| dµ,

qui montre que

|(a0(x, ξ1)− a0(x, ξ2)| ≤ c1(1 + |ξ1|+ |ξ2|)
p−1−α |ξ1 − ξ2|

α ,

pour µ p.p. x ∈ Ω et pour ξ1, ξ2 ∈ R
N . Enfin, on a pour tout ϕ ∈ C∞0 (Ω), ϕ ≥ 0 :

∫

Ω

(aδ(x, ξ1)− aδ(x, ξ2), ϕ(ξ1 − ξ2))dµδ =
∫

Ω

(aδ(x, ξ1)− aδ(x, ξ2), (ξ1 − ξ2))ϕdµδ

≥ c2

∫

Ω

(1 + |ξ1|+ |ξ2|)
p−β |ξ1 − ξ2|

β ϕdµδ

Passons ici à la limite nous obtenons l’inégalité

∫

Ω

(a0(x, ξ1)− a0(x, ξ2), (ξ1 − ξ2))ϕdµ ≥ c2

∫

Ω

(1 + |ξ1|+ |ξ2|)
p−β |ξ1 − ξ2|

β ϕdµ,

pour tout ϕ ∈ C∞0 (Ω), ϕ ≥ 0, qui complète la démonstration.

Lemme 3.7. Il exsite une sous-suite et a1 ∈ (Lq(Ω, dµ))N tel que aδ(x,Duδ) ⇀
δ→0

a1.

Démonstration.

|aδ(x,Duδ)| ≤ c1(1+|Duδ|)
p−1−α |Duδ|

α ≤ c1(1+|Duδ|)
p−1 ≤ 2p−1c1(1+|Duδ|

p−1)

Ce qui donne que aδ(x,Duδ) est bornée dans (Lq(Ω, dµδ))
N puisque (Duδ) est

bornée dans (Lp(Ω, dµδ))
N et (1Ω) est bornée dans Lp(Ω, dµδ). Par la Proposi-
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tion 3.2, il existe une sous-suite tels que : Il existe a1 ∈ (Lq(Ω, dµ))N tel que

aδ(x,Duδ) ⇀
δ→0

a1 i.e :

lim
δ→0

∫

Ω

(aδ(x,Duδ), ϕ)dµδ =
∫

Ω

(a1, ϕ)dµ,

pour tout ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N .

Théorème 3.5. Supposons que aδ satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).

Soit (Duδ) une suite bornée dans (Lp(Ω, dµδ))
N qui converge fortement vers

z ∈ (Lp(Ω, dµ))N et suppposons que aδ(x,Duδ) converges faiblement vers a1 ∈

(Lq(Ω, dµ))N . Alors,

a1 = a0(x, z),

où a0 est la limite de aδ dans le sens (3.14).

Démonstration. Par la monotonicité de aδ, nous avons

∫

Ω

(aδ(x,Duδ)− aδ(x, ϕ), Duδ − ϕ)dµδ ≥ 0,

pour tout ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N . Passons à la limite dans cette inégalité. Son côté

gauche contient quatre termes. Nous avons :

lim
δ→0

∫

Ω

(aδ(x,Duδ), ϕ)dµδ =
∫

Ω

(a1, ϕ)dµ,

lim
δ→0

∫

Ω

(aδ(x, ϕ), ϕ)dµδ =
∫

Ω

(a0(x, ϕ), ϕ)dµ,

lim
δ→0

∫

Ω

(aδ(x, ϕ), Duδ)dµδ =
∫

Ω

(a0(x, ϕ), z)dµ,

et

lim
δ→0

∫

Ω

(aδ(x,Duδ), Duδ)dµδ =
∫

Ω

(a1, z)dµ.

Par suite, nous obtenons l’inégalité

∫

Ω

(a1 − a0(x, ϕ), z − ϕ)dµ ≥ 0, ∀ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N .
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Par densité, cette inégalité est vraie pour tout ϕ ∈ (Lp(Ω, dµ))N . Posons ϕ =

z − tφ,∀φ ∈ (Lp(Ω, dµ))N . Pour t > 0 on a

∫

Ω

(a1 − a0(x, z − tφ), φ)dµ ≥ 0. (3.24)

Pour t < 0 on obtient que

∫

Ω

(a1 − a0(x, z − tφ), φ)dµ ≤ 0 (3.25)

Par (3.24), (3.25) et faisons tendre t vers 0 on trouve que

∫

Ω

(a1 − a0(x, z), φ)dµ = 0,∀φ ∈ (Lp(Ω, dµ))N .

Ce qui implique que a1 = a0(x, z) pour µ p.p. x ∈ Ω. La preuve est complète.

Exemple 3.1. [5] N = p = 2. Soit

I = {x = (x1, x2) | a ≤ x1 ≤ b ; x2 = 0}

un segment dans R
2, et supposons que Ω est un domaine borné qui contient I.

Pour tout δ > 0 suffisament petit on considère la barre

Iδ := {x = (x1, x2) | a < x1 < b ; − δ < x2 < δ} ⊂ Ω.

Notons par µδ la mesure dans Ω, concentrée et uniformément distribuée sur Iδ :

µδ (dx) =
χIδ

(x)

2δ(b− a)
dx1dx2.

La famille µδ converge faiblement, quand δ → 0, vers la mesure

µ (dx) =
1

(b− a)
dx1 × δ(x2)

où δ(z) représente la masse de Dirac en zéro.
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Considérons l’opérator aδ :

aδ(x,Duδ) =

(
1 + δ|x|

2 + δ|x|

)
Duδ.

L’opérator aδ satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17). Or

lim
δ→0

∫

Ω

(aδ(x, ϕ), ϕ)dµδ = lim
δ→0

∫

Ω

((
1 + δ|x|

2 + δ|x|
)ϕ, ϕ)dµδ

=
∫

Ω

(
1

2
ϕ, ϕ)dµ,∀ϕ ∈ (C∞0 (Ω))2 .

Cela implique que

a0(x, ξ) =
1

2
ξ

et

|a0(x, ξ1)− a0(x, ξ2)| =
1

2
|ξ1 − ξ2|,

pour p.p. x ∈ R
2 et pour tout ξ1, ξ2 ∈ R

2.

Enfin, si Duδ converge fortement vers z, alors le Théorème 3.5 donne

lim
δ→0

∫

Ω

(aδ(x,Duδ), ϕ)dµδ =
∫

Ω

(a1, ϕ)dµ

=
∫

Ω

(a0(x, z), ϕ)dµ

=
∫

Ω

(
1

2
z, ϕ)dµ,∀ϕ ∈ (C∞0 (Ω))2 .

3.5 Homogénéisation et convergence des opéra-

teurs monotones

Soit µ une mesure Y−périodique et définissons la mesure ǫ−périodique µǫ

par µǫ(B) = ǫNµ(ǫ−1B) pour tout ensemble borélien B dans R
N .

Par définitionW 1,p
0 (Ω, dµǫ) est un sous espace fermé de Lp(Y, dµǫ)×(Lp(Y, dµǫ))

N .

Puisque tout sous espace fermé d’un espae de Banach réflexive est réflexive alors

on a W 1,p
0 (Ω, dµǫ) est réflexive (voir [16]).
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On considère l’équation

− div(a(
x

ǫ
,Duǫ)) + |uǫ|

p−2 uǫ = fǫ, (uǫ, Duǫ) ∈ W
1,p
0 (Ω, dµǫ), (3.26)

où a satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17), fǫ ∈ Lq(Ω, dµǫ) tel que fǫ →
ǫ→0

f0 ∈ L
q(Ω, µ(Y )dx). On rappelle par définition que (uǫ, Duǫ) ∈ W

1,p
0 (Ω, dµǫ) est

une solution de (3.26) si

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Dϕ)dµǫ +

∫

Ω

|uǫ|
p−2 uǫϕdµǫ =

∫

Ω

fǫϕdµǫ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

D’après le Théorème 13 (voir [16]), (3.26) admet une solution unique.

Dans la théorie de l’homogéniésation (voir [16]), on sait que (uǫ, Duǫ) converge

quand ǫ→ 0 vers la solution u0 du problème suivant :

− div(b(Du0)) + µ(Y ) |u0|
p−2 u0 = µ(Y )f0, u0 ∈ W

1,p
0 (Ω), (3.27)

où f0 ∈ L
q(Ω, µ(Y )dx) et l’opérateur homogénéisé b est définie par

b(ξ) =
1

µ(Y )

∫

Y

a(y, ξ +Dvξ(y))dµ,

avec vξ ∈ Lp(Ω;W 1,2
♯ (Y )) la solution du problème périodique :

∫

Y

(a(y, ξ +Dvξ(y)), Dw)dµ = 0, ∀w ∈ C∞per(Y ).

Par définition u0 ∈ W
1,p
0 (Ω) est la solution de (3.27) si :

∫

Ω

(b(Du0), Dϕ)dx+ µ(Y )
∫

Ω

|u0|
p−2 u0ϕdx = µ(Y )

∫

Ω

f0ϕdx, ∀ϕ ∈ C
∞
0 (Ω).

Soit µδ une mesure Y−périodique et on définit la mesure ǫ−périodique µǫ,δ

par µǫ,δ(B) = ǫNµδ(ǫ
−1B) pour tout ensemble borélien B dans R

N .

Supposons que µǫ,δ(Ω) est finie et uniformément bornée par rapport à δ et ǫ
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respectivement. Maintenant, on considère le problème suivant :

−div(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ))+ |uǫ,δ|

p−2 uǫ,δ = fǫ,δ (uǫ,δ, Duǫ,δ) ∈ W
1,p
0 (Ω, dµǫ,δ). (3.28)

D’abord nous allons passer à la limite, quand δ → 0, dans le problème (3.28)

pour un ǫ > 0 fixé.

Théorème 3.6. Pour tout ǫ > 0 fixé, on suppose que (fǫ,δ) ∈ Lq(Ω, dµǫ,δ)

converge fortement vers fǫ ∈ Lq(Ω, dµǫ). Soit (uǫ,δ) une suite de solutions de

(3.28). Alors (uǫ,δ) converge fortement vers uǫ et (Duǫ,δ) converge fortement vers

Duǫ, où uǫ est l’unique solution de l’équation

− div(a(
x

ǫ
,Duǫ)) + |uǫ|

p−2 uǫ = fǫ, (uǫ, Duǫ) ∈ W
1,p
0 (Ω, dµǫ). (3.29)

Démonstration. Choisissons (uǫ,δ, Duǫ,δ) ∈ W 1,p
0 (Ω, dµǫ,δ) comme fonction test

dans (3.28) qui donne

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ), Duǫ,δ)dµǫ,δ +

∫

Ω

|uǫ,δ|
p dµǫ,δ =

∫

Ω

fǫ,δuǫ,δdµǫ,δ. (3.30)

L’hypothèse de monotonicité (3.17) de a et l’inégalité de Hölder on obtient

∫

Ω

|uǫ,δ|
p dµǫ,δ ≤

∫

Ω

c2(1 + |Duǫ,δ|)
p−β |Duǫ,δ|

β dµǫ,δ +
∫

Ω

|uǫ,δ|
p dµǫ,δ (3.31)

≤
∫

Ω

fǫ,δuǫ,δdµǫ,δ ≤ ‖fǫ,δ‖Lq(Ω,dµǫ,δ) ‖uǫ,δ‖Lp(Ω,dµǫ,δ) .

Puisque (fǫ,δ) est fortement convergente dans Lq(Ω, dµǫ,δ) et donc bornée dans

Lq(Ω, dµǫ,δ) on voit que la suite (uǫ,δ) est bornée dans Lp(Ω, dµǫ,δ). On peut en

extraire une sous-suite uǫ,δ tel que uǫ,δ converge faiblement au sens (3.14) vers

uǫ ∈ L
p(Ω, dµǫ).

On obtient ∫

Ω

c2(1 + |Duǫ,δ|)
p−β |Duǫ,δ|

β dµǫ,δ ≤ k(ǫ).

En utilisant l’inégalité de Hölder inversé (avec p/(p − β) et 0 < p/β < 1) et en
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s’inspirant de la preuve du Théorème 5.10 on peut montrer que

‖Duǫ,δ‖
p
(Lp(Ω,dµǫ,δ)N ≤ k(ǫ)2β−p.

On peut extraire une sous-suite Duǫ,δ tel que Duǫ,δ converge faiblement au sens

(3.14) vers zǫ = Duǫ ∈ (Lp(Ω, dµǫ))
N . La suite (|uǫ,δ|

p−2 uǫ,δ) est bornée dans

Lq(Ω, dµǫ,δ). Il existe vǫ ∈ L
q(Ω, dµǫ) tel que |uǫ,δ|

p−2 uǫ,δ converge faiblement au

sens (3.14) vers vǫ.

L’hypothèse (3.17) implique que

∣∣∣∣a(
x

ǫ
,Duǫ,δ)

∣∣∣∣ ≤ c1(1+|Duǫ,δ|)
p−1−α |Duǫ,δ|

α ≤ c1(1+|Duǫ,δ|)
p−1 ≤ 2p−1c1(1+|Duǫ,δ|

p−1)

qui donne que a(x
ǫ
, Duǫ,δ) est bornée dans (Lq(Ω, dµǫ,δ))

N . Il existe une sous-suite

tel que a(x
ǫ
, Duǫ,δ) converge faiblement au sens (3.14) vers aǫ ∈ (Lq(Ω, dµǫ))

N .

Choisissons ϕ ∈ C∞0 (Ω) comme fonction test dans (3.28) et passons à la limite

quand δ → 0 on obtient

∫

Ω

(aǫ, Dϕ)dµǫ +
∫

Ω

vǫϕdµǫ =
∫

Ω

fǫϕdµǫ,∀ϕ ∈ C
∞
0 (Ω).

L’argument de densité donne que aǫ et vǫ satisfaient

∫

Ω

(aǫ, Dϕ)dµǫ +
∫

Ω

vǫϕdµǫ =
∫

Ω

fǫϕdµǫ,

pour tout ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω, dµǫ). Choisissons ϕ = uǫ dans cette égalité donne que

∫

Ω

(aǫ, Duǫ)dµǫ +
∫

Ω

vǫuǫdµǫ =
∫

Ω

fǫuǫdµǫ. (3.32)

De (3.30) on a

lim
δ→0



∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ), Duǫ,δ)dµǫ,δ +

∫

Ω

|uǫ,δ|
p−2 uǫ,δuǫ,δdµǫ,δ


 = lim

δ→0

∫

Ω

fǫ,δuǫ,δdµǫ,δ =
∫

Ω

fǫuǫdµǫ.

(3.33)
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(3.32) et (3.33) nous donne

lim
δ→0



∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ), Duǫ,δ)dµǫ,δ +

∫

Ω

|uǫ,δ|
p−2 uǫ,δuǫ,δdµǫ,δ


 =

∫

Ω

(aǫ, Duǫ)dµǫ+
∫

Ω

vǫuǫdµǫ.

(3.34)

Théorème 3.1 implique que

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ), Duǫ,δ)dµǫ,δ ≥

∫

Ω

(aǫ, Duǫ)dµǫ (3.35)

lim inf
δ→0

∫

Ω

|uǫ,δ|
p−2 uǫ,δuǫ,δdµǫ,δ ≥

∫

Ω

vǫuǫdµǫ (3.36)

De (3.34), (3.35) et (3.36) on voit que

lim
δ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ), Duǫ,δ)dµǫ,δ =

∫

Ω

(aǫ, Duǫ)dµǫ.

lim
δ→0

∫

Ω

|uǫ,δ|
p−2 uǫ,δuǫ,δdµǫ,δ =

∫

Ω

vǫuǫdµǫ.

Théorème 3.1 donne que aǫ = a(
x

ǫ
,Duǫ), vǫ = |uǫ|

p−2 uǫ, Proposition 3.2 que

(uǫ,δ) converge fortement vers uǫ et par Théorème 3.2 (Duǫ,δ) converge fortement

vers Duǫ.

De plus, nous avons uǫ satisfait l’égalité suivante

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), Dw)dµǫ +

∫

Ω

|uǫ|
p−2 uǫwdµǫ =

∫

Ω

fǫwdµǫ, (3.37)

pour tout w ∈ C∞0 (Ω).

L’équation (3.37) admet une solution unique uǫ qui est la limite de la suite mère

uǫ,δ.

Maintenant, on considère le problème

− div(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ)) + |uǫ,δ|

p−2 uǫ,δ = fǫ,δ, (uǫ,δ, Duǫ,δ) ∈ W
1,p
0 (Ω, dµǫ,δ). (3.38)

Nous allons passer à la limite, quand ǫ→ 0, dans le problème (3.38) pour δ > 0
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fixé.

(uǫ,δ, Duǫ,δ) converge quand ǫ→ 0 vers la solution u0,δ du problème

− div(b(Du0,δ)) + µδ(Y ) |u0,δ|
p−2 u0,δ = µδ(Y )f0,δ, u0,δ ∈ W

1,p
0 (Ω), (3.39)

où fǫ,δ →
ǫ→0

f0,δ ∈ L
q(Ω, µδ(Y )dx) et l’opérator homogénéisé b est définit par

b(ξ) =
1

µδ(Y )

∫

Y

a(y, ξ +Dvξ(y))dµδ,

avec vξ ∈ Lp(Ω;W 1,2
♯ (Y ) est la solution du problème périodique :

∫

Y

(a(y, ξ +Dvξ(y)), Dw)dµδ = 0,∀w ∈ C∞per(Y ).

Par définition u0,δ ∈ W
1,p
0 (Ω) est la solution de (3.39) si

∫

Ω

(b(Du0,δ), Dϕ)dx+ µδ(Y )
∫

Ω

|u0,δ|
p−2 u0,δϕdx = µδ(Y )

∫

Ω

f0,δϕdx, ∀ϕ ∈ C
∞
0 (Ω).

Proposition 3.4. On a

lim
δ→0

µδ(Y ) = µ(Y ).

Démonstration. Pour ϕ ∈ C∞0 (Ω) :

lim
ǫ→0


lim

δ→0

∫

Ω

ϕdµǫ,δ


 = lim

ǫ→0

∫

Ω

ϕdµǫ = µ(Y )
∫

Ω

ϕdx,

or,

lim
δ→0


lim

ǫ→0

∫

Ω

ϕdµǫ,δ


 = lim

δ→0
µδ(Y )

∫

Ω

ϕdx.

⇒ lim
δ→0

µδ(Y ) = µ(Y ).

Théorème 3.7. Supposons que a satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).

Soit (Duǫ,δ) une suite bornée dans (Lp(Ω, dµǫ,δ))
N qui converge faibelement vers

zǫ ∈ (Lp(Ω, dµǫ))
N et supposons que a(

x

ǫ
,Duǫ,δ) converge faiblement vers aǫ ∈
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(Lq(Ω, dµǫ))
N . Si

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ), Duǫ,δ)dµǫ,δ =

∫

Ω

(aǫ, zǫ)dµǫ,

alors le diagramme

a(
x

ǫ
,Duǫ,δ) ⇀

δ → 0

a(
x

ǫ
,Duǫ)

ǫ

↓

0

⇃ ⇂

ǫ

↓

0

b(Du0,δ) ⇀

δ → 0

b(Du0)

est commutatif.

Démonstration. D’après Théorème 3.1 il s’ensuit que

aǫ = a(
x

ǫ
, zǫ) pour µ p.p x ∈ Ω.

On a pour tout ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N

lim
δ→0


lim

ǫ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ), ϕ)dµǫ,δ


 = lim

δ→0

∫

Ω

(b(Du0,δ), ϕ)dx.

Puisque zǫ = Duǫ, on obtient :

lim
ǫ→0


lim

δ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ), ϕ)dµǫ,δ


 = lim

ǫ→0

∫

Ω

(aǫ, ϕ)dµǫ.

= lim
ǫ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ), ϕ)dµǫ.

=
∫

Ω

(b(Du0), ϕ)dx.

Théorème 3.8. Supposons que aδ satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).
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Soit (Duǫ,δ) une suite bornée dans (Lp(Ω, dµǫ,δ))
N qui converge fortement vers

zǫ ∈ (Lp(Ω, dµǫ))
N et supposons que aδ(

x

ǫ
,Duǫ,δ) converge faiblement vers aǫ

1 ∈

(Lq(Ω, dµǫ))
N . Alors le diagramme

aδ(
x

ǫ
,Duǫ,δ) ⇀

δ → 0

a0(
x

ǫ
,Duǫ))

ǫ

↓

0

⇃ ⇂

ǫ

↓

0

b(Du0,δ) ⇀

δ → 0

b(Du0)

est commutatif.

Démonstration. D’après Théorème 3.5 il s’ensuit que

aǫ
1 = a0(

x

ǫ
, zǫ) pour µ p.p x ∈ Ω.

On a pour tout ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N

lim
δ→0


lim

ǫ→0

∫

Ω

(aδ(
x

ǫ
,Duǫ,δ), ϕ)dµǫ,δ


 = lim

δ→0

∫

Ω

(b(Du0,δ), ϕ)dx.

Puisque zǫ = Duǫ, on obtient :

lim
ǫ→0


lim

δ→0

∫

Ω

(aδ(
x

ǫ
,Duǫ,δ), ϕ)dµǫ,δ


 = lim

ǫ→0

∫

Ω

(aǫ
1, ϕ)dµǫ.

= lim
ǫ→0

∫

Ω

(a0(
x

ǫ
,Duǫ), ϕ)dµǫ.

=
∫

Ω

(b(Du0), ϕ)dx.

Remarque 3.1. Dans le Théorème 3.7, l’hypothèse

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ), Duǫ,δ)dµǫ,δ =

∫

Ω

(aǫ, zǫ)dµǫ,δ,
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ne peut pas être remplacé par

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(
x

ǫ
,Duǫ,δ), Duǫ,δ)dµǫ,δ ≥

∫

Ω

(aǫ, zǫ)dµǫ,δ,

pour la raison suivante :

0 ≤
∫

Ω

(a(x,Duδ)− a(x, ϕ), Duδ − ϕ)dµǫ,δ,∀ϕ ∈ (C∞0 (Ω))N .

Passons à la limite dans cette inégalité. Son côté gauche contient quatre termes.

Nous avons :

lim
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duǫ,δ), ϕ)dµǫ,δ =
∫

Ω

(aǫ, ϕ)dµǫ.

lim
δ→0

∫

Ω

(a(x, ϕ), ϕ)dµǫ,δ =
∫

Ω

(a(x, ϕ), ϕ)dµǫ.

lim
δ→0

∫

Ω

(a(x, ϕ), Duǫ,δ)dµǫ,δ =
∫

Ω

(a(x, ϕ), zǫ)dµǫ.

lim inf
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duǫ,δ), Duǫ,δ)dµǫ,δ ≥
∫

Ω

(aǫ, zǫ)dµǫ.

Enfin, on obtient :

0 ≤ lim
δ→0

∫

Ω

(a(x,Duǫ,δ)− a(x, ϕ), Duǫ,δ − ϕ)dµǫ,δ ≥
∫

Ω

(aǫ − a(x, ϕ), zǫ − ϕ)dµǫ.
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Résumé : 

Cette thèse porte sur les opérateurs monotones dans la théorie de  

l 'homogénéisation. Les opérateurs introduits peuvent dépendre d'un 

petit paramètre delta. Nous établissons quelques résultats de 

convergence par rapport aux mesures singulières. Notre résultat est 

valable sans utiliser la convergence à deux échelles. Enfin, sous certaines 

hypothèses appropriées, nous montrons la commutativité du 

diagramme correspondant. 

Mots Clés :  

Homogénéisation, opérateurs monotones, mesures, fonctions 

périodiques, jonctions. 

Abstract: 

This thesis deals with monotone operators in the theory of 

homogenization. The operators introduced may depend on a small 

parameter delta.  We establish some convergence results with respect 

to singular measures. Our result is valid without using the two-scale 

convergence. Finally, under some suitable assumptions, we show the 

commutativity of the corresponding diagram.    

Key words :  

Homogenization, monotone operators, measures, periodic functions, 

junctions. 
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