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Notations

Notation Définition

r = (21,29, ..., TN) Elément de RY

r:\x|:\/(x%—|—:c%+~~+x?v) Module de x

du 0 0
Du=Vu= (3;’5;27”"3;v> Gradient de u
Au Laplacien de u
1 1
q Exposent conjugué de p, — 4+ — =1
p q
N
Pt = P Exposent critique de Sobolev
(N —p)
0N Frontiere de €2
supp (u) Support de la fonction u
meas(A) = |A] Mesure de Lebesgue de A ¢ IRY
|- 1l Norme dans I'espace L*(2)

|- llx Norme dans 'espace X



NOTATIONS

Notation
X/
<" > ou (’ )

Définition
Espace dual de X
Crochet de dualité X, X’ / Produit scalaire dans IR"
Mesure de Dirac centrée en zg
Presque partout
Espace des fonctions continues sur €2
Espace des fonctions continues sur €2 a support compact
Espace des fonctions de C*(£2) & support compact
Espace des fonctions indéfiniment dérivable €2
Espace des fonctions de C*°(2) a support compact
Espace dual de C3°(£2), c’est a dire espace des distributions
{u:Q — IR |u mesurable, [,ul’ < oo}, 1 <p< oo
{u: Q — IR | u mesurable 3C tel que |u(z)] < C en
pp. €N}
Espace dual de LP()
Espace de Sobolev, a dérivée jusqu’a l'ordre k
dans LP(Q)
Espace de Sobolev avec trace nulle
Espace dual de W;(Q)
Espace des mesures de Radon dans €2
La moyenne de la fonction h € L'(Q)
{ue Whr(Y)| My(u) =0, et qui ont la méme trace
sur les faces opposées de Y }.

Mesure de Radon

un petit parametre positive qui tend vers 0



Introduction

Dans ce travail on s’intéresse a une méthode d’homogénéisation qui n’est pas
classique et qui fait introduire des notions de convergence de mesures. Cette mé-
thode est introduite pour la premiere fois en 2002 par Chechkin, Jikov, Lukkassen
et Piantniski dans le but de faciliter la modélisation de phénomeénes physiques
couplés. C’est pour cette raison que la méthode utilisée dans ce travail est dite
méthode de jonction. Plusieurs autres méthodes classiques d’homogénéisation
introduites par Cioranescu, Sanchez-Palencia, Murat, Tartar et d’autres mathé-
maticiens ont été utilisées pour résoudre des problemes mathématiques similaires
entre domaines dis encore structures. Cette méthode de jonction a I'avantage de
mieux comprendre le couplage ou jonction de domaines puis de découpler ce qui a
été couplé donc de résoudre le probleme inverse. Dans notre travail, on ne s’inté-
resse pas a résoudre un probleme aux EDP par homogénéisation ni de modéliser
un phénomene physique quelconque ni de résoudre un probléme inverse par une
méthode d’homogénéisation, mais de développer la méthode de jonction pour des
opérateurs monotones non linéaires, chose qui n’a pas été faite. Ce choix n’est

pas pris au hasard mais des problemes physiques 'exigent.

L’homogénéisation est une méthode mathématique utilisée lorsque les pro-
blemes que 'on traite sont posés dans un milieu hétérogene qui présente une
structure périodique. Dans ce type de situation, les dimensions de la période
sont petites par rapport aux dimensions globales du domaine. Ainsi, on définit
€ un petit parametre strictement positif qui représente le rapport de ces deux
dimensions. Ce petit parametre est destiné a tendre vers zéro, ce qui correspond
d’un point de vue pratique au passage du probleme non homogene de départ

au probleme dit « homogénéisé» (c’est-a-dire un probleme posé dans un milieu
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homogene).
Plusieurs méthodes connues, comme la méthode du développement asymp-
totique ou la méthode de convergence multi échelles sont utilisées pour résoudre

ce probleme d’homogénéisation. Ce travail est décrit comme suit :

0.1 Description de la these

0.1.1 Description du chapitre 1

Dans le chapitre 1, intitulé «Opérateurs monotones et homogénéisation », on

se donne le probleme non linéaire suivant :

—div(a(%, Duc)) = f  dans

u. € HY(Q) o

pour tout réel positif € et f € L*(Q2) ou l'opérateur a satisfait les conditions
de Lipschitz-continuité et de monotonicité. Ces dernieres hypotheses nous seront
utiles pour montrer I'existence et 'unicité de la solution de ce genre de problemes.
Ensuite, on essayera de trouver le probleme homogénéisé associé. Pour plus de
détails le lecteur est renvoyé aux références [6, 8, 12, 13, 15, 16].
Rappelons ce qui se passe dans le cas linéaire.
Considérons la fonction : a : R — M™ " ou les coéfficients de la matrice
a(z) = (a;j(x)) pour z € R", satisfont les propriétées suivantes :

— a;; est Y-périodique dans R"™ pour tout 7,5 = 1,2,..n;

— a;; € L>(R™) pour tout i,j =1,2,..n;

— Ja > 0: (a(x)&,€) > alé]? pour p.p z € R et pour tout ¢ € R".

Définissons maintenant la fonction : a.(x) = a(g).
Soit © un ouvert borné de R™ et Y =|0, 1[". Poui e > 0 fixé, on considere le

probleme de Dirichlet suivant :

AU = —div(a(?)Duc) = f dans Q
u. € Hy(Q2)
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ou f € L*(N).
Cherchons la solution de la forme :

ue(z) = up(x, %) + euy (, %) + uy(z, %) + oy (3)

ou les fonctions u;(x,y) sont Y-périodiques par rapport a y pour tout x € €.

x
"macroscopique" et la variable — a I’échelle

€

La variable x correspond a 1’échelle
"microscopique".
L’idée est de remplacer la fonction u, de (2) par son développement posé en (3).

On pose v, = v(z, f) d’out
€

31}6_(81;_’_182))( £>
ox; O0x; €0y x,€ ’

Alors, on peut écrire

A = [ 2Ag + e Ay + Ay, %), (4)
ou .
Ao = —ijglf%(aij(y)f%),
A= —Z;W W) - Zaz((y)(f)
A5 = ‘i,ji:l;@(“”(”fxﬂ'
De (3) et (4), léquation (2) devient :
(Aguo) (z, %) = 0 dans ©, (5)
(Agur + Avuo)(z, %) — 0 dans , (6)

(Agus + Ajuy + Asug)(x, %) = f(z) dans Q. (7)
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z
Puisque u; (x,.) est Y-périodique (Vz € Q), alors la fonction z — w; (z, > et
€n,

. Z A . \

la fonction z — u; (x, ) ont le méme comportement. Dans ce cas on considere
€h

x comme parametre fixé dans les problemes suivants :

(Agug)(z,.) =0 dans Y, @)

uo(z,.) Y — périodique

(Aour)(z,.) = —(Ajuo)(x,.) dans Y,
uy(z,.) Y — périodique

(9)

(Agug)(z,.) = f(x) — (A1ug + Aqug)(x, ) dans Y,

(10)
uy(x,.) Y — périodique

Soit H,;7(Y)) le sous ensemble de H"*(Y") qui contient les fonctions u qui ont
la méme trace sur les faces opposées de Y. On note par Hﬁl ’2(Y) I’ensemble des
fonctions u de HY*(Y') avec la moyenne de u nulle et u a la méme trace sur les
faces opposées de Y.

Lemme 0.1. Soit ' € (H}2(Y))*. Alors le probleme

per

[ (@)Dg, Di)dy = (F)  pour tout v € HZ(Y),

(11)
o€ HA(Y)

admet une solution unique si est seulement si
(F,1) =0. (12)

Appliquons ce Lemme pour les problemes (8), (9) et (10).

Dans [8], 'auteur a démontré les résultats suivants :

uo (z,y) = uo (), (13)
L 3u0 k
uy (2,y) = Z@w (y) + @y (), (14)
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et I’équation homogénéisée est :

_ Z ““a &’Bk = f dans (), (15)

ou le coéfficient homogénéisé est donné par :

- IYlly (am (y) + zn:%' (y) gj (y)) dy. (16)

j=1 J

0.1.2 Description du chapitre 2

Dans le chapitre 2, intitulé «Opérateurs monotones et convergence a deux

échelles », on utilisera la notion de convergence "a deux échelles" au probleme
_ x _
_dw(a(z,DuJ) + uc|? U = f., u. € Wy'(Q),

pour trouver le probleme homogénéisé. Cette convergence a été introduite pour
la premiere fois en 1989 par G. Nguetseng (voir [19]). Il a prouvé que pour toute
suite bornée (u.) dans L?(12), il existe une sous-suite de (u.) et u € L*(Q x Y)

tel que
e—0

lim [ u.(x)p(x, %)dz = //u(x,y)gb(x,y)dydx,

pour ¢(z,y) Y-périodique et assez réguliere. Il a aussi montré que pour une suite

bornée (u.) dans Wh2(Q), il existe u € L*(Q x Y) et u; € L*(Q; WLA(Y)) tel

per

que

ue — u faiblement dans W12(Q),

et
/ (Due(a:), O(x, i)) dr — // (Du(z) + Dyuy(z,y), ®(z,y)) dydz,

pour ¢(x,y) assez réguliere.
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0.1.3 Description du chapitre 3

Dans ce chapitre on s’est inspiré des travaux [16], [28] et aussi de quelques
résultats dans [8], mais sans I'utilisation de la convergence a deux-échelles. On
établit ainsi quelques résultats de convergences dans la théorie de I’homogénéi-
sation en utilisant des opérateurs monotones par rapport a jis comme mesure
et montrant ainsi la commutativité du diagramme comme celui du chapitre pré-
cédent sous certaines hypotheses. Pour cela on considére a comme un opérateur
monotone qui satisfait les hypotheses de continuité et de monotonicité. On trai-
tera deux cas d’opérateurs a(x, Dus) et as(x, Dus).

Au début, on prend une suite bornée Dus € (LP(€2, dus))™ qui serait faiblement

convergente vers Du € (LP(€, du))Y dans le sens suivant

tim [ (Dus, @)dps = [ (Du, @) (17)
Q Q

pour toute fonction test ¢ € (C£°(2))N. Ensuite, si on considére les suites

(a(z, Dug)) et (as(x, Dus)), qu’elles seraient leurs limites lorque ¢ tends vers

07

La plus belle des situations est de préserver le méme sens de convergence que

celui d’une fonction f continue appliquée a une suite (v,,) convergente vers v.

Sous certaines hypotheses, et sans utiliser la convergence a deux-échelles ni la

périodicité de a ni celle de la mesure s, on a pu montrer que

lim [ (a(z, Dus),)dps = /(a(x,Du),gp)du, (18)

6—0
Q Q

pour tout ¢ € (C5°(Q))".

Nos résultats principaux sont introduits dans les deux derniéres sections de

ce chapitre.
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0.2 Préliminaires

Nous allons introduire des notions, des définitions et des théoremes qui nous

seront utiles dans les différents chapitres de cette these.

0.2.1 Rappels sur les mesures
Tribus

Définition 0.1. Une tribu (ou c—algebre) sur un ensemble E est une famille F

de sous ensembles de E tels que :

heF
Ae F= Ae F
(Ap)2, C F= OleAne]-“

Définition 0.2. On appelle espace mesurable tout couple (E, F) formé par un

ensemble E et une tribu F sur E.

Mesures positives
Définition 0.3. Soit F une tribu sur F. On appelle une mesure positive sur

(E, F) une application p : F — IR, telle que

(@) =0
(An)ee, C F disjoints (cad A, N A, =0,Yn #m) = u( OleAn) =Y u(Ay).
n= n=1
Espace mesuré

Un espace mesuré est un triplet (F,F, u) ou :
- IV est un ensemble.
- F est une tribu (ou o—algebre) sur E.

- est une mesure positive sur (E, F).

Tribu Borélienne

On note O 'ensemble des ouverts de IR.
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Définition 0.4. La tribu 0(O) engendrée par O est appelée la tribu borélienne

de IR. On la note B(IR). Ses éléments sont appelés les boréliens.

Définition 0.5. Une mesure borélienne ou (rarement) mesure de Borel est une

mesure positive définie sur la tribu borélienne d’un espace topologique.

Définition 0.6. Une mesure de Borel positive p définie sur Q € IRY est appelé

une mesure de Radon si u(K) < oo pour tout ensemble compact K C €.

Définition 0.7. Soit {2 un ouvert borné de R".
Une famille de mesures de Radon (us)s sur (2, F) converge faiblement vers la

mesure de Radon p sur (€2, F) et on note s o si
€E—r

dyi, /d,VeCQ 19
/quepogug 0(€) (19)

0.2.2 La convergence faible
La convergence faible dans un Banach

Définition 0.8. Soit £ un espace de Banach, E* son dual et (.,.) le crochet de
dualité sur £* x L.
On dit que la suite (z5,), dans £ converge faiblement vers x € E si et seulement

Si:

<$ 7xh> h—>——>&-oo <$ 737) Vit € E ) (20)
et on écrit :
Th, T faib. dans FE. (21)

On dit que la suite (z7), dans E* converge faiblement x vers z* € E* si et

seulement si :

(x},x) e () Vo e E, (22)
et on écrit :
xy, — 2" = faib. dans E". (23)
h—+o00

Théoréme 0.1. Soit £ un espace de Banach, £* son dual. Soient (zy), et (x}),

deux suites de E et de E* respectivement.
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Sixp, — x faib. dans F, alors :
h—+o00

Jk > 0t.q. Vh e N: ||z < k

B 1)
|2l p < Lim inf [l 5
Sioaj, W x* x faib.dans E*, alors :
—+00
Jk>0t.q. Vhe N: |z} <k (25)
a5 < tim inf 5]
h—+o00

Siz, — x (fortement dans F), alors x, — z faib. dans FE.
h h—+o00

—+00

Siz; — a* (fortement dans E*), alors xj — z* x faib. dans E*.
h—s—+00 h—+o00

Siz, — xdans Fetax; — 2z dans E* alors (z},2,) — (2% ).
h—4o00 h—4o00 h—+o00

Définition 0.9 (Espace réflexif). Soit £ un espace de Banach, soit E* son

dual (muni de la norme duale || f|| ;. = sup [(f,x)]).
el

llzll p<1

Soit E** son bidual (muni de la norme ||g|/ ;.. = sup [(g, f)]).
fer*

£ g+ <1
On a une injection canonique J : £ — E** définie comme suit : soit x € E fixé,

l'application f — (f,x) de E* dans R constitue une forme linéaire continue sur
E*ie.

un élément de E** noté Jx. On a donc

(Jo, fYg=p- = (f,x)prr Vrx € E, YfeFE"

Il est clair que J est linéaire et J est une isométrie i.e. ||Jz| 5. = ||z||5 pour
tout x € E;
en effet

17|

g = sup [(Jz, )l = sup [(f,z)] =|z] g
ferx feE*

llgs<1 £l gx <1

Lorsque J est surjective on dit que E est réflexif.

Définition 0.10 (Espace séparable). On dit qu'un espace de Banach E' est

séparable s’il existe un ensemble au plus dénombrable qui est dense dans F.
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Théoréme 0.2. Soit £ un espace de Banach réflexif et soit (), une suite
bornée dans F,

alors il existe une sous suite <xa(h)) de (zp,), et z € E tel.que.
Tony, .7 faib. dans E. (26)
—+00
Si chaque sous suite converge faiblement vers la méme limite z, alors :

xr, — x faib. dans F. (27)

h—400

0.2.3 Les espaces L*

Définition 0.11. Soit {2 un ouvert de R".
i) Soit 1 < p < +o0. On note par LP(£2; R™) 'ensemble des fonctions mesurables
f:Q — R" tel que

1/p
Py = ([ 7@ dr) " < oo (28)

||-||LP(Q;Rn) est une norme sur LP(Q;R").
ii) Si p = 400, on note par L>(£2;R") 'ensemble des fonctions mesurables f :

Q — R” tel que
/1l ooy = Inf{ev = [ f(2)] < a p.p 2 e Q} < +oo.

Al 7 oo ro.mny €8t une norme sur L (€2; R™).
Lo° (Q;R™)

iii) L (;R™) = {f / f € LP(Y;R") pour tout ensemble ouvert borné € avec Q' C Q} :

loc

Remarque 0.1. a) Soit 1 < p < 4+00. On désigne par ¢ le conjugué de p cad :
1 1
-+ -=1

P q
b) Soit 1 < p < +o0. Alors l'espace dual de LP(Q; R™) est LI(2; R™).

Théoréme 0.3 (Inégalité de Holder). Soient f € LP(Q;R™) et g € LI(Q;R™)
avec 1 < p < +o0.
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Alors (f,g) € L'(;R") et

L1 @, 9@l de < 11 gz - 190 oz (29)
La convergence faible dans les espaces L”

La notion de convergence faible dans L? (€2; R™) devient donc comme suit :

e Sil<p<+oo,alors f, j f faib. dans LP (;R™) si :

/Q (i () g (@) do = / Ndr Yge LT(QRY).  (30)

e Si p=+o00, alors fj e f * faib.dans L* (Q2;R") si
1 n
/Q(fh () .9 (z))dx h_>+oo/ ))dx Yge L' (Q;R"),  (31)

Théoréme 0.4. L’espace LP (2;R"™) est reflexif pour 1 < p < 4o00. De plus
L? (€; R™) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire définit par :

(1910 = [ (F (2), 9 () da (32)

Q

0.2.4 Les espaces de Sobolev

Définition 0.12. Soit 2 un ouvert de R" et 1 < p < +o00. L’espace de Sobolev
WhP(Q) est définie par :

WhP(Q) = {u € LP(Q) : Du € LP(Q;R™)}, (33)
ou Ou ou

0xy Oxy 8xn)

de la fonction réelle w.

ou Du = ( représente la 1°7¢ dérivée au sens des distributions

On définit dans cet espace la norme suivante :

||u||W17P(Q) = ||uHLP(Q) + HDUHLP(Q;R”) ’ (34)
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ou parfois une norme équivalente :

1/p .
llyroy = (Il + 1Dl gme) * (5i1<p<+00).  (35)

Définition 0.13. Soit 1 < p < 4o00. L’espace W,7(Q) est définie comme la
fermeture de Cg°(€2) dans W1»(Q).

1 1
Lespace dual de Wy P(Q) est noté par W=14(Q) avec — + — = 1.
P q

Remarque 0.2. Si p = 2, 'espace W?(Q) est noté par H*(Q2) ou bien H' ().
Méme chose pour W, ?(Q); on le note par Hy?(€2) ou bien H}(Q).

Proposition 0.1. i) L’espace W'P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p <
+00.

ii) L’espace WP(Q) est un espace réflexif pour 1 < p < +oo.

iii) L’espace WP(Q) est un espace séparable pour 1 < p < +o0.

iv) L’espace W,7(£) est un espace de Banach séparable; il est de plus réflexif
pour 1 < p < +00.

v) Les espaces H'(Q) et H}(Q2) sont des espaces de Hilbert muni du produit

scalaire suivant :
ou Ov
ey = (0 + 3 (o) 36)

Théoréme 0.5 (Inégalité de Poincaré). Soit €2 un ouvert borné et soit 1 <
p < 400.

Alors il existe une constante k > 0 tel que
19
[ull Loy < K 1Dl oy, Vi € Wo" ().

Remarque 0.3. A partir du théoréme 1.5, on conclut que || Dul|,q.pn) st une
1, , . , R

norme sur Wy () notée par [l yy;1.0() i est équivalente a la norme ([t 5(q)-

Théoréme des injections

Théoréme 0.6 (’injection compacte). Soit {2 un ouvert borné de R" tel que

0%} est Lipschitzienne.
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e Sil<p<mn,alors:
1 np C . np
Whr(Q) C L1(Q) Vq € ll, 1 avec injection compacte pour g € [1, [
n—p

e Sip=mn,alors :
WP (Q) € L(2) Vg € [1, +o0[ et Pinjection est compacte.
e Sip>n, alors :

wlr(Q)cC (ﬁ) avec injection compacte.

Remarque 0.4. L’injection compacte permet de passer de la convergence faible

a la convergence forte comme suit :
Soit u, — u faib. dans W2 (Q).

np
n—op

e Si 1 <p < n,alors usp) — u fortement dans L7 () avec 1 < ¢ <
e Si p=mn, alors u,p) — v fortement dans L7 (Q) avec 1 < g < 4o00.

e Si p > n, alors us) — v fortement dans L™ ().

0.2.5 Fonctions périodiques rapidement oscillantes

Nous introduisons une classe de fonctions périodiques oscillantes, qui jouent
un role essentiel dans la théorie de I’homogénéisation. En particulier, on considere

les fonctions de la forme :

ou a est une fonction périodique et € un parametre positif qui prend ses valeurs
dans une suite qui tend vers 0.

Définition 0.14. Soit Y un "intervalle" de R™ définie par : Y =0, ;[ x |0, lo[ X
. X ]0,1,[ ou ly,ls, ..., 1, sont des nombres positifs donnés. On désignera par Y’
la période de référence. Soit f une fonction définie p.p x € R". La fonction f est

dite Y-périodique ssi :
flz+ klie;)) = f(x) ppxeR" YkeZ, Vie {1,2,...,n},

ot {e;}] est la base canonique de R™.

Remarque 0.5. Si a est Y-périodique alors a. est eY-périodique ou €Y =

]O, dl[ X ..o X ]O,Eln[.
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Définition 0.15. Soit © un ouvert borné de R” et f € L'(Q). La valeur moyenne

de f sur §2 est le nombre réel donné par :

Ma(f) = 15 [, F )

Théoréme 0.7. Soit 1 < p < +oo et f est Y-périodique dans LP(12).
Soit fe(x) = f(%) p.pr e R™

e Si p < +oco alors on a :

£ |Y|/f y)dy dans LP(w),

e—0

pour tout sous ensemble w borné de R™.

e Si p = +o0, alors

e—0

SN f(y)dy dans L>=(R").
|Y|/

Démonstration. Voir [7]. O

0.2.6 Extension des fonctions périodiques

Dans cette partie, on établira le prolongement des fonctions périodiques (voir

8])-

Soit Y =0, 1[" le cube unité ouvert dans R" et 1 < p < 4o0.

Définition 0.16. Wﬁl’p (V) est Pespace des fonctions u € W'(Y), tel que

My (u) =0, et qui ont la méme trace sur les faces opposées de Y.
Remarque 0.6. Dans le cas ou p = 2, Wﬁl’Q(Y) est noté par H; (Y).

Lemme 0.2. Soit f € W, 1”’(Y). Alors f peut étre prolongée par périodicité en
un élément de WLP(R™).

Lemme 0.3. Soit g € LY(Y;R") tel que / (9, Dv)dy =0 Yv € Wﬁl’p(Y). Alors
g peut étre prolongée par périodicité en un élément de L (R™;R™), qu'on note

g tel que —divg = 0 dans D'(R").
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Lemme 0.4 (Lemme de compacité par compensation). Soit 1 < p < +oo. Soit
(ue)e une suite qui converge faiblement vers u dans W1P(Q), et soit (g, ). une suite
dans L7(€2; R™) qui converge faiblement vers g dans L?(2; R") quand € — 0.

De plus supposons que (—divg,). converge fortement vers —divg dans W—14(0)

quand € — 0. Alors
/Q(gg,Due)god:E 2 /Q(g,Du)goda:, Vo € Cg°(92).
Démonstration. 11 suffit de voir que

/Q(ge, Du.)pdr = (—divg., ucp) — /Que(ge, Dy)dx, Yy e C5°(0).

0.2.7 Théoréme d’existence

Définition 0.17 (Forme linéaire). Soit f : E — R. On dit que f est une forme

linéaire sur F si est seulement si :
Vu,v € E,Ya, B € R:  flau+ pv) =af (u)+ Sf (v). (37)

Définition 0.18 (Forme bilinéaire). Soit a : £ x E — R. On dit que a est

une forme bilinéaire sur E si pour tout u € E fixé, les applications suivantes :

a(u,.):veEE—a(uv)€R, (38)
a(,u):veE—a(vu)eR,

sont linéaires.

Rappellons que si a est une forme bilinéaire continue sur F, alors dc > 0 tel que

la(u,v)| < cllullg vl Yu,veE. (39)

Définition 0.19 (Forme bilinéaire coercive). Soit V' un espace de Hilbert et
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a une forme bilinéaire sur V. a est coercive sur V' si da > 0 tel que

au,u) > alul? YueV.

(40)

Théoréme 0.8 (Lax—Milgram). Soit a une forme bilinéaire continue et coer-

cive sur 'espace de Hilbert V. Alors pour tout élément f de V*, il existe un

unique élément v dans E qui vérifie :

a(u,v) = ((f,v)), YoeV.

De plus on a :

1
< = .,
Jully < < 11l
ol « est donnée dans (40).

Démonstration. Voir [20].

Définition 0.20. Soit £ un espace de Banach et E* son dual.

Soit A: D(A) C E — E* un opérateur.

1- On dit que A est monotone si

<AU1 — AUQ,Ul — u2) >0 Vul,uz S D(A)

2- On dit que A est strictement monotone si

Vuy,ug € D(A) : (Aug — Aug,uyp — ug) = 0 = uy = us.

3- On dit que A est maximal monotone si

V]z,y| € Ex E* tel que (y — Au,z —u) >0 Yu € D(A) = y = Ax.

4- On dit que A est hémicontinu si

A (u+tv) e Au faiblement dans E* Vu € D(A) et v € E tel que u+tv € D(A)

pour 0 <t < 1.
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Théoréme 0.9. Soit £ un espace de Banach séparable et soit A : E — E*(i.e
D(A) = E) un opérateur monotone et hémicontinu.

Alors A est maximal monotone. En plus, si E est réfexif et A est coercif, i.e.

A
im 7< Uy U) = +00,
lullg=oo  |ull g

alors R(A) = E*.

Démonstration. Voir [11]. O






Chapitre 1

Opérateurs monotones et

homogénéisation

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on parlera de la théorie de 'homogénéisation concernant
les opérateurs monotones non linéaires (voir [8]).

Avant d’aborder le cas non linéaire, rappellons I'exemple suivant du cas linéaire.

Exemple 1.1. Soit Q = |dy, ds[ C R, on consideére le probléme linéaire suivant :

4 (aﬁ(x)due> = f dans

dx dx
ue(dy) = ue(dy) =0

(1.1)

ou

fer?(Q)
O<a<al(zr)<pf<+o0 ppze

ac(x) = a(f) ou a est ly-périodique
€

a € L>®(0,l;) et e un parametre positif

La formulation variationnelle nous donne :

du, dv
Cdr = HY (O
/Qae(:n) o d:cdx /vadx Vv € Hy (2)
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Posons : s d
u dv
a(u,v) /Qae(x)d—%d:p
L(v) = [ fudx
Q

Le probleme initial est équivalent a

trouver u € H} () tel que
a(u,v) = L(v) Yv e HL ()

On veut appliquer le théoreme de Lax-Milgram pour déduire I'existence et 1'uni-
cité de la solution du probleme (1.1). Pour cela il faut vérifier les conditions
suivantes :

1-la coercivité de a :

dud
a(u,u) = /Qae(a:)ﬁﬁdx Yu € Hy (Q)

du’ ) )

2-la continuité de a :

du dv
< — H (O
la(u,v)] < /Qag(x)dxdx dr  Yu,v € H, ()
dul|dv
< P P
= 6/9 dz|[dz| &
< Bllullgyo vl i) -
3-la continuité de L :
L@ < [ Iflllde o e H (@)
< Hf||L2(Q) ||U||L2(Q)
< Q) [1f 1l 2@ 1ol o)
<

C||U||H01(Q)-

Conclusion : le probleme (1.1) admet une solution unique et on a l'estimation
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suivante :

c(Q)

«

HUeHHg(Q) < Hf”L?(Q) :

Ceci veut dire que la suite (u). est bornée.
Puisque 'espace Hg () est réflexif alors on peut en extaire une sous suite notée

encore (u.). tel que

ue — ug dans Hy(Q).

e—0
du
O D€ = a(v)——.
n pose : £ = a.(r) o
d €
= — 3 = f dans Q.
dx
En plus
dUE 2 2 C(Q) 2 2
& lz2 < 8 = 67 Jlu, £52< i
1€/ 220 7 el o) ol B FA VT
dge ||” )
.
L2(Q)
ce qui implique que
2
d&e
56 2 _ 66 2 + ||
S e L

VAN

(52 () 1) 110

= 1€ 10y < K-

Ceci veut dire que la suite (£°). est bornée. Puisque l'espace H' (Q) est réflexif

alors on peut en extaire une sous suite notée encore (£°), tel que

e _ ¢0 1
13 Hof dans H*(Q).
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En utilisant le Théoréme 0.6, on aboutit a
€ 0 2
£ 6:>0£ dans L*(Q)

Enfin, on déduit que

;655 — Mo (i) €% dans L*(9).
Or
Cj;;e = alfe = Mo (i) €0 = Ci;f; dans L*(Q)
= ¢ = 11?0
Mo (5) ™

Finalement, le probleme homogénéisé est donné par :

1.2 Position du probléeme

Soit 2 C R™ un ouvert borné et Y =]0,1[" le cube unité ouvert dans R™.

Considérons 'opérateur non linéaire suivant :

A(u) := —div(a(%, Du)) ,Vu € Hj (),

ou a(x,.) est Y-périodique satisfaisant les propriétés suivantes :

1/-a: R" xR* — R™ tel que : V¢ € R", a(.,§) est Lebesgue-mesurable et
Y -périodique.

2/- (a(z,&1) — a(x, &), 6 — &) > alé — 52’2 p-p z € R" et V&, & € R™
3/-la(z, &) — a(w, &) < Bl& — &f pp v € R™ et V&, & € R™

4/- a(z,0) =0 p.p x € R™.

Remarque 1.1. Si a satisfait ces conditions, on dit que a € Ny.



1.2. POSITION DU PROBLEME 25

Etant donné a € Ny, alors pour tout réel positif e et f € L*(Q2) , considérons

le probleme suivant :

—div(a(?, Du.)) = f  dans (1.2)
u. € Hj ()

Le probleme devient comme suit :
Trouver u. € Hy(Q) =FE | Au.=f:

(Auq, v) = / (a(%, Du), Dv)dz (1.3)

0 €

et

(f,v) = /vadx Yo € HY(Q). (1.4)

Lemme 1.1. L’opérateur A de E¥ dans E* est hemicontinu, monotone et coercif.

Démonstration. i) Montrons d’abord que

Awe H Q) Yw € Hy(Q).

[(A“w,v)| = Yw € H&(Q)

/Q(a(g, Dw), Dv)dx

< /(a(E,Dw),DU) dx
ol e

< /a(x,Dw)‘\Dv\dx
al ‘e

< 4 [ |Dul D] do

0
< Bllwllglvlg
< Blillvllg,

d’ou

Aw e HY(Q) = B
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ii) Montrons que A€ est hémicontinu. Pour cela calculons la quantité suivante :

[(A(u + kv) — AU, 2) e | = ‘/ (a(g,Du + kDv) — a(f, Du), Dz)dx| Yz € Hy(Q)
Q€ €
< / (a(E,Du + kDv) — a(x,Du)‘ |Dz| dx
Q € €
< 5k/ \Dv|.|Dz| dx — 0.
9] k—0
iii) Montrons que A€ est monotone :
x x
(AU — Avyu — ) grp = / (a(=, Du) — a(—, Dv), Du — Dv)dx
o € €
> a/ |Du — Du|? dx
Q
> 0 Vu,ve DAY = Hy?(Q).
De plus, A€ est strictement monotone car :
Yu,v € D(A) : (Au — A, u —v)grp = 0= u=.
iv) Montrons que A est coercif :
(Auu)grp = /(a(f,pu),pu)dx Yue HY(Q) = E
Q €
> o [ |Duf’dr = allul}
Q
A€ *
m (Au, u) g g — +oo.
lullp=teolufl g
O

Conclusion : L’opérateur A¢ de H}(Q2) dans H () est hémicontinu, mo-
notone et coercif. En plus, H}(Q2) est un espace de Banach séparable et réflexif.
En appliquant le Théoréme 0.9, on déduit que R(A) = H~1(Q) c’est a dire que
A€ est surjectif.

Sachant que A€ est injectif, alors le probleme (1.2) admet une solution unique.
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1.3 Le probleme homogénéisé

Théoréme 1.1. Soit a € Ny, et soit (e,), une suite de réels positifs qui tend
vers zéro quand h — 400 .

Supposons que f, =, f fortement dans H~1(Q).

Soit (ue)e la solution du probleme (1.2). Alors

. 1
Ue = U dans H,(2) (1.5)
a(%, Du,) = b(Du,) dans L*(Q;R") (1.6)

ol u, est I'unique solution du probléme homogénéisé

—div(b(Duy)) = f dans

v (1.7)

L’opérateur b est définit comme suit :
b:R" — R"

=4O = [aly.¢+Duf(y)dy  (18)

ol w¢ est 1'unique solution du probléme local suivant :

| (aly. & + Duf (), Doly))dy = 0 Yo € HY(Y)

(1.9)
wt € Hy(Y)

Proposition 1.1. L’opérateur b satisfait les propriétées suivantes :
i) b est monotone

ii) il existe une constante v > 0 tel que :
b(&1) = b(&) < v[& — & V&, & €R™
iii) 6(0) = 0.

Démonstration. Soient &, & € R™. Par définition de 'opérateur b, il existe w €
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H,(Y) pour i = 1,2 tel que :

| (aly, & + Dus(u), Do(y))dy = 0 Vo € Hy(Y)
&) = [ aly, & + Du(y)dy

i) Montrons que b est monotone : Soient &, & € R™.

(b(&) = ().~ &) = ([ aly.& + D))y — [ aly. &+ Du(y))dy, & - &)
= [ aly.& + Dot () — aly, & + Du (9),& — &2)dy
= [ (aly.& + Dt (1) — aly, & + Du (1), (& + Duf'(y))
~(&+ Duf(y))dy - [ (aly & + Dut'(y))

—a(y, & + Du(y)), Du® (y)dy + [ (aly, & + Dut' ()
—a(y, & + Dw®(y)), Dw®(y))dy

Oé/y ‘(51 + Du(y)) — (& + Dw® (y))’z dy > 0.

v

ii) Soient &;,& € R™:

2

|b(§1) - 5(52)‘2 =

[aty, & + Du ()dy — [aly, & + Du® (y)dy
Y Y

< ( [ a6+ D () = aly, & + D (y)) czy)

2
< (ﬂ/ & + Dutt(y) — & — Du®(y)| dy)
Y

IN

B (/ ‘51 + Duw (y) — & — Dw&(y)fdy>

d
(& + Du(y)))dy)

Zhen) — bl - &
" o0~ bt — ol

IN

(aly,& + Dut () — aly, & + Dw®(y)), (& + Dw (y))

=S~

IN

62

IN
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d’ou
62
[b(&1) — b(&)| < o & — & V&, &L eR™
iii) b(0) = 0 car a(z,0) =0 p.p x € R™. O
Démonstration du Théoréme 1.1. On va procéder comme suit :
Etape 1
D’apres ce qui précede, le probleme (1.2) admet une solution unique.
Etape 2 (Estimation da priori!)
La formulation variationnelle du probleme (1.2) est donnée par :
[ (a(%, Dug), Du)dz = (o v)per W € HY(Q).
Q €
en prenant v = u,, on obtient :
2 2 €T
alucly = o [ 1Dufdr < [ (a(%, Dud, Dude = (feud ey < el -l

= [lucllg < e.

Posons : £€ = a(z Du,)

)
€

2

* dx

a(—, Du)
€

€12
1€ ||L2(Q;R”) - /Q

=,

< 62/Q|Du5|2dx <C.

Xz

dx

a(%, Du,) — a(*,0)

™
€

Conclusion : On peut extaire deux sous suite de (uc) et de (£, qu’on note

encore par (u.). et (), tels que :

uc — 4 dans H} ()

e—0
e ¢ 2(0). O
13 e—>0§ dans L7(€2;R")

avec ¢ satisfaisant :

— dz’vé = f dans ()

(1.10)

(1.11)

(1.12)
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Si nous montrons que é = b(Da) p.p x € Q alors par unicité de la solution du
probléeme (1.7) nous concluons que @ = w,.
Etape 3

Maintenant, tout revient a montrer que

A

E=b(Du) ppxzef

Pour cela, définissons une suite de fonctions w” € H'(Q), Y-périodiques, comme
suit :

Pour 77 € R, considérons la solution w” € Hj(Y) du probleme (1.9).

Notons encore par w” son extension Y-périodique a tout R", et d’apres le Lemme

0.2, nous pouvons prouver que w” € H. (R") et que

/ (a(w,n + Dw"(z)), Dv(z))dz = 0 Yo € C(R") (voir Lemme 0.3) (1.13)
Soit :
w!(z) = (n,z) + ew"(f) p.p x € R™ (1.14)

Dw!(x) =n+ Dw"(f) p.px € R"
€

x
Puisque w" est Y-périodique, alors w(—) = My (w").
€’ e

donc

d’ou le résultat suivant :
w? — (n,xz) dans H'(). (1.15)
e—0
Calculons maintenant la quantité suivante :

ow" 1 own
oW d:/ PO s | dyrdys...dyse 1 diss...dyn.
v Oyr (y)dy Q1) ( o Oun (y) yk) Y1ayY2...dYg—10Yk+1---AY
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Le fait que w" € H'ﬁ1 (Y) permet de déduire que

1

0 ay ( )dyk = wn(ylv"'7yk—1717yk+17"'7yn) _wn(yl>-"7yk—170;yk+1;'-'7yn) =0
k
19 77
— / ad dyk =0.
8?%
N / 8w77
ayk

Soit ¥ € L2(Q;R™) cad ¥ = (Y1, 9, ..., ¥y) [ p € L*(Q) pour 1 < k < n.

fyour (2) v tante =3 [ G2t 2,3 [ ([ Gtay) o) oo,

= Dw!(x) —n = Dw" (I) — 0 faiblement dans L?(2;R™).
€

e—0
= Dw! =7 faiblement dans L*(; R™).
e—
Finalement, le faite que a(.,.)(%) est Y-périodique, on déduit que :

1

K = 2(0). RN
T ] Jy Ay Du"())dy = bly) dams L(Q:RY).

a( =, Du(2)) = al-.n+-Du())(5) =
Puisque a est monotone, on a :
(@, Du@))=a(Z, Dul(x)). Dud(e) = Dwi(a))pla)dz 2 0 Vip € G¥(Q), ¢ 2 0.

Posons :

Ulz) = ue(zr)—w!(z) " i(z) — (n,x) = U(x) dans H'(Q)
Gelw) = a(Z, Due)) = a7, Dul(x)) = &) ~ bln) = G(x) dans L R").

—divo(Gl(x)) = —div(a(=, Du,(x))) - div(a(~, Du())
Or
- div(a(%, Du.(x))) = fe e f = —divé dans H'(Q) (1.16)
et
—div(a ( ,Dw!(z))) =0 — 0= —div(b(n)) dans H () (1.17)

e—0
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(1.16) et (1.17) = —divGe = —divG dans HH(Q). (1.18)

Puisque Les hypotheses du Lemme de compacité par compensation sont vérifiées,

nous obtenons apres passage a la limite quand ¢ — 0
L (€@) = bn), D) = yp(a)de 2 0 Vip € G¥(@), o 2 0.
Par conséquent :
¥ € R": (£(x) —b(n), Di(x) —n) >0 p.pz e

En particulier pour (7,,) C E = R" = (£(2)—b(1), Di(x) =) >0 ppz € Q

et Vm € N. Enfin, puisque b est continu, nous obtenons :
(£(x) —b(n), Da(z) —n) >0 p.pa€Qet VneR"
Finalement, le fait que b est un opérateur maximal monotone, on déduit que :

£(z) = b(Da(z)) ppax e Q.

Proposition 1.2. L'opérateur b : R" — R™ définie par (1.8) satisfait la propriété
suivante :

(b(&1) —b(&a), & — &) > a & — &P V&L, & € R

Démonstration. Soit & € R™ pour ¢ = 1, 2.
Pour i = 1,2, considérons (w) € HY(Q) / wé(z) = (&, 1) + ew&(g).
€

D’apres ce qui précede, on a :

IS . 1
wet = (&,x) dans H'(Q)
Duws — & dans L*(Q;R")

e—0

(y,& + Dw®(y))dy = b(&;) dans L*(Q;R™)

—o Y| I
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Puisque a est monotone, on a : Vo € C§°(2); ¢ > 0

€

[ (@ Dug (@) = a(%, Du (@), D (2) = D (2)g(x)dz >

oz/Q ’Dwfl(a:) — Du® (x)‘2 o(x)dx

Quand ¢ — 0 et apres avoir appliqué le Lemme de compacité par compensation,

nous obtenons :

6 ~b(6). -E2)(a)dz > alim | [Duf (@) — Du(a)[ s(a)de Vo € CF(Q): 0> 0,

Posons :

Ve(z) = (Duf(z) - Duwf(z))p(x) pour p € C(Q) / [o]* = .
= U, e L*(R"Y).

En plus on a :

Ve(z) = (Dwf () — Dwd(2))p(x) — V(@) = (& — &)P(r) dans L* (4 R").

e—0

Maintenant il suffit d’utiliser le Théoreme 0.1 pour obtenir :

/Q (b(E1) — b(&s), &1 — E)d(x)dr > alim /Q Dt (z) — Du (o) $(a)da

e—0

o [ I6 - &f dla)da.

v

Il résulte que

(b(&1) — b(&). & — &)d(z) > alé — &l ¢(x) ppzcR"

d’ou

(B(&1) = b(&), & — &) > alé — &f? VL& e R™.






Chapitre 2

Opérateurs monotones et

convergence a deux échelles

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats de convergence a deux
échelles. Pour plus de détails voir [15]. Dans la suite, on utilisera cette notion

pour déterminer le probleme homogénéisé du probleme
: X p=2_ _ Lp
—div(a(—, Due)) + |ue|” " ue = fe, ue € Wy't(Q).
€

Soient {2 un ouvert borné de R™ et Y le cube unité de R™. Notons par C,,(Y) I'en-
semble des fonctions Y -périodiques, continues et définies sur R, et L (Q; Cper-(Y))

I'espace des fonctions f : 2 — Cpe(Y') qui sont mesurables et vérifiant :
J 1@l . ) d < +o0.
Q

Toute fonction f dans L' (Q; Cper(Y')) peut étre identifiée & une fonction f(z,y)
définit sur Q x R"™ par f(z,y) = f(z)(y).

Nous avons les caractérisations suivantes des fonctions dans L' (€2; C.,(Y)) :
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Théoréme 2.1. Soit f(z,y) € L' (;Cper(Y)). Alors f(z, %) est une fonction

mesurable sur 2 tel que :

T
T, — < x, , = /su x,y)| dx,
12,y <M M0 = [ 1500

et

tim [ /(e D)dw = [ [ f(z,y)dyda.
Q QY

Théoréme 2.2. Soit B,(2,Y), 1 < p < +oo, 'ensemble des espaces LP (€2; Cpe,(Y')),
Lr., (Y C’(Q)), C(Q; Cher(Y)), alors B,(€2,Y) a les propriétés suivantes :
— B,(€,Y) est un espace de Banach séparable.
— B,(,Y) est dense dans LP(2 x Y).
~ Si f(x,y) € By(2,Y) alors f(x,%) est une fonction mesurable sur €2 tel

que :

e

\ < £ @)l 0y
LP(Q)

— Pour toute fonction f(x,y) € B,(2,Y) on a :
I ) o =  dyd
g [ (2. ) do = [ [ 1f (@)l dyd.
0 QY

2.2 La convergence a deux échelles

1 1
Soit p,g e Rtel que l <p< +ocet —+—=1.
P q

Définition 2.1. Soit (e5), une suite réelle positive qui tend vers 0 quand h — oo,
et soit (u.), une suite de fonctions dans LP(€2).
On dit que (u.), converge a deux échelles faiblement vers v € L? (2 x Y) (u, 2 )

/ue(x)qﬁ( e =)dzx = // w(z,y)op(z,y)dyds , Yo € L1 (Q; Cper(Y)) .

Remarque 2.1. La limite a deux échelles est unique, en effet : Supposons que

(ue), est une suite dans LP(€2) qui converge a deux échelles faiblement vers u et
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veLP(QXY), avec u # v. Alors :

/ug(w) x—dw—>// u(z,y)o(x, y)dydx,

Q

et
/ue(:v) dx—>// v(x,y)o(z, y)dydz,
Q

et ceci Vo € L (€2; Cpe, (Y)). D’aprés les deux dérnieres limites on a donc
// z,y)) ¢z, y)dydr = 0,
d’ou on conclut que :
u(z,y) = v(z,y) presque partout.

Théoréme 2.3. Si (u.), converge fortement vers u dans LP(2), alors (u.),

converge a deux échelles faiblement vers ui(x,y) = u(z).
Démonstration. Soit ¢ € L9 (€2; Cper(Y')),

Juda)ote, Dz = [ [ur@.y)oe,y)dyde
QY

= /( x—dm—//ulxy xydydx—l—/ x—dm—/u(m)¢(m,£)da¢

Q
x
< |[ @) = w(@)] oz, % )da + / u@)é(e, D)z ~ [ [ui(z,y)oe,y)dyds
Q QY
x
< lue = ull oy || ¢z =) + /u dw—//ul(w,y)é(x,y)dydw :
€ I1L9(Q)
Q QY
D’aprés le Théoreme 2.2, on conclut que H¢ ) Lo(@) est bornée, car ¢ €

L9 (25 Cperr(Y)). Par suite on a :

xz
] Y CEX0T mers (21)
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et comme (u.) converge vers u dans LP(2), alors on a :
e = ull 1oy — O (2.2)

Donc d’aprés (2.1) et (2.2) on a :

T

(ZE,*)

€

— 0.
La()

e — UHLP(Q)
D’autre part si on pose :
f(z,y) = u(z) ¢z, y),

alors on voit bien que f (z,y) € L' (Q; Cper(Y')). En utilisant le Théoréme 2.1 on

conclut que :

— 0.

/ dx - //ul(x,y)qﬁ(x,y)dydx

Q

On conclut alors que (u.) converge a deux échelles faiblement vers wu;(z,y) =

u(z). O

Théoréme 2.4. Soit (u.),
faiblement vers v € LP (2 x Y'). Alors :

une suite dans LP(£2) qui converge a deux échelles

u. — v faib. dans LP(Q) tel que v(x) = /u(x,y)dy,
1%

de plus, (u), est bornée.

Démonstration. Par hypothese, (u.). est une suite dans LP(2) qui converge a

deux échelles faiblement vers u € LP (2 x Y'), c’est-a-dire :

/ue(:c)qﬁ(a: E )dx =, // u(z,y)o(x,y)dyde, Vo € L1 (Q; Cper(Y)),

Q
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donc en particulier pour ¢ indépendante de y. On a donc
/u6 dx—>// u(z,y)o dyd:p—/gb {/ xy)dy]dx—/gb
Q Y

Et puisque toute fonction dans L4(2) peut étre identifiée avec une fonction ¢ €

L7 (€2 Cper(Y)) qui est indépendante de y, alors on conclut que :
ue — v faib. dans LP(Q) tel que v(z) = /u(m,y)dy.
Y

De plus on sait que toute suite qui converge faiblement est une suite bornée, ceci

implique que (u.), est bornée. ]

Théoréme 2.5. De toute suite bornée (u.), de LP(€2) on peut en extraire une

sous suite qui converge a deux échelles faiblement vers v € LP (2 x Y).

Démonstration. Soit ¢ € L9 (€2; Cper(Y)). En utilisant I'inégalité de Holder et le

Théoréme 2.2 on obtient :

‘/ue(x)¢(x, %)dz

Ceci signifie que tout élément u, peut étre identifié avec un élément U, dans

espace dual (L7 (2; Cpe,(Y)))', c'est-a-dire :

2.3)

T
< — <
= HueHLp(Q) (z, E)Hm(m cllo(z, y)HLq (Cper (Y ))(

T
Uesd) = [u@)la, Z)da. (2.4)
Q
La suite (U,), est bornée dans (L7 (Q; Cper(Y)))', en effet d’aprés (2.3) on a :

|Uell = sup [(Ue, )| = sup
lloll=1 llo]|=1

/ (2)o(a, % )da

<ec.

Et comme L7 (£2; Cp,(Y)) est un espace de Banach sépararable, alors il existe
une sous suite qu’on note toujours par (U,) et il existe U € (L9 (€ Cper(Y)))" tel
que

U.— U faib. x dans (L (Q; Cher(Y)))', (2.5)
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c’est-a-dire :

Ju@ole, Dydz = (U, ¢) > (U,6) V6 € L9 (2 Cpur(Y)).  (26)

Q

Pour que le théoreme soit verifié il faut monter que U est de la forme :
W,0) = [ [ule, (e, y)dyda.
QY

D’aprés (2.3) on a :
x
Qﬁ(l‘, 7)

€

[(Ue, @) < c

(2.7)

La(Q)
En tenant compte de (2.6) et en utilisant le Théoréme 2.2, on obtient en passant

a la limite dans (2.7) :

(U 0)] < cllollpaauyy VO € LT (2 Cper(Y)) -

Puisque L (2; Cpe,(Y')) est dense dans L7 (€2 x Y'), alors pour toute ¢ € L (Q2 x Y)
il existe une suite (¢y), dans L9 (2; Cpe, (Y)) tel que ¢, — ¢ dans L7 (Q2 x Y).
Ceci veut dire qu’on peut définir le prolongement U de U & L4 (Q xY) tel que

(U,¢) = lim (U, ¢y).

h—+o00

Le théoreme de représentation de Riesz nous garantie I'existence et 'unicité de

u€ LP (2 xY) tel que
//u:v y)o(x,y)dyde Vo e LI (QAxY).
QY
Donc, en particulier pour ¢ € L9 (€Q; Cpe,-(Y)) on a :
(U, ¢) = // u(z,y)o(z, y)dydz.

]

Théoréme 2.6. Soit (u.), une suite dans LP(€2) qui converge a deux échelles
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faiblement vers v € LP (2 x Y'). Alors :

li_{%ianUEHLP(Q) 2 HUHLP(QXY) = HUHL?(Q)’

ou

v(x) = /u(m,y)dy.

Démonstration. Soit (u.), une suite dans LP(£2) qui converge a deux échelles
faiblement vers u € LP (2 x Y'). Et soit (¢y,),, une suite dans L9 (€2; Cpe, (Y)) tel
que ¢, — |ul’ 24 dans L¢ (2 x Y). En appliquant I'inégalité de Young qui dit

que si a et b sont deux nombres réels positifs alors :

ce qui implique :

Oron a:

donc :

/|u6(:c)|p dr > p/ue(:c)qﬁm (:1:', f) der —(p—1) / ’(bm (:c, f) ‘qd:z:. (2.8)

Q

En passant a la limite en € dans (2.8), on obtient :

limyinf [[uc 0y = 2 [ [u(e, 9)om (@, v)dyde = (0= 1) [ [ |6 (@ )|" dyda,
QY QY

(2.9)
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et en passant a la limite en m dans (2.9), on obtient :
liminf el ) = p [ [ lu(w 9) P dyde—(p = 1) [ [ ule,p)l? dyde= ) g,
QY QY

D’autre part en utilisant 1'inégalité de Jensen on a :

ol = |

Q

p
Juteyy) do < [ [lute )l dyde = Julfygy,.
QY

Y

[

Définition 2.2. Soit (u.) une suite bornée dans LP(€2). On dit que u, converge

A deux éhelles fortement vers u € LP(Q X V) (ue = u) si

Ju@payde = [ [ule gyt )y,
€E—>
Q QY
pour toute suite bornée v, € L4(Q) tel que v, converge a deux échelles faiblement

vers v.

Lemme 2.1. La convergence a deux échelles faible u, N u, munit de la relation
lim/|u€|p dr = //|u|pdydx,
e—0
Q QY

L \ X , 2
est équivalente a la convergence a deux échelles forte u. = u.

2.2.1 La convergence a deux échelles dans les espaces de

Sobolev

Dans toute la partie précédente on a étudié la convergence a deux échelles
dans les espaces LP (£2). Passons maintenant a I’étude dans les espaces de Sobolev.
Pour cela rappelons que Wﬁl’p (V) est un sous ensemble de WP (Y') contenant
les fonctions de valeur moyenne nulle et qui ont la méme trace sur les faces
opposées de Y. Rappelons aussi que si f est une fonction de Wﬁl”’ (Y), alors f
est prolongeable par périodicité a un élément de I/Vl})f (R™). Notons cet élément

toujours par f.
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Théoréme 2.7. Soit (u), une suite dans W (Q) telle que :
u. — u faib. dans W (Q).

Alors (ue) converge a deux échelles faiblement vers u, et il existe une sous suite
(ue) et uy € LP (Q; Wul’p (Y)) tel que (Due) converge a deux échelles faiblement
vers Du + Dyu;.

Démonstration. Puisque toute suite qui converge faiblement est une suite bor-
née, alors on conclut que (u.), et (Duc), sont bornées dans L? () et [LP (Q)]"
respectivement. En utilisant le Théoreme 2.5 on déduit qu’il existe une sous suite
o et ug(z,y) € LY(QxY) et Ul(x,y) € [LP ()"
telles que V¢ (z,y) € D (Q; (Ofioy (Y)) et VO (z,y) € [D (Q; Oy (Y))}n, on a :

per per

qu’on note toujours par (u)

lim ue(x)¢(:c,§)dx://uo(x,y)¢(:v,y)dydx,
QY

e—0
Q

et

e—0

lim (Due(x),cb(x,x)) dr = [ [ (U,9), (. y)) dydz. (2.10)
¢ QY
Le Théoreme 2.4 nous dit que :
u(z) Z/uO(x,y)dy-
Y
Donc si on montre que uy ne dépend pas de y, alors par 'unicité de la limite

faible on conclut que toute la suite converge a deux échelles faiblement vers wu.

En effet, intégrons par parties le terme suivant :
z . T ) x
e/ (Due(x), D(x, )> dr = —/ue(x) [edwm@(x, =) + div,®(z, —)| de.
/ € | € €
En passant a la limite on obtient :

0= —//uo(:c,y)diqu)(x, y)dydzx.
oYy
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Ceci implique que ug ne dépend pas de y. Il reste & montrer que :
U (z,y) = Duc (x) + Dyus(z,y).
Soit ® une fonction telle que :
div,®(z,y) = 0.

Alors en intégrant par parties le membre gauche du (2.10) on a :

e—0

//(U(x,y),fb(:p,y))dydx = lim (Due(m),fb(x,;:)) dx

= iy uto

= —//u(x,y)divz(ﬁ(m,y)dyd:ﬂ
Qy
= // (Du(aj), O(x, f)) dydz.
Qy

Ainsi pour @ (z,y) € {D (Q; c (Y))r telle que :

per

div, ®(z, g) + ediv,d(z,
€

divy®(z,y) =0,

on a :

[ (0@0) - Dut@), 00, ) dyiz = .

x
—)|d
e> ’

Ceci nous permet de conclure que U (z,y) — Du(z) est un gradient, c’est-a-dire

il existe ui(x,y) € LP? (Q; Wﬁl’p (Y)) telle que :

Dyuy(z,y) = U (z,y) — Du(z).
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2.3 Le probleme homogénéisé par la méthode

de la convergence a deux échelles

Soit 2 un domaine borné de R, ol la mesure de Lebesgue de la frontiere est
zero et Y = [0,1)" le cube demi-ouvert dans RV
Soit @ : RV xRN — R une fonction tel que a(., £) est Y —périodique et mesurable
pour tout & € RY. De plus, supposons qu’il exsite des constantes c;,co > 0, «,
et B, avec 0 < a < min{l,p — 1} et max {p,2} < < oo tel que a satisfait les
hypotheses suivantes :

a(y, 0) = 0, (2.11)
a(y. &) — aly. &) < a(l+ ol + e la - &, (212)

(aly, &) —a(y, &), & — &) = co(1+ & + ‘fZ’)piﬁ &1 — fz‘ﬂa (2.13)

pour p.p. y € RY et pour tout &;,& € RY.

On considere 1’équation
— div(a(g, Duy)) + |ue’ > ue = f., u. € Wy'(9), (2.14)
€

ou a satisfait les conditions (2.11)-(2.12)-(2.13), f. € L(Q).
On rappelle par définition que u, € Wy (Q) est une solution de (2.14) si

/(a(%,Due),Dw)dﬂc + / |u6|p_2 Ucpdr = /fegodx, Vo € Cg°(2).  (2.15)
Q Q Q

D’apres le Théoreme 13 (voir [16]), (2.14) admet une solution unique.

Dans [16], les auteurs ont démontrer les deux théoréemes suivants :

Théoréme 2.8. Supposons que a satisfait les conditions (2.11)-(2.12)-(2.13).
Soit (Du,) une suite bornée dans (L?(Q))" qui converge & deux échelles faible-
ment vers z € (LP(2 x Y))" et supposons que a(%, Du,) converge a deux échelles

faiblement vers a(z,y) € (LY(Q x Y))™ . Alors

e—0

lim inf (a(g,Due),Due)dw > //(E(x,y),z(x,y))dydx.
€
Q QY
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En plus, si

lim inf (a(%,Dug),Due)d:U://(a(:c,y),z(x,y))dydx,

6—0
QY

alors

a(z,y) = a(x, 2(x,y)).

Théoréme 2.9. Supposons que a satisfait les conditions (2.11)-(2.12)-(2.13).
Soit (Du,) une suite bornée dans (L(€2))" qui converge & deux échelles fai-
blement vers z € (LP(Q x Y)Y, a(%, Due) converge a deux échelles faiblement

vers@ € (L1(Q x Y)Y, et | Duc |’ Du, converge & deux échelles faiblement vers

ve (LAQx YY)V, Si

lim (a(%,Duﬁ),Due)d:c: / / @, y), 2(x, y))dydz, (2.16)

e—0
QY

alors la suite Du, converge a deux échelles fortement vers z.
A Taide de ces deux derniers résultats, on peut montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.10. On suppose que (f.) € L9(2) converge fortement vers f €
L4(Q). Soit (u.) une suite de solutions de (2.14). Alors (u.) converge fortement
vers u ou u est la solution du probléme homogénéisé et (Du.) converge a deux
échelles fortement vers Du+ Dyu,, ot uy € LP (Q; Wﬁl’p (Y)) est 'unique solution

du probléme périodique suivant

/a(:v, Du(zx) + Dyuy (v, y))Dw(y)dr = 0,YVw € Cx (V). (2.17)

Y

Démonstration. Choisissons u. € Wy™(€) comme fonction test dans (2.14) qui

donne

/(a(g, Du.), Du.)dx + / lue|? dx = /fﬁuﬁd:c. (2.18)
€
Q Q Q
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L’hypothese de monotonicité (2.13) de a et I'inégalité de Hoélder nous donne

[lupdr < /c2(1+\Du )P~ | Du, ]Bd:c+/\u€|pdx (2.19)
Q

< / fetede < |l ooy el oo

Puisque (f.) est fortement convergente dans L(Q2) et donc bornée dans L4(€),
on voit que la suite (uc) est bornée dans LP(§2). On peut en extraire une sous-
suite u, tel que u. converge a deux échelles faiblement vers u € LP(2 x Y').

On obtient

/02(1 + |Du|)*? | Du|? dz < k.
Q

En utilisant 'inégalité de Holder inversé (avec p/(p — () et 0 < p/f < 1) on

obtient
<||1||(LP(Q))N + ||Due||(Lp(Q)) e ||Du€|| (LP(Q))N
<1+ |Du6|||(Lp )N HDUEH (LP(Q))N v < k.
Si on pose : A = [[1f| 5 qyw. alors

A+ 1Dl oy ) I Dl (o < -
Supposons que ||DuEH(Lp(Q))N > \. Alors
21 Ducll oy ) IDuN oy < A+ DUl 1oy )P~ 1Dt oy < K-
Ce qui nous donne 'estimation suivante
DUl oy < k2777,

On peut extraire une sous-suite Du, tel que Du, converge a deux échelles faible-
ment vers z € (LP(Q x V)V

D’aprés Théoreme 2.7 on déduit que u(z,y) = u(z) € Wy (Q) et z(z,y) =
Du(z) + Dyuy(x,y) ot uy € LP (Q; Wﬁl’p (Y))
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La suite (Juc[” >uc) est bornée dans L(Q). Il existe v € LU(Q x Y) tel que

-2 s . .
|ue|”" " u. converge a deux échelles faiblement vers v.

L’hypothese (2.13) implique que

< c1(1+|Du)P 1 |Du|® < c;(1+|Du|)P~t < 2p_101(1—|—|Du6|p_1)

x
fDE
a(*. Du,)

qui donne que a(%, Du,) est bornée dans (L2(Q))N . 1l existe donc une sous-suite
tel que a(%, Du,) converge a deux échelles faiblement vers @ € (L7(€2 x Y)Y
Choisissons ¢ € C§°(£2) comme fonction test dans (2.14) et passons a la limite

quand € — 0 on obtient

// a(x,y), Do( ))dyda:~l—// v(x,y)e(x dydx—/f x)dx, Yo € C5°(92).

(2.20)
De plus , si o1 € C5°(Q) et @, € C2.(Y), alors
T _ T
¢ [ L1 @en(Dyde = [ Ju P uipr (@)oa(S)da
0 Q
T T
= ¢ [ a(%, Du) Dig1(@)s(2)da
0
T T
—e / (£, Du) Dir(@)pa( - d
T
+/ —, Due )i ( )Dcpg(z)dx.
Passons a la limite nous obtenons
[ [ate. )o@ Des(y)dyds = 0,01 € CR(9), Vr € (V). (221)
Y

(2.20), (2.21) et argument de densité entrainent que

//a(x,y)(Dw($)+Dyw1(x,y))dydx+//vwdyd$:/fwdx, (2.22)

pour tout w € Wy*(R) et pour tout w, € LP (Q; Wﬁl’p (Y))



2.3. LE PROBLEME HOMOGENEISE PAR LA METHODE DE LA CONVERGENCE
A DEUX ECHELLES 49

Choisissons w = u et w; = uy dans cette égalité, nous obtenons

//E(JC,Z/)(DU(:K) + Dyus(z,y))dydx + //vudydx = /fudx. (2.23)

Q

De (2.15) on a

lim (/(a(x,DuE),Due)d:c—i— / |u€]p_2 ueuedx) = ligé/feued:c = /fud:c.
€ €
Q Q Q Q

e—0
(2.24)
(2.23) et (2.24) nous donnent
lim (/(a(x, Du,), Du.)dx + / | [P ugugd:);)
e—0 €
) Q

// a(z,y)(Du(zx) + Dyuy (z, y))dyda:—}—//vudyda: (2.25)

QY

Théoreme 2.8 implique que

e—0

lim inf (a(%,Due),DuE)da:Z / /d(:c,y)(Du(:z;)+Dyul(x,y))dydx, (2.26)

e—0

liminf/|u6]p_2 uetedr > //vudyd:c (2.27)
Q QY

De (2.25), (2.26) et (2.27) on voit que

lim (a(%,Due),Dug)dx = //E(a:,y)(Du(:E) + Dyuy (2, y))dydx

e—0
hm/]u6 “uu dr = //vudyda:

Théoreme 2.8 donne que a(z,y) = a(y, Du(x) + Dyui(x,y)), v = \u]piz u. Le
Lemme 2.1 entraine que (u) converge a deux échelles fortement vers u et le Théo-
reme 2.9 implique que (Du,) converge fortement & deux échelles vers Du(zx) +

Dyul (l’, y)
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De plus, u et Du satisfont 1’égalité suivante

| [(aty, Duta)+Dyur (. 9)), Do)+ Dyos(w,y)dydo+ [ [ |uP = wedyds = [ fode,
QY QY Q

(2.28)
pour tout v € WyP(Q) et pour tout v, € LP (Q; Wﬁl’p (Y)) :
Par séparation des variables, ce systeme est équivalent a : Trouver u € Wol P(Q)

tel que
—div(b(Du)) + |ul’ > u = f,

ou l'opérateur b est définie par

b(£)

[ aly.€ + Dot (y)dy,

¥

avec v° € LP (Q; Wﬁl’p (Y)) la solution du probleme périodique :
[(aly. € + D)), Duy))dy =0, Y € C(Y).
¥

L’équation (3.37) admet une solution unique u qui est la limite de la suite mere

Ue. O



Chapitre 3

Opérateurs monotones et
convergence par rapport aux

mesures

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous établissons quelques résultats de convergence dans
la théorie de I’homogénéisation. Pour cela, nous avons utilisé quelques idées ex-
sitantes dans la littérature comme dans [8], [28] et [16]. Les problémes abor-
dés dans ce travail sont principalement liés aux opérateurs monotones sous des
hypotheses de continuité et de monotonicité. Les opérateurs introduits doivent
satisfaire les hypotheses par rapport aux mesures singulieres introduites dans
[5]. Les résultats établis sont obtenus sans utilisation de la convergence a deux
échelles comme dans [16]. Nous pouvons citer quelques références dans la litté-
rature comme [23, 24, 25, 26, 31, 14, 15] ou les auteurs ont obtenu des différents
résultats dans la théorie de 'homogénéisation. Notons par le parametre o 'épais-
seur d'une structure mince incluse dans une jonction de structures, et par € un
petit parametre qui caractérise 1’échelle de longueur microscopique de toute la
structure. Dans ce travail, nous nous occupons de deux cas d’opérateurs mono-
tones. Le premier cas ou l'opérateur, noté a ne dépend pas du parametre ¢, et

le second cas lorsque 'opérateur dépend de ce parametre. Ce chapitre est orga-
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nisé comme suit. Dans la deuxiéme partie nous rappelons quelques définitions de
convergence dans L? espaces introduits dans [28]. La troisiéme partie est consa-
crée aux résultats de la convergence pour les deux cas d’opérateurs monotones.
Pour le premier cas un lemme de densité (lemme 3.5) est posé et prouvé pour
généraliser la notion de convergence a des probléemes non linéaires définies par
des opérateurs monotones, lorsque 0 tend vers zéro. Nous avons prouvé que la li-
mité du gradient converge faiblement puis fortement lorsque I’épaisseur tend vers
zéro, vers une certaine limite, et que le comportement asymptotique de I'opéra-
teur dépend de cette limite. Les mémes résultats ont été obtenus pour le second
cas en utilisant la notion de convergence défini en deuxieme partie. Nous avons
prouvé que l'opérateur limite satisfaisait aux mémes conditions de monotonicité
et de continuité. Nous 'avons illustré en donnant un exemple. Enfin, dans la
. S 12 N . X —9
partie 4, nous considérons le probleme —dw(a(z, Ducg)) + ues|” “tes = fes
avec (ueg, Ducs) € I/V(jl P(Q, dpes), ou a satisfait les hypotheses de Lipschitz-
continuité et de monotonicité. Le probleme homogénéisé correspondant, lorsque
le parametre € tend vers zéro avec 0 fixé, est introduit. Nous avons prouvé une
certaine convergence du probleme lorsque ¢ tend vers zéro avec un € fixé. Ensuite,
sous certaines hypotheéses, nous avons montré la commutativité des diagrammes

correspondants.

3.2 Motivation

En 2002, G. A. Chechkin, V. V. Jikov, D. Lukkassen et A. L. Piatnitski (voir
[5]) ont développé une nouvelle approche a I'homogénéisation des problémes po-
sés sur des réseaux et des jonctions de structures périodiques. Par rapport a la
technique standard utilisée en homogénéisation, leur approche permet de trai-
ter non seulement le cas classique correspondant a des structures minces, mais
aussi le cas ou on a des constructions de structures infiniment minces impli-
quant des mesures singulieres. Leur méthode permet de réduire essentiellement
des calculs dans diverses applications. Ils considerent des problemes scalaires et
comparent deux différentes méthodes d’homogénéisation pour des réseaux et des

jonctions de structures périodiques. Ils notent par § le petit parametre qui ca-
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ractérise I'épaisseur fixée des structures minces (d—structures), et par € un autre
petit parametre qui est utilisé pour caractériser 1’échelle microscopique de toute
la construction. Ils considerent un probléme homogénéisé en introduisant une
mesure . s(dr) = €us(etdx) avec ps une mesure sur d—structure. Ils consi-
dérent aussi un probleme homogénéisé " singulier " en introduisant une mesure
pe(dz) = ule tdz) avec p une mesure Y —périodique ot u(Y) = 1 (Y est la
cellule unité de référence). Ils supposent que la mesure p est la limite faible de p;
quand ¢ — 0. Ils notent par A s, ASm9 Abom ot Ahom ]a matrice des coéfficients
de l'opérateur original du premier probléme, la matrice des coéfficients du pro-
bleme singulier, la matrice constante des coéfficients de 'opérateur homogénéisé
du premier probleme et la matrice effective du probléme singulier homogénéisé
respectivement. Ils ont montré les convergences posées dans le diagramme (ci-

dessous) et ont montré que le diagramme correspondant est commutatif :

Aes — Asing
o — 0
€ €
L 1
0 0
Aglom N Agom
o — 0

3.2.1 Définition

Soit  un ouvert borné dans R?, et supposons que j est une mesure de

Probabilité sur Q. L’espace L? (Q, du) est défini tel que

lull* = | Ju@)P dp < +oo.

Nous introduisons I'espace H'(£2, du) comme suit :

Définition 3.1. On dit qu'une fonction u € H'(, du) s'il existe (u,,) une suite
dans C*=(Q), et z € (L2(Q,duw))” tel que

u, — u dans L*(Q,du) (3.1)

n— oo
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et
Du, — Zz dans (L2 (Q,alu))2 (3.2)

n—oo

On dit alors que z est le gradient de u et on le note par Du.

3.2.2 Segments

Soit [ = {x = (xy,15) / a <2y <b; 23 =0} un segment dans R?, et suppo-
sons que I C €.

Pour 0 > 0 suffisament petit, considérons la barre
Isi={os=(x1,3) Ja<x1 <b; —d<z9<0}CQ
Nottons par ps la mesure de Probabilité uniforme sur Iy :

s (dx) = %dmld@. (3.3)

Xy

FIGURE 3.1 — Segment.

Montrons que s Ty H = [l ® 0 ou pi représente la mesure de Probabilité
—

uniforme sur [a, b], et § la mesure de Dirac en 0.
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Soit ¢ une fonction continue et bornée définie sur €2 :

| e@ds(@)= [ o@)du(a) = [ p@dps@)= [ ola)d (9 6) (@) ot = (a1,22)

En développant les calculs, on trouve que :

1 b +0
/(290(3317552)61#5@17552) = 25([)_@)/& /4 o(1, x9)drdTs

1 b1 gt
N b—a/ 25/—5 @(5131,1‘2)de> dzq

et

fyetonaie o) e = [ [ oo a)ds o) date)
= [t 0 (a0

b
= b—a/a (‘Tl,O)diCl

Finalement, on a :

d d ! L dzs | d ! ' d
Jyens = et =5=2 | <25/_5 oo o) f) n =g ], o0

Posons : @:%:»dxgzdd;ﬁet—1<@<+1.
On a:

d d ! NEN A 0z)dz ) d —1 ' 0)d
/QQOM—/QQDM—Z)_G/G (2/_1 <P(5517 x) x) fl—b_ /<P(131,)561

Puisque ¢ est borné = || < M.

Donc

y 1 b1 1 o 1 b1 ol o
lim (b—a/a (2 /_1 go(xl,ésc)d:c) dx1> = < — (2 /_1 llmw(xl,dx)dx> d:l:1>
( *1.17 ) dxl

'/I"17 d‘xl
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d’ou
lim Qsﬁ(ﬁlyxz)dué(fﬁh@) Z/QSO(ﬂilyfﬁz)dlﬁ(fﬁbxz)-

Considérons une famille de fonctions us tel que

/Q (u?; + \Du(;]Q) dus < c. (3.4)

Alors (voir [23]), il existe ug € L% (2, dp) , et z = (21, 23) € (L2 (Q,dp))” tel que
us — ug et Dus — z faiblement quand o — 0.

Cette derniére convergence est définit comme suit : Vi € C5°(R?), V¢ € (C5°(R?))?

/Q uspdpss = /Q uopdyt (3.5)
| (Dus,v)dns =, [ () (3.6)

Proposition 3.1. Pour la mesure p définie dans (3.5), le gradient d’une fonction

u € H'(S,du) n’est pas unique.

Démonstration. Montrons que pour une fonction u = u(x), u(zy) € H'([a,b]),

considérée comme une fonction de deux variables (x1, z5) , le gradient correspon-

ou
Du = (8%,10(%1))

olt w est une fonction arbitraire de L*(€2, dp).

dant a la forme :

Posons :

Un (21, 2) = u(zq) + xow (1)

avec u et w soient assez régulieres.

Nous obtenons la convergence forte u, L dans L?*(Q, du). De plus

ou,, . ou ou,, s w(ay)
— w(xy).
(9:1:'1 29=0 85617 81'2 29=0 !
e ou . 1
Par la définition 3.1, . (x1,22),w(xy) | est le gradient de u, uw € H' (2, dpu)
T

et w quelconque. O
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Lemme 3.1. La fonction wu, définie dans (3.5) appartient a H'(€, du). De plus,

z = Duy. (3.7)
Démonstration. Montrons que
aUO
= —. 3.8
<1 B (3.8)

Considérons la famille de fonctions us définie dans (3.4).

Posons :

+6
us(xy) = %/_6 ugs(21, r9)dws.

Considérons ¢ € C§°(€2), qui ne dépend que de z; dans un voisinage de I.

1 b 4o 1 b
Juset@dns = s [0 [ Cuse@dnde, = = [Tus(eyetn)dn.
1 b
e b—a/a ugpdy.

d’ou

s — ug dans L*([a, b]).

Calculons maintenant

8U5 +0 8U5 1 b 8@;
GO )y = / / 2)dard s d
Q 31:1%0(36) H b —a) 5 (92:1 T1dte = b—aJa 011 (1) (@) dmy

5:)0 - a/ z10dxy .

Supposons en plus que ¢ = 0 aux extrémités du segment, alors

Jus B B 1 b _ dp(x1)
et = = [0 P =~ [Tt 26

1 b
/ UO&P(CEl)dm,

_> —
=0 b—ala oy

ce qui nous donne que
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3.2.3 Jonctions simples
Soit € un ouvert borné de R?, et notons par Rs C Q 'union de
Q={r=(r1,22) /] 1<z <1l; —1<uzy<1}

et
s ={x=(x1,229) /] 0<21<2; —d<uzy<d}

Sur @), on définit la mesure py donnée par :
11o(A) = / dridzs YA C R
ANQ

et sur Ils la mesure de Probabilité ;5 définie par :

_ XTls (QJ)

45 de‘ldl'Q

s (d)

FIGURE 3.2 — Jonction simple.

On définit sur Rs la mesure fig par :

Hs = Mo + Hs
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Considérons une famille de fonctions us tel que

/Q <u§ + \Du(;]2> dis < c.

Alors (voir [23]), il existe ug € L? (2, dfi) , et z = (21, 23) € (L2 (Q,dp))” tel que
us — ug et Dus — z faiblement quand 6 — 0 au sens suivant :
Soit ¢ € Cg°(R?)

tim [ uspdpiy = | wopdr (3.9)

Meéme chose pour Duyg :

| (Dus,v)d; =, [ (Dus, )i v € (Co(R2)?,

En fait la mesure @ a pour support la "jonction" : Ry = QQ U I avec

I'={z=(x1,22) /] 0< 21 <2; 29=0}

Lemme 3.2. La fonction v, définie dans (3.9) appartient & H'(Q, diz). De plus,

z = Duy.

3.2.4 Jonctions multiples

Soit  un ouvert borné de R2.
On définit maintenant une jonction multiple Rs C Q. Soitb > a > 0et d > ¢ > 0.

Sur Q = (—1,1)%, on définit la mesure zy donnée par:
[LO(A) = / dZL‘leEQ \V/A C R(;
ANQ
Pour i = 1,4, on définit sur I} la mesure de Probabilité u} définie par :

A 1 )
L(A) = / — ded A
#5(4) Anri mes(If) ndry VA C R
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I} = {z=(z1,22) Ja<m <b; —6<x9<6}

I = {z=(21,20) /] —0<a1<8; c<ay<d}

I = {z=(11,20) ] —b<a1<—a; —3<xp <0}

I = {v=(z1,20) /] —6<m <§; —d<xy<—c}

On définit les ensembles suivants :
I'={r=(21,15) /a<x <b; z9 =0}

P={r=(v,m)/21=0; c<ay <d}
P={r=(r1,20) /] —b<m <—a; x9 =0}
I'={rx=(r,20) /2, =0; —d<mzy<—c}

D’apres ce qui précede, on peut facilement montrer que :
s, 1a, i3, ps convergent faiblement (quand § — 0) vers pt, p?, 1, u*,

ol ' est la mesure de Probabilité uniforme sur I pour i = 1, 4.

F1GURE 3.3 — Jonction multiple.
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On définit la mesure fi5 par :

4
s = po + S (3.10)

i=1

Considérons une famille de fonctions us tel que

/Q (u§ + \Du(5|2> dig < c (3.11)

Alors (voir [23]), il existe ug € L? (2, dfi) , et z = (21, 23) € (L2 (Q,dR))” tel que

us — ug et Dus — z faiblement quand 6 — 0 au sens suivant :

— — 00 2
/Q uspdfis = /Q uopdpn - Vo € Cg°(R7)

(3.12)
| (Dus, )i = [ (z0)di ¥ € (CR2))?
= o+ Y u (3.13)

Lemme 3.3. La fonction ug définie dans (3.12) appartient & H* (€2, djz). De plus,

z = Dug.

3.3 Convergence dans L’

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats de convergence qui se-
ront utilisés le long de ce chapitre (voir [28]). Soit 2 un domaine borné de RY.
Nous supposons que p et ¢ sont conjugués, i.e. 1/p+1/¢=1et 1 < p < oo. Soit
s et p des mesures de Radon dans  tel que ps o On dis que la suite u;

est bornée dans LP(€), dus) si

limsup | |us|” dus < oo.
0—0

Définition 3.2. Une suite bornée us € LP(2, dus) est faiblement convergente
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vers u € LP(Q,du), us — u si
lim/u(ggodu(; = /wpdu, (3.14)
6—0
Q Q
pour toute fonction test ¢ € C§(2).

Proposition 3.2. Nous avons le résultat suivant :
— Toute suite bornée admet une sous-suite qui converge faiblement.

— Si la suite us converge faiblement vers u, alors
liminf/|u5|pd,u5 > /\u|pdu.
0—0 A 4

Définition 3.3. Une suite bornée us € LP(2, dus) est fortement convergente

vers u € LP(Q, du) si

lim/ UsVsd L :/uvd,u,
6—0.JQ Q

pour tout vs — v dans L4(Q, dus).

Proposition 3.3. On a :
— La convergence forte implique la convergence faible.

— La convergence faible us — u, munit de la relation
lim/]ug\pdu(g :/|u]pd,u,
6—0
Q Q

est équivalente a la convergence forte us — wu.

3.4 Monotonicité et convergence

Soit © un domaine borné de RY, ou la mesure de Lebesgue de la fronticre
est zero, Y = |0, 1)N le cube demi-ouvert dans RY. Soit p; et x4 des mesures de
Radon dans €2 tel que us — p.

0—0

Considérons la famille de suite (us) tel que

[ Qusl? + 1Dus) dpss < c.
Q
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Soit a : RY x RY — RN une fonction tel que af(.,§) est Y —périodique et
ps—mesurable pour tout ¢ € RY. De plus, supposons qu’il exsite des constantes
c1,00 >0, a, et B, avec 0 < o <min{l,p — 1} et max {p,2} < 5 < oo tel que a

satisfait les hypotheses suivantes :
a(y, 0) = 0, (3.15)

la(y, &) — a(y, &) < (1 + |&] + &) 16 — &7, (3.16)
(a(y, &) — a(y, &), & — &) > ea(1 + |&] + &) 6 - &), (3.17)

pour /s p.p. ¥y € RY et pour tout &1, & € RY.

Nous supposons que
al, ) € (C(R))™ pour tout ¢ € (C3())”, (3.18)

et que pus(€2) est finie et uniformément bornée par rapport a o.

3.4.1 Premier cas

Dans ce cas, on considere que 'opérateur monotone a ne dépend pas de 9.

Lemme 3.4. Il existe une sous-suite de us et @ € (L4(Q, dp))" tel que a(z, Dus) v
IR

a.

Démonstration.
la(x, Dus)| < 1 (14| Dus| )P~ | Dus|* < ¢ (14| Dus| )P~ < 2p_161(1+|DU5|p_1)

Ceci donne que a(x, Dug) est bornée dans (L9(Q, dps))" puisque (Dug) est bornée
dans (LP(Q, dus))™ et (1g) est bornée dans L?(2, dps). Par la Proposition 3.2 il

existe une sous-suite tels que : il existe @ € (L9(Q, dp))" tel que a(z, Dus) v
—

Le:

lim [ (a(z, Dus), ¢)dps = /(d, )du

6—0
Q Q

pour tout ¢ € (C5°(Q2))V. O
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Lemme 3.5. Supposons que

[@=a(w.¢), 2 = @)dn = 0,% € (CF(©@)",
Q

pour @ et z qui appartient & (L2(€2, du))™ et (LP(Q, du))Y respectivement. Alors,
Pinégalité reste vraie pour tout ¢ € (LP(€, du))" .

Démonstration. Soit () une suite dans (C5°(2))" tel que ¢, converge forte-

ment vers ¢ dans (LP(€2, du))” . Nous avons :

J@=al@.¢n), 2 = pn)dn = 0.¥om € (G

Puisque

J@=a(en)z—pn)dn = [@2)du— [ (@ pn)dp
Q

Q Q

~ [(ala.on). 2)dp + [ (@l ). om)dp

donc

m—o0

lm [(@=a(e. o).z —pn)dn = [(@=)dp— lim [ (@on)dn
Q Q Q

M —r00

= Jim [ (o, on), )+ lim_ [ (a(e, on), om)dp
Q Q

Utilisons l'inégalité de Holder et passons a la limite nous obtenons :

/(ﬁ, Om)dp — /(6, p)du

Q Q

/ (@, om — @)dp

Q

< “aH(Lq(Q,du))N HSOm_SDH(LP(Q,du))N =0

m—r00

L’hypothese de Lipschitz-continuité de a, I'inégalité de Holder et le passage a la
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limite nous donne :

/(a(xa (Pm) - a(x, 90), z)d,u

Q

< [la(.on) = ale, )| |2l du
Q

< o [0+ loul + P L — " |2l
Q

1/q 1/p
c1 (/(1 + [@m| 4+ [2])P = [om — @] du) (/ |2 du) :
Q Q

IA

Enfin, on trouve que

/(a(rc, ©m)s Pm)dp — /(a(w, ©), p)dp

Q

/(a(x, ()Om> - CL(J], 90)7 gOm)dM

IN

+ /(a(w, ©), om — @)dp

Q

Q
< [l om) = al@, o) loml di+ [ la@,0)l lom — ol di
Q Q

1/q 1/p
= a (/(1 + loml + o))" lom — @™ du) (/|¢mlpdu) +
Q Q
1/q 1/p
(/ ja(z, sa)lqdu) (/ om — ¢l du)
Q Q
et
(p—aq)/p aq/p

[@tlonlHoP = o — ol da < ( [ +lonl+ |so|>pdu) ( [lom st du)
Q Q Q
Ainsi, les deux termes du c6té droit convergent vers 0 . [

Théoréme 3.1. Supposons que a satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).
Soit (Dus) une suite bornée dans (LP(€2, dus))” qui converge faiblement vers

z e (LP(Q,du))Y et supposons que a(x, Dug) converge faibelement vers @ €
(L9(, dp))™ . Alors

lim inf [ (a(z, Dus), Dus)dyis > / (@, 2)dp.
%
Q Q
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En plus, si
liminf [ (a(x, Dug), Dus)dus = /(d, z)dpu,

6—0
Q Q

alors

a=a(z,z) pour up.p x € Q.

Démonstration. Supposons que

lirén iglf (a(x, Dus), Dus)dus < /(E, z)dpu,
—
Q 0

qui implique que
lim in / (a(w, Dus), Dug)djs = / (@, 2)dy — C, (3.19)
A Q
ou C' est une constante positive. Le fait que a est monotone implique que
[(a(@, Dus) = alw,¢), Dus = 9)dus 2 0, € (C5=(@)"
o)

Décomposons le coté gauche de I'inégalité ci-dessus en quatre termes et passons
a la limite lorsque 6 — 0 :

La convergence faible de a(x, Dus) vers @ dans le sens (3.14) donne :

lim [ (a(ar. Dus). ¢)dps = [ (@ ¢)dp.
Q Q

La convergence faible de ps vers p et en utilisant (3.18) donne :

lim [ (a(z, ). @)dpss = [(a(z. ), 0)dp

La convergence faible de Dus vers z et en utilisant (3.18) donne :

lim [ (a(z, ), Dus)dus = [ (alz, ), 2)dp.
9] 9]
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(3.19) est
liminf [ (a(x, Dus), Dus)dps = /(a, z)dp — C.

—0
Q Q
La somme des limites donne 1’estimation suivante :

[@=a(w,0), 2= 9)du = O,V € (C@)".

Par densité (voir Lemme 3.5) cette inégalité est vraie pour tout ¢ € (LP(€, du))" .
Posons z — ¢ = tw,Vw € (LP(, dp))" . Alors aprés division sur ¢ > 0 on obtient

C

/(d— a(x,z —tw),w)dp > .

Q

Passons a la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient
/(G —a(z, z),w)dp > oo.
Q

Pour ¢ < 0, on obtient

/(a —a(z, z),w)dyp < oo.

Ce qui donne une contradiction. Si 1’égalité ait lieu, nous répétons la méme

procédure avec C' = (. Par suite, nous obtenons I'inégalité suivante :

J@=a(z,0), 2= p)du = 0, ¥ € (CF(Q)"
Q

Par densité (voir Lemme 3.5) et en utilisant la méme technique on trouve que

[@=a(a,2),0)dp = 0,96 € (L7(, dyn))"

¢a implique que @ = a(z, z) pour u p.p. x € L. ]

Théoréme 3.2. Supposons que a satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).
Soit (Dug) une suite bornée dans (LP(€, dus))” qui converge faiblement vers

z e (LP(Q,dp)", a(x, Dus) converge faiblement vers @ € (L4(Q,dp))" . et



CHAPITRE 3. OPERATEURS MONOTONES ET CONVERGENCE PAR RAPPORT
68 AUX MESURES

| Dus|P~? Dus converge faibelement vers v € (L9(S2, du))™. Si

lim [ (a(z, Dus), Dus)dyis = / (@, 2)dp, (3.20)
%
Q Q

alors la suite Dugs converge fortement vers z.

Démonstration. Pour k > 0, nous avons :

/(a(as,Du(g), Dugs)dps = /k | Dus|? dus + /(a(:v,Dug) — kDug | Dus|P~? , Dug)dys.
0 Q Q

De (3.20), on a
lim sup/k; | Dus|” dps + lim inf/(a(x, Dug) — kDug | Dus|"™, Dug)dpus
=0 60 A

= /(kv, 2)dp + /(E — kv, z)dpu.

La fonction a(z, Dus) — kDus |Dus|’~> satisfait la condition de monotonicité.

Donc, par Théoréme 3.1 on a

lil(rsn ionf/(a(ac, Duy) — kDus |Dus |’ , Dug)dps > /(6 — kv, z)dp. (3.21)
ﬁ
0 Q

Par conséquent,

limsup/ | Dus|” dps < /(U,z)d,u. (3.22)
6—0
0 0

La fonction |Dug|” ~? Dug satisfait les conditions du Théoréme 3.1 qui implique

que
lim inf/ | Dus|” dps = lim inf/(Dw; |Dus|’™* , Dus)dps > /(v, z)dp.  (3.23)
6—0 6—0
0 0 0
Par (3.22) et (3.23)

; p _ T p—2 —
(151_13(1)([ | Dus|” dus = (ISI_I;I(I)Q/(DU(S |Dugs|”™", Dug)dus = Q/(v,z)d,u
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D’ou il suit par Théoréeme 3.1 que v = ]z\p_Q z. Enfin, par la Proposition 3.3 Dug

converge fortement vers z. O

Théoréme 3.3. Supposons que a satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).
Soit (Dus) une suite dans (L? (€2, dus))™ qui converge fortement vers z € (LP(€, du))™

et supposons que a(z, Dug) converge faibelement vers @ € (L4(€2, dp))" . Alors
a=a(x,z) pour up.pz € Q.

Démonstration. Dans le méme esprit de la démonstration du Théoreme 3.1, on
montre que

a=a(z,z) pour u p.p x € Q.

3.4.2 Deuxiéme cas

Nous considérons dans ce cas que 'opérateur monotone a dépend du para-

metre 6.

Lemme 3.6. Si Du est bornée dans (LP(S2, dus))™ alors il existe une sous-suite

de as(x, Du) et ag € (Lq(Qadﬂ))N tel que a;(v, Du) 540 Qo-
—

Démonstration. La preuve est similaire a celle du Lemme 3.4. Il suffit simplement

de prouver que ag(x, Du) est bornée dans (L(€2, du))™ . O

Théoréme 3.4. Supposons que a; satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17) et
qu’elle converge faiblement vers ay dans le sens (3.14). Alors la limite aq satisfait

les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).

Démonstration. Pour tout o € (C3°(Q))"

0= %1_1)1(1)/(@5(%0 )dpis / ao(z,0),
Q Q
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Pour ¢ € C§°(Q2) et pour tout & ,& € R™, nous avons :

[ (st 1) = as(w, &), (& — &))dus

Q

< /| as(z, &) — as(x, &) (& — &)| dus

< o [@+lal+1e) ™ g - &l o6 — &)l dus.
Q

Passons ici a la limite nous obtenons I'inegalité

[ (ao(@,1) = aolz, &), (&1 — &))d

Q

=a /<1+|fl|+|§2|)p_1_a & — &I [p(& — &)l dp,

Q

qui montre que

[(ao(z,&) — ao(x, &) < ex(1+ & + &) 6 — &[,

pour i p.p. € et pour &, & € RY. Enfin, on a pour tout ¢ € C5°(Q2),¢ >0 :

[ (as(@.&) — asl@. &) o6 — s = [ (as(@. &) = as(w, &), (&2 — &))dns

Q Q

> o [+l 16D 16 - &l wdus
Q

Passons ici a la limite nous obtenons I'inégalité

/(GO(%&) —ao(x, &), (& — &))pdu > ¢ /(1 +&] + &) & - &I wdp,

Q )
pour tout ¢ € C°(2),¢ > 0, qui complete la démonstration. ]
Lemme 3.7. Il exsite une sous-suite et a; € (L(Q, dp))" tel que as(x, Dus) v
a.

Démonstration.

las(z, Dus)| < c1(1+|Dugs|)P~1 = |Dus|* < 1 (1+|Dug| )P~ < 2p_1cl(1+|Du<;|p71)

Ce qui donne que ag(x, Dug) est bornée dans (L4(€2, dus))™ puisque (Duyg) est
bornée dans (LP(€Q, dus))™ et (1) est bornée dans LP(€2, dps). Par la Proposi-
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tion 3.2, il existe une sous-suite tels que : Il existe a; € (Lq(Q,d,u))N tel que

as(x, Dug) ym ie:

/% x, Dus), p)dps = /awp dp,
Q Q

pour tout ¢ € (C5°(Q))V. O

Théoréme 3.5. Supposons que a; satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).
Soit (Dug) une suite bornée dans (LP(€,dus))" qui converge fortement vers
z € (LP(,dp))" et suppposons que as(x, Dugs) converges faiblement vers a; €
(L9(Q, dp))™ . Alors,

ay = CL()([E,Z),

ol ag est la limite de as dans le sens (3.14).

Démonstration. Par la monotonicité de as, nous avons

/(%(90, Dus) — as(x, ), Dus — ¢)dps > 0,
Q

pour tout ¢ € (CSO(Q))N. Passons a la limite dans cette inégalité. Son coté

gauche contient quatre termes. Nous avons :

(lslg(l)ﬂ/(aa(x, Dus), ¢)dps = Q/(ala ©)du,

lim [ (as(e. ). )dps = [ (aolz, 0). ¢)dp

6—0
Q Q

lim [ (a5(z, ), Dus)dps = [ (ao(, ), 2)d,
0 Q
et
%il’%/(&g(l’, Dug), Dug)dus = /(al, z)d .
—
) Q

Par suite, nous obtenons l'inégalité

(@1 = ao(w0), 2 = @)y 2 0, Vi € (CF()"
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Par densité, cette inégalité est vraie pour tout ¢ € (LP(S, d,u))N. Posons ¢ =
z—t, Vo € (LP(Q,dp))™ . Pour t > 0 on a

/(a1 —ag(z,z — tp), p)du > 0. (3.24)

Q

Pour ¢ < 0 on obtient que

[ (@ = ag(, 2 = 16), 6)du < 0 (3.25)

Q

Par (3.24), (3.25) et faisons tendre ¢ vers 0 on trouve que

[(@r = ao(, 2), &) = 0,¥6 € (L7(2 dp))"

Ce qui implique que a; = ag(z, z) pour u p.p. x € Q. La preuve est compléte. [

Exemple 3.1. [5] N = p = 2. Soit
I'={x=(x1,29) |a <21 <b; 29=0}

un segment dans R?, et supposons que €2 est un domaine borné qui contient I.

Pour tout ¢ > 0 suffisament petit on considere la barre
Is:={x=(r1,m9) |la<z1 <b; —0<x9<0} CA

Notons par s la mesure dans €2, concentrée et uniformément distribuée sur I :

. X]5<x>
ws (dz) = %(b—a) dxidxs.

La famille ps converge faiblement, quand 6 — 0, vers la mesure

p(dz) = dxy X 6(x9)

b
(b—a)

ou (z) représente la masse de Dirac en zéro.
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Considérons 'opérator as :

aé(anUzS)

14 0|z
Duy.
() P
L’opérator a; satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17). Or

14 0|z
2+ 6|z

lim [ (as(x, ), )dps = Ty [ (( Y. 0)dis

Q

-/ (;% ). Yo € (C52()’.

Cela implique que
1
ao(z,§) = 55
et

ao(z, &) — ao(z,&2)| = 3161 ~ &,

pour p.p. € R? et pour tout &, & € R2.

Enfin, si Dus converge fortement vers z, alors le Théoreme 3.5 donne

tim [ (as(z. Dus). e)dss = [ (ar, )
HOQ

(CLO(xv Z)? (p)dlvb

1

(52 9)dp, Ve € (CF(2))".

Il
D O O

3.5 Homogénéisation et convergence des opéra-

teurs monotones

Soit g une mesure Y —périodique et définissons la mesure e—périodique p.
par u.(B) = €Y (e~ B) pour tout ensemble borélien B dans RY.
Par définition Wy (€2, dyi) est un sous espace fermé de LP(Y, dpe) x (LP(Y, dpe) )N.
Puisque tout sous espace fermé d’un espae de Banach réflexive est réflexive alors

on a Wy P(Q,dpu.) est réflexive (voir [16]).
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On considere 1’équation
— div(a(g, Duy)) + |u” > ue = f., (ue, Duc) € WyP (2, dpe), (3.26)
€

ou a satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17), f. € L%(Q,du.) tel que f, -
fo € LYQ, u(Y)dzx). On rappelle par définition que (u, Du.) € Wy (€, dp.) est

une solution de (3.26) si
T - o0
/(a(z,Due),D@)d,uE + / ue|P 2 ucpdpe = /fegodue, Vo € C5°(Q).
0 0 0
D’apres le Théoréme 13 (voir [16]), (3.26) admet une solution unique.

Dans la théorie de I'homogéniésation (voir [16]), on sait que (u,, Du,) converge

quand € — 0 vers la solution uy du probléme suivant :
— div(b(Dug)) 4 p(Y) Juel" > ug = p(Y) fo,  uo € WyP(), (3.27)

ou fo € LI(Q, u(Y)dz) et Vopérateur homogénéisé b est définie par

1

"o = vy J a(y, € + Dve(y))dp,

avec v5 € LP(L; Wﬁl’Q(Y)) la solution du probleme périodique :

/(a(y, £+ Di(y)), Dw)dp =0, Y € C5(Y).

Par définition uy € Wy () est la solution de (3.27) si :

[ (Do), D)z + w(Y) [ uol” ™ wopdz = (Y [ foda, ¥ € CF2().
Q Q Q

Soit ps une mesure Y —périodique et on définit la mesure e—périodique . s
par pi.s(B) = €Y us(e "1 B) pour tout ensemble borélien B dans RY.

Supposons que fi5(2) est finie et uniformément bornée par rapport a ¢ et e
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respectivement. Maintenant, on considere le probleme suivant :
. x -
- dw(a(z, Ducg))+ |ues|” 2 Ues = fes (tes, Ducs) € Wy (9, dpies). (3.28)

D’abord nous allons passer a la limite, quand § — 0, dans le probleme (3.28)

pour un € > 0 fixé.

Théoréme 3.6. Pour tout ¢ > 0 fixé, on suppose que (f.s5) € LI(Q, du.s)
converge fortement vers f. € L9(2,dpu.). Soit (u.s) une suite de solutions de
(3.28). Alors (u.s) converge fortement vers u, et (Du,s) converge fortement vers

Du,, ou u, est I'unique solution de ’équation
- dz’v(a(f, Dud)) + [uel” *ue = fo, (ue, Du.) € WaP (2, dpse). (3.29)
€

Démonstration. Choisissons (ues, Ducs) € Wol’p(Q,dud) comme fonction test

dans (3.28) qui donne

x
/(a(? Ducs), Du. s)dpes + / |ue 5|’ dpes = /fs,éue,édﬂe,é- (3.30)
) ) )

L’hypothese de monotonicité (3.17) de a et I'inégalité de Holder on obtient

/|u6,5|p dﬂﬁ,é < /62(1 + |Du6,5|)p_ﬂ ’Du€15|ﬁ d,uws +/|u675|p d:“é,ci (3'31)
Q Q Q

< [ Festtesdiics < sl oo e o)
Q

Puisque (fcs) est fortement convergente dans L9(€2, dy. s) et donc bornée dans
L9(Q, du. 5) on voit que la suite (ucs) est bornée dans LP(2, dpcs). On peut en
extraire une sous-suite u. s tel que u.s converge faiblement au sens (3.14) vers
ue € LP(Y, dpe).

On obtient

/ ea(1 + |Ducs)P~? |Ducs|’ dpes < k(e).
Q

En utilisant I'inégalité de Holder inversé (avec p/(p — ) et 0 < p/B < 1) et en
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s'inspirant de la preuve du Théoreme 5.10 on peut montrer que

”Dueﬁuﬁp(g,d#é,éw < k<€)2ﬁ7p'

On peut extraire une sous-suite Du,s tel que Du, s converge faiblement au sens
(3.14) vers z. = Du, € (LP(Q,dp.))". La suite (|ucs|” > ucs) est bornée dans
LA(Q, du. 5). 11 existe v, € LU($2, dp,) tel que |u€75\p_2 ues converge faiblement au
sens (3.14) vers v..

L’hypothese (3.17) implique que

< 1 (14| Dues| )P~ | Dues|* < e (14| Ducs))P~ < 227 ey (14| Due s P )

a(f, Du, 5)
€

qui donne que a(Z, Du, ) est bornée dans (L9(2, dpic,5))" . Il existe une sous-suite

tel que a(%, Du, ) converge faiblement au sens (3.14) vers a. € (L9(€, du))™ .
Choisissons ¢ € C§°(€2) comme fonction test dans (3.28) et passons a la limite

quand 0 — 0 on obtient
/ (a., Do)dpu. + / vepdjte = / Ffupdpe, Voo € C2(9).
Q Q Q

L’argument de densité donne que @, et v, satisfaient

/(aeaDSO)d:ue‘i‘/Ue@dﬂe = /fﬁSOdHea
Q Q Q

pour tout ¢ € Wy (€, dpu.). Choisissons ¢ = u, dans cette égalité donne que

/(EE,Due)d,u€ + /veued,uE = /feued,ue. (3.32)
Q Q Q

De (3.30) on a

lim (/(a(mu Due,é)) Due,cs)d/le,ﬁ + / |ue,5|p_2 ue,ﬁue,dd,ueﬁ) = lim/fe,(iue,éd,ueﬁ - /feuedue-
6—0 € 0—0
Q Q Q Q

(3.33)
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(3.32) et (3.33) nous donne

6—0

lim (/(a($, Du6,5>)Due,5)dﬂe,6 + / |ue,5|p_2 ue,éue,édﬂeﬁ) - /(aeu Due)dﬂe—i_/ Ueued,ue‘
€
Q

Q Q
(3.34)
Théoreme 3.1 implique que
hmlnf/ —, Ducs), Ducs)dpies > /(EE,Dug)d,u6 (3.35)
Q
lir6n iglf/|u€75|p72 Ue sUe s fle 5 > /veugd,u6 (3.36)
R )
De (3.34), (3.35) et (3.36) on voit que
lim (a(z,Dueﬁg),Due,(;)d,ue,g = /(EE,Due)d,ue.
6—0 €
Q
lim/ |u€75]p_2 Ue sUe sl s = /veued,ue.
6—0
Q Q
Théoreme 3.1 donne que @, = a( ,Due), v, = \ue\p_Q u., Proposition 3.2 que

(ues) converge fortement vers u, et par Théoreme 3.2 (Du,s) converge fortement
vers Du,.

De plus, nous avons u, satisfait 1’égalité suivante
/(oz(f,DuE),Dw)d,u6 + / ue|”? uewdpe = /fewd,ue, (3.37)
€
Q Q Q

pour tout w € C§°(£2).
L’équation (3.37) admet une solution unique u, qui est la limite de la suite mere

Ue,5- U]

Maintenant, on considere le probleme
. vy -
— dw(a(z, Ducg)) + |ues|” 2 Ues = fess (Ues, Dues) € Wy (9, dpes). (3.38)

Nous allons passer a la limite, quand ¢ — 0, dans le probleme (3.38) pour § > 0
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fixé.

(tes, Ducs) converge quand € — 0 vers la solution ugs du probleme
— div(b(Dug)) + 1s(Y) [uos|” > wos = 115(Y) fo s, o5 € WoP(Q),  (3.39)

ol fes = fos € LY, us(Y)dz) et Popérator homogénéisé b est définit par

1

b(é) - pns(Y)

/a(y,ﬁ + Dvt(y))dps,

avec v¢ € LP(§; Wﬁl’Q(Y) est la solution du probleme périodique :

[(aly. € + DvE(y)), Dw)dus = 0,Yw € Cgz,(¥).
Y

Par définition ugs € Wy () est la solution de (3.39) si

/ (b(Duos), D)dz + () / o572 wo spdz = ps(Y) / Ffospda, Y € C(9).
Q Q Q

Proposition 3.4. On a
limy1s(¥) = (Y).
—0

Démonstration. Pour ¢ € C5°(Q) :

lim (gg% / sodue,a) = lim / edpre = 1Y) / pdz,
Q Q Q
or,
lim (1135 / sodue,a) = limus(Y) / pdz.
Q Q
= limps(Y) = p(Y).
0

Théoréme 3.7. Supposons que a satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).
Soit (Ducs) une suite bornée dans (LP(€Q, dp. )" qui converge faibelement vers

ze € (LP(Q,dpe))™ et supposons que a(f, Du, 5) converge faiblement vers @, €
€



3.5. HOMOGENEISATION ET CONVERGENCE DES OPERATEURS MONOTONES9

(L9(S2, dp))Y . Si

lim inf (a(g,Dugg),DuE,(g)dugé = /(ﬁe,ze)due,
€

6—0

alors le diagramme

a(f, Du, ) - a(g, Du,)
o — 0
€ €
o i
0 0
b(Du075) — b(D'LLQ)
o — 0

est commutatif.

Démonstration. D’aprés Théoreme 3.1 il s’ensuit que
a. = a(—, z.) pour p p.p x € Q.
€

On a pour tout ¢ € (C°(Q)Y

(151~I>I(1] (11_{%/(&(67Due,5)7 ‘P)dﬂe,é) - %%/(b(DuO,5>7gp)dx
Q Q

Puisque z. = Du,, on obtient :

e—0

. . x . _
lg% (%%KI/(G(E,DU@&),SO)CZMG,(S) = hmﬂ (@c, p)dpe.

. xr
= ll_{% (G(E>Du6)a@)d#6'
Q

- / (b(Dug), ¢)dz.

Q

]

Théoréme 3.8. Supposons que as satisfait les conditions (3.15)-(3.16)-(3.17).
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Soit, (Due;s) une suite bornée dans (LP(Q, dpcs))" qui converge fortement vers
T

ze € (LP(Q, dp.))™ et supposons que ag(=, Duc ;) converge faiblement vers af €
€

(L9(, dpe))™ . Alors le diagramme

aa(g,DUe,a) — ao(gDUs))
¢ o — 0
€ €
1 | 4
0 0
b(Duy 5) - b(Duyg)
o — 0

est commutatif.

Démonstration. D’aprés Théoreme 3.5 il s’ensuit que

T
aj = ao(z,ze) pour u p.p x € €.

On a pour tout ¢ € (C(Q)Y

6—0 \ e—0

lim (hm (s, Ducs), w)due,a) = lim [ (4(Duos), ¢)da.
€ —
Q Q

Puisque z. = Du,, on obtient :

e—0 \ =0

lim (lim/(ag(x,DU575)7(,0)d,u675) = li_r}ré/(ai, ©)d .
€ €
9) )

) x
- lg%g (CLO(EJ Duc), p)dy..

- / (b(Dug), ¢)dx.

Q

Remarque 3.1. Dans le Théoréme 3.7, 'hypothese

.. X _
lnén_}glf (CL(E,DUE,(;),DUQ(;)CZ/,LE’(; = Q/(ae,zﬁ)d,ue’(;,
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ne peut pas étre remplacé par

lim inf (a(f, Dug(;), Due,g)dum; > /(56, Ze)dﬂe,éa
€
Q

0—0

pour la raison suivante :
0< [(a(z, Dus) = alw, 9), Dus = $)dues, Vi € (CF(R))"
Q

Passons a la limite dans cette inégalité. Son co6té gauche contient quatre termes.

Nous avons :

lim [ (a(e, Ducs), 9)dpes = [ (@ o)dec
HOQ A

lim [ (a(z.0). @)des = [(ale ), o)

Q Q

lim [ (a(, ), Ducs)dpies = [(alz, 9), z)dpc
Q Q

lirdn iglf (a(x, Ducgs), Dues)dpte s > /(66, Ze)dfe.
—
Q Q

Enfin, on obtient :

—0

0 S (lslm (CL(J:) Dueﬁ) - (I(ZL‘, @)7 Due,d - So)d/le,é Z /(ae - CL(J?, 90)7 Ze — ‘P)dﬂe
Q Q
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Résumé :

Cette thése porte sur les opérateurs monotones dans la théorie de

| '"homogénéisation. Les opérateurs introduits peuvent dépendre d'un
petit parametre delta. Nous établissons quelques résultats de
convergence par rapport aux mesures singulieres. Notre résultat est
valable sans utiliser la convergence a deux échelles. Enfin, sous certaines
hypothéses appropriées, nous montrons la commutativité du
diagramme correspondant.

Mots Clés :

Homogénéisation, opérateurs monotones, mesures, fonctions
périodiques, jonctions.

Abstract:

This thesis deals with monotone operators in the theory of
homogenization. The operators introduced may depend on a small
parameter delta. We establish some convergence results with respect
to singular measures. Our result is valid without using the two-scale
convergence. Finally, under some suitable assumptions, we show the
commutativity of the corresponding diagram.

Key words :

Homogenization, monotone operators, measures, periodic functions,
junctions.
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