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0.1 Introduction

Dans ce mémoire , nous étudions les processus autorégressif a coefficients
aléatoires RCA qui sont utilisés dans plusieurs domaines : ils sont appliqués
en économie , biologie, ....

Nous développons les résultas traitants la question de l’estimation du
coefficient de processus autorégressif a coefficients aléatoires RC'A d’ordre 1
défini par

Xt = (tht,1 + &¢ s te Z (1)

o (¢,) est une suite de v.a. iid et (g;)est un bruit blanc dans le cas
critique ¢ = E (¢,) = 1 et le cas explosif ¢ > 1.

Nous nous interessons aux estimateurx de type mondres carrés condition-
nels et moindres carrés pondérés.

Nous développons les résultats établis dans les articles suivants :



1. " Least squares estimation for critical random coefficient first-order
autoregressive processes " Hwang ,S.Y. , Basawa,l.V. et Tae Yoon Kim.

Statistics and Probability Letters 23 March 2005.

2. "Explosive Random -Coefficient AR (1) Processes and Related Asymp-
totics For Least-Squares Estimation" Hwang,S.Y,and Basawa ,I.V.

Journal of Time Series analysis Vol.26 n. 6 p. 807-824 (2004).

Dans le chapitre 1, nous rappellons certains théoréemes de la théorie des
probabilités et des propriétés des processus autorégressifs.

Dans le chapitre 2, nous étudions le travail de Hwang ,S.Y. et Bas-
awa,l.V.et Tae Yoon Kim. [15] . Pour un processus autorégressif RC'A(1)
, leur résultat principal est I’étude de la convergence de l'estimateur des
moindres carrés conditionnels et des moindres carrés pondérés et leurs com-
portements asymptotiques en loi dans le cas critique.

Dans le chapitre 3, nous nous consacrons & l'article de Hwang ,S.Y. et
Basawa,[.V. [14] . Dans le cas explosif , les auteurs établissent la convergence
en probabilité de I’estimateur des moindres carrés pondérés et une loi limite
et montrent aussi que l’estimateur des moindres carrés conditionnels n’est
pas convergeant.

En Annexe nous présentons des résultats de simulations numériques sur le
comportement asymptotique des estimateurs des moindres carrés condition-
nels et des moindres carrés pondérés dans un processus RC'A(1) en utilisant
le logiciel R.

0.2 Préliminaires

Dans ce mémoire nous notons par (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit
(X;) une suite de v.a. réelles définie sur (2, A, P) et pour t > 1, F; 4

la tribu engendrée par les v.a. X; 1 X; o,...X;. La notation 2L dénotent la
"égalité en loi". Op (.) "borné en probabilité". La notation = dénotent
la"convergence en loi".

Dans ce chapitre nous rappellons quelques théorémes de probabilités que
nous utilisons dans ce mémoire et les résultats connus sur ’estimation du
parameétre d’un processus autorégressif AR(1) dans les cas stationnaire et
exposif.

Nous donnons le théoréme central limite fonctionnel de Donsker.

Theoréme 1 Soit (Xi,z' >1i= L_n) une suite de variables aléatoire i.i.d.



centrées de variance o® etn > 1.

On pose
i=1

et pourt > 0 on définit

Z, (t) = % (St — (nt — [nt]) Xje11)

Alors le processus (Z, (t)), 5o converge en loi et
(Zn (t))t >0 3 (Wt)t >0

ou (Wi, t>0) est le mouvement brownien standard .
St H : C — IR est une fonctionnelle continue sur C' [’espace des
fonctions continues sur IR alors

H ((Zn (t))t 20) — H ((Wt)t 20)

n—oo

Nous rappelons un théoreme de Doob, un théoréme central limite sur
les martingales. et le théoréme de Lyapounov

Theoréme 2 Toute sous-martingale (X,,) borneé dans L' converge présque
stirement vers une variable aléatoire X borneé dans L' .

Theoréme 3 Soit (M,,) une martingale de carré intégrable.
Posons pourn >1, A, = M,1—M, ety = E(A2/F,) et supposons qu’il

n—1
eziste K > 0 une constante telle que Vn, E (A2/F,) < K et (M), = Z P
k=0

M),

(crochet de martingale). Si = L5 02

alors

M
= — N(0,1
VoD



Theoréme 4 Soit (X,;) un tableau triangulaire de variables aléatoires in-
dépendantes i = 1,n , E (| X,;|) < oo et du second ordre . Posons

S, = Z (Xni — E(Xp;)). Si pourd >0

=1

N
I S B X — B () = 0
i=1 0 (Sn)

alors

Sn

Enfin nous énoncons un lemme de Toeplitz.

Lemme 1 Soit (a,) et (b,) deuz suites rélles telles que anb, — « , alors

nl E a; — .
E by =1
i=1

0.2.1 Processus autorégressifs d’ordre 1 AR(1)

Considérons un processus autorégressif d’ordre 1 AR(1) (X;,t > 0) défini par
I’équation aux différences

Xt = ¢Xt—l =+ Et XU = O (11)

ou (g;) est une suite de variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribueés (bruit blanc) (pas nécesairement Gaussiennes) avec F (g;) =
0, Vv (Eft) = O'2

Z.
L’éstimateur des moindres carrés du parametre ¢ basé sur des observa-
tions (X1, ..., X,,) et obtenu par minimisation de I’érreur quadratique est

> XiXi
a _ =1

- n
2
E Xiq
t=1
Nous notons les troix cas suivants :
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(i) |¢| <1  cas stationnaire

(ii) |¢| =1 cas critique

(iii) |¢| > 1 cas explosif

La convergence en loi de I'estimateur gAbn est bien connue (voir Anderson
[1] ,Fuller, [7]). En particulier , si (g;) est une suite gaussienne , nous avons

pour |¢| # 1

(ZX&) 0. (6, =) = N(0,1) , pour || £1
t=1

Pour le cas |¢| < 1, le résultat reste vraie méme si (g;) n’est pas gaussi-
enne. Pour |¢| > 1, le résultat est vraie seulement si (g;) est normal.

0.3 Processus autorégressifs a coéfficient aléatoires
d’ordre 1. Cas critique

Dans ce chapitre nous étudions les résultats de I'article de Hwang ,S.Y. ,
Basawa,l.V. et Tae Yoon Kim [15] qui propose 'estimation du parameétre
d’un processus autorégressif a coéfficient aléatoire noté RCA(1) dans le cas
critique. Les résultats montrent que les estimateurs (des moindres carrés
pondérés et conditionels ) sont convergeants et asymptotiquement normal.

Une extension naturelle du modele AR (1) de 'eqn (1.1) avec un coeffi-
cient ¢ qui devient une variable aléatoire donne un processus autorégressif
a coéflicient aléatoire

not¢ RCA(1) ;(Xy,t > 0). Le processus est défini par

Xt = ¢tXt—1 + &¢ y X() =0 (21)

ou (&) est une suite famille de variables aléatoire indépendantes identique-
ment distribueé centreés et V (g;) = 02 , ( pas necéssairement gaussienne) ,
et (¢,) est une suite de v.a. aléatoires i.i.d avec E (¢,) = ¢ et V (¢,) = 02 .
De plus (¢,) et () sont indépendantes.

Quand la v.a. ¢, est dégéneré a une valeur ¢ i.e ¢, = ¢ 1’équation (2.1)
se réduit au processus AR(1) standart (1.1).



0.3.1 Estimation dans un modéle RCA(1)

Soit (X1, Xs, ..., X;,) est un échantillon de taille n de (2.1), F;_; est la tribu
engendré par (X1 X o,...X1).

Le parametre & estimer dans le modele (2.1) est ¢ = E (¢,). L'éstimateur
des moindres carrés conditionel acl de ¢ est obtenu en minimisant la quantité

n

D (Xe = E(Xi/F )

t=1

Notons que V'ona E(X;/F;1)=¢X; 1.
En effet

E(Xi/Fi1) = E( X1 +e/Fia)
= E(¢,Xi1/F 1)+ E(ey)

D’aprés la caracterisation de I’ésperance conditionnelle on a

E(Xy/Fi-1) = Xi1E (o)
= 0Xi

L’estimation de ¢ par la méthode des moindres carrées consiste a min-
imiser I'erreur quadratique

n n

Y (X —EX/Fi)? = D (Xi—¢X)

t=1 t=1

= H(¢, X1, X, ..., X))

Par suite
oOH

9 = 0& =2 (X —¢X;1) Xy =0
t=1

D’ou la relation

> XX
5 L t=1
c

= —
E 2
thl
t=1

6
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Nous observons que le modéle RC A(1) est un modéle hetéroscedastique
(ie. la variance du bruit blanc dépend de X, ).
La variance conditionnelle by = V (X;/F ;1) depent de X;

he =03 X7 | + 02 (2.3)
En effet
hy = V(Xy/F 1)
= V({(¢Xe-1+e0)/Fi1)
= V(o Xio1/F 1) +V (&)
D’ou

he = X2V (6) +V ()
R P
Un meilleur estimateur de ¢ (au sens d’une erreur quadratique minimale

) est l'estimateur des moindre carrés pondéré ¢,,; (avec poids). On suppose
que h; est connu ,
alors ¢, est obtenu en minimisant la quantité

n n 1

Z hi (X;— FE (Xt/thl))2 = Z h_t (X; — ¢Xt,1)2

=1 "t

Par suite

OR "1
5% =0 2> —(X;—¢X, 1) X1 =0

PR b : -
D’ou l'estimateur ¢,

(2.4)



Posons B = E (¢7). Pour B < 1 (cas stationnaire) il est bien connu (cf

Nicholls&Quinn [16]) que les deux estimateurs ¢, et ¢,, convergent en loi
vers ¢ .Pour le cas explosif (B > 1) (cf Hwang & Basawa [13] )montrent que
gAbwl converge en loi vers ¢ mais gAzSCl n’est pas un estimateur convergeant en
probabilité.
__ Dans ce chapitre , nous étudions quelques proprietés asymptotiques de
¢ et ¢, dans le cas critique B = 1.

Plus précisement , on suppose que (¢, )est une suite iid de v.a. de Bernoulli
définie par

¢ = (2-5)

ol 0 < f<xwetl<axl

0 avec probabilité o
—0 avec probabilité (1 — «)

Par suite nous avons

¢=E(¢;)=2a—1)0 et B=E(¢7) =60, =V (¢,) = 406’ (1 — )

Comme B = #? | les troix cas B < 1,B = 1 et B > 1, correspondent
maintenant aux cas # < 1, § =1 et 6§ > 1 respectivement.

En particulier , si on prenons # = 1 dans (2.5) nous obtenons le cas spécial
d’un processus critique RC'A (1) et notre étude porte sur ce cas spécial.

Considére le modele AR(1) standard donné par (1.1).

Si ¢ = 1 nous avons

Xt = thl + Et
= Xy ote1+e

Ce qui donne par itération

t—1
Xt = th_j (26)
j=0

Si nous prenons dans (1.1) ¢ = —1 , nous obtenons
Xy = =X te
= & —(—Xi2+e1)
= & —&1+&1+...—¢€1
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Donc

-+
|
_

X = (_1)j Et—j (2.7)

J

Il
=)

Les deux modeles (2.6) et (2.7) correspondant au cas standard d’ordre 1
et ont beaucoup d’applications dans les séries chronologiques (cf, Fuller .[7]).
Un modele qui généralise (2.6) et (2.7) est
t—1

Xy = thj Et—j » (2.8)

ot les coefficients aléatoires ;; prennent 1 ou —1.

Le modele (2.8) peut étre regardé comme une généralisation de la marche
aléatoire standard avec des monteés et des déscentes correspondants

ag,; = 1loug,; = —1. Un tel modele peut aussi convenir comme un
modele aléatoire "signal-bruit" trés utilisé en sciences de technologie et dans
modeéles financiers.

Dans le contexte des series chronologique, le modéle (2.8) représente une
version & coéfficients aléatoires du modele RC'A (1) donné par (2.1) ou la
suite (¢,) satisfait (2.5) avec § = 1.

Notons que pour le modele (2.5) avec § = 1, le processus (X;) est un
processus de Markov de densité de transition (i.e. la densité conditionnelle
de X; sachant X, = 54,1) est donnée par

Ifx, (@/Xia=y)=afe(r—y)+(1—-a)f(r+y)
ou f. est la densité de ¢,.
En effet

PXy, € A/Xy1=y) =P, Xy 1+e €A/ Xi1=1y)
= Pler€ A—dy/Xi1=1y)
= P(e; € A— ¢,y) par indépendance de X;_jet g, et X;_jet ¢,
= Pleee A=¢y/d,=1)P(¢,=1)+ Ples € A= dy/¢, = —1)P(¢, = —1)
— P(s€ A—y/o, = o+ Ple € A+y/d, = —1)(1—a)
= aPlere A—y)+ (1 —a)P(es € A+y)

- /fg e+ (1-a) [ 1)

A+y

9



(En faisant le changement de variabls >z = u — y on a si > € A — y alors
u € A.Donc

P(X; € A/Xt_l:y):a/fg(u—y)du+(1—a)/fa(u—i-y)du
A A

_ /(afs(u—y)—l—(l—Oé)fs(u+y))du

A

D’ou la formule.

Ainsi , la densité conditionnelle de X; sachant X; ; = y est un mélange
des densités correspondant au modele standard AR (1) dans (1.1) ou ¢ =1
ol ¢ = —1 , respectivement. Par conséquent , le modele RC'A (1) de (2.5)
avec # = 1 peut étre vu comme un cas spécial d’une classe des modeéles avec
des changements de coefficients d’'un AR avec régimes. Le régime se compose
de deux états et il est régie par un mécanisme de v.a i.i.d.. (cf.Hamilton [10]
pour des discussion sur le modeéle des series chronologiques avec changements
de régimes).

Une autre motivation de ces modeles est leur lien avec le modele ARC'H
( autorégressif conditionnelle hétéroscédastique ou processus d’ Engle) . Pré-
cisement considérons un processus AR standard (Y;) a coefficient fixe avec
des erreurs hétéroscedastiques défini par

Yi=oY 1 +n, = un/or (2.9)

ot ¢ =2a—1, v, =4da(l—a)Y?, +0%, et (u) est une suite de
v.a.ii.d . centreés réduites.

On peut vérifie que E (Y;/Y:—1) et V (Y;/Yi—1) = v; ont la méme structure
que celles du modele RC'A(1) et sont donnés par

E(Xi/Xi1) = E($Xi1+e/Xi1)
E (¢ X1/ Xi-1)
X E(¢)

= ¢Xi

Aussi

10



vV (Xt/Xt—l) =V (¢tXt—1/Xt—1) +V (5t)
= Xfflai + a?

Par suite

Ei/Yi-1) = E(¢Yi-1/Yi1) + E(ny)
= ¢Yia
puisque Y;_1 ne dépent que de (nt_l, Mgy -ees 7)1) et comme les v.a. 7, sont
indépendantes , alors 7, et Y;_; sont deux variables indépendantes. La va.

vy ne dépent que de Y;_; et n, = \/vu; donc u; et vy sont indépendantes.
Par suite

E(Ut) = E(\/U_tut)

I

=
3
=
£

car E(u;) =0
D’autre part

V(YY) = V(¢Yi1/Yie1) +V (n,/ Y1)
= Y?AV (¢) +V (\/U_tut/Y;t—l)
= vV (uy)

= Ut

Pour 0 < a < 1 mnous avons un modele RCA (1) et aussi |¢| < 1 dans
(2.9). Par conséquent , on peut utiliser ’analogie avec un modeéle standard
AR (1) avec des erreurs conditionnelles hétéroscédastiques comme indiqueés
dans (2.9) pour une autre motivation du modéle donné par (2.1) et (2.5)
avec 0 = 1.

11



0.3.2 Convergence de ’estimateur des moindres carrés
conditionnels

On considérons un processus autorégressif a coéfficient aléatoire RC'A (1)
donné par (2.9) et (2-5) avec 6 = 1.

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

C, :les v.a.(g;)ont de lois symétriques i.e 4 —&.

C,: E(g}) < +o0.

Pour « =0 oul (¢, sera dégénéréi.e V (¢,) =0) alors le modele RC'A
se réduit & un modele AR .

Ainsi ,supposons que 0 < oo < 1.

Quand # = 1 , nous avons

p=FE(¢)=2a—1 et 0 =4a(l—a)

Par itération de la relation (2.1) , on obtient

Xe=¢er+ ¢ 1+ Gy Oy 162+ ... + <¢t ¢t71"'¢2> €1

que 'on peut écrire aussi
t—1
Xt = Zﬂ't]’ Et—j (210)
j=0

7j—1
Oflf]rtj:Hgbt_i ,j:(],t—lavecmozl.

=0

Notons que |mj| =1 Vi et j.

Par conséquent , le modéle peut étre regardé comme une marche aléatoire
standard sans dérive a coefficients aléatoires de Bernoulli . Il peut aussi
étre désigné sous le nom d’un modele RC'A (1) critique.

Pour des développement ultérieurs , on introduit une marche aléatoire

standard ()N(t,t > ()) qui se présenté sous la forme
)?t = )?tfl + &t 7)?0 =0

t—1
Ainsi X, = g Et—j
=0
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Sous condition C; ,le processus (X;) défini par (2.10) est étroitement lié
A la marche aléatoire <X’t>

Pour étudier les propriétés des estimateurs nous établissons les résultats
suivants.

Lemme 2 Sous la condition C) on a pour tout n fixé

J o~
Xn - Xn

. d .
Preuve: Par la condition C) ; Vn , &, = —e,. Donc si e, est de
densité f1 alors —eq ~~ f1  de méme si e9 ~~ fy alors —eqg ~ fo ...81
En ~ fn alors —e, ~> fp
Comme

n—1

X, = g EnjEn—j ou&,; =1ou —1
j=0

Donc une somme de v.a. indépendante admet comme densité le produit de
convolution :

Xn”"’fl*f?**fn

Ainsi

X, Le tegt . te,

Ce qui donne

X, ~ fi* fok ok fo

Par conséquent

D’ot le lemme.
]

Comme conséquence nous avons

E (Zn: 5(’3_1) =F (Zn: Xf_1> ~ n?
t=1 t=1

D’une part, on a

13



n n t—1 2
E (Z Xf_l) = Y E (Z &, 5t_j>
t=1 t=1 j=1
t—1 i—1

t—1
E (Z ffj 5?—j ) +2 Z thi £ E(eii) E(ei—5)| (par indép ¢,)
j=1

n

>

=1 i=2 j=1
n t—1
- ZZS?J‘ E (), par E(e,) =0
t=1 j=1
n t—1
- ZZE(gfﬂ.)
t=1 j=1
D’autre part
noo_ n t—1
s (Z X) = D B
t=1 t=1 j=1
n t—1

—1
_ e,
Alors
b (Z Xf_l) =k (Z Xt2—1> ~n?, (2.11)
t=1 t=1
et
o (Z )Zf—l) =B <Z Xt4—1> ~ n’ (2.12)
t=1 t=1
car
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t—1
§ §1j Et—j
Jj=1

o

n
t=1

4
t—1

n
t=1

“

2
t—j

E(c2,)E (e

2
tj

§

2
ti

i=2 j=1

n t—1 i—1

t—1 i—1
+6Y > ¢

)

j)+6ZZQZE(g

ol

4
tj

1

=1 1

t

Ainsi

n t—1 i-1

1

1 i=2 j=

t

< W

3
30¢ -

i)

2 et B (e}

Sie;~ N(0,1) ona E(s},) =0

Donc
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n t—1 1—

n n t—1 1 1
E (Zf(ﬁ_l) = Zz§a§+6z o
t=1 t=1 j=1 2 t=1 =2 j=1

3n(n—1) t—1
= (n 04—1—622 (i—1)o

t=1 =2

n t—2
= WU?—FGZZW%J?

t=1 m=1

3n(n—1) L2

- TU§+GZZ(m+1)J4
t=1 m=0
n t—2

= La +6U4ZZZ

t=1 =1

_ 3n(n-1) , i~ (E—=2)(t—3)
ST et

= WT_la + 60 (Zﬁ Z5t+6n)

3n(n—1) , nn+1)2n+1) _n(n+1)
= Tag—i-( 6 —5 5 +6n)

TL3

12

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 3 Sous les conditions Cy et Cy, nous avons pour i =0,n — 1

Cov (X2, X2_;) = Cov <)?721,)?271>
Preuve: De la relation

Xn =éent gbn En—1+ ¢n ¢n—l€n_2 +...+ (gbn ¢n—1"‘¢n—(i—l)) Xn—i

16



Nous obtenons
2
XEL = 5i+¢i€if1+¢i¢2715272+---+(¢n ¢n—1---¢n—(i—1)) X’?L*i—i_Rn

ot R, est une expression de produits de ¢,, , £, et X, ;.
Comme 0 =1, alors

Xo=cnteniten st X0 + R,y

Par suite

Cov (X2, X2_,) = Cov(el+ei i +es gt ...+ X7+ Ry X2_,)
= El(e24+e2 +e o+..+ X2, +R,) X2,
—E(e2+e) +er o+ ..+ X+ R)E(X2)

ce qui donne
Cov (X2, X2 ) = E(EX )+..+E(X,,)+E(R.X. ;) —FE(c}) E(X],)
= (B(X2)) - B (X)) B(R,)

n—

Ainsi
Xn—i = €n—itPpi En—(i+1) T Ppi ¢nf(i+2)€n*(i+2)+...+(gbnfi ¢n7(i+2)"'¢2> €1

D’ou
X = 4 iyt iyt ot + K,
ot K, est formé de produits de €, et ¢,,.

Les v.a. e, sont indépendantes , alors pouri=0,n—1 on a

E(enXni) = Elen (enoi+enn) +engpay + -+l + Ky
= E(elel )+ E () el i)+ + E(ele]) + E(e2K,)
= E(E2)E(E_)+E(2)E (5%_(i+1)) +..+E(2)E(S)+E(E)E

17



De méme on a

E (gi) E (ngi) = F (52) E (5 i+ 5%—(#1) + 527(%2) + ..+l + Kn)

Ce qui donne

E(eX. ) —E(e2)E (X)) =0

n<*n—i n

Le méme résultat est obtenu pour €2 . et R, .
Donc
Cov (X2, X2)) = E(XL) - (E(X2))’
=V (Xzfz)

Par le lemme 2-1 on a
Vi(x2) =V (X))

ce qui donne

Cov (X2.X2.) = V(X))

D’otu le lemme. m

Par conséquent d’aprés le lemme 2.2 ,on a

18



(£e) (5

et
Cov (X7, X7 1) = Cov ()?1:2—1’)?3—1)
Par suite , pour t = 1,n
4 (Xt2 1) =V <)?t2—1)
Donc

Yo () -3 ov (i)

En particulier , sous la normalité de (&;) , nous avons

Vv (iXt21> =n(n-1)(n"-n+1)o2/3

t=1

En effet
v (Z Xf_1> =V (Z 5('3_1>
t=1 =1
=Y ()?34)
=1
n t—1 2
=1 j=1
D’ou




Par conséquent , on a.

1% (i Xt21> ~ nt (2.13)

Le théoreme suivant donne la convergence en probabilité de 1’estimateur

¢cl .

Theoréme 5 Sous les condition C) et Cy , nous avons.
&;cl - ¢ = OP <n_%>

Preuve: De la définition de ¢, nous avons

> XiXi
ba—0 = S———9
> X,
t=1

D (X = 6Xi1) Xy

t=1
n
E 2
thl
t=1

Nous désignons par

ol 'on a posé

n n

L = Z (Xi =X 1) Xy1 = Z [(@ — ) X7+ thtfl}

t=1 t=1

et

Ly=>» X7,
t=1

20



Par suite

E(I) = E( ¢) X7 | + e X J)
t

—_

n

= Y E([(¢—¢) X7y +eXi])
- zn:E 0) X7 1) + E (e1Xi-1)

t=1

Comme X;_; est une fonction de ¢, 4, ..., ¢; ,et comme les v.a. ¢, sont in-
dépendantes, alors ¢, et X2 ; sont deux v.a. indépendantes.
Par conséquent

E ((¢t - Cb) Xt2—1) = F <¢t - ¢> E (Xt2—1>
= 0.

De méme , X;_ine dépend que de ¢;_1,...,£1 ,et comme les v.a. &; sont in-
dépendantes, alors ¢; et X; jsont deux v.a. indépendantes.
Donc

E(eXi1) = E(e) E(Xi1)
Enfin

D’une part, on

E([ln/thl) = E( Xt 1+€tXt 1} /Ft 1)
t

—_

n

= E ([(¢t — ) X7+ 5tXt—1] /Ft—l)

t=1

21



et des propriétés de I'éspérance conditionnelle nous en déduisons

n

E (Iln/Ft—l) = Z [th_1E (¢t - Cb) + Xy F (51:)]

t=1

= 0

D’autre part,

E (Il2n) = kb <Z [((bt - ¢> Xt271 + 5tXt1]>

n n

ZYerQZZYY

=2 j=1

= b

n n i—1

- ZE (V2)+2) > EMY))

=2 j=1

ou on a posé
Vo= [(¢, — ¢) X7y + e Xy

Ainsi

&

E(YY;) = E([(¢; = &) X7\ +eXin] [(¢; — 0) X ek 1)
= E ((¢z —¢) (¢j - ¢) XzQ 1X2 ) ((¢ ¢) X 1€J i= 1)
+E (€in‘—1 (¢] - ¢) j—l) + B (e:Xi16;X;-1)

Aussi X;_; ne dépent que de ¢, 1, ..., P, ,et comme les v.a. ¢, sont indépend-
antes alors ¢, et X? jsont mdependantes Pour j < i on a X;_; fonction de
Gj_1,--s Po €t donc ¢; et X 3271 sont indépendantes.

Par suite

E((¢;—0) (¢, —0) X2 X71) = E(d;—0)E((¢; — 0) X2, X7))
=0 car E(¢;) = ¢,

22



et
E((¢;— ¢) X16jXj1) = E(6 — ) B (X7 16;X;-1)
=0

De méme X;_; ne dépent que de €;_1,...,£1 ,et comme les ¢; sont indépend-
antes donc pour j <1 ; ¢; et X;_; sont indépendantes .
Donc

E(eiXia(¢;—¢) X71) = El()E(Xio1(¢; —0) X71)
=0

De méme on a

FE (EiXi—lngj—l) = F (52) FE (Xi—lngj—l)

On en déduit que
E([(¢ — 0) X2, + X 1] [(6; — 6) X2, +,X;4]) =0

Par conséquent

EB(I3) = ZE 6) XPy +eXia)
- ZE ¢ X} +2(¢ — 0) XD e+ 61 X7 )
_ ZE 62 XL 1)+2§n;E(<¢t—¢>X?_1et>+Zn;E (€7 X0)
_ U;ZE (X2,) + UZE (X74)
< 400
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Finalement nous avons F (I1,,/F ;1) = 0 et E(I%,) < 0o ce qui montre que
la suite (I,,), est une différence de martingales de carré-intégrable .
Par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a , pour tout M > 0

B (I%,)

P(|h| > M) < =%

Or on a montré que

E (Ifn) = O'iE (Z Xt4_1) + 02k (Z Xt2—1)

t=1 t=1

Donc

P (|1, > M) <

En utilisant le fait que F <Z Xt41> ~n3et B (Z Xt21> ~ n? par (2.12)

t=1 t=1
et (2.11) on en déduit que

P (|| > M) < (o704 02n®/M?)

n® 2 ‘73
e\t

N

en prenant M = n?on obtient

P (n*? L, > n'?) < -

S|~
N
Q
N
+
s |
N——

Par suite
n=32I, =0, (1) (2.14)
De méme pour I5,, on a pour tout m > 0

E(13,)

m2

P (|I5,| > m) <

24



Par définition nous avons

En utilisant les faits que V' (Z Xfl) ~ntet E (

N

n 2
t=1

n n i—1

X2 X2

t=1 =2 j=1

n i—1

n—i“*n—j

i (X 423 S B (X2 B (X))

i=2 j=1

n

n i—1
+2F (Z Xﬁ_i> E (Z Xg_j>
i=2 Jj=1

t=1

(2.13) et (2.12) nous arrivons a

P(|Ign| > m) é

On choisit m = n®?2, ce qui donne

et donc

P (n_2 |15, > n1/2) <

n*2[2n = Op (1)

25

4nt
m2

4

4n
no

n i—1

zn;wxz_l) ©3 (B (X)) 2) Y E () E (XL

i=2 j=1

4
n

n

> X

t=1

) ~ n? par

(2.15)



Nous avons le résultat en loi suivant pour la v.a. Iy,

n2ly, = o2 /01 (W (r))? dr (2.16)

ou (W (r),0 <r <1) est un mouvement brownien standard.
En effet le résultat (2.16) est une application du théoréme central limite
fonctionnel de Donsker (cf.Préliminaires ). Nous pouvons écrire

n n t—2 2
2
E X, = E E i1 Et1-j
t=1 —1 \j=0
n t—2 1—1
= Zzstlg‘i‘Qz i1 Tt—1 Et—1—i Et—1—j
1

=2 j=
n n t—2 1—1
_ 2 9
- Etlj_l' Te—14 Tg—1,5 Et—1—i Et—1—j
t=1 j=0 t=1 =2 j=1
Ainsi
n n n t—2 i—1
2 2
§Xt—1: E 252"‘25 § Eﬂ—tlzﬂ-tljgtlzgtl]
t=1 t=1 =1 t=1 =2 j=1
n n t—2 i—1
2
= E (n—1t)e; +2§ E E Tt—14 TMt—1,5 Et—1—i Et—1—j
t=1 t=1 i=2 j=1

Notons que , pourt=2,t—1,j7=1,7—1on a

Tt—1,4Tt—1,5 = Tt—1—j,i—j -
j—1
et rappellons que 7 = H ¢,_,; qui représente un produit de (j —4) v.a. iid

i=0
prennent les valeurs 1 ou —1.

Comme les m;_1_j;_; et & sont indépendantes et en utilisant la condi-
tion C; on peut choisir un processusAR(1) standard (X;) défini par X =

X/ +e, X5 =0 avec (ef,...,€}) < (€1, .oy En)-

T n
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Donc on peut écrire

n n t—2 i—1
E t)e; +2 E E E Mg1—ji—j Et—1—i Et—1—j
t=1 t=1 i=2 j=1
n n t—2 i—1
a * *
= E :(n—t +2 E E €t1-i Et—1—j
t=1 t=1 i=2 j=1

Par conséquent

n n
2 d 2
E X = E X5
t=1 t=1
On pose

n
Sy = E e =X,
t=1

et
1

Zy (t) = go/n (X[tzt] — (nt — [nt]) 6>[knt]+1)

D’une part on a

ZX§21—U /0 Z2(t)dt

1
_ . 1 . 2
= Y ox o | 25 (g = (0 = 1) g,
t=1

Un

n

1
= n?y X2 - n_l/ Xp%dt + 2n_1/ Xiny (nt — [nt]) efpyy41dt
0 0

t=1

1
+nt / (nt — [”tD? Eﬁt]—i—ldt
0
= Al,n + A2,n + AS,n + A4,n
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Par les propriétés de 'intégrale de Riemenn on a

1 [t 1 1 —
Ay =— | X2dt== lim — ) X2
20 = /0 [nt] P, ZE; [24]

et aussi
9 [l
aal 5 = |2 [ Xy 0t = ) gt
nJo
2 1 i i
n minoo;m [n:2] (nm {nm})g[”m]“
2 1 «
< % fim — ‘X*Z
- nmE{lOOWLiZ1 [” ]8[”E}+1
1
< Op(—) (loi des grands nombres)
De méme
e - | BN i 1\? e
Agn + = E/o (nt — [nt]) el 10t = Emh_n}oogz C L, g[n%]—&—l

=1
m

1 1
< Z . - *2 )
n mh—r>noo m Z g[ni]+1

m
=1

1
< Op(=) (loi des grands nombres) .

n
Donc
A, = n_QZn:X*2 — lim linle.*?—l—Op(l)
' t=1 o m—eom n n
]_ ]. - *2 . 1 “ *2 1
= ﬁ(ﬁ;th_mhinooE;Xi +0p()

= o0p(1)
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ou on a utilisé la forte des grands nombres pour la marche aleat01re (X))

ps

(martingale) pour avoir + Z X2, 2 BE(X?) = o2 et par suite Z X2 —
=1 =1

lim + Z X% est bornée.

m—oo
=1

En fin nous en déduisons que

n*QZX*Ql = o / Z%(t)dt + o, (1)

0
Le théoréme central hmlte fonctionnel de Donsker donne

o’ /01 Z2(t)dt = o> /01 (W ()] dt

Comme

n n
-2 2 4 2 *2
n E X ,=n E X7
t=1 t=1

nous aboutissons au résultat recherché

1
n2ly, = n_2ZXt2 L, =0 / (W (r)])? dr
0

n— oo
t=1

Comme conséquence on en tire

]Qn—HO

Finallement en regroupant (2.14) et (2.15) ,(2.16) on obtient

vn (QAbcz - ¢) = no—

Le théoréme est démontré. m
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0.3.3 Normalité asymptotique des éstimateurs des moidres
carrés ponderées

Rapellons que ’éstimateur des moindres carrés ponderés est définie dans (2.4)
par

> X Xiah!
_ t=1

> OXE !
t=1

On prend 6 = 1 dans (2.5) , et on suppose que la variance conditionnel

h; est connu.
L’estimateur ¢,,; est désigné sous le nom d”estimateur de maximum de

vraisemblance approchée du parameétre ¢ avec h; connu.

On a

-~

¢wl

> XX by
bt =0 = % -
> X2 k!
t=1
(Z XiXp -0 X3_1> h!
t=1 t=1

> O XE b
t=1

Ce qui s’écrit comme

i~ o Jln

Oyt — ¢ = E (2-17)

ou
n

Jin = Z [(¢t —¢) Xt2—1 + 5tthl] hit

t=1
et

Jon = ZXtQ—lht_l
t=1
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Lemme 4 La suite (J1,,),, est une différence de martingales de carré-intégrable
et V (Jin/Fi-1) = Jon.

Preuve: Nous avons

- X? —
E(Jln) = ZE<(¢t_¢) }i;l —I—thhtl)

2

. bel .
puisque —- L est une fonction de ¢,_q, ..., 01 et e,_1, ...

2
sont indépendantes et de méme Xh , € sont mdependantes

D’une part, on a

E(Jin/Fi1) = E (i [(6r — &) XP 1 hy ' + &1 X 1hy ! /Ft—1>

t=1
n

= Y [E((6 - ) XZ kM F i) + B (e Xoahi E )]

n

= S [XZ B (6~ ¢) + Xeoth VB (1))

t=1
= 0

et

n 2
E(J}) = E(Z {(cbt—as)Xf_lh;l+stXt_1h;1}>
t=1

n n i—1

ZZ,?HZZZZ

Z2j].

= K

n n

= ZE 7?) +2ZZE Z;7;)

=2 j=1
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ou
Zy = [(¢y — ¢) X7 1h ' + e Xooahy ']

Ainsi

E(Z:Z) = E((¢;— o) (¢; — ¢)X§1 1X2 )+ E (¢ — ¢) X2yhy te; X 1hs )

+E (61 i— 1h (Qb ¢) ) + F (5iXi—1hi_1€ij—1hj_1)

Or X;_1h;' ne dépent que de ¢, i,...,6; ,et les (¢,) étant indépendantes
donc les ¢, et Xi_lhi_l sont indépendantes et aussi pour j < ¢, ona X j_lhj_l
est fonction de ¢;_, ..., ¢; et par suite ¢; et Xj_lh;1 sont indépendantes.
Ce qui donne

E((¢; = 0) (05 — 0) X21h ' X7 1hiY) = E(¢;—¢) E ((¢; — 0) X7hy ' X710
= 0
et
B (6 — 0) X2 hi'e; X ah5 ) = E (6, — 0) B (X210 "6, X,1h5")

De méme Xj_1h;1 dépend de €;_1,...,e1 et pour j < ¢ on a ¢; et Xj_lhj_l

indépendantes
donc

=0
De méme

E (EiXiflhiilé‘ij,lh;l) = F (81) E (Xl',lh;1€ij,1h;1)
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Par conséquent

E (J1)

Alors

D’autre part,

= ZE ¢) X2 hyt + e Xy h 1

ZE 0 Xt b +2ZE

ad)ZE (X} k%] + o2 ZE (X2 0]

t=1

Z FE [Xf_lh;2 (ain_l + 03)}

E fo_lhf]
t=1

= E[Ja]

< +o0

n

X3 1h €t:|

(2.18)

V(In/Fia) = D> V(¢ — &) XPah JFia) +V (eeXeahHFioa)]

t=1
n

= STXE RV (6) + X202V (=)

t=1

= Z X2 ih? (0F + X2 0?)

= Z Xt2—1ht_1
t=1

- J2n
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D’ou le résultat .
n

Lemme 5 Nous avons

X2 X2 1 <
e et e Y B

Preuve: Par le théoréme central limite on a

1o 1

e =N, )

t=1
Par le lemme 1

X, <X,
Donc 1
—X, = N (0, o2
\/ﬁ ( 0-5)
ou
Xn
= N (0,1)

o1

Ce qui donne
n—1lx?2 o2y 2
n X1

ou x? une v.a. de loi du Khi-deux & un degré de liberté.
On en déduit de la relation h, = 02 X2 | 4 02 et de (2.19) que

I, zxfb—l o? 2 2.2
n—1 n-—1 ¢ 7eX

n—1

2
La v.a. X”—;l est bornée par 0;2 = [4a (1 — a)] 7" en effet

h
2 2
anl — anl
I o3 X7 |+ o2
2
< Xn—l _ 0_72
~ 2 v2 -
0¢Xn71 ¢

34
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Par suite de

X2
2 n—1
Xn—l _ n—1
= =
hn n—1
Xrq 2.2 h 2 2.9 .
et comme —*5t = o-x] et % = 0y o-x7 on en déduit que
X2
—-1 —
n o 2
h ; ¢
n

et aussi en probabilité
XZ—l P2
— 0,

n
X2, , —2 PN
Lav.a. —= est bornée par o~ on a donc par le théoréme de la convergence
n
domineé

Par un lemme de Toeplitz on a

1 n
“NTOXE S 0 (2.20)
n
t=1
et
1 n
= E(X? bt — 0’ (2.21)
n

t=1
D’ot le résultat. m
Le theéoréeme suivant montre la normalité asymptotique de I’éstimateur

¢wl .

Theoréme 6 Sous les conditions C; et Cy , nous avons

Vi (du =) = N (0,1) .
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Preuve: Par la condition C, : F (g}) < 0o , nous allons montrer la condi-

tion de Liapounov (cf. Préliminaires) pour Jy,, = Z D; :pour ¢ >0
=1

(v )MZEW” o(1)

ou Dy = [(¢, — ¢) Xf \ + X1 hy ' est une différence de martingale.
Par | X7 hi'| < 0,% = [4a(1- )] on a

V<J1n) = E[J2n]

- ZE [Xt?—lht_l]
t=1

2

— n O-(z)
et aussi
Dy = |(¢t — Q) X2 ht e X 1ht_1|
< ¢|’Xt21 1‘+5t ‘thh ’
< Ha(l—a) o = ol + e | [ Xian
D’autre part
¢y — ¢l < M
alors
[da (1= a)] " ¢, — ¢ < My
Ce qui donne
2468 246
D < (M feuhy | | )
246 1 246
S 22+5—1 <M12+5+ Eth;§ Xt—lh;§ )
X2, 2|1
S 2§+1 <M2+5 ‘ t—1 - |€t|2+5>
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et par suite

2494

90+1 (M12+5 n (06—2)T (052)%5 |Et|2+5)

< Kl + Kz ‘€t’2+6

|Dt|2+5

IN

. 245
Par conséquent (E e ]*0 = m4>

2+5 n

() e < () % (K k)

t=1

1 246
K K
B

K1 +K2m4 0

nz n— 00

IN

ol encore

< 1 )MEn EID|" =0(1)
:0
oe\/1 — !

Ainsi la condition de Lyapounov est vérifiée.
Donc nous avons le théoréme central limite de Liapounov

Jin — E (Jin, )  Ji
V v (Jln ) \/ J2n
En outre (2.20) et (2.21) impliquent

J2n E) 1
E (Jan)

= N (0,1)

Par conséquent de

Voo (b= 6) = Vi
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nous avons

Jln
- E(Jgn)
Vi (3= 0) = Y222 — N(0,1)
E(J2n)

u
Dans cette partie nous considérons maintenant le cas ou ai et o2 sont
inconnus dans ’expression de h;.
S ~2 . .
Soit 0, €t o, des estimateurs convergeants de ai et ag respectivement.

Nous définissons ’estimateur

6, = =L (2.22)

ou
T A2v2 ~2

Theoréme 7 Sous les conditions C; et Cy , nous avons

Preuve: Comme |h;'| <o.% ona
- he —h
sup h;l—h;l‘ = sup |———
1<t <n 1<t<n| huhy
ht - Tlt
= sup |—=
1<t <n htht
= sup (//it — ht> hy 1”];; !

1<t <n
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-1 _ 1 1 _ ~—2 :
D’autre part, |h, ) = |5x7 e < 5z = 0., cequi donne
sup |h;y' =Rt < o2 sup |(he—he) Bt
1<t <n 1<t <n
-2 2 2\ v2 -1 (A2 _ _2\7-1
< o7 sup |(0,— 0¢) X7 bt + (G2 =02 Iy, }
1<t <n
2 | (~2 2 2 -1 ~2 2 -1
< ot @) s (X @ 2) s [hi
1<t<n 1<t <n
—2 [ (A2 2\ 2 | (~2 2\ -2
< 0.7 (@, —0g) 05" + (62 — 02) 0]

2 et 33) — o7 on en déduit que

N . ~2
D’ou du fait que o, — o2

nt— bt

sup =0, (1) (2.23)

1<t <n

Les auteurs Hwang et Basawa [12] affirme que

(Zn: Xi hf) _ (i X2, Bﬁ) =1+0,(1) (2.24)

(2.25)

On pose
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On a

NX X bt Y XX by
t=1 t=1

B =
B, B,

¥

$

- YTn (Bn > XX, bt - B, ZXtthht1>

Ban t=1 t=1
Bn n ~ n B n
- (Bn Y XX bt = By X Xiah '+ By Y XXy h
”Bn t=1 t=1 t=1
VB, Y XXy ih;!
= Xt 1 ( - ht ) + t:L <Bn - En)

IN

CZM o, ()

+

= \/B_n;XtXt b (B —En)

Comme sup </l{t_1 — ht_l) — 0 par (2.23) et (Bn - ]§n> L5 0 par (2.24)

1<t <n

pour avoir le résultat il reste & montrer que Y= ﬁ Z X X, 1 et 5 F Z X X lh’

t=1
sont bornés en probabilité.

En effet par I'inégalité de Cauchy-Schwarz | % 2.1 (par (2.24)) et B, >
o0 , on a

2

@

~

B,

ZXtXt V! <
B, \/ B, VB,

o)}
S

ZXh]: =

ZXh ] [inlht‘l
t=1

n
De meme \%ii" Z X;X;_1 est bornée en probabilité.

t=1
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Par conséquent

\ ZXfl (0= du) =0 ()

Par les équations (2.25) et le théoréme 2-2 on a

ZXEI (¢ _¢> = \ithlﬁt_l <5n_$wl+$wl_¢)
\ = =1

_ iXEl ! [@1 - %z) + (awl - ¢>]

1/Z){flhl 2
- \/m\ZXﬂht( Pu)

J > Xt (60 =0) =0n 1)+, > X2 h (=)
t=1 t=1
Par suite

\ ZXE it (8- 0) = N(0,1)
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0.4 Processus autorégressifs a coéfficient aléatoires
d’ordre 1. Cas éxplosif

Dans ce chapitre nous étudions article de S.Y. Hwang et I1.V. Basawa [14]
Dans cet article les auteurs étudient les estimateurs des moindres carrées
et des moindres carrées pondéres pour le parameétre d’un processus AR &
coefficients aléatoires dans le cas explosif. Ils montrent des propriétés de
convergence et de normalité asymptotique.

Considérons un processus autorégressif a coéfficients aléatoires RC A d’ordre
(1) défini par

Xe=(p+¢) Xoo1 4+, t=0,£1,£2,... (3.1)

ou (¢,) et () sont des suites de variables aléatoire i.i.d centre¢ et V' (¢,) =

03,V (er) = o2 tel que o3 et o? sont connus et les suites (¢,) et (&) sont

indépendantes.
Posons
1
T = ((b—i- 05,)2 sgn (9)
ou
1 st >0
Sg”(¢>:{—1 sz’¢<0}

et

T =E(+) =6+ 0] (32)

Pour ce modeéle , la quantité 72 joue le role d'un paramétre critique .
I1 découle de Nicholle&Quinn (cf. [16]) qui montrent que (3.1) admet une
solution strictement stationnaire avec un moment de second ordre fini ( au
sens de la convergence en moyenne quadratique et de la convergence presque
stire ) si et seulement si 72 < 1 (cf. [17]).

La solution est donneé par

Xy = (0+¢) Xim1 + &
= e+ (@+) 1+ (0+0,) (0+ 1) e
Food (04 @) o (04 bimy) Xi(opn)
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Ce qui donne

X = Zﬂ'j Et—j + Top1 Xt (s41)

=0
ou
j—1
Ty = 1 s et 7Tj :H(¢+¢t71)
=0
D’ou

S
Xy — g Ty Et—j = 7Ts+1Xt—(s+1)
j=0

En effet , pour la convergence en moyenne quadratique comme 72 < 1 on

H ¢+ Gpi) Xi—(s11)
=0

s 2
E Xt — Zﬂj 5tj]
j=0

= B+ &) E(0+d1) E(o+o_)" E (X2 )
2(5+1)E (X2 (5+1)) N 0

§—00

Donc
oo

Xt = Zﬂ'j Et—j (33)

J=0

Pour 72 < 1 , nous avons aussi

E(Xt) = F (iﬂ'j 5t—j>



et

Alors

Par (3.1) , nous avons

E(X/X 1)

et
V(XX 1)

E((¢+ ¢y) Xi1 +&1) [ Xi-1]
E((¢+¢) Xi1/Xi1)

Xt B (Cb + th)

¢Xt—1

V(¢ + @) Xeo1 +e0) /Xid]
X2V (o+0,)+V (1)
UiXt{l +0?

On dit que le procéssus (X;) est un modéle hétéroscédatique conditionnel

(cf Engle [9]).
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Rappellons que I’éstimateur des moidres carreés conditionnels est obtenu

en minimisant la quantité Z (X; — E(X¢/F-1))” et est donné par
t=1

> XX
— t=1
> Xt
t=1

Cet estimateur converge et asymptotiquement normal (pour 72 < 1) sous
la condition F (X}') < oo

G (3.4)

(Z}ﬁ) (6 —¢) = N(0,4)
t=1
ot A = o2 (E(X2) " E(X}) + o

En particulier , dans le sens d’'une plus petite variance asymptotique
pour I'estimateur , un meilleur estimateur de ¢ est I’éstimateur des moindres
carreés ponderés obtenu en minimisant la quantité suivante

n
-1 2 N 2 v2 2
§ Vo (X — 9Xi1)” s ou Vi = 0 Xi 1+ o
t=1
L’éstimateur des moindres carreés ponderés pour ¢ est donné par

Z XtXt—lvtj
O = 5 (3.5)
hP. I
t=1

Pour 72 < 1, on a

1

(i Xt21> § (5“,1 - <Z5) = N (0, B) (3.6)
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ot B = [E (X—?)]_lE(Xf).

o2 X2+0'2
Pt €
Hwang et Basawa [12] affirme que

X2
B = B2t —
[ (U%X3+O'g>

72 (E(x2) " E(X!) + o2 = A

-1

E(X7)

IN

Remarquons que si ai = 0, alors le modele RC'A(1) se réduit & un

-~

modele ARC (1) ,et ¢ = o,,.
Dans cet partie , nous étudions le cas explosif (72 > 1) . Dans le contexte
de processus RC'A (1) explosif ; Quinn (cf. [18]) a prouvé que la solution (3.2)
continue a étre strictement stationnaire et ergodique si n = E'log|o + ¢,| < 0
,et seulement si n < 0.
La région de stricte stationnarité 7 < 0 contient la condition 7% < 1 (et
donc elle est moins restrictif ), puisque par 'inégalité de Jensen on a

n = Elog|¢+ ¢, <log E|p + ¢,

et par I'inégalité de Cauchy -.Shwarz on a

1
log B |¢ + ¢,| <log EZ ¢+ ¢,|> = log |7|

Donc n < log|7|.

11 est possible d’avoir une solution strictement stationnaire (presque siire-
ment) pour 72 > 1 tant que n < 0. Cependant ,une telle solution n’aura pas
un moment d’ordre 2 fini si 72 > 1 (cf Pourahmadi [8]).

Nous sommes consernés par le cas ou 72 > 1 que nous continuerons &
nommer "cas explosif" . Le terme explosif se rapporte ici au fait que V' (X;)
augmentent exponentiellement vers I'infinie quand ¢ — +oo .

Nous devons distinguer entre les deux sous classes suivantes

S+ >1 et n<0 (3.7)
Sy T2>1 et n>0

ou S = S1USy et tout processus appartenant a la classes S est un
processus explosif RC'A.
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0.4.1 Propriétés asymptotiques des estimateurs

Considérons le modele RC'A (1) explosif (X;,t > 0) défini par
Xi=(0+¢) Xem1 46, Xo=0 (3.8)

ou (¢,) et () sont des suites de v.a.i.i.d (pas nécessairement gaussiennes)
centreés et de variances finie 07 > 0 et 02 > 0 respectivement ,(¢,) et ()
sont indépendantes.

Nous itérons la relation (3.8) pour avoir

n—1
XnI E Tnj€n—j
Jj=0

7j—1

oump =1, 7y, :H(gb—l—qﬁnﬂ-) et j=1,n-1
i=0
Par suite, par indépendance

et

Remarque 8 1. Si ai =0, le processus RCA (1) se réduit a un processus
AR(1) , et on a 7% = ¢$* Nous notons que V (X,,) est:
(i) croissant exponentiellement pour 72 > 1.
(ii)croissant linéairement pour > =1 et V (X,) =n o2.
(iii) convergeant vers (7> — 1)~ o2 pour 72 < 1.
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Ainsi , la relation (3.8) donne une variance explosive pour 72 > 1.

2. Nous notons que nous avons traitons un processus unilatéral (X; , t > 0)
avec la valeur initiale Xqg = 0 . La meme étude est valable pour le processus
bilatéral (X, , t € R). Pour la classe S1 , la seule solution strictement sta-
tionnaire (X;) est donnée par (3.3).

Si eqn (3.8) commence par X, ayant la distribution stationnaire , alors
(X; , t >0) est strictement stationnaire et un processus de Markov ergodic.
Par conséquent la valeur initiale ne change pas les résultats asymptotiques.
( théoréme centrale limite et théoréme ergodique) obtenue pour (X; , t > 0).
Feigin et Tweedie(cf. [6]).

Posons
Zp=1"X,,n=0,1,2, ...

Nous montrons (cf. ci dessous) que V (Z,) = E(Z?) converge vers
(2 —1)"'c2ou 2 = E(p+¢,) = ¢* + o3

Pour un processus AR (1) explosif , Z,, converge en moyenne quadratique
et presque strement (cf .Fuller [7]).

Cependant ,pour le cas d’un processus RC'A (1) explosif, on a

E(Zy—Zy)’ = E(r"X, -7 "X, )’
= E(r" (X, —7X,4))"
= 7B (X —7Xp1)?
De (3.8)
E(Zy=Zna)' = TPE(¢+ ¢, —T) Xn1 +25)
= T [E((0+ 60— 1) Xi1) + 2B (6 + 6, = 7) Xuoagn) + B ()]

Comme X,,_; dépend de €,,_1, ..., €1 ,et les (g,,) sont indépendants , alors
, €n et X,_1 sont indépendants. De méme pour X, _; est indépendant de

(@n)-

Par suite

E(Zy—Zy1)? = 7B (X2) E(¢* + ¢2 + 20,6 + 72 — 270, — 27¢) + 7 207
= 7 (PP + oL+ 77— 21¢) E(X2 ) + 702
= 272 (P —1¢) E(X?_,) + 7 02
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D’autre part

n—2 2
FE (X’?Lfl) = F ( Tn—1,j 5n—1—j>

Ainsi

P2t = 2 (3 70 (1 750) (1 78) 4 2
= 7o +2(rP—T1¢) T2 (1— 7'2)71 o’

—2(r* —1¢) ol (1 - 7'2)_1
Comme 72 > 1,nous obtenons
E(Z, - Zn—1)2 — 2 (72 — 7'(;5) 772 (1 — 7'2)71 ol =7

ou 72 — 7¢ > 0 car 72 = ¢ + 02 # ¢’et donc T # ¢ et par suite v > 0.

Ainsi , (Z,) n’est pas une suite de Cauchy dans L? et (Z,,) ne converge
pas en moyenne quadratique.

Le théoréme suivant donne les proprietées asymptotiques du modele RC'A (1)
explosif .

Theoréme 9 Soit (X;) un processus RC A (1) explosif. Quand n — oo, on
a
(I) : il existe une variable aléatoire Z* tq E (Z*) < oo ,
et
Zi=1"X2 IS 7

n

(ID): 7720y XP, 25 (-1 27 .
t=1
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Preuve: (I) : Premiérement , montrons que Z> = 7 2"X? est une sous-
martingale ou F ,, = o, (X, X5_1, ..., X1) est la tribu engendreé par (X,,, X,,—1, ..., X1).
On a
E (ZZ/anl) = E (Ti2nX72l/Fn71)
= TE(X2/F )
= T E[((0+ ¢0) Xn1 +20)" /Fni]

Par la linéarité de 1’ésperance conditionnelle

E(Z}Fn1) = 7B [(6°+200, + ¢7) X2y /Fua] +21 " E[(¢+ ¢,,) Xn160/F n-1]
+77"E (5721)

Par la caractérisation de I’ésperance conditionnelle

E(Z2fFn) = Xpom B (6" 4206, +6;) + 27 "Xt B (0 + 0,) €0) + 702
- (o) X2+
= 77 (TQngl + 772"05)

_ —2(n—1) y2 —2n 2
= T X, 170

_ 2 —2n _2 2
- anl +T Us Z anl

Ainsi la suite (Z2) est une sous-martingale positive.
De plus

E(Z)) = E(rX;

Alors

E (Zz) =72 52 (72” — 1) (72 — 1)71 — (72 — 1)71 o2 car 72 >1
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Ce qui donne
E(Z}) <

Par suite la sous martingale positive (Z?2) est dans L' et le théoréme de la
convergence de Doob (cf Préliminaires ) permet d’affirmer qu’il existe une
variable aléatoire Z* tq E (Z*) < oo et Z2 2% 7.
(I1) : On a presque surement , nous avons (par I)

Zf_l = 7'*2("/*1))(3_1 — 7% p.s.

Par un lemme de Toeplitz
n -1 n
(Zw(w) (Z X) 7
t=1 t=1

De plus

n n—1
ZT—z(t—U _ ZT—zl _ (7_2n - 1) (72 . 1)—1
t=1 1=0

Ce qui donne
(r 1) (72— 1) (Z Xfl> — 7
t=1
Ainsi

T (Z X31> — (-1 2
t=1

n

Reste a identifier la limite Z*. Tout d’abord , nous montrons que P (Z* > 0) =
1 implique que la suite des v.a. (¢, + ¢ ) ne prend que deux valeurs (suite
binaire).

Lemme 6 Si P (Z* > 0) =1 alors, P ((¢, + 0)? = ) =1 (i.e (¢, + )’
est dégénérer a 72).
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Preuve: Rappelons que
X =(p+¢,) Xn1 + én.
Donc

X2 = (¢4 ¢,) Xn1 +60)
= (046, X7 1 +2(0+,) Xpo1en + 2

Ainsi

TXE = T (04 6,)  Xp 427 P (04 b,) Xoagn + T e,
= TR (40, X0 4 20 (G4 6,) X + 7,
= 70+ TN 4+ 2r T (04 b) e (T X)) 7 e

Par suite

Z2=1%(p+ ¢n)2 Z: 42 T (b + @) ey + T ED (3.9)

D’une part , pour tout o > 0

ZP (}7"2”5721| >0) < 00
=1

puisque par l'inégalité de Markov on a

—2n -2
P(|7_2”53‘>5) < E(‘T(S )
2
< rnElS)
7_—2710,2
< 1>
- )

qui est le terme d une série convergeante car 72 > 1.
Par conséquent par le lemme de Borel-Cantelli on a
—2n

g2 P (3.10)
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D’autre part , pour tout 6 > 0
ZP " (¢ + ¢,) En| > 8) < oo

Par I'inégalité de Bienyamé-.Tchebychev on a

oo n 9
ZP (P4 dy)en] >0) < ZE(T (¢ + &) en)

n=1 52
< ;Z[wm )+ 7E (2) B (62)]
< U_?iT 2n+2

A
<o)
()¢
ﬁ|

De méme par le lemme de Borel-Cantelli on trouve

T (G + ) en — 0 (3.11)

Par le premier point du théoréme 3.1

Z2

n—1

_ 7_2(n_1)X,Z_1 AN 7

Comme P (Z*>0)=1,donc
|7 X | B V2 (3.12)

En utilisant (3.10), (3.11) et (3.12), et Z* < 0o nous obtenons de (3.9)

2 ps 27 _

Te+ ) =
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Ce qui implique
P((¢, +¢) =7") =1

D’ou le Lemme. m
Considérons la suite de v.a. binaire suivante

(3.13)

Ot 0= { |7| avec une proba. p }

—|r|  avec une proba. 1—p

ou |7 > 1et 0 < p < 1.Lecas p = 0 ou 1 est exclu quand o7 > 0.
Nous observons que 7 devient log |7| . Donc les casnp < 0,p=0etn >0
corespondent & 72 < 1,72 = 1 et 72 > 1 respectivement.

Ainsi , I’étude du cas stationnaire de la classe S; ne se pose pas , lorsque
P(Z*>0)=1.

Supposons que la condition suivante est satisfaite.

C, : g est de loi symétrique i.e. g < —&4.

Fuller (cf. [7]) fait remarquer en vertu de la symétrie de (Cy) qu’ un
explosif RC'A (1) avec coefficient binaire se comporte en loi comme un pro-
cessus AR (1) standard explosif (Y;,¢ > 0) donné par

Y, =1V, 14e , Yo=0 (3.14)

Pour |7| > 1, il est bien connu par Fuller ([7]) que 77"Y,, converge vers
une variable aléatoire Y presque surement et en moyenne quadratique.
Nous avons le Lemme suivant

Lemme 7 Pour un processus RC'A (1) explosif ayant un coefficient binaire
(¢,, + ¢) , nous avons sous Cj.

(I): 2 L y?
ou 'Y désigne la limite de la v.a. T7"Y, qui converge presque surement et en
moyenne quadratique.

(I1) : Si (g;) est gaussienne alors

Z* = o2 (1* - 1)71 X2

n—oo

ou X3 est une v.a. Khi-deux de degré de liberté 1.
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Preuve: Pour le point (1) on sait que
Xo=cnt+(d+dp)en+ .+ (0+0,) (04 1) - (0 + 1) e

La relation (3.14) peut s’écrire comme suit

2 ~1
Y,=¢,+T€p_1 +T€po+ ... +7" "5

De la condition C; et du coefficient binaire (¢,, + ¢) , nous avons

d

X, =Y, pourchaquen=1,2,...

Par conséquent
—2nvy2 4 _—2nvy-2
T X, =1 Y

Par le premier point du théoréeme 2.1 on a

_ p.s
TXE > 7

et
romy? 2y
Par suite
7+ Ly?
Pour le point (/1) , comme (g,) est i.i.d et ¢, < N (0, 1) alors
n—1
X, = anj Enj » Xp <N <0, o2 (7" —1) (r* - 1)71> pour chaque n
=0
Donc
Xy
< N (0,1)

Vo —1) (72— 1)

Par conséquent
X2 d

n

o (rm —1) (12— 1)_1

£

X
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Ce qui donne

Ainsi , comme 72 > 1

TXE = o2 (77 — 1)71 e

n—oo

Par le premier point du théoréeme 2.1

LD Gy
Donc . .
Z*=o2 (-1 xi
[ ]

Remarque 10 1. Nous observons que le modéle RC A (1) avec la structure
binaire de ¢, appartenant & la classe Sy. Dans le lemme 2.1, on utilise
P(Z* > 0) =1 pour avoir la structure binaire de ¢,, sous Cy en particulier
pour une suite (€,) gaussienne. En revanche , on peut vérifier que Z* = 0
(p.s) , i.e P(Z* >0) = 0 pour le cas stationnaire n < 0.Pour voir cela ,
nous prenons d’abord le cas général de (¢,) avec 7> > 1 , et n < 0 . Par
Quinn (cf.[18]) , il existe une solution strictement stationnaire (3-8) pour un
processus bilateral (3.1). Pour un processus unilatéral qui est un processus
de Markov , X,, donné par (3.8) converge en loi vers une variable aléatoire
de méme loi que celle obtenue pour le processus bilatéral RC' A (1) (Nicholls
&Quinn [16]). Ainsi , 772" X2 converge vers zéro ji.e Z* = 0 p.s quand
72>1,etn <0 (ie le processus appartenant & la classe Si).

Nous imposons une deuxiéme condition.

C, : La limite de v.a.Z*, P(Z* > 0) > 0.

Pour un processus stationnaire appartenant a S;, on a Z* = 0 p.s . Pour
un processus non-stationnaire avec ¢, binaire (appartenant a la classe Ss) |
nous avons Z* > 0 p.s.

En particulier , pour tout processus appartenant a S = 57 U.S; et lorsque
(¢¢) est gaussien , on peut obtenir Z* comme un mélange de lois de type
Khi-deux.

Pour vérifier cela , soit (&) i.i.d et e, = N (0, 1).
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Lemme 8
n—17—1

La suite <5i =72 Z H O — s ) est une sous-martingale et Z* 2
7=0 =0
Broixi.

Preuve: Posons

n—17-—1

B2 o= S (60— u)’

§=0 i=0

= T[40 0)" + o+ (0= 0,) (9 6]

La fonction caractéristique conditionnelle est

B (e 0nnt) = BT /00,)
_ E( t o (nt(6—6,)? an71+...+(¢—¢n)2(¢—¢2>2€1))
E

< "en> E (ei t f—"<¢f¢>n)2en71) B (e" t T—"(¢>f¢n>2<¢f¢>g)2sl)
La fonction caractéristique de la loi normale donne
it T e 1 2 2 —2n
E (e ") =exp |—=o.t
2
Par suite
it T (p—b,)  en_1 I 90 o 2
E <e n ) = exp —§O'Et T (P —9,)

De méme

o 2 2 1
B (et e om0} — exp [—503# T2~ 6,)% e (6~ %)ﬂ
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Donc

E (ei Ban g .., ¢1) = exp —%O’?tQ T2 (1 + (¢ — ¢n)2 + .+ (o - ¢n)2 (9= ¢2>2)
r 1 n—17j-1
= exp —§U§t2 T (fb ¢n z)
L 7=0 =0
— ex -—102t252
P 72 el Pn

Montrons que (Bi) est une sous-martingale par rapport F,_; la tribu en-

gendrée par (571 1 51)
D’une part

B o= T HTT(0—0) T (0= 0,)" (60— b))
= 200, 14 (0= 6,0) e+ (0= 0,00)" (60— 6]

Ainsi

E(B2/Fn) = E([r+77%(0—6,)"Bos] [Fu)
= TR TE L E (0 - )
= 774 5%—1 > Bi—r

Donc (32) est une sous-martingale.
D’autre part

n—17-—1
E(8)) = (‘2” (6 — ) )
0

]:0 =

— 7_7211 2 7_2]
Jj=0

= ) () ()

n—oo
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Par le théoréme de Doob (cf .préliminaires) il existe une variable aléatoire
B, tq B2 25 5 et E (%) < 00.Cela implique que

, 1 s 1
E (GZ K Zn/qbrm SED) ¢1) = eXp |:_§O-?t2531:| p_> eXp |:_§O-gt2ﬁ*:|

Par le théoréme de convergence domineé nous obtenons : E (E (ei b2l o ..., ¢1)) =
E(e't#n) — E(exp [—302t*3*]) donc

Zy=7"X, = U\/B"  ouU <= N (0,0?)

D’ou
2 2.2
Zn = 5*05X1

D’aprés la premier point du théoréme 1

p.S
72 7

Par suite
A%
qui est un mélange de v.a. Khi-deux avec une v.a. " indépendante de la
variable x? .
Dot le Lemme. =

Remarque 11 En particulier ,si le processus appartient a Si, B =0 p.s et
R R N . . * 2 —1

si le processus appartient a la classe Sy avec ¢, binaire , f* = (7 — 1) ~ p.s

. Cependant en général ,5* > 0 p.s.

0.4.2 Convergence des estimateurs

Pour le modele RC'A (1) explosif , nous allons montrer que 1'estimateur 50,
n’est pas convergeant et cela est en contraste avec le cas du modele AR (1)
explosif. N

En outre , I’estimateur ¢,; admet une loi asymptotique gaussienne méme
lorsque la suite (¢;) n’est pas gaussienne.
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Dans la suite nous supposons que la condition suivante:

Cs : (¢,) est une suite bornée.

Par exemple si la suite (¢,) suit une loi uniforme sur [—1, 1] ou encore
des lois gaussiennes tronqueés.

Nous avons le résultat suivant

Theoréme 12 Supposons que les conditions Cy et Cs sont satisfaites . Al-
ors , pour le modéle RC' A (1) explosif , l’estimateur ¢, ne converge pas vers
¢ en probabilité :

¢cl - ¢
Preuve: Nous écrivons par définition de (Nbd par (3.4)

> XiXe
bu—¢ = =0
> Xt

t=1

> [XiXo - oXP ]

t=1
n
E 2
thl
t=1

On pose
~ T,
b= 6= 5
ou .
T, = 7_7271 Z [¢tth—1 + Etthl} )
t=1
et

n
__—2n 2
D, =T E X7 .
t=1

D’apres le premier point du théoréme 2-1 on a
Dy=123 X2, 25 (rP-1) ' 2
t=1
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Ainsi , sous la condition Cy , pour que ¢, converge vers ¢ il suffit de montrer

que 7, L5 0. Par I'inégalité de Bienyaimé -Tchebychev on a

n 2
" e ) <Z 5tXt—1>
P ( 7'72“ thXt,1 > 5) S t};

t=1

n

—4n
< i) E(X)
t=1
De plus
n n t—1 2
ZE (th—l) = b (Z Tt—1,j 5t13>
t=1 t=1 =0
n t—1
= ZO‘? 7%
t=1  j=0
= o? (Tz(t_l) — 1) (72 — 1)71
t=1
D’ou

B o? -1 _
(-1 | 21 "

ol 2n 2
= (72_1)2[7' —1—n(7'—1)]

Comme 72 > 1,0n en déduit que
9

o n 4
PllrSex1|>0] < — 2=




Par le lemme de Borel-Cantelli , il en résulte
7_7271 Z €tthl i 0

Donc

TN XP =T X 50 (3.15)
t=1 t=1

D’autre part

n

7_—2n Z qthtQ—l _ 7_—2n Z T2(t_1)¢tZ*
t=1

t=1

— ‘ —2n Z¢t XtQ = 2(t— 1)Z>(<)
< *Q"ZWPQQ =02
Comme 720D X2 2% 7% et

n
72n Z ’¢t| |Xt2 L — 2(t— I)Z* — 7_7271 Z |¢t| ‘7_2(t71)7_72(t71)Xt271 . 7_2(t71)Z>s<

= Y |(IXE - 2)

en utilisant le lemme de Toeplitz et C3 , nous obtenons
n
T Nl [XEy - 2T 5 0
t=1

Par conséquent

n

T Z ¢ X2, — T Z 72Dy 7x 22,0 (3.16)
t=1

t=1

Des résultats précédants (3.15) et (3.16) nous arrivons a :

T,— 1,7 250
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ou

. . P PR
Par suite nous avons besoin de montrer que I,, — 0 sur I’événment {Z* > 0}.
Remarquez que la suite (I,,) vérifier ’équation suivante

7_2[71 - [n—l = ¢n

Ainsi |, si I, = 0 sur {Z* > 0} , alors ¢, L0 sur {Z* > 0}.
Or si ¢, L0 , il existe une sous suite (ny telle que ¢, LEN O) .

Ceci contredit 'hypothése que {gﬁnk , k=12, } est i.i.d. de variance ai >
0;ce qui est absurde .
Donc

gbcl_/_)gb

Remarque 13 La condition Cy a été utilisé dans la preuve précédente par
conséquent le théoreme n’est pas applicable a la classe Sy .

Dans ce qui suit nous allons étudier les propriétés de I'éstimateur des
moindres carreés ponderés ¢,,; défini par (3.5).

Nous donnons quelques résults préléminaires sur cet estimateur.

Nous avons

Z Xtthlv;;i
B, <5wl - ¢> = B, t:1n - ¢
> X2V
t=1

Z (X — 0Xi 1) thvtj

t=1
= B, —
}: 2 -1
Xt—lvi—l
t=1

n

— ZYt
t=1
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on Y = (X, = ¢X, 1) X, aViZ} et By =) X2, V7L

t=1

Lemme 9 On définit S, = ZYt est une martingalede carré intégrable
t=1

V(Su/Fi-1) =By et E(S2) =Y E(B,) =2 .
t=1

Preuve: Nous avons

et

B = B (X~ 6Xe) XerVird) = B(6,X2,V) + B (eXe Vo)
= E(¢)E(XZ V) + B (e0) E(X; VD) =0

car X2 ,V,"1 ne dépend que de ¢, |, é, o, ..., ¢y, donc ¢, et X2 ,V,"] sont
indépendantes. De méme X, ;V,” 1 ne dépend que de £;_1,&;_5,...,&1 , donc
g; et X, 1V,~] sont indépendantes.

Donc

E(S,) =0

D’une part,

E(S,/Fi-1) = E (i Y;:/Ftl)

= ZE(Yt/Ft—l)

= Y [E(0 X7 Visi/Fia) + B (e:X Vit /Fia)]

t=1
n

= Z [X,?,th:%E (¢t> + Xt—l‘/;t:iE (515)] =0

t=1
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D’autre part, de la méme maniére que dans (3.17) nous avons aussi F (S5?) <
o0 .

Donc S, est une martingale de carré intégrable.

Nous avons

V(Su/Fia) = v(iwm>

n

= Z [V (qstXf—th:%/Ft—l) +V (5tXt_1Vt:i/Ft_1)]
t=1

= Z [Xf—l‘/ijv (¢)) + X7, V3V (5t)}

t=1

= Y X7 Vo [X2 Vel + Vool

t=1

= Z XEVia (th—ﬂ’?ﬁ + 0?) Vi

t=1

- Y XV =B,
t=1

Aussi
n 2
visy = m(sh) £ (30x)
t=1
- E (ZYE) +2F <ZYY]) :
t=1 i#]
ou

VY, = (X7 Vi +eaXiaVioy) (0,X7 Vi +6,X4V,00)
(biX?fl‘/i:%qﬁjX‘?fl‘/;’:ll + (biX?fl‘/z’:%ngj*l‘/;’:ll
+€iXi71‘/i:i¢jX]2,1V}:11 + giXifl‘/i:ingj—l‘/jill

Comme X;_1V,"1 ne dépent que de ¢, 1, ..., ¢, , et les (¢;) sont indépendantes
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,alors les ¢; et X; 1V,"1 sont indépendantes. comme j < i , donc Xj_le_fl
est une fonction de ¢;_4, ..., ¢; par suite ¢; et Xj,lvj’fl sont indépendantes
et alors

E (qbz‘Xz?fl‘/i:i(ijjzflv}:ll) = E(¢)E (X@'zflvijﬂﬁij,lVf_ll)
=0

et

E(6,X2,V e XmV) = E(6)E (X2,VeX0V,0)
=0

De méme X,_, V;ll ne dépend que de €;_1,...,€; et comme j < ¢ alors ¢; et
X j,lvj’_ll sont indépendantes.
Donc

B (e:XiaViDi9; X7 ViDy) = Ele) E(XiaViie, X7, VDY)
=0

Nous avons aussi

E(eXiaViigiXiaViDh) = E(a) B (XiaViiig X5 Vi)
=0

Finalement

E(Y;Y}) =0
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et
B(s2) = émsz)

= ZE (67X Viol + 20, X0 VizTer + ] X2 ViTY)
=1

_ g (B (6}) B (X!, V22 + B () B (X2 V73]

= N [E(6) BE(XLV,22) + E(2) B (X2,V,2)]

t=1

= Y E[X2 V(03X Vi +Viie?)]
t=1

Alors

E(S}) =) _E(B,) =1} (3.17)
t=1

D’ou le Lemme.
[ |

Nous considérons les conditions suivantes:

Cy : Elgl’" < o0, pour §>0

C: :n'B, L5 A2>0 quand n — oo

Nous remarquons que la condition Cjs est satisfaite pour la classe Si.i.e
n<0(r%>1).

En effet , pour voir cela , rappellons

B, =Y Up_i, ou Uy =XV}

t=1

Notons que (U;) est une suite de v.a. borneé. En outre , par le théoréme
ergodic nous avons n~'B, — E (U;) = A2 > 0.

Ensuite , pour le cas ou P (Z* > 0) =1, Cjy est & nouveau vérifice . En
effet , écrivons
20 X2

= O’iT_Q(t_l)Xffl + T—Q(t—l)o-g

Ui
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Par le premier point du théoréme 2.1
R G A

Alors
s 4F

Upy = S
t—1 O_iZ*

Par conséquent
n !B, £, 04_52 =A?>0
Donc Cs est vraie lorsque P (Z* > 0) =1

Dans le cas général nous procéder Comme suit : supposons que (g;) est
gaussienne. On a

BV —o7?| = BIXLV o3

2 _—2
oZo,

- gl
aﬁ)XE,l + o2

comme

Xeii=cia+ (0+d 1) ezt 4 (+ 1) .. (0+ ) e

Donc I'éspérance conditionelle

[e.o]

2 _—2
B (U= forrti] = [ cogb sl (a) (39

2.2 2 2
T,Q; T+ 0;

ot H () est la densité d'une N (0,02) et af | =1+ (¢ + ¢t—1)2 + ...+
2 2

(04 1) (0 + 1)

Or

Comme o? , AN quant ¢ — oo , on applique le théoréme de la con-
vergence domineé & (3.18) et donc E [|U;—1 — a;2| [by_1,..01] — 0.

Comme U;_; est borneé on applique de nouveau le théoréme de la con-
vergence domineé et on arrive a :

E !Ut,l — O'(;Z‘ — 0

t—o00
Par conséquent

_ Lt
n !B, = 0¢2
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et alors -
n !B, — 0;2
Nous allons énoncer un résultat donnant la loi limite de ’estimateur 5101.

Theoréme 14 Pour le modéle éxplosif RCA (1) et sous les conditions Cs,Cy
etCs , nous avons

B (9ui—9) = N(©,1).
Preuve: Par la condition Cs , on a
n !B, PLAZ>
et par le théoreme de la convergence domineé
nLE (B,) = n~ 102 =5 A2 > 0

Ce qui implique

n_an _92 P
Soit .
Sp=) YiouY, = (X1 +e) X1V}
t=1
On a
Vil = |[(¢, X1+ &) Xo1 Vi
_1 1
<l |XE V] Jevind| [xeavid|
et comme

[ XE VT ot et Vo] <o
on en tire que

246 -3 ~172te
2 2
v eV, 3| x|

IN

16 [ X2,V +

< g2l [|¢t|2+5 (0;2)2% + |5t|2+6 ‘Vt:ﬂ%é |X152_1V;:H¥]
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Par C; on a (¢,) est bornée donc
o\ 2468 246 o 2£98 oy 2E9
24 (10,27 (032)" 4 1e ™ (07) % (07 F]

K+ K, |€t|2+(S ou K; et Ko >0

|}/;/|2+5 S
<

Donc

b;(2+6)ZE|Y;€|2+5 < b;(2+6)z {K1 +K2E’Eft|2+6:|

t=1 t=1
244

1 2
(—2> [nK1 + nK2m4]

IN

7’LO'¢
1 (Kl K2m4)
S\ 2t
0'¢ n2 n2

b;(2+6) ZE |}/;|2+5 — 0

n—oo
t=1
Ainsi la condition de Lyapounov est vérifie , et on a

_ Sh — N (0,1)
V(Sn)

VAN

Par suite

Car
— = N(0,1) (3.20)

et

Des équations (3.19) et (3.20) les conditions du théoréme centrale limite sur
les martingales sont vérifiées et finalement

Bé <5wl - ¢) = g—:Bé

Sn
B
S,

n
by
n

=~ — N (0,1)
B2
By
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[ |
. . N P
Nous retournons au cas stationnaire 72 < 1, ou n !B, — E (Uy) =

B () @ 3 (5 2,) 2 B (YD)
t 5 t—1

Ainsi , les résultats dans (3.6) , pour 72 < 1 donne
B (6w —9) = N(0,1)

Nous pouvons unifier les résultats pour 72 > 1, 72 < 1 dans le théoréme
suivant

Theoréme 15 Sous les conditions du théoréme précédent ,pour le modéle
RCA(1) ,nous avons

1
Bz (¢wz — ¢> — N (0,1) pour 7> # 1.

En comparant ce résultat avec le méme dans le cas AR (1) , nous re-
marquons que la normalité de (g;) n’est pas nécéssaire pour un modele
RCA(1).Par contre , 'hypothése de normalité de (g;) est nécéssaire dans
le cas d’un processus AR (1) explosif (|¢p| > 1) .

Si 02 et o2 sont inconnus , ils peuvent étre remplacés par des estimateurs
convergeants.

Nous pouvons voir cela de la maniére suivante (pour le cas 72 < 1
voir Schick[18]). Soit 775 et 5> des éstimateures convergeant vers o2 et o2
respectivement .

On définit
Vi =62 X2, 452
t—1 = 0g Ay +o;
Ainsi
= Vier = Vi
max |V,"1 — V,_}| = max |—=
i<t<n 1<t<n |V, Vi
Dautre part
~ 1
_ ~—D _
V;t—:ll’ = =2 —2 2 — 0. 052
o.X? . +70 o
¢ t—1 5 €




Par suite

max Vol - Vt:i) = max (V;_l - 12_1) ‘Z:iV;:i)
< 0% max (Vt_l - 12_1> Vt:i‘
< o2% max |(57 - o) XL, Vit + (62— 02) Vi
< o2 (192 o3| [XE1i + 12— o] i
Ce qui donne
max Voi- V;Zi) < 027 |65 — of| max [XE,ViTh| + (62 — 02| max [V,

2|2 _ 2| 2 |a2_ 2| -2
< o7 (|85 = o3| 05" + |52 — 02| o2
2 2 - A
Comme 77 et &_ sont des éstimateures converge vers o7 et o2 ceci implique

max
1<t<n

Vod = Vi = o, (1) (3.21)
On définit un %n un estimateur des moindres carrés pondérés par
Z XtXt—lvtj

¢, = T (3.22)
> X2V
t=1

Pour cet estimateur ¢,, nous avons le résultat suivant.

Corollaire Sous les conditions du théoréme précédent , nous avons pour le
modele RCA (1)

Bé (%n—¢> — N (0,1) pour 7% # 1.

n—oo
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Preuve: Considérons

Z (X — 90Xy 1) thﬂ?tj
Bi (6,-0) = Bi |=
d X2V
t=1

(X — 0 Xi1) Xt—l‘/}tj

n
_1
2

t=1

n

Bty X2V
t=1

Hwang et Basawa [12] affirme que

B.'Y X7 Vi =1+0,(1) (3.23)
=1
Par suite
1 n
n (Z (X; = 6X; 1) X, Vo) — Sn>
=1
1 (& R n
= B’ (Z — 60X ) X Vil = Y (X - 6Xo) thv;_{>
=1 t=1
PR
= B’ — X 1) Xy (‘/;_1 th>
=1
D’ou

B.* <Z (X, — X, 1) Xia Vo) — Sn) = o (1)
t=1

Par conséquent

n

_1 ~

B? (X — 0 Xi1) Xt—lvtj
B: (N ) By, — t=1 Bi%S
n ¢n_¢ - n n n - n n

Bﬁlzxf—lr/tj
t=1
B.? i
- = B, (X:— ¢Xi1) Xea Vit — BuSa
n t=1
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et ensuite

1o/~ _1 B,;% - ~ ~
Bi (9, =0) = Bi*Su = = |B.YS (X 0Xe) XUt + B,S, — BuSu— B,
n =1
n o—1 - > B;% B
_ Drp (Z(Xt—cﬁxt_gxt_lv;:{—sn)— S, (B, - B,)
n =1 By,
Comme % L 1et
By: By? &
— S, = —= (Xt_¢Xt71>thl‘/t:i
B, B, =
B;% - 1 — o 1
= = ZXtXt—l‘/t:I_(bZthl‘/t:I
B, = =1
Bn? & B?
= = ZXtXt—lv;t:i—CbT
Bn t=1 Bn
1
Bn? & 1 B,
= —= ZXtthlvfl— ——= =op(1)
By t=1 By, n
car%LletBn—mm
Bf,:% n - B;% n 2 n 2 1 n % Bn
S vt < B S| [Sxeaa| - 4 S| -
B, = B, |\ =1 B, |\ = B,

ce qui implique par le théoréme précédent

D’ou le corollaire. m

—gz5> — N (0,1) pour 7% # 1
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0.4.3 Comportement asymptotique conditionnellement
a(zr>0)

Dans cette partie nous regardons le comportement de ’estimateur des moindres
carrés ¢, pour le modéle RC'A (1) explosif . Cependant les convergences sont
étudiées sous la condition que I'événement (Z* > 0) soit réalizé. L’événement
(Z* > 0) est similaire & la non-éxtinction d’'un processus de branchement
. Nous notons la probabilité conditionnelle & (Z* > 0) par P* : P*(.) =
P (./Z* > 0) et par E* 'espérance par rapport a P*.

Nous supposons que Cs est vérifice i.e P (Z* > 0) # 0.

Nous présentons les résultats préliminaires suivants.

Lemme 10 Sous P* , nous avons

rNTXE, T (1) 2

_ Pps _
IE Xflvl 2

Preuve: i) Rappellons que Z? = 772"X? est une F;_; -sous-martingale
Fia1=0 (Xt—b ~->X1)
On a

EX(Zi/Fia) = B (77X /F i)
e ()
_ T—QnE* [((Cb + ¢n) Xn—l + €n)2 /Ft—l]

= g [(gb + ¢n)2 Xﬁq/thl] + TR [25n (¢ + ¢n) anl/thl] +

Les propriétés de I’éspérance conditionnelle impliquent

B (Z3/Fi) = 7 X2 LB [(0+6,)7]
1277 X, B [, (¢ + ¢,)] + 7 "0
7_—2n( 2x2 1_|_0)
= 72 1)X2 I o

= Z21—|—7- 2n 2>Z21 car 72 > 1
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Donc Z?2 est une sous-martingale.
Par le théoréme de Doob , il existe une v.a. Z*, E* (Z*) < oo telle que

_ P*ps
72 = 72 I g

On utilise le lemme de Toeplitz pour avoir

(iT—Z(t 1> Zth 1Pps
t=1

De plus comme

n n—1
ZT—Q(t—l) _ ZT—m _ (7_2n - 1) (7_2 . 1)—1
t=1 1=0

Donc

Ce qui donne

Pour i7) On a

(t 1)X2
XV,
—2(t-1) X 035+T 2(t—1)
D’ou P
2 -1 P P"ps _ -2
X Vi Z*a¢ =0,

De méme par le lemme de Toeplitz

- 1 Pps o2
(5) S
t=1
Ce qui donne

n
-1 2 1 P*ps 9
n § :thVt 1 * 04
[]

Lemme 11 Sous P*, (¢,) ne converge pas vers zero en probabilité

6, 50 .
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Preuve: Raisonnons par 'absurde.
Supposons que
o 50

. . . P*ps
Alors , il existe une sous-suite tel que ¢,, — 0.

Considérons I’événement GG défini par
G = {lim¢,, = 0, quand n — oo}

Or d’apres le Lemme 2.1 (Z*>0) = Vn: (¢ + ¢,)* = 72 1l en résulte
que lim ¢, existe et donc (Z* >0) C G .
Par suite

P(G)>P(Z*>0)>0

Puisque G est un événement dans la tribu queue, par la loi 0-1 de Kolmogorov
on a donc P (G) = 1.Ce qui contredit ’hypothése sur la suite (¢,, ,k=1,2,.)
car la suite est de moyenne nulle et de variance aé > 0.

Par conséquent

ng ?

b, 5 0

Nous avons le résultat suivant m

Theoréme 16 Supposons Cj est vérifiée . Pour le modéle RC'A (1) explosif
l’éstimateur des moindre carreé ¢, ne converge pas ¢ :

O o &

Preuve: Par définition des estimateurs

> XX
bg—¢ = H———0
> X,

t=1

T DO+ ) eXi
t=1 t=1

n
—2n 2
T E Xy
t=1

7



Ce qui donne

~ Tn
¢cl - ¢ - D_
ou
Tn = 7_—271, Z gtht271 + Z tht—l
t=1 t=1
et

D,=7""> X7,
t=1
D’aprés le premier point du lemme 3.5 on a
D=7 x2, "B (-1 2
t=1
Donc pour que 501 converge il suffit de montrer que

T, 250

> 5) = P ( 7—_2n thXt—l
t=1
P ({ 7_72n Z €tXt—1

t=1

Pour § > 0, on a

P* ( 7_—2n thXt—l
t=1

>0,/7" > 0)

>5}H{Z*>O})

P(Z*>0)
Comme
({ T_2nZ€tXt_1 > 5} N {Z* > 0}) C { T_antht—l > (5}
t=1 t=1
Donc

n
7_7271 E EtXt,1

t=1

n
7_72n E EtXt,1

t=1

p<

>g§p<
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D’autre part , I'inégalité de Bienyaimé -Tchébychev donne

n Vv <T_2n thXt—1>
P ( 7'7271 thXt,1 > 5) S =1

t=1

< T 5
Comme X;_; est fonction de €;_1, ..., €1 et comme ¢; sont i.i.d. ce qui implique
que X;_ 1 et g, sont indépendants
Ceci donne

n
T E e X1

t=1

d

Par le lemme de Borel-Cantelli

—4n n
>5) < 752 023" E(X2,)

t=1

n
_ P*ps
T2 E g X1 — 0
t=1
Par suite
n
_ P*ps
T 2n E tht—l — 0
t=1

et donc
P*ps

T, =77 ¢,X7 =50
t=1

D’autre part
n n
7_—2n Z gtht2—1 . 7_—2n Z T2(t_1)¢tZ*
t=1 t=1

n
< Z || ‘Xtal - 772(t71)2*|
=1

Comme .
—2(t—1) yv2 P'Ps
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Alors

P*ps
220

Z |¢t| |T—2(t—1)Xt2_17_2(t—1) - 7_2(t—1)Z*
t=1

Ce qui donne

n
_ P*ps  _ _
e 2n E gththl . 2n E :7_2(15 l)gth*
t=1 t=1

D’ou .
T, —1,7" —20

ou

I, = ,7_—2n Z TQ(t_1)¢t
t=1

Pour montrer la convergence de ¢, , nous devons montrer que
n
_ _ P
In =T 2n E 7_2(15 1)¢t 0
t=1

ou (I,)vérifie I’équation aux différences suivante

[y

n—

7-2[71 — Infl = 7—*2(7171) Z TZ(tfl)(ZSt . 7_72(n,1) T2(t71)¢t
t=1 t=1

T—Z(n—l) (;Q(n—1)¢n)
= ¢, n=12 .

Sil, o , nous devons avoir ¢,, i qui contredit le lemme précédent.
Par conséquent , I’éstimateur 561 ne converge pas sous P*. m

Dans cette partie nous étudions la convergence de I'estimateur des moindres
carrés pondérés ¢,,;.

Rappellons

n
B, =Y X} \VjouViy=0,X +0?
t=1
et

n

Y=Y (X — X 1) X Vi

t=1
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On définit .
= Y= E*(Yi/F 1)

t=1

Lemme 12 La suite (S}) est une martingale.

Preuve: On a

E*(Si/Fis) = E* (Z (Y; — B (E/Ftl))/F“)

t=1
1

= E* (i (Yt - F (Yt/Ft—l)) /Ft—1>

LB (t}:/n — E* (Yo /F n-1) /F 1)

n—1

= ZYt—E*(Yt/Ft—l)

t=1

_ *
- Snfl

Donc (S¥) est une martingale. m
Soit

B, = Z (Yi/Fi-1)

Introduisons les quantités

Wi = (B)2S:
Wor = (B,)7" B
Wi, = 52 (Y/F-1)

Nous imposons la condition suivante
Cs : Sous P* , Wy, L Wy ,de plus (Ws, ,Wgn), £, (Wy ,Wg)/
Le théoréme suivant donne loi limite de ’estimateur ¢,,;

Theoréme 17 Si la condition Cg est vérifiée alors, pour n — oo

1 /~ *
B2 (gbwl _ ¢) L WW W
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Preuve: Un calcul simple donne

1 s~
Bi (Gt = 0) = W, Win + Wy

n

= Bi (- 0) — (B SLB) Bat BB (Vi/F o)
t=1

n n

= B} (du-0) - B E*(Yi/F 1))+ Ba® S B (Yi/F 1)

t=1 t=1

Par suite

Sy
Sw

1 . 1o/ 1
(ur = 8) = Wil W + Wy = BE (90— 6) — Ba* 3W,
t=1
Nous avons

B (hu=0) - BV = B (hu-0)-Bis,
t=1

Donc e
B2 <¢wl - ¢> - WQ_nlWln + Wsp, = op (1).

Par la condition Cg
Ce qui donne le résultat =

Remarque 18 Si P* = P, ona Wy =1 W3 =0 et W, L N (0,1).
Donc le théoréme 6 se réduit au théoréme 3.

0.5 ANNEXE

Pour illustrer le comportement de I'estimateur de Hwang S.Y. et Basawa . V.
[14] défini dans le chapitre 3, nous présentons des simulations d’un modele
autorégressif a coefficient aléatoire RC'A (1).
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Nous générons des échantillons de tailles différentes et nous calculons a
chaque fois 'estimateur du paramétre.
Le processus autorégressif a coefficient aléatoire a simuler est le suivant:

Xi=(a+¢) Xio1+ e

ot a=C*", (g) = N(0,0?) et (¢,) — N (0,6°)

Nous fixons les valeurs de 62 = 0.8 et 62 = 0.4 . Les valeurs du paramétre
a sont fixés & a =1 (cas critique) et a = 1.5 ( cas éxplosif) .

Nous générons un échantillon de taille n donnée par la formule de récur-
rence précédente. Nous calculons les estimateurs ¢, et ¢,,,leurs moyennes
et leurs écart- type pour 100 répliques de I’échantillon & chaque fois.

Nous avons obtenu les tableaux suivants et nous utilisons le Logiciel R
pour nos simulations.

Taille de échantillon n gd 510[
n = 50 0.9716515 1.144746  0.8914464
Pour a — 1 n = 100 1.074528A 0.9479396  0.5435822
n = 500 0.8982995 0.9207954  0.856491
n = 1000 1.013999 0.9054036  1.433062
n = 10000 1.006213  0.9995642  0.7524121
Taille de échantillon n ,gz;d :bwz mean <g~bd>
n = 50 0.5409649 1.60785  0.4421012
Poura — 1.5 n = 100 3.286886 1.508042  2.381183
n = 500 2424696  1.241475 —5.528747
n = 1000 —17.60373 1.510874 —15.02691
n = 10000 8.30185  1.480448 —5.380336

0.6 Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié les processus autorégressifs a coefficients
aléatoires dans les cas critique et explosif.
Nous avons développé les résultats établis par les auteurs Hwang S.Y. et
Basawa I.V. et Tae Yoon Kim. [14] et Hwang S.Y. et Basawa L. V. [13].
Ils montrent la convergence de I’estimateur des moindres carrés condition-
nels et des moindres carrés pondérés et leurs comportements asymptotiques
en loi dans le cas critique.
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mean (%z) mean <;5wl>

0.7131255
0.4005822
1.002663
1.421535
0.723438

mean (511}[)
1456344
1.057773

0.7634003
1.266407
1723883

Sd <$cl
1.1893:
4.1431
3.1660.
4.1479
2.6276:
sd (5(
4.8572
6.887¢
69.03
157.9(
64.58]



Dans le cas explosif , les auteurs établissent la convergence en probabilité
de l'estimateur des moindres carrés pondérés et une loi limite tandis que
I’estimateur des moindres carrés conditionnels n’est pas convergeant.

En Annexe nous présentons des résultats de simulations numériques mont-
ant le comportement asymptotique des estimateurs des moindres carrés con-
ditionnels et des moindres carrés pondérés dans un processus RCA(1) en
utilisant le logiciel R.

84



Bibliographie

Anderson. T.w. (1959) On asymptotitic distributions of estimates
of parameters of stochastic difference equations. Annals of Math-
ematics and Statistics 30, 676-87.

Basawa, I. V. and Brockwell, P. J. (1984) Asymptotics conditional
inference for regular nonergodic models with an appkication to
autoregressive processes.Annals of Statistics 12, 161-71.

Brown, B. M. (1971) Martingale central limit theorems.Annals of
Mathematics and Statistics 42, 59-66.

Chow, Y. S. and Teicher, H.(1978) Probability theory .New
York:Springer.

Engle, R. F. (1982) Autoregressive conditional heteroscedasticity
with estimates of UK inflation.Econometrica 50, 987-1007.

Feigin, P. D.and Tweedie, R. L. (1985) Random coefficient autore-
gressive processes:a Markov chain analysis of stationarity and
finiteness of mements. Journal of Time Series Analysis 6, 1-14.

Fuller, W. A. (1996) Introduction to Statistical Time Series (2nd
edn). Wiley,New York.

Godambe, V.P; 1985. The fondations of finite sample estimation
in stochastic processes. Biometrica 72, 419-428.

Hall, P. G.and Heyde, C. C. (1980) Martingale Limit Theory and
its Application. New York :Academic Press.

Hamilton, J.D ;1994 .Time Seriess Analysis. Princeton University Press,
Princeton,NJ.

85



[11]

[12]

[13]

[14]

Hwang, S. Y. and Basawa, I. V. (1998) Parameter estimation for
generalized random coefficient autoregressive processes.Journals
Statistical Planning and Inf .68, 323-37.

Hwang, S. Y. and Basawa, I. V. (2003). Estimation for nonlin-
ear autoregressive models generated by beta-ARCH processes
.Sankhya 65. 744-762.

Hwang, S. Y. and Basawa, I. V. (2005). Explosive random coeffi-
cient AR(1) processes and related asymptotics for least squres
estimation .Journals of Time Series Analysis,to appear.

Hwang, S. Y. and Basawa, 1. V. (2004).Explosive random coefficient
AR(1) processes and related asymptotics for least squres estim-
ation .Journals of Time Series.Journal of Time Series analysis Vol.26
n. 6 p. 807-824

Hwang ,S.Y. , Basawa,l.V. et Tae Yoon Kim. Least squares estim-
ation for critical random coefficient first-order autoregressive
processes . Statistics and Probability Letters 23 March 2005.

Nicholls, D. F. and Quinn, B. G. (1982) Random Coefficient Autore-
gressive Models :An Introduction Lecture Notes in Statistics, 11. New
York :Springer .

Pourahmadi, M. (1986) On stationarity of solution of a doubly
stochastic model. Journal of Time Series Analysis 7, 123-31.

Quinn, B. G. (1982) A note on the existence of strictly stationary
solutions to bilinear equations. Journal of Time Series Analysis 3,
249-52.

Schick, A (1996) y/n-consistent estimation in a random coefficient
autoregressive model. The Australian Journals of Statistics 38, 155-
60.

Wang, D; Ghosh, S.K; (2004). Bayesian Analysis of Random Coef-
ficient Autoregressive Models ISMS#2566,N. C. State University.

86



